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1 Inleiding

In dit artikel formuleren we een nieuwe analytische oplossing voor sleufgedraineerde hel-
lingen waarbij de sleuven zich loodrecht op de helling bevinden om een optimale drainage
te verzekeren. Hiertoe beschouwen we de theorie van de grondwaterstroming in een geheld
terrein (figuur 1). Deze is gebaseerd op de Darcy-vergelijking zoals werd geformuleerd door
Boussinesq (1877) (zie ook Childs (1971)):

qg= —kh[g—zcosi + sini] (@)

waarbij g [L*T] het debiet per eenheidsbreedte voorstelt in de x-richting, & [L/T] is de ver-
zadigde doorlatendheid, & [L] = A(x,t) is de hoogte van de grondwaterspiegel loodrecht
gemeten ten opzichte van de ondoorlatende laag met hellingshoek i, en x [L] is de coordi-
naat parallel aan de ondoorlatende laag. Indien deze vergelijking wordt gecombineerd met
de continuiteitsvergelijking, waarbij geen ruimtelijke variabiliteit wordt verondersteld in %,
i en de draineerbare porositeit £ [~], en de grondwaterspiegel aangevuld wordt met een con-
stante voeding N, bekomt men de Boussinesq-vergelijking voor een geheld terrein:

oh _k .0 (,0h . .0h | Ne(t)
2z B il hads
5 f[coszax( 8x)+smlax:|+ ; (2)

waarbij ¢ [T] de tijd voorstelt en £(¢) de eenheidstapfunctie voorstelt (m.a.w., &) = 0 voor ¢ <
0 en &¢) = 1 voor ¢ > 0). Deze vergelijking verwaarloost het effect van de capillaire opstijging

boven de waterspiegel en past de uitgebreide Dupuit—Forcheimer-veronderstelling toe
(Bear, 1972).

Verhoest en Troch (2000) hebben enkele analytische oplossingen van vergelijking (2) voor-
gesteld welke gebaseerd zijn op een linearizatie van de Boussinesq-vergelijking. Daarbij
werd de methode van Brutsaert (1994) gevolgd, die een anlaytische oplossing heeft gevon-
den voor het impulsantwoord van een helling. De bekomen oplossing in dit artikel verschilt
van deze gevonden door Verhoest en Troch (2000) ten gevolge van de verschillende rand-
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voorwaarden die opgelegd worden aan het systeem. Terwijl Verhoest en Troch (2000) een
Neumann-conditie (d.i. debiet is nul) oplegden aan de top van de helling (toepasbaar voor
hellingen tot aan de grondwaterscheiding) en een Dirichlet-conditie (d.i. waterspiegelhoogte
is constant) ter hoogte van de rivier de waterhoogte dicteert, zijn beide randvoorwaarden bij
een sleufgedraineerde helling een Dirichlet voorwaarde die de waterhoogte in de sleuven

oplegt.
De randvoorwaarden worden dus gedefinieerd door:

h=H, x=0 (>0

3
h=H, x=1L t>0 ®

Dit probleem werd reeds door Su (1994) aangepakt waarbij de auteur een analytische
oplossing voorstelt welke gebaseerd is op de omvorming van de gelineariseerde Boussinesq-
vergelijking in een warmtegeleidingsvergelijking. In dit artikel passen we enkele algemene
technieken toe voor het oplossen van partiéle differentiaalvergelijkingen op de gelineari-
seerde Boussinesq-vergelijking.

In eerste instantie wenden we een onrealistische beginvoorwaarde (constante waterspiegel-
diepte) aan om de analytische vergelijking van het stationaire regime te bekomen. Dergelijk
regime weerspiegelt een werkelijk grondwaterspiegelverloop tussen twee sleuven zodanig
dat we deze vorm als nieuwe realistische beginvoorwaarde zullen opleggen voor het
berekenen van de niet-stationaire stroming tussen twee sleuven op een geheld terrein
onder een constante voeding van de grondwaterspiegel.

x=0

Figuur 1: Definitieschets van de dwarsdoorsnede van de aquifer (opmerking L >> D).
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2 Wiskundige afleiding

Om een wiskundige oplossing voor vergelijking (2) te bekomen, linearizeren we deze verge-
lijking in analogie met Brutsaert (1994) en Verhoest en Troch (2000):

2
ah_k[ 3 .ah]+N£(t) @

— =—| pDcosi—5 +sini—
T pDco laxZ 1nzax 7

waarbij de linearizatieconstante pD moet aanzien worden als een gemiddelde hoogte van de
grondwaterspiegel. Algemeen geldt dat 0 < p < 1. Deze constante kan best bepaald worden
als een bijkomende kalibratieparameter (Brutsaert, 1994).

Alswenun=D-h,K="FkpD cosi/fen U=k sini / f subsitueren in vergelijking (4), dan
wordt de gelineariseerde Boussinesq-vergelijking:

M _ ', 0m_ New

a - owr m  f ®
Deze partiéle differentiaalvergelijking kan opgelost worden door eerst een Laplace-trans-
formatie naar één van de veranderlijken (i.e. de tijd ¢) door te voeren wat resulteert in een
gewone differentiaalvergelijking. Door deze laatste differentiaalvergelijking op te lossen en
een inverse Laplace-transformatie van deze oplossing door te voeren bekomen we de
gewenste analytische oplossing. Indien we de Laplace-transformatie van (5) wensen uit te
voeren, moeten we een initi€le voorwaarde opleggen. Een eerste eenvoudige benadering
gaat ervan uit dat de grondwaterspiegel het maaiveld bereikt voor alle plaatsen op tijd ¢ =
0, of:

h=Dofn=0 O<x<L =0 (6)

Door gebruik te maken van deze voorwaarde wordt de Laplace-getransformeerde van (5)
gegeven door:

d*F dF N
/Gy Y, A 7
dx® i dx ¥ fy @

waarbij F de Laplace-getransformeerde voorstelt van de grondwaterspiegeldiepte 7, en y is
de Laplace-variabele.

Vergelijking (7) kan nu opgelost worden met behulp van standaard technieken voor het
oplossen van gewone differentiaalvergelijkingen waarbij we de Laplace-getransformeerde
randvoorwaarden moeten aanwenden, welke gegeven worden door:

F:ﬂ x=0

g 8
F==2 x=L

y

waarbij D, =D -H,enD,=D - H,,
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Na enige berekeningen vindt men:

D,e " sinh(bx) _ D,e™ L sinh(bx) Ne '~ sinh(bx)

Ty sinh(L) ysinh(bL) i fy?sinh(bL) ©
~ Neax—bL 51nh(bx) . N(e(a—b)x _ 1) . Dle(a—b)x
fy? sinh(bL) fy? y

waarbija =-U/2Kenb=(a"+y / K)'”.

De inverse Laplace-transformatie van (9) wordt bekomen door het toepassen van Brom-
wich’s integraalformule en het residutheorema (Arfken en Weber, 1995):

e—a(L—I)(LN -2afK(H, - H,))sinh(ax) N Nx

h=H,-
! 2afK sinh(aL) 2afK
43, 2na(D—H, - (-1"(D ~ Hy)e ™ Je (nm) il (10)
- sin| — e
“~ a’Ll? + n’nt

= 2n7rL2Ne“"(e‘“L -(—1)") ) (nﬂx)
+ n| —
w1 fK (oL + n2ﬂ2)2(—1)" L
Het uittrede (of intrede) debiet per eenheidsbreedte waargenomen in beide sleuven kan dan

gevonden worden door (10) in te vullen in de gelinearizeerde Darcy-vergelijking, welke
gegeven is door:

—q:kacosi%+khsini (11)

zodat het debiet in de benedengelegen sleuf gegeven wordt door (negatief = uittredend
debiet, positief = intredend debiet):

(1+2aL - €*“)N + 40’ fK(H,e"*" ~ Hy)
qx=0 =

2a(e2“1‘ - 1)
o, 2fKn’n*((D - Hy)e* ~ (-D"D - Hy)) -ot-{"ive Js 19
= a’L’ + Ln*n? ¢ )
- 22( ol _ o 1\ _ap 7
. ZLNnn.'(e ( 1))e L[L2 )m

3
n=1 (aZL2 + n27r2)

en het debiet in de bovengelegen sleuf (negatief = intredend debiet, positief = uittredend
debiet):

28 STROMINGEN 7 (2001), NUMMER 1



(1+(2aL - e’ N + 40K (H,e*" - Hy)
2a(e2“L - 1)

Qu=t =

n

< 2fKn’n*(-1"((D - Hye™ - (-)"(D - Hy)) e-( L]K,

a?L® + Ln?n? (13)

n=1
2, 2LNn2r (-1 (e - (1) {25
+n§1 ((12L2 + 712712)2 ¢

+a2]Kt

3 Oplossing voor het stationaire regime

Voor grote waarden van ¢ zal een stabiele grondwaterspiegel ontstaan tussen beide sleuven
waarbij de vorm van het freatisch oppervlak volledig bepaald wordt door de waterhoogte in
de sleuven en de constante voeding van de waterspiegel. De analytische oplossing van de
waterspiegelhoogtes en debieten kan bekomen worden door de tijd naar oneindig te laten
naderen in vergelijkingen (10), (12) en (13) waardoor de volgende ‘steady state’-oplossingen
worden bekomen:

e (LN - 2afK(H, - H,))sinh(ax) = Nx

h=H, - + 14
! 2afK sinh(aL) 20/K 14
_(1+2aL- LN +4a’fK(H,e*" - H,) a5
A0 2a(e?" - 1)
(1+(2aL - Ve’ N + 40> K (H,e*" - Hy)
QL = (16)

2a(em - 1)

Voor deze toestand is het eenvoudig te verifiéren dat de netto hoeveelheid water welke
draineert in de sleuven gelijk is aan NL, wat overeenstemt met de hoeveelheid water welke
per tijdseenheid percoleert naar de grondwaterspiegel.

4 Bespreking

In het volgende voorbeeld bespreken we het resultaat van de berekening van het grondwa-
terpeil via vergelijking (10). Daartoe beschouwen een rechthoekige aquifer met de volgende
karakteristieken: lengte L =100 m, diepte tot de ondoorlatende laag D = 2 m, helling van de
ondoorlatende laag i = 2°, doorlatendheid k& = 0,001 m/s, draineerbare porositeit f = 0,34,
waterhoogte in de sleuven H, = 0,5 m en H, = 1,5 m, linearizatieconstante p = 1/3. De netto
neerslag wordt gesteld op N = 3 mm/h. De doorlatendheid reflecteert de effectieve waarden
relevant voor de schaal waarop wordt gewerkt, daar het gekend is dat & vergroot met toe-
nemende observatie schaal (Troch e.a., 1993).

Figuur 2 werd bekomen door de sommatie in (10) te beperken tot de eerste 999 termen. De
bijdrage van de waarden binnen het somteken convergeren naar nul voor groter wordende
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n. Op het ogenblik ¢ = 0 vertoont de waterspiegel de initi€le conditie (nl. 2~ = D), en naar-
mate de tijd verstrijkt zien we dat de vorm van de waterspiegel convergeert naar de vorm
van het stationaire regime, gedefinieerd door (14). In dit voorbeeld is het grondwaterpeil
hoger dan de maaiveldshoogte, wat in feite betekent dat het grondwater er dagzoomt. In dit
geval echter zal de oplossing gedefinieerd door (10) en (13) niet het werkelijke verloop van
de waterspiegel vertonen daar deze oplossing geen rekening houdt met oppervlakteafvoer
ten gevolge van kwelstroming.
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Figuur 2: Niet-stationaire gedrag van de waterspiegel geobserveerd bij 0, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 20 en 200 dagen
bij een helling van de ondoorlatende laag van 2°.

5 Nieuwe beginvoorwaarde

De initiéle voorwaarde welke gekozen werd om de voorgaande vergelijkingen te bekomen is
fysisch niet realistisch. Het zou beter zijn om een werkelijk optredend freatisch oppervlak
zoals dat corresponderend met een stationair regime, aan te nemen als beginvoorwaarde.
Indien we nu de conditie (6) vervangen door (14) voor ¢ = 0, dan wordt de Laplace-getrans-
formeerde van (5) gegeven door:
K(f_1:+U£_yF ) Q-D; LN (2afK(D; —DZ)—Ly Je*“"*' sinh(ax)
dx dx fy 2afK 2afK sinh(al)

(7)

Waarbij N* de percolatiesnelheid en Dy en D; de dieptes tot het waterpeil in de sleuven
welke gelden bij de initiéle steady state grondwaterspiegel. De oplossing van de boven-
staande differentiaalvergelijking wordt bekomen door toepassen van de nieuwe randvoor-
waarden van het systeem welke gegeven worden door de nieuwe dieptes tot het water-

niveau in beide sleuven:

n=D, of F =
(18)
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en wordt bekomen als:

_(D,- D)l b . (N - Nt)e(“_b)’r . (D, — Dy)e*“" sinh(bx)

F y y* ysinh(bL)
(D, - D)e ™ e sinh(bx) | (N - N")(e™* - e"*")e* sinh(bx) (19)
ysinh(bL) fy* sinh(bL)
(D; -DiXe** -De™ LIN'e* (> -1) N D Nz N
2ysinh(aL) 4afKysinh(aL) f° vy 2Ky pH*

De inverse Laplace-getransformeerde van de bovenstaande vergelijking wordt gegeven
door:

e (LN — 2afK (H, - H,))sinh(ax) . Nx

h=H, -
! 20fK sinhi(aL) 2afK
i onn(H, - Hy - (-1"(H, - Hy)e™" )™ (n ) [ e szK,
— n —
o a’l? + n’r? St € (20)

)

+nz=; }‘K(aZL2 +nin? )2 (-1)" o0

Uiteindelijk wordt het debiet in de beide sleuven opnieuw bekomen door (17) in te vullen in
de gelineariseerde Darcy-vergelijking:

_(1+2aL - e*)N +4a°fK(H,e*" — H,)
x=0 2a(e2aL _ 1)
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6 Bespreking

In figuur 3 wordt, voor dezelfde bodemkarakteristieken zoals in punt 4, de verandering
weergegeven van de waterspiegel indien de nieuwe waterhoogtes in de sleuven 1,5 m en 0,5
m bedragen, terwijl een neerslagintensiteit van 1 mm/h optreedt. De initiéle conditie is de
waterspiegel onder stationair regime bij waterpeilen 0,5 m en 1,5 m in respectievelijk de
linker en rechter sleuf en een neerslagintensiteit van 3 mm/h. Figuur 4 geeft de debieten
weer die in de linker en rechter sleuf worden genoteerd. Ten gevolge van de oriéntering van
de x-as, draineert het water in de sleuven bij negatieve debieten voor de linkse sleuf, en bij
positieve debieten bij de rechtse sleuf. In het ander geval werkt de sleuf irrigerend.
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Figuur 3: Verloop van de grondwaterspiegel geobserveerd bij 0, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 20 en 200 dagen. uit-
gaande van het stationaire regime zoals bekomen bij figuur 2, en nieuwe waterhoogtes van 1.5men05m
respectievelijk in de linker en rechter sleuf, en een neerstagintensiteit van 1 mm/h.
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Figuur 4: Verloop van de debieten geobserveerd bij 0, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 20 en 200 dagen voor de finker (x =
0) en de rechter (x = L) sleuf, voor het grondwaterspiegelverioop zoals weergegeven in figuur 3.
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7 Conclusies

In dit artikel hebben we uitgaande van de linearizering van de Boussinesq-vergelijking
analytische oplossingen van zowel de niet-stationaire als de stationaire stroming afgeleid
die gelden voor sleufgedraineerde gebieden met een uniforme bodemstructuur en een zwak
gehelde ondoorlatende laag waarbij de sleuf tot aan de ondoorlatende laag reikt. Er wordt
zowel een analytische oplossing bekomen voor de waterspiegelhoogtes, als voor de debieten
in de beide sleuven, vitgaande van een realistische vorm voor de initiéle waterspiegel. In
een volgend artikel worden deze oplossingen herschreven voor een horizontale ondoorla-
tende laag en worden ze vergeleken met een aantal gekende oplossingen voor deze situatie
(Glover, 1974, Krayenhoff van de Leur, 1958).
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