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УДК 517.44 

А.Г. ДЕЙЦЕВА 

АППРОКСИМАЦИЯ ОПЕРАТОРА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ В БАЗИСЕ КОЙФЛЕТОВ 
In the present paper an approximation of differential operator by means of multiresolution analyses, generated by Coifman 

scaling function is established. The accuracy of approximation is found. Formula of numerical differentiation and estimation of its 
error are received. 

С использованием исследований И. Добеши [1, 2] в работах [3, 4] Дж. Бейлкин, Р. Койфман и 
В. Рохлин получили вейвлет-представления некоторых операторов и установили их свойства в базисе 
вейвлетов Добеши. На основании этих результатов были разработаны алгоритмы нахождения 
численного решения некоторых дифференциальных и интегральных уравнений [5–7]. 

Настоящая работа посвящена аппроксимации оператора дифференцирования ,
ndT ndx

=  n∈N  – 

фиксированное число, в базисе койфлетов. В базисе койфлетов аппроксимация оператора 
дифференцирования значительно проще, чем в базисе вейвлетов Добеши, что позволило получить 
формулу численного дифференцирования и оценки погрешности аппроксимации (в [3, 4] такие 
исследования не проводились). 

1. Аппроксимация гладких функций в базисе койфлетов 
Пусть { , }jV j∈Z  – КМА пространства 2 ( ),L R  порожденный масштабирующей функцией 

Койфмана [1, 2] 2 ( )Lϕ∈ R  порядка 2 ,L K=  K ∈N,  2 ( )Lψ∈ R  – соответствующий койфлет. При этом 
функции ϕ  и ψ  непрерывны и обладают следующими свойствами (см. [2]): 

( ) 1,x dxϕ =∫
R

 ( ) 0,lx x dxϕ =∫
R

 1, 1,l L= −  [ ]supp ,2 1L Lϕ⊆ − − ,                             (1) 

( ) 0,lx x dxψ =∫
R

 0, 1,l L= −  [ ]supp 2 1, .L Lψ ⊆ − +                                       (2) 

Согласно определению КМА произвольная функция 2 ( )f L∈ R  может быть представлена как 
предел последовательных приближений ,j jP f V∈  j∈Z,  определенных следующим образом: 

( ) ( ) ,j j k j k
k

P f x x
∈

= α ϕ∑
Z

 x∈R , ,j∈Z                                                  (3) 

( ) ( ) ,j k j kf x x dxα = ϕ∫
R

 , ,j k∈Z                                                         (4) 

где система функций 
( )/ 2( ) 2 2 ,j j

j k x x kϕ = ϕ −  ,x∈R  , ,j k∈Z                                                (5) 

образует ортонормированный базис пространства .jV  

Далее будем полагать, что функция 2( ) ( ),Lf C L∈ R R∩  а масштабирующая функция ( ),nCϕ∈ R  
1 .n L+ <  
Для аппроксимирующих вейвлет-коэффициентов (4) имеем 

( ) ( )/ 2 / 22 ( ) 2 2 2 2 ( ) ,j j j j j
j k f x x k dx f x k x dx− − −α = ϕ − = + ϕ∫ ∫

R R

 , .j k∈Z  

Отсюда, используя формулу Тейлора для функции ( ): 2 2j jf x f x k− −→ +  в окрестности точки 

0x =  и тождества (1), получим, что 

( ) ( )( ) ( )
( )

/ 2 / 2
2

2 2 2 2 ( )
!

L j
Lj j j j

j k

f k x
f k x x dx

L

−
− − − −

+ θ
α = + ϕ ≤∫

R

 

( )( )
( )

1/ 2 1

( )
2 2 1

sup sup ( ) ,
( 1)!2

Lj L

L
j k jL

x x

L L
s f x x

L

+− +

∈ ∈

− +
≤ + ϕ

+ R R
 0 1,< θ <  , .j k∈Z  

Таким образом, для достаточно больших j∈Z  
,j k j ksα ≈  ,k∈Z  
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где ( )/ 22 2 ,j j
j ks f k− −=  , .j k∈Z  При этом погрешность приближения  

( )/ 2 ( )
1 2 2 sup ,j jL L

j k j k
x

s C f x− −

∈
α − ≤

R
 , ,j k∈Z                                         (6) 

где 1C  – положительная постоянная, не зависящая ни от ,j  ни от .f  
Лемма 1. Пусть ϕ  и ψ  – масштабирующая функция Койфмана и койфлет порядка 2 ,L K=  

K ∈N,  соответственно функция 2( ) ( )Lf С L∈ R R∩  такова, что ( )( )sup ,l

x
f x

∈
< + ∞

R
 1, .l L=  Тогда 

для всех x∈R  справедливо неравенство 
( ) ( ) ( )( )

2 2 sup ,jl l
j

x
f x P f x C f x−

∈
− ≤

R
 1, ,l L=  ,j∈Z  

где 2C  – положительная постоянная, не зависящая ни от ,j  ни от ,f  а оператор jP f  определен 
соотношением (3). 

Дока з а т ель с тво .  Для детализирующих вейвлет-коэффициентов J kβ  имеем, что 

( ) ( )/ 2( ) 2 2 2 ( ) ,J J J
J k J kf x x dx f x k x dx− − −β = ψ = + ψ∫ ∫

R R

 , .J k∈Z  

Используя формулу Тейлора для функции ( ): 2 2J Jf x f x k− −→ +  в окрестности точки 0x =  и 
учитывая (2), получим 

( )( ) ( )
( )

/ 2 / 2 ( )
2

2
2 ( ) 2 sup ,

!

l J
Jl J l Jl J l

J k
x

f k x
x x dx C f x

l

−
− − − −

∈

+ θ
β = ψ ≤∫

RR

  

0 1,< θ <  1, ,l L=  , ,J k∈Z  где ( ) 1 1

2

2 1
sup ( ) .

( 1)!

l l

x

l l
C x

l

+ +

∈

− +
= ψ

+ R
 

Таким образом, 

( ) ( )( ) ( )j J k Jk J k J k
J j k J j k

f x P f x x x
≥ ∈ ≥ ∈

− = β ψ ≤ β ψ ≤∑ ∑ ∑ ∑
Z Z

 

( ) ( )( )
2 sup 2 2l Jl J

x J j k
C f x x k−

∈ ≥ ∈

≤ ψ − ≤∑ ∑
R Z

 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2(3 1)sup sup 2 2 sup ,l Jl jl l

x x xJ j
C L f x x C f x− −

∈ ∈ ∈≥

≤ − ψ =∑
R R R

 1, ,l L=  .j∈Z  

Лемма доказана. 
2. Оператор дифференцирования в базисе койфлетов 
Для любой функции f  определим оператор 2: ( ) ( )L

j jT С L V→R R∩  [4]: 

( ) ( ) ( )( )
,2 ,jn n

j j j j k m m j k
k m

T f x P T P f x r x−
∈ ∈

= = α ϕ∑ ∑
Z Z

 ,x∈R  ,j∈Z                         (7) 

( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( ) ,n n n
mr x m x x m x dx= ϕ − ϕ = ϕ − ϕ∫

R

 .m∈Z                                    (8) 

Поскольку масштабирующая функция Койфмана не имеет аналитического задания, то непосредст-
венное вычисление коэффициентов оператора дифференцирования по формулам (8) затруднительно. 
В [8] предложен алгебраический метод нахождения этих коэффициентов, не использующий соотно-
шений (8), а также установлено, что 

( ) 0,n
mr =  3 1,m L≥ −  ( ) ( )( 1) ,n n n

m mr r−= −  3 2,m L≤ −                                        (9) 

( )( ) 1 ! ,nl n
m l n

m
m r n

∈

= − δ∑  0, 1,l L= −                                                  (10) 

где l nδ  – символ Кронекера. 

Лемма 2. Пусть ϕ  – масштабирующая функция Койфмана порядка 2 ,L K=  K ∈N,  ( ,nCϕ∈ R)  
n∈N  – фиксированное число, ,n L<  коэффициенты ( ) ,n

mr  3 2,3 2,m L L= − + −  задаются 
соотношениями (8). Тогда справедливы неравенства 
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( ) ( ) 222(3 1) sup ( ) ,j k j k
xk

x x d x L x
∈∈

ϕ ϕ ≤ − ϕ∑∫
RZR

 ,x∈R  ,j∈Z                              (11) 

( ) ( )(3 1)(6 3) sup ( ) ( ) ,n n
m

xm
r L L x x

∈∈

≤ − − ϕ ϕ∑
RZ

                                              (12) 

3 2
( ) ( )

1
2(3 1) sup ( ) ( ) ,

L
L n n L

m
xm m

m r L x x m
−

∈∈ =

≤ − ϕ ϕ∑ ∑
RZ

                                          (13) 

где функции j kϕ  определяются соотношениями (5). 
Дока з а т ель с тво  следует из свойств (1) масштабирующей функции ϕ  и соотношений (8) – (10). 
Теорема. Пусть ϕ  и ψ  – масштабирующая функция Койфмана и койфлет порядка 2 ,L K=  

,K ∈N  соответственно ( ,nCϕ∈ R)  n∈N  – фиксированное число, ,n L<  функция 2( ) ( )Lf С L∈ R R∩  
такова, что ( )( )sup .L

x
f x

∈
< + ∞

R
 Тогда для всех x∈R  справедлива оценка 

( ) ( ) ( )( ) ( )
3 2 sup ( ) ,j L nn L

j
x

f x T f x C f x− −

∈
− ≤

R
 ,j∈Z  

где 3C  – положительная постоянная, не зависящая ни от ,j  ни от ,f  а оператор jТ f  
определяется формулой (7). 

Дока з а т ель с тво .  Аппроксимирующие вейвлет-коэффициенты  
( ), ,( ) ( ) 2 ( ) .j

j k m j k m j kf x x dx f x m x dx−
− −α = ϕ = − ϕ∫ ∫

R R

 

Используя формулу Тейлора  

( ) ( ) ( )
( ) ( )1

0

( ) ( 2 )2 2 2 ,
! !

l L jL l Lj j j

l

f x f x mf x m m m
l L

−−
− − −

=

− θ ⋅
− = − + −∑  

,x∈R  0 1,< θ <  , ,j m∈Z  равенства (7) и (10), получим, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1

0

( ) 2
!

lL l nj l
j m j k j k

k l m

f xT f x m r x dx x
l

−
−

∈ = ∈

⎛ ⎞
= − ϕ ϕ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∫

Z ZR

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2

2
!

L j
j n L nL

m j k j k
k m

f x m
m r x dx x

L

−
−

∈ ∈

⎛ ⎞− θ ⋅
⎜ ⎟+ ϕ ϕ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∫
Z Z R

 

( ) ( )( ) ( )n
j k j k

k
f x x dx x

∈

⎛ ⎞
= ϕ ϕ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫

Z R

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2

2
!

L j
j n L nL

m j k j k
k m

f x m
m r x dx x

L

−
−

∈ ∈

⎛ ⎞− θ ⋅
⎜ ⎟+ ϕ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∫
Z Z R

 

или 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2

2 ,
!

L j
n j L n nL

j j m j k j k
k m

f x m
T f x P f x m r x dx x

L

−
− −

∈ ∈

⎛ ⎞− θ ⋅
⎜ ⎟= + ϕ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∫
Z Z R

 

,x∈R  0 1,< θ <  .j∈Z  
Изменив порядок суммирования и с учетом линейности определенного интеграла, будем иметь 

( ) ( )
( )

( )( 2 )
!

L j
L n

m j k j k
k m

f x m m r x dx x
L

−

∈ ∈

⎛ ⎞− θ ⋅
ϕ ϕ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∫

Z Z R

 

( )
( ) ( )

( )
( )

2
!

L j
L n

m j k j k
m k

f x m
m r x x dx

L

−

∈ ∈

− θ ⋅
≤ ϕ ϕ ≤∑ ∑∫

Z ZR

 

( ) ( )( ) ( )1 sup ( ) .
!

L L n
m j k j k

x m k
f x m r x x dx

L ∈ ∈ ∈

≤ ϕ ϕ∑ ∑∫
R Z ZR
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С учетом неравенства (11) и (13) получим, что 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2 sup ( ) ,n j L n L
j j

x
T f x P f x С f x− −

∈
− ≤

R
 ,x∈R  .j∈Z                               (14) 

Применяя лемму 1 к функции ( )nf  и полагая l L n= − , получим 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 32 sup ( ) 2 sup ( ) ,

L nn n j L n n j L n L
j

x x
f x P f x С f x С f x

−− − − −

∈ ∈
− ≤ =

R R
             (15) 

,x∈R  .j∈Z  
Тогда с учетом неравенств (14), (15) и 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n n
j j j jf x T f x f x P f x T f x P f x− ≤ − + −  ,x∈R  ,j∈Z  

заключаем о справедливости теоремы. □ 
Заменив в задании (7) оператора jT  вейвлет-коэффициенты j kα  соответствующими 

приближениями ,j ks  определим оператор ( )2: ( )s L
j jT С L V→R R∩  формулой 

( ) ( )( )
,2 ,s jn n

j j k m m j k
k m

T f x s r x−
∈ ∈

= ϕ∑ ∑  ,x∈R  .j∈Z                                  (16) 

Из теоремы получим 
Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда для всех x∈R  справедлива оценка 

( ) ( ) ( )( ) ( )
42 sup ( ) ,j L nn s L

j
x

f x T f x C f x− −

∈
− ≤

R
 ,j∈Z  

где 4C  – положительная постоянная, не зависящая ни от ,j  ни от ,f  а оператор s
jT f  задается 

равенством (16). 
3. Формула численного дифференцирования 
Согласно определению КМА n-я производная функции f  является пределом при j →+ ∞  

последовательных приближений ( ) ,n
jP f  определенных соотношениями 

( ) ( )( ) ( ),n n
j j k j k

k
P f x x

∈

= α ϕ∑
Z

 ,j∈Z                                       (17) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) .n n
j k j kf x x dxα = ϕ∫

R

 При этом вейвлет-коэффициенты ( )n
j kα  при j →+∞  могут быть 

заменены коэффициентами 
( )( ) / 2 ( )2 2 ,n j n j

j ks f k− −=  , .j k∈Z  

Таким образом, сравнивая приближения (16) и (17), заключаем, что значение производной ( ) ( )nf x  
в точках 2 ,jx k−=  , ,j k∈Z  может быть найдено по следующей формуле численного 
дифференцирования: 

( ) ( )2 ,
2 2

n jn n
mj j

m

k k mf f r
∈

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
Z

 , .j k∈Z  

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда справедлива оценка 

( ) ( )1( ) ( ) ( )
5 62 2 2 sup ( ) ,

2 2
j L nn jn n j L

mj j
xm

k k mf f r C C f x− − − −

∈∈

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
RZ

 

, ,j k∈Z  1 ,n L+ <  где 5C  и 6C  – положительные постоянные, не зависящие ни от ,j  ни от .f  

Дока з а т ель с тво . Рассмотрим модуль разности ( ) ( )
,2 ,n jn n

j k j k m m
m

s s r−
∈

− ∑
Z

 где ( )/ 22 2j j
j ks f k− −=  

и ( )( ) / 2 ( )2 2 ,n j n j
j ks f k− −=  , .j k∈Z  Вводя обозначения ( )

,2 ,jT jn n
j k j k m m

m
r−

∈

α = α∑
Z

 , ,j k∈Z  получим, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,2 2 .j jT Tn jn n n n n jn n

j k j k m m j k j k j k j k j k j k m m
m m

s s r s s r− −
∈ ∈

− ≤ −α + α −α + α −∑ ∑
Z Z

 

Оценим каждый модуль разности в правой части последнего неравенства. 
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С учетом неравенств (6) и (12) будем иметь 

( ) ( )
, , ,2 2jT jn n jn n

j k j k m m j k m j k m m
m m

s r s r− − −
∈ ∈

α − ≤ α − ≤∑ ∑
Z Z

( ) ( ) ( )/ 2 ( ) ( )
12 2 (3 1)(6 3) sup sup ( ) ,j L nj n L

xx
С L L x x f x− −−

∈∈
≤ − − ϕ ϕ

RR 
 , .j k ∈Z  

Оценим выражение ( ) .jTn 
j k j kα −α  Используя равенства (10), для коэффициентов jT

j kα  получим 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( 2 )2 ,
!

j
L j

T j L n nn L
j k j k m j k

m

f x mm r x dx
L

−
− −

∈

− θ ⋅
α = α + ϕ∑ ∫

Z R

 , .j k ∈Z  

Тогда с учетом неравенства (13) при любых ,j k∈Z  имеем, что 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( 2 )2 
!

j
L j

T j L nn L n
j k j k m j k

m

f x mm r x dx
L

−
− −

∈

− θ ⋅
α −α = ϕ ≤∑ ∫

Z R

( ) ( )( ) ( )12 sup ( )
!

j L n L L n 
m j k

x m
f x m r x dx

L
− −

∈ ∈

≤ ϕ ≤∑ ∫
R Z R

 

( ) ( ) ( ) ( )
3 2

/ 2 ( ) 2 ( )

1

12 2 sup ( ) 2(3 1) sup .
!

L
j L nj L n L

x x m
f x L x x m x dx

L

−
− −

∈ ∈ =

≤ − ϕ ϕ ϕ∑ ∫
R R R

Поскольку функция ( )2
Lf C L∈ R∩  и ( )sup ( ) ,L

x 
f x

∈
< + ∞

R 
 то для коэффициентов ( )n

j ks и ( )n
j kα

справедлива оценка 

( ) ( )1/ 2( ) ( ) 
, 6 72 2 2 .j L nn jn n j

j k j k m m 
m

s s r C C− − − −
−

∈

− ≤ +∑
Z

Для завершения доказательства остается учесть, что 

( ) ( ) / 2 ( ) ( ) 
,2 2 2 ,

2 2
n jn n j n jn n

m j k j k m mj j
m m

k k mf f r s s r−
∈ ∈

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑
Z Z

 .k ∈Z  □ 
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