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Abstract

In this thesis we consider the boundary value problem

(x) "+ [(n—=1)/r]v' + f(u) =0 (r >0,n > 1), 4/ (0) =0, lim, o u(r) = 0,
where f satisfies a number of appropriate conditions. Under these assump-
tions, a theorem states that for every nonnegative integer m, (%) has a solu-
tion u(r) with exactly m zeros in (0,00). A proof, using a scaling argument
and a shooting method is presented. It is also shown that this theorem holds
for a class of modified coefficients for v/. A uniqueness theorem that applies
for another class of f states that (x) has at most one solution u(r) such that
u(r) > 0 in (0,00). We present the main part of the proof and give some
examples of functions f satisfying the hypothesis of the theorem. In the last
part we discuss a few similar results and also what progress has been made
in this field until today.

Sammanfattning

I det héir arbetet betraktas randvirdesproblemet

(x) "+ [(n—=1)/r]u' + f(u) =0 (r >0,n > 1), 4 (0) =0, lim, o u(r) =0,
dar f uppfyller ett antal limpliga villkor. Under dessa antaganden finns det
en sats som séger att for varje icke-negativt heltal m, har (x) en 16sning med
precis m nollstéllen i (0, 00). Ett bevis presenteras, dir ett skalningsargument
och en shooting-metod anvinds. Vi visar dven att satsen géller for en klass av
modifierade koefficienter for «'. En entydighetssats som géller fér en annan
klass av f sdger att (x) har hogst en 16sning u(r) sadan att u(r) > 01 (0, o).
Vi presenterar storre delen av beviset och ger nagra exempel pa funktioner
f som uppfyller satsens forutsittningar. I den avslutande delen diskuteras
nagra liknande resultat samt hur utvecklingen pa omradet sett ut fram till
idag.
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1 INLEDNING

1 Inledning

Betrakta den partiella differentialekvationen
Au(z) + f(u(z)) =0, xe€R"™ (1)

Vi soker radiellt symmetriska 16sningar och sétter

w(z) = u(|z]), |z|=/2?+ ...+ 22.

Den partiella derivatan av u med avseende pa z; ges av

ou T

e CICONNE F

och ytterligare en derivering ger

aQu 2

Med Laplaceoperatorn A = V? = (88—;2 + ...+ %) erhalles
1 n

n—1,
Au—§: = u(Ja) + "= ()

och ekvation (1) dvergar i den ordinéra differentialekvationen

n —

u’(r) + u'(r) + f(u(r)) =0, |z|=r. (2)

Ekvationer av typen (2) har tilliampningar inom bl.a. kvantfysik dér 16sning-
arna representerar staende vagor. I det hir examensarbetet undersoks nagra
egenskaper hos losningarna till ekvation (2) i intervallet » > 0. Speciellt
betraktas losningar som uppfyller randvillkoren

w'(0) =0, lim u(r)=0. (3)

r—00

Det ar kint att det for en stor klass av funktioner f finns en oéndlig foljd av
16sningar {u,,}7°_, till ekvation (2) som uppfyller randvillkoren (3) och dér
Uy, har precis m nollstillen. Denna teori sammanstélls i arbetets forsta del. De

metoder som anvinds och de resultat som framkommer hir har sin utgangs-
punkt i artiklarna |9], |[7] och [16]. I arbetets andra del diskuteras under vilka
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forhallanden resultaten fran den forsta delen géller om koefficientfunktionen
”T_l byts ut mot andra funktioner. Ett exempel ar 7 + "T_l som upptrader
i studiet av radiella 16sningar till semilinedira virmeledningsekvationer [9).
Vi visar att resultaten ar giltiga fér en stor klass av koefficientfunktioner pa
formen h(r) = b(r) + “=1. Den tredje delen av arbetet behandlar entydighe-
ten hos positiva l6sningar till randvéirdesproblemet (2)-(3). Huvudparten av
ett entydighetsbevis sammanstélls fran [10] och det ges &ven nagra exempel
pa funktioner f som uppfyller tillrackliga villkor for entydighet. I den av-
slutande delen diskuteras nagra narliggande resultat som haft betydelse for
utvecklingen pa omradet fram till idag.
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2 Ett foreskrivet antal nollstallen

2.1 Teorem 1

Som vi ndmnde i inledningen kommer vi att undersoka 16sningarna till f6l-
jande randvardesproblem:

n—1

u’(r) + u'(r) + flu(r)) =0, r>0 (4)
u'(0) =0, TILIEO u(r)=0 (5)

I fortsdttningen later vi n > 1 vara en reell parameter, och vi antar att funk-
tionen f uppfyller féljande villkor:

(81) f :R — R &r lokalt Lipschitzkontinuerlig.
(§2) uf(u) <0 f6r sma |ul, u # 0.
(83) Det existerar tal 5~ < 0 < 87 sadana att

fu) <0daue (—oo0,57] och f(u)>0daue [T, o0),
F(u) <0daue (87,0)U(0,8%) dir F(u) = [ f(t)dt.

(84) fw) = k(u)luf~"u + g(u), dar

2(p+1)
p > 1 och uppfyller n < ;’T,

ko >0, u<0
k(“)_{k+>o, u>0

och

gl qa lu| — oo.

|ul?

Notera att F'(u) dr definierad sa att F(0) = 0 samt att villkoren (§1) och
(§2) medfor att f(0) = 0. Av (§3) foljer att F'(u) dr stringt avtagande for
u < B~ och stringt vixande for « > f7. Vidare medfor (§3) och (§4) att
f(u) — +oo d& u — +oo och dérmed att F'(u) — oo da |u| — oo. Funk-
tionen F'(u) maste saledes ha exakt ett negativt och ett positivt nollstéille. T
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fortsattningen véljer vi talen 5~ och 1 s& att F(57) = F(51) = 0.

Figur 1 visar ett exempel pa en funktion f(u) som med p = 3 och n < 4
uppfyller villkoren (§1)-(§4).

Av ekvation (4) kan vi omedelbart dra nagra viktiga slutsatser:

Om u'(rg) = 0 for nagot » = 19 > 0 och om f(u(rg)) < 0 s& har u ett
lokalt minimum i r (eftersom det da géller att u”(ry) > 0). P4 motsvarande
satt har v ett maximum i ro om f(u(rg)) > 0.

En icke-konstant 16sning kan inte ha nagra maxima eller minima i punkter dar
u = 0. Detta beror pa att (4) tillsammans med villkoren u(rg) = u'(r9) = 0
har den entydiga 16sningen u(r) = 0. For bevis hénvisas till Picard Lindel6fs
existens- och entydighetssats for begynnelsevirdesproblem, samt appendix i
[12].

[ fortsdttningen kommer vi att anvinda beteckningen u(r,a) for den 16s-
ning till (4) som uppfyller begynnelsevillkoren u(0) = a > 0 och «'(0) = 0.
Observera att om f(a) = 0 sa har vi den konstanta losningen u(r, a) = a.

Vi formulerar nu huvudresultatet i denna del:

Teorem 1: Lat m wvara ett icke-negativt heltal. Om [ uppfyller villkoren
(81)-(84) sd har problemet (4)-(5) en l6sning med precis m nollstdllen i in-
tervallet (0, 00).

Avsnitt 2.2 och 2.3 dgnas at att formulera och bevisa nagra resultat som
lagger grunden till beviset av Teorem 1.
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f(w)

3 / / D u
/

Figur 1: f(u) =u® —u

2.2 Energifunktionen

Ekvation (4) kan efter multiplikation med v skrivas

(lu& " F(u))/ _ ol (6)

2 T

Kvantiteten u”? + F(u) betecknas E(r) eller E(r,a) och kommer att kallas
energin till 16sningen u(r,a). Om u(r,a) dr en icke-konstant losning sa ser
vi att hogerledet i (6) &r negativt (férutom i isolerade punkter dar v’ = 0).
Det betyder att E(r) ar en strdngt avtagande funktion av r, ett faktum som

kommer att visa sig vara mycket anvindbart i det fortsatta resonemanget.

Lemma 1. Antag att u ar en icke-konstant losning till (4) och att u/(ry) = 0
for nagot o > 0. Dd gdller att om f(u(rg)) < 0 sd dr u(r) > u(ry) for alla
r > 1o och om f(u(re)) >0 sd dru(r) < u(rg) for alla r > ro.

Bevis. Antag att f(u(rg)) < 0. Da dr u(rg) ett lokalt minimum och wu(ry +
€) > u(rg) da e > 0 &r tillrdckligt litet. Antag att u(ry) = u(ro) for nagot
r1 > ro. Da har vi,

E(r) = %u/(rl)Q + F(u(r)) = %u'(rl)z + F(u(rg)) >

> Flu(ry)) = 50 (r0)? + F(u(ro)) = B(ro)

vilket motsidger att energin ir strangt avtagande. Ett analogt resonemang
anvinds i fallet f(u(r)) > 0. O
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Lemma 1 medfor att varje icke-konstant 16sning dr uppat/nedat begrénsad
av sitt forsta lokala maximum /minimum. Dessutom avtar amplituden for 16s-
ningar som oscillerar (vilket motiverar benimningen "energi"ur en fysikalisk
synvinkel). Energins avtagande medfér ocksa att varje losning ar begrénsad
och dérmed definierad for alla » > 0. (Ju| — oo skulle medfora att F'(u) — oo
och vi skulle f& motségelsen £ — o0.)

Lemma 2. Antag att E(ry) < 0 for nagot ro > 0. Da kan losningen u(r)
inte darefter vdzla tecken eller konvergera mot noll.

Bevis. u(r) = 0 medfér att E(r) = 3u/(r)> > 0. S& om energin &r nega-
tiv och avtagande for nagot r = ry maste vi foljaktligen ha u # 0 for alla
storre virden pa r. Antag nu att v — 0 da r — oo. Da géller F(u) — 0
da r — oo och eftersom energin dr avtagande och nedat begrinsad har vi
dessutom E — Ey < 0 da r — oo. Men detta medfor att (u')*> — 2E; < 0
da r — oo, vilket dr omojligt. Antagandet att v — 0 da r — 0 &r darfor
felaktigt. U

Lemma 3. Om 0 < a < 8% sa dar u(r,a) > 0 for alla v > 0 och kan
inte uppfylla att u(r,a) — 0 dd r — oco.

Bevis. Det giller att F(0,a) = $u/(0)*> + F(u(0,a)) = F(a) < 0. Eftersom

u(0,a) = a > 0 sa foljer pastaendet nu av Lemma 2. [J

Genom Lemma 3 kan vi konstatera att det finns 16sningar som helt sak-
nar nollstéllen. Speciellt maste 16sningar (med a > 0) som konvergerar mot
noll starta i intervallet (57, c0).

2.3 Fler resultat

Innan vi ger oss i kast med beviset av Teorem 1 behover vi stod av nagra
resultat som talar om hur antalet nollstéllen till u(r,a) dndras da a varie-
rar. Lemmorna 4-6 nedan slar fast att det finns 19sningar till (4) med ett
godtyckligt antal nollstillen. Vi borjar med att, genom en l&mplig skalning
av funktionen u(r,a), visa att losningarna (da a — oo) konvergerar mot en
16sning som har odndligt manga nollstéllen.

Lemma 4. Lat A > 0 och definiera

v(r,\) = A2/ (p=1)y, <§7 >\2/(p71)> ) (7)
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Da A — oo sd konvergerar v(r, \) likformigt mot w(r) pd kompakta delmdng-
der av [0,00) dir w(r) dr losningen till problemet

n—1

W (1) + ——w'(r) + k(w)w(r) P Lw(r) = 0, (8)
w(0) =1, w'(0)=0. (9)
Bevis. Fran (7) har vi
’U,(T) _ /\)\—QP/(P—I)U/(T//\) och U”<T’) _ A_Qp/(p_l)U/,(T/A)

vilket tillsammans med (4) ger

—1
" (r) + z V' (r) 4 A"/ D g ()\2/(1”1)1)(7“)) =

= A2/ (0 + 1

r/A

u'(r/\) + f(u(r/\)| =0.

Dérmed satisfierar funktionen v(r, A) foljande problem:

V' (r) + n- 11}’(7‘) + N/ f (/\2/(1’_1)0(7")) =0 (10)

v(0)=1, '(0)=0 (11)
Om energin for v(r, \) definieras pa samma sitt som for u(r, a) sa far vi
1 v(r,\)
B(r,\) = 5v'(r, 0)* + A~/ (e=D) / f (@) at (12)
0

Energin dr som tidigare strangt avtagande. Detta tillsammans med (11) ger:

1
E(r,\) < E(0,\) = \72/(>=D) / f (@) at =
0

— A2/ \ =2 =) [ AQ/(p_l)t)](l) = A2/ 32/ )

Enligt (§4) géller

w)luf*!

Flu) = k(pH +Gu), G(u):/oug(s)ds

Vidare har vi enligt I’'Hospitals regel och (§4) att

1G] o)

= —:0

|u]—o0 |u]p+1 |u|—o0 \u]p
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Detta medfor att det finns ett N > 0 sadant att G(u) < |u[P™ d& |u] > N,
For A > N®=1D/2 giller saledes

k. G ()\2/(19—1)) k.

b1 e <y

E(r,)\) < A2/ (=1 (>\2/(p71)) —

vilket visar att energin dr uppat begransad oberoende av r och \.

A andra sidan kan integral-termen i (12) skrivas

\—2v/(p=1) Uf ()\2/(1’—1)15) g F (X@=1y) _ k(v)|v[P+ . G (A/=Dy)
0 A\2(p+1)/(p—1) p+1 2D/ (p—1)

For varje € > 0 finns det ett N, > 0 sadant att |G(u)| < e|ul[P™ d& |u| > N..
I intervallet A > 1 géller speciellt

G (AP D) e ‘Az/(p—nvy)“
XD A2/

— €|,U|p+1

och

E@PP GO D0) k() ol }G<A2/<p“v)!>(k<v> -

bl TR/ D T 41 Aee D p+1

da |v| > N..

Med e tillrickligt litet sa géller enligt (12) att E(r,\) — +oo likformigt
i Ada |v] — oco. Eftersom E(r,\) &r uppat begrinsad maste dérfor funk-
tionsfoljden {v(r, A)}32, vara likformigt begrinsad. Foljaktligen har vi

o(r, <M, r>0, A>1 (13)

dar M &r en positiv konstant.

Om vi nu multiplicerar (10) med 7"~! och integrerar sa far vi, med v'(0) = 0,

T (r, \) = — AP/ / "L (AP Dy(E,N)) dt. (14)
0

Vidare géller, genom utnyttjande av (13) och (§4) att
| £ (AP Dy, N)| = [k(0)N2[o]P AP Dy 4 g (A P7Dy) | <

< max(k_, k+)/\2p/(P—1)’U|P + /\2p/(p—1)‘v|p - /\2p/(p_1)|v|p(max(k_, k) +1) <
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< MNPP=D AP (max(k_, ky) 4 1) = konstant - \*/@=1),

Fran (14) far vi nu,

1 T
[0/ (r, \)| < A7/ 0=V L konstant - A2/~ —1/ "t =
rn- 0

T,n
= konstant - - — = konstant - r.
n

yn—1

Lat I vara en kompakt delméngd av [0,00) och lat s,t € I, (s < t). Enligt
medelvirdessatsen har vi

v(t,\) —v(s, \)

t—s

=v'(§, )

for nagot £ € (s,t). For varje € > 0 géller nu att
lo(t, N) —v(s, \)| = [t —s] - [V'(§,N)| < |t — 8| - konstant - £ < €
om |t — s| ar tillrackligt litet.

Det visar att funktionsfoljden {v(r, A)}52, ar likformigt ekvikontinuerlig och
det finns, enligt Arzela-Ascolis teorem, en delf6ljd {v(r, A\x)}72; som konver-
gerar likformigt mot funktionen w(r) pa I.

Hogerledet i (14) kan nu med hjélp av (§4) skrivas
— / " ()|t N) P o, N dt — A2/ / " (A Vy(t, ) dt
0 0
(15)
(§4) medfor att det for varje e > 0 finns det ett N, > 0 sadant att |g(u)| <
elul? da |u| > N.. T intervallet |u| < N, &r g(u) kontinuerlig och dirmed

begrénsad. Det finns dirfor en konstant C' > 0 sa att |g(u)| < C + €|ul? for
alla u. En uppskattning av den andra termen i (15) ger

0< A\~ 2p/(p=1)

/ " tg (WY Dyt N)) dt| <
0

gAQP/@U/ "1 g (WP Dyt \)) | dt <
0

< A—QP/(P—”/ " (C + AP Ju(t, M) di <
0
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C n
< T2/ 1) (C + GAQP/(p_l)Mp) = —)\21’/;*1) + eMPr™ — eMPr™

da \ — oo.

Eftersom talet € kan viljas godtyckligt litet géller darfor

A—00

lim {)\‘2”/ (P-1) / g (WY Dyt N)) dt| =0
0
Detta medfor att hela uttrycket i (15) konvergerar mot

_ / 1) oo ()P~ (1)
0
Eftersom denna funktion &r kontinuerlig kommer enligt (14) derivatorna

v'(r, \g) att konvergera punktvis mot nagon kontinuerlig funktion ¢(r). Vid
gransovergangen A\, — oo i (14) far vi darfor foljande ekvation:

60) = — [ ekl e

0

Da v'(r, Ax) ar begriansad pa I ger Lebesgues dominerande konvergenssats

k—o0 k—o0

=1 Ai) = i 1 "(t, \p) ) dt =1 ' t)d
w(r) = lim v(r, \g) = lim ( +/0 v'(t, k)) +/0 o(t)dt
sa att ¢(r) = w'(r). Foljaktligen har vi w(0) = 1,w'(0) = 0 och
"' (r) = — /T " e (w)|w(t) [P rw(t)dt
0

som efter derivering och division med r"~! ger

—1
w'(r) + =/ (r) + k(w)|w(r) P w(r) = 0
d.v.s. (8). O
Lemma 5. Lat n > 1,p > 1 och antag att n < %. Da har losningen

w € C*([0,00)) till problemet (8)-(9) oindligt manga nollstillen.

Bevis. Dé vérdet pa den positiva konstanten k(w) inte kommer att paverka
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beviset pa nagot visentligt sitt kan vi for enkelhets skull anta att k(w) = 1.
Forst visar vi att w har minst ett nollstédlle. Sedan ateranvinder vi resone-
manget for att visa att w har odndligt manga nollstéllen.

Om nollstéllen saknas sa ar losningen strikt positiv enligt (9). Antag dér-
for att w > 0 for » > 0.

Multiplikation av ekvation (8) med r"~! ger

(")) = =" (e
och efter integrering tillsammans med villkoret w’(0) = 0 erhalles

) == [ et (16)

Lat oss forst behandla fallet n < 2. Fér > 1 har vi enligt (16)

1
"' (r) < —/ t"tw(t)Pdt
0

eller

1
w'(r) < —Crt ™, C:/ " Lw(t)Pdt > 0.
0

Ytterligare en integrering ger,

w(r) — w(l) < —c/lr pongy.

Fér n < 2 viixer integralen [ t'""dt obegriinsat nér r — oo och det foljer
att w(r) — —oo da r — oo. Detta motséiger vart antagande att w(r) > 0
och bevisar att w har ett nollstille i fallet n < 2.

Antag nu att n > 2. Enligt ekvation (16) dr w(r) avtagande och vi kan
gora uppskattningen

—r" ' (r) > w(r)? /OT t"rdt = r"w(r)? /n

eller w'(r)w(r)™? < —r. Den hér olikheten kan vi integrera och far da

<

2 T , —p . 1 1-p 1-p
— 2/0 w'(t)w(t) dt—pTl(w(O) —w(r) ")

)
S
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som kan skrivas om till

1
2/(=1), (1) <
" w(r) B (w(o)l_p + p;l> V-1

r2 2n

(17)

Eftersom w(0) = 1 och hogerledet i (17) har ett dndligt gransvirde da r — oo
ar funktionen r% =Y (r) begrinsad och vi kan sitta w(r) < Mr=2/?=1 dar
M &r en positiv konstant. Detta medfor att

00 ) 1
/ t”_lw(t)p+1dt S MP+1/ 2D\ o < 00 (18)
0 0 t(ﬁfn)Jrl

(p+1) >

dar konvergensen foljer av vart antagande att ==

n.

Nu multiplicerar vi (8) med " 'w(r) och anviinder identiteten
(r"tw'w) = (n — 1)r"2w'w + r"w"w + " (W)

Det ger
(Tn lw/w) e 1( ) —l—?”n lwp—i-l 0

och efter integrering fran 0 till r erhalles

/t"—l '(t)2dt = r" ' ( +/ t"Lw(t)Pdt. (19)
0 0

Eftersom w(r) > 0 och w'(r) < 0 s& ar r"~!

och (19) medfor da att

/ t”lw’(t)thgf " ()P dt < co. (20)
0 0

w'(r)w(r) < 0. Formlerna (18)

Nu multiplicerar vi ekvation (8) med r"w’(r) och anvinder oss av identite-
terna

(" (W) = e w207
(r"w?™) = nr" Pt + (p + 1)r"wPw’
Vi far foljande omskrivning av (8):
d [rr(w')? r”wp“} _on

dr 2 p+1

—2
— p 17m*1wp+1 _n 5 T.nfl(w/)Z

och integrering fran 0 till » ger

rn

r —9 r
_w<7n)p+1 — L/ tnflw(t)erldt o n 5 / tnflw/(t)Zdt'
0 0

p+1 p+1
(21)

T_/ 2
2w(7") +
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Enligt (20) konvergerar de bada integralerna i hogerledet da r — oo. Om vi
satter

_w<r)1)+1

p+1
sa foljer det att lim, o h(r) = [ existerar. Vidare géller enligt (20) att

t Y h(t)dt = = "L (1) 2dt —/ "L ()Pt <
| =5 [ etz — [T e <o

vilket medfér att [ = 0. Later vi r — oo i (21) far vi saledes

n—2 [ n &
"' (8)2dt = / "L (t)PHdt. 292
| ertera = 2 [T e (22)

Nu medfér formlerna (20) och (22) att %2 > i eller n > 2%’:1), vilket
motsiger vart antagande.
Det bevisar att w har ett nollstélle i fallet n > 2.

Slutligen visar vi att 16sningen w har odndligt manga nollstillen.

Antag att w har ett storsta nollstélle r¢. I sa fall géller for alla r > ry anting-
en att w(r) > 0 eller att w(r) < 0. Vi kan for enkelhets skull anta att det
forstnamnda géller och sedan fora ett analogt resonemang i fallet w(r) < 0.
Multiplikation av (8) med r"~! f5ljt av integrering fran rq til r ger,

r" ' (r) = g ' (o) — /T " (t)dt. (23)

To

Det géller att w'(r1) = 0 for nagot 1 > 7. Ty, i annat fall dr w(r) vixande
for alla v > 7o och det giller att [’ " 'w(t)?dt — oo di r — oc. Da har
hogerledet i (23) ett nollstalle for nagot r > ry vilket dr en motségelse.

Lat nu r vara det forsta r-virdet efter ry sadant att «w'(r1) = 0. Vi mul-
tiplicerar ekvation (8) med r"~! och integrerar den hir géngen fran ry till r.
Déa erhalles (med w'(ry) = 0)

"l (r) = —/ " Lw(t)Pdt.

T1

Situationen dr nu analog med nér vi inledde resonemanget om att w har
minst ett nollstille. Vi kan darfér anvinda samma argument for att visa att
w har ytterligare ett nollstéille genom att lata r; (istéllet f6r 0) vara undre
integrationsgrins. Den enda betydande avvikelsen ar att formel (17) istéllet
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lyder

1
2/(p=1)
' wir) < w(r)!=? | p-1 ry p-1 (g _ \\V/e
(T T (1 - —2) M=) <— - —2>)

men med samma resultat som f6ljd. Antagandet att w har ett storsta noll-
stille &r darmed felaktigt vilket bevisar Lemma 5. [J

Vi kan nu konstatera att antalet nollstillen till funktionerna wu(r,a) viixer
obegrénsat da a kontinuerligt genomloper intervallet (0, 00). Nésta resultat
visar att antalet nollstéllen kan 6ka med hogst ett at gangen.

Lemma 6. Lit talet a > % vara sidant alt u(r,a) har exakt k nollstdil-
len (k > 0) och uppfyller u(r,a) — 0 dda r — oco. Om |a — a| dr tillrickligt
litet sa har u(r,a) som mest k + 1 nollstillen i [0, 00).

Bevis. Vi genomfér beviset i fallet £ = 0. Da £ > 1 kan man med sma
justeringar upprepa resonemanget genom att forst forskjuta w-axeln forbi
det k:te nollstéllet for u(r,a).

Som vi tidigare har sett uppfyller energin ekvationerna
1 2

och

Om u'? elimineras fran dessa tva ekvationer erhalles

2n — 2 2n — 2
n o n
r r

E'+ F(u)

som efter multiplikation med den integrerande faktorn r?"~2 kan skrivas
(r*"?E) = (2n — 2)r*" 7 F(u). (24)

Vi antar nu att a ligger néra a och att u(r,a) har ett forsta nollstélle for
r = R;. Det giller alltsa att u(R;,a) = 0 och att u(r,a) > 0 i intervallet
[0, Ry). Vart mal &r att visa att u(r,a) inte kan ha ett andra nollstélle. Det
gbr vi genom att visa att energin maste anta ett negativt virde innan ett
andra nollstille kan nas. Da foljer resultatet av Lemma 2.



18

2 ETT FORESKRIVET ANTAL NOLLSTALLEN

Mer specifikt ska vi visa att E(r, a) kommer att ha antagit ett negativt vérde
innan u(r,a) =, dar v ar ett godtyckligt negativt tal (forutsatt att |a — af
ar tillrickligt litet).

Fixera v € (57,0) och notera att F'(u) < 0 i detta intervall.

Det giller att «/'(R;,a) < 0. Om u'(r,a) hindelsevis skulle vixla tecken
nagonstans i intervallet 5~ < u(r,a) < 0 sa skulle vi fa £ < 0 i samma 6gon-
blick som «'(r,a) = 0. Enligt Lemma 2 kan u(r,a) direfter inte ha nagot
nytt nollstélle. Vi kan dérfor anta att u(r, a) dr stringt avtagande, atminsto-
ne tills u(r, a) antar virdet .

Vilj ett 6 > 0 sadant att § < |F(u)| for alla u € (7, 3).

Lat Ry och Rz vara de forsta virdena efter R, for vilka u(r) = 1 respek-
tive u(r) = v och antag att E(R3) > 0.

Nu integrerar vi (24) fran R, till Rz vilket ger

R E(R3) — R3"2E(Ry) = (2n — 2) / 3 (u(t))dt =

R3
Ro
Da E(R3) > 0, erhaller vi
R22E(Ry) > (2n — 2)8(Rs — Ry) min(R2"3, R23),

eller

: 2n—3 2n—3
E(Ry) > i(2n —2)6(R3 — Rz)mm(Rg , R

25
R, R3? (25)
Eftersom «'(r,a) dr begrinsad i intervallet (Ry, R3) dr avstandet Rs — Ry
uppat och nedat begrinsat av positiva konstanter da a — a. Vidare géller
(p.g.a. kontinuiteten i a) att Ry och R3 — oo da a — a. Detta medfor att
Ry/R3 — 1 da a — a och speciellt har vi

min (R§"—3, R%"_S)

R%”*?’ — 1

da a — a.
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Om a ligger tillrackligt nara a géller foljaktligen

min (R3" %, R3"°) 1
R2n—3 > 9
2
och enligt (25) har vi
E(R)> <. C>0
Ry

Vi later nu R vara det forsta vérdet pa r for vilket u(r,a) = 8. Sedan viiljer
vi ett virde o € (R, Ry) sadant att u(o,a) < 1. Observera att vi dven har
u(o,a) < Bt om a ligger tillriickligt néra a.

Figur 2: Ry, Ry och Rs3 beror pa a. R och o dr fiza tal.

Medelvirdessatsen ger

2 —u(o,a
WMD) g a), € (o) (20
2 — 0O
Eftersom E > C/Ry i (0, R2) och F(u) <0 i samma intervall, har vi
1

§u’2:E—F(u)2E>C’/R2
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eller |u/| > \/CR%. Fran (26) far vi nu for sma |a — a| att

v/2 —u(o,a)] |v/2— BT
RQ — 0 = = C RQ
WEa)  CovR Y

Saledes géller

C
R

1
—_ —_— > —_
R VRy 2
d& R, ar tillrackligt stort (a tillrickligt nira a). Men da far vi att Ry < 20
vilket motsiager att Ry kan bli godtyckligt stort. Det betyder att antagandet
E(R3) > 0 var felaktigt vilket bevisar Lemma 6. (J

2.4 Bevis av Teorem 1

Definiera méngden Ay = {a > 0 | u(r, a) saknar nollstéllen}.

Vi har i Lemma 3 visat att (0, 57] C Ao, s att Ay ar icke-tom. Eftersom
(Lemma 4-5) antalet nollstillen viixer mot oédndligheten da a — oo, dr A,
uppat begriansad.

Vi definierar nu ag = sup Ay och bevisar féljande:

u(r,ap) >0, Vr>0 (27)
711i_>r£10 u(r,ap) =0 (28)

Antag att u(r, ap) har ett nollstélle for nagot r = ry > 0. I sa fall har u(r, ap)
en teckenvixling i 7o. Om e > 0 ar tillrackligt litet medfor detta att dven
u(r, ag — €) har ett nollstélle, eftersom u(r, a) beror kontinuerligt pa a. Det
betyder att sup Ay < ag vilket &r en motséigelse. Alltsa giller (27).

Multiplikation av ekvation (4) med r"~! och integrering fran 0 till r ger

u'(r)yr" Tt = — /07” " f (u(t))dt (29)

Eftersom ag > 71 har vi enligt (§3) att f(u(0,a0)) = f(ag) > 0. Detta med-
for att f(u(r,ap)) > 0 och enligt (29) att u/(r,ap) < 0 for tillrickligt sma
r > 0.

Antag nu att u'(rg,ag) > 0 for nagot ro > 0. Om e > 0 ar tillrackligt li-
tet medf6r kontinuiteten att u(r,ao + €) har ett lokalt minimum fér nagot
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r < ro och enligt Lemma 1 kan denna 16sning inte ha nagot nollstille. Vi far
motsagelsen sup Ay > ag.

Det géller saledes att u(r,aqg) dr avtagande och nedat begrédnsad och att
lim, o u(r, ag) = w > 0 existerar. Vi antar att u > 0.

Energin E(r,ap) ar avtagande och nedat begrinsad sa att lim, ., F(r,ag) =

E existerar. Men detta medfor att &ven ¢ = lim,_,,, u'(7, ag) existerar, ty
u'(r,a0)* = 2(E — F(u)) — 2(E — F(a)).

Vi konstaterar att ¢ = 0. Alternativet skulle vara att ¢ < 0 vilket uppenbar-

ligen ger motségelsen u(r, ag) — —oo. Fran (4) har vi

n—1

W= =" ) = f(@)

och det maste gilla att f(u) = 0. Av vart antagande samt av villkoret (§3)
foljer det att 0 < @ < S*. Darmed har vi

E=F(u) <0.

Om € > 0 ar tillrackligt litet kommer foljaktligen E(r,ag + €) att anta ett
negativt virde innan u(r,ap + €) nar sitt forsta nollstélle. Men da medfor
Lemma 2 att u(r,ap + €) inte kan ha nagra nollstéllen alls, vilket aterigen
motsiger definitionen av ag. Det betyder att 4 = 0 och att (28) giller.

Vi har dérmed visat att u(r, ag) dr en positiv 16sning till problemet (4)-(5).

Nu definierar vi méngden A; = {a > ag | u(r,a) har hogst ett nollstille}.
Det foljer fran definitionen av ag samt av Lemma 4-6 att A; ar icke-tom och
uppat begrénsad. Vi sétter a; = sup A; och observerar att u(r,a) har precis
ett nollstélle for a € (ag, ay).

Det giller att u(r,a;) har ett forsta nollstélle for nagot ro > 0 och att
w(rg,a1) < 0. Vi kan #ven konstatera att det finns ett férsta r1 > ry sa-
dant att u'(r1,a;) = 0. I annat fall skulle vi for ett tillrickligt litet € > 0 haft
u'(r,a1 + €) < 0 {6r alla r > ry vilket motséger definitionen av a;.

Genom att resonera pa samma sitt som i beviset av (27)-(28) kan vi nu
visa att att u(r,a;) dr en 16sning till (4)-(5) med precis ett nollstélle.

Fortsatter vi induktivt kan vi alltsa for varje givet heltal m > 0 produce-
ra en losning u(r, a,,) med precis m nollstéllen, vilket bevisar Teorem 1. [J

Figur 3 visar en numerisk plot av u(r,as) med n = 2 och f(u) = u® — u.
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3
2
u

1,

0 T |

10 20 30

r

_17
_27
_3,

Figur 3: u(r, as)

3 En modifierad koefficient

Om koefficienten =1 i ekvation (4) byts ut mot en mer allmén funktion h(r)
far vi

u’(r) + h(r)u'(r) + f(u(r)) = 0 (30)

Vi ska i det hir avsnittet undersoka vilka krav som maste stéillas pa funktio-
nen h(r) for att Teorem 1 fortfarande ska gilla. Om energin F(r) definieras
pa samma séitt som tidigare sa har vi

1 /
E'(r) = (51/2 + F(u)) = —h(r)u”
och eftersom energin ska vara stringt avtagande stéller vi som forsta krav
att h(r) > 0 for alla r > 0. Med detta krav ar det enkelt att kontrollera att

lemmorna 1-3 ar uppfyllda. Vi tittar nu nirmare pa Lemma 4.

Definiera funktionen v(r,A) enligt (7). En berdkning (som tidigare) visar
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att v(r) uppfyller ekvationen

() + h(r/\//\)v/(r) A/ p ()\2/([)—1)1}(7,)) —0 (31)

Att funktionen v dr begrinsad visas pa samma sétt som i Lemma 4.

Lat h(r) = b(r) + %=+ dér funktionen b(r) uppfyller f5ljande villkor:

b(r) >0, rel0,00) (32)

B(r) = /0 b()dt < 00, 1 € [0, 00) (33)

Det galler da att
h(r/A)  b(r/X) L= 1

A A T

Multiplikation av (31) med eB0/Nrn=1 samt integrering fran 0 till r ger oss
foljande motsvarighet till ekvation (14) i Lemma 4:

,U/(r)eB(r/)\),rn—l — _/\—Qp/(p—l) /T eB(t/)\)tn—lf <)\2/(p_1)’0(t, )\)) dt. (34)
0
Det giller som tidigare att
|f ()\2/(p_1)v(t, N)| < konstant - AP/=D x>

och med utnyttjande av att B(t/\) ar en vixande funktion far vi

[v'(r)| < konstant - e_B(r/’\)rl_"/ BN =1t <
0

T

< konstant - e B0/ . eB(T/’\)Tl_"/ t"Ydt = konstant - r
0
Vi konstaterar som tidigare att det finns delf6ljder {v(r, \x) }52; och {v'(r, Ap) }324
som konvergerar mot w(r) respektive w’(r) pa kompakta intervall.

B(r/X) B(0)

I gransen A\ — oo giller e — e = ¢ = 1 och vi finner att ekva-

tion (34) lyder,

w' (r)yr" Tt = — /0’“ " e (w)|w(t) [P rw(t)dt
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Efter derivering och division med r"~! far vi

n—1

w”(r) + w' (r) + k(w)|w(r) [P tw(r) =0

d.v.s. (8).

Det ér nu klart att Lemmorna 1-4 giller om h(r) = b(r) + = dér b(r)
tillhor den stora klass av funktioner som uppfyller villkoren (32)-(33).

Vart resonemang har hela tiden byggt pa att 16sningarna u(r,a) ska kon-
vergera mot losningen till det specifika problemet (8)-(9) som ju bevisligen
har ett obegrénsat antal nollstéllen. Det ar naturligtvis moéjligt att vi for helt
andra val av h(r) kan erhalla andra gransfunktioner som ocksa har oédndligt
manga nollstillen. En fullstdndig utredning av vilka nodviandiga villkor som
h(r) maste uppfylla for att Teorem 1 ska gélla tycks vara en ganska omfat-
tande uppgift och en sadan analys ligger utanfor ramen f6r detta arbete.

Vi gar vidare och studerar Lemma 6 med var allménna funktion h(r). Precis
som tidigare maste vi kriva att h(r) > 0. Motsvarigheten till ekvation (24)
lyder:

(E2TMY = 2n(r)e2 ") F(u)
dar H(r) ar en (vixande) primitiv funktion till A(r). Integrering fran Ry till
R3 ger

R3
B(Ry)e2HE) _ B(Ry)e2H(R) — 9 / B(£)e2HO F(u(t))dt

Ry

och med |F(u)| > 6 och E(R3) > 0 erhaller vi
E(R,)e*HR2) > 95(Ry — Ry)e*H (1) ( min (h(t)))
tG[RQ,Rg]

eller

1 .
E(R;) > 525(33 — Ry) (R2 te%;%g](h(t)))

Antag att vi for stora Ry har

(Ao in, (o) = 1 (3)

diar K ar en positiv konstant.
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I sa fall géller E(Ry) > C/Ry och vi kan avsluta beviset pa samma sétt
som tidigare. Lemma 6 géller alltsa om funktionen h(r) uppfyller (35).

Vi visar att villkoret (35), och ddrmed Lemma 6 &r uppfyllt da h har formen
h(r) = b(r) + "=, och b(r) uppfyller villkoren (32)-(33).

Det géller att
in (h(t)) = h(r’
eipin, (A(t)) = h(r")

for nagot 1’ € [Ry, R3].

Eftersom avstandet " — Ry &r begrinsat giller dven att kvoten Ry/r" — 1
da R2 — OQ.

For stora Ry far vi

1
<R2 min (h(t))) = b(r’)Rg + i/2(77, —-1)> &(n —1)>=-(n-1)>0
t€[Ra, R3] T r! 2
——

K

Funktionen b(r) behover saledes inte uppfylla nagra ytterligare villkor for att
Lemma 6 ska gilla. Beviset av Teorem 1 i avsnitt 2.4 kraver heller inte nagra
vtterligare restriktioner pa b(r). Vi konstaterar déarfor att Teorem 1 géller da
funktionen b(r) uppfyller villkoren (32) och (33).

Anm. Vara resultat utesluter inte att Teorem 1 kan gélla for andra funktio-
ner b(r). Om b(r) exempelvis har formen b(r) = £, (k > 0) s dr villkoret (33)
inte uppfyllt men da &r h(r) = £2=1 varvid Teorem 1 géiller med n' = k+n.
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4 Entydighet for positiva losningar

4.1 Teorem 2

Vi ska nu dgna oss at ett resultat som séger att det (for lampligt valda f)
finns hogst en positiv 16sning till problemet (4)-(5).

Antag att f uppfyller foljande krav:
(@)  feC¥([0,00)), f(0)=0, f(0)=-m<0

(i1) flu) <0f6r0<u<a, f(u) >0 foru>aoch f'(a) >0
for nagot a > 0.

Lat A > 0 och definiera
I(u, N) = dMuf'(u) — (A +2) f(u) (36)

Teorem 2: Antag att [ uppfyller villkoren (i) och (ii), och antag att det for
varje U > « finns ett A = N(U) > 0, kontinuerligt beroende av U, sd att

I(u,A\) >0, O0<u<U (37)

och
I(u,\) <0, u>U. (38)

Dé har problemet (4)-(5) hogst en losning u(r) sidan att u(r) > 0 forr > 0.
Det kan ofta vara besvirligt att kontrollera om en funktion f uppfyller vill-
koren i Teorem 2. En foljdsats i slutet av avsnittet tillhandahaller ett mer
anviandbart kriterium. Féljande exempel visar dock hur Teorem 2 direkt kan
tillimpas pa en specifik funktion.

Exempel 1.

Lat f vara funktionen f(u) = v —u dér p > 1. Det &r enkelt att kon-
trollera att (i) och (i) &r uppfyllda med o = m = 1. Vi far

I, A) = Mu(pu? " — 1) — (A + 2)(u? — u) = 2u (1 + Wuzﬂ) |

Fixera U > 1 och lat \(U) = 27 (1 — U'"?). Inséttning i uttrycket for I ger
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I(u, \(U)) = 2u (1 B <%>p—1>

och vi ser att villkoren (37) och (38) &r uppfyllda.

4.2 Funktionen J(r)

Lat som tidigare u(r, a) vara den 16sning till (4) som uppfyller u(0) = a och
u'(0) = 0. Eftersom f € C'(]0,00)) ér losningen u(r,a) av klass C? i vari-
abeln r och av klass C' i variabeln a. Se Proposition 2.35 i [11]. Definiera
6(r) = 6(r,a) = %*. Ett studium av funktionerna 6(r, a) kommer att ge oss
en hel del information om l6sningarna u(r, a). Speciellt spelar teckenvéxling-
arna hos 0 en viktig roll i beviset av Teorem 2.

Derivering av (4) med avseende pa a visar att § uppfyller ekvationen

n —

. L+ f(u)s = 0 (39)

6// +

med begynnelsevillkor

Definiera méngderna:
St ={a>0:u(r,a) > M dir M > 0}
SY={a>0:u(r,a) >0 och lim, .o, u(r,a) = 0}
S~ ={a>0:u(r,a) =0 for nagot forsta R = R(a) > 0}

Vi gor dven tolkningen R(a) = oo da a € S°.

Foljande resultat gillande méingderna ST, S° och S~ ér kiinda [1]:

(1) ST, S%och S~ ér disjunkta och ticker intervallet (0, 00).

(2) ST och S~ ér icke-tomma med (0,a] C ST.

(3) Varje losning u med a € S°U S~ ér stringt avtagande i [0, R)
(4) ST och S~ dr 6ppna i (0, 00).

Dessutom har vi fran [12] att om a € S° s& giller

im 20 (40)

o ulr)
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Vi presenterar nu ett antal delresultat som ligger till grund for beviset av
Teorem 2.

Lemma 7. Antag att a € S° U S™. Dd finns det ett ro € (0, R) sddant
att §(r) dr monoton i [rg, R).

Bevis. Lat 7" vara sa stort att f'(u(r)) < 0 for alla r € [1', R). (Att ett
sadant vérde existerar garanteras av villkoren (i) — (ii) samt att u(r) avtar
monotont mot 0 i [0, R). Om &(r) saknar stationdra punkter i [/, R) s& &r
beviset klart. Antag dérfor att 0’(rg) = 0 f6r nagot ro € [, R). I ry géller
enligt (39) att 0" = —f'(u)d och vi ser att en stationdr punkt med § > 0
maste vara ett lokalt minimum medan en stationdr punkt med § < 0 maste
vara ett lokalt maximum. Foljaktligen kan inte §'(r) dérefter vixla tecken
vilket bevisar lemma 7. [J

Lemma 8.

(a) Lit ag € S~ och antag att 6(R(ap)) < 0. Dd dr R(a) en avtagande funk-
tion av a nara agp.

(b) Lit ag € S° och antag att §(r) — —oo dd r — oo. Dd gdller for ndgot
e > 0 att intervallet (ag, ap + €) dr en delméingd av S—, medan intervallet
(ag — €,a9) dr en delmdingd av ST.

Bevis.

(a) Da a € S~ giller u(R(a),a) = 0 och v/(R(a),a) < 0. Enligt implicita
funktionssatsen &r R(a) en deriverbar funktion med derivatan

0(£(a),a)

(R(a),a)

Antagandet d(R(ag), ap) < 0 medfor nu att R'(ag) < 0. O

R'(a) = —

(b) D& ag € S° giller det att u(r,ag) — 0 da r — oo.

Lat Ry vara ett fixt tal sa stort att f'(u(R;1)) < 0. Antagandet att 6(r) — —oo
da r — oo medfor att det finns ett tal Ry > R; sadant att J(R2) < 0 och
d'(Rg) < 0. Det innebér att u(Ra, a) respektive u/( Ry, a) dr avtagande funk-
tioner av a i nagon Oppen omgivning av ag. Fér a > ag och a tillrdckligt ndra
ao har vi saledes

u(Ry,a) < u(Rs,ap), u'(Ry,a) <u'(Rs,ag) (41)

Om a € ST si maste det finnas ett efterféljande tal Rz > Ry for vilket
u(Rs3,a) = u(R3,ap). Om & andra sidan a € S° s& kommer bade u(r, ag) och
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u(r,a) att konvergera mot 0 da r — oo. I biagge fallen kommer, p.g.a. (41),
avstandet w(r) = u(r,ap) — u(r,a) att ha ett positivt maximum for nagot
r > Ry. Fran (4) och medelvirdessatsen har vi

n—1 -1

wl/ _|_

w = (u”(r, ap) + n

o (r, ao)) - <u"(r, o+ "L, a)) _

r T

= —(f(u(r,ao0)) — f(u(r,a))) = —(ulr,ao) — u(r,a)) f(6(r)) = —f'(6(r))w
dér 0(r) ligger i intervallet u(r,a) < 0(r) < u(r,ap). Men da &ar f'(6(r)) <0
och vi ser att en stationadr punkt for w endast kan vara ett minimum. Mot-
sigelsen medfor att a € S7. I fallet a < ag och a nira ag, kan man pa

motsvarande sitt visa att a € ST. Har maste man dock se till att vilja a sa
nira ag att f(u(Re,a)) < 0.0

Definition. Lat a € S® U S™. Talet a siges vara tilldtligt om §(r,a) har
precis ett nollstille i [0, R). a séges vara stringt tillatligt om a &r tillatligt
och om dessutom

0(R) <Ondrae S~
§(r) — —oo da r — oo nir a € S°.

Figurerna 4-6 pa nista sida visar nagra tdnkbara utseenden for funktionen ¢
i tre olika fall.

Observera att om a ar stringt tillatligt sa ar forutsdttningarna i Lemma
8 uppfyllda, nagot som kommer att spela en avgorande roll i det komman-
de resonemanget. Vi ska visa att, under férutsdttningarna i Teorem 2, alla
a € S°U S~ ir stringt tillatliga och da behdver vi veta nagot om nollstéllena,
till funktionen . Féljande resultat fran oscillationsteorin &r ett specialfall av
Sturms jamforelsesats och ldmnas utan bevis.

Lemma 9. Antag att Y respektive Z dr icke-triviala losningar till ekvatio-
nerna

—1
Y 4 "TY’ +g(r)Y =0

n —

1
Z" + Z'+G(r)Z=0

,
pd intervallet (0,s) C (0,00), dir g och G ar kontinuerliga pa (0,s), G > g
pa (0,s) och dir G inte dr identiskt lika med g. Antag vidare att Y och Z dr
kontinuerliga i r = 0 och att Y'(0) = Z'(0) = Y (s) = 0. Dd har Z minst ett
nollstdlle i (0, s).
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8(r)

1 R<oo= 3(R) <0

R =00 = lim §(r) = —o0

Figur 4: a ar strangt tillatligt

a(r)

R<oo=6R)=0

R =00 = lim §(r) =0

Figur 5: a ar tillatligt men ej strangt tillatligt

/

Figur 6: a ar otillatligt
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Lemma 10. Antag att f uppfyller forutsitiningarna ¢ Teorem 2 och att
a € SYUS™. Da har funktionen §(r,a) minst ett nollstille i intervallet (0, R).

Bevis. Definiera for A > 0 funktionen
v(r) = ru'(r) + Au(r). (42)

En berdkning med hjilp av (4) visar att v dr en 16sning till ekvationen

o+ Ty f(w)v = 1I(u,\)
som kan skrivas )
v"+n;v’+Kv:0, v#0 (43)
r
dar T )
u7
K= |- 1)

Lat A\ = A(a) vara det viirde som svarar mot U = a enligt forutsittning-
arna i Teorem 2. Notera att kravet U > « ar uppfyllt eftersom (0,«a] C S*.
Det géller da att I(u,\) > 0 f6r 0 < u < a = u(0). Om I(u,\) # 0 sa &r
K < f'(u) sa ldnge v > 0.

Antag att a € S™. Da géller v(0) > 0 och v(R) < 0 vilket innebér att v har
ett nollstélle for nagot Ry i (0, R). Vi har saledes v/(0) = §'(0) = v(Ry) = 0
och Lemma 9 tillimpat pa ekvationerna (39) och (43) visar att J har minst
ett nollstélle i (0, Ry). Antag istéllet att a € SY. Da har vi

u'(r)

u(r)

och enligt (40) kan vi vélja r s& stort att uttrycket inom parantes blir nega-
tivt. Det visar att v (och dérmed §) har ett nollstille dven i fallet R = oc.
Om vi héndelsevis skulle ha I(u, A) = 0 sa ar ¢ och v 16sningar till samma
differentialekvation. En berdkning av Wronskianen i » = 0 ger

(r) = rd (r) + Mu(r) = ( r 4 /\) u(r)

W(0) = v(0)5(0) — 5(0)v/(0) = Aa-0—1-0=0

vilket visar att 16sningarna &r linjart beroende och § har ett nollstille som
sammanfaller med nollstéllet for v. O

Fo6ljande resultat ger oss de sista verktygen for att bevisa Teorem 2.
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Lemma 11. Virdet ag = inf(S° U S™) dr tilldtligt.

Lemma 12. Antag att f uppfyller forutsittningarna ¢ Teorem 2 och ldt
a € SYU S~ wvara tillatligt. Dé dr a stringt tillatligt.

Lemma 13. Mdingden av stringt tillitliga a € S° U S~ dr bade dppen och
sluten i S°U S~.

Bevisen av Lemmorna 11 och 12 aterfinns i [10] och bygger pa samma slags
oscillationsteori som anvindes i Lemma 10. Vi nojer oss hir med att bevisa
Lemma 13 men aterkallar forst nagra resultat fran topologin:

Lat S vara ett delrum av R och lat T C S. Da &ar T Oppen i S om och
endast om 7' = U N S {6r nagon 6ppen delméngd U av R. Pa motsvarande
sitt ar T sluten i S om och endast om T'= V' NS fér nagon sluten delmangd
V av R. Om S ar sammanhéngande och T" &r bade 0ppen och sluten i S sa ar
antingen T' = () eller ' = S. Som exempel kan vi ta S = [0,2) och T = [0, 1).
Da dr T oppen i S eftersom T'= (—1,1) N S. Déremot &r T inte 6ppen i R.

Bevis av Lemma 13. Lat a € S° U S™. Genom Lemma 10 kan vi kon-
statera att mingden av otillatliga a bestar av precis de a-virden for vilka
d(r,a) har minst tva nollstéllen i (0, R). Eftersom ¢ &r en kontinuerlig funk-
tion av a, och eftersom § inte kan ha nagra stationira punkter pa r-axeln sa
kommer ett otillatligt a-virde att forbli otillatligt om vi perturberar a. Det
betyder att mingden av otillatliga a-virden ér 6ppen i S°U S™. Foljaktligen
ar mingden av tillatliga a-virden sluten i S° U S~. Eftersom varje tillatligt
a-vérde &r striangt tillatligt (enligt Lemma 12) dr méngden av stringt tillat-
liga a-viirden sluten i S° U S~. Det aterstar att visa att mingden av striingt
tillatliga a-viirden ér 6ppeni S°U S™.

Lat a vara strangt tillatligt och antag att a € S~. Da har ¢ precis ett nollstélle
i (0,R) och §(R,a) < 0. Da R beror kontinuerligt pa a medfér en perturba-
tion av a att § fortfarande har ett nollstélle i (0, R) och att vi fortfarande
har §(R) < 0. Eftersom S~ dessutom dr en 6ppen méngd kommer dven det
fordndrade a-virdet att vara stringt tillatligt. Mangden av stringt tillatliga
a € S~ dr darfér oppen i savil R som i S~. Antag nu att a € S°. D& har
d precis ett nollstélle i (0,00) och 6(r,a) — —oo da r — oo. Detta tillsam-
mans med Lemma 7 medfor att det finns ett Ry sa stort att f'(u(r,a)) <0,
d(r,a) < 0 och ¢'(r,a) < 0 for alla r > Ry. Da Ry ar fixt medfor en per-
turbation av a att vi fortfarande kommer att ha f'(u(Rp)) < 0, 6(Ro) < 0
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och §'(Ry) < 0. Eftersom ¢ dérefter inte kan ha nagra stationira punkter sa
fortsitter 0 att avta monotont och § kommer fortfarande att ha precis ett
nollstélle. Vidare har vi a + € € S~ enligt Lemma 8(b) och R &r avtagande
enligt Lemma 8(a) vilket medfor att dven a + € ar strangt tillatligt. Darmed
ar mangden av strangt tillatliga a € S°U S~ éppeni S°US~. O

4.3 Bevis av Teorem 2

Antag att S dr icke-tom och 1at ap = inf(S° U S™). Eftersom S och S~ ér
oppna i (0, 00) existerar min(S° U S™) och vi har

ap = inf(S*US7) = min(S°U S™) € S°

Saledes ar u(r, ag) en positiv 16sning till problemet (4)-(5). Om u(r,a) &r en
annan losning sa maste det gélla att a > ag. Enligt Lemma 11 &r ag tillatligt
och dérmed strangt tillatligt enligt Lemma 12. Lemma 8(b) medf6r da att
intervallet (ag, ag + €) ligger i S~ f6r nagot € > 0. Definiera

a; = sup{a € (ap,00) | x € S~ for alla x € (ap,a)}.

Om a; = oo sa ar beviset klart. Antag darfor att a; < oo. Eftersom St
ir oppen maste vi ha a; € S° och det giller att intervallet [ag, a;] r en del-
méingd av S°US™. Lemma 13 medfér nu att méngden T av stringt tillatliga
a-vérden i [ag, a;] &r bade 6ppen och sluten i [ag, a1]. Eftersom T &r icke-tom
och méngden [ag, ;] dr sammanhdngande maste vi ha T" = [ag, a1] s& att
speciellt a; ar strangt tillatligt. Men det faktum att a; &r strangt tillatligt
och a; € S° medfor enligt Lemma 8(b) att intervallet (a; — €, ay) ligger i ST
for nagot € > 0 vilket dr en motségelse. Dérmed har vi (ag,00) C S~ och
beviset ar klart. [

4.4 En foljdsats

I syfte att pa ett enkelt sitt kunna avgora om en funktion f uppfyller kraven
for entydighet formulerar vi nu ett resultat som later oss byta ut villkoren
(37) och (38) i Teorem 2 mot tva andra villkor.

Teorem 3. Antag att [ uppfyller (i) och (ii) och att det finns ett 7 > 1
sadant att

(f1) u T f(u) dr vazande for u > 0, och
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(f2) w(u="f(u))" dr avtagande for u > .

(I fallet 7 =1, krdver vi att u(u™" f(u))" dr strangt avtagande for u > «.)
Dé har problemet (4)-(5) hdgst en positiv l6sning.

Bevis. Definiera J(u,7) = uf'(u) — 7f(u) och observera att (f1) medfor
att

0<u(u"f(u)) =u"J(u,T) (44)
Om 7 =1 och u'J(u,1) = 0 for ndgot u = uy > « s& har vi enligt (f2) att
u'J(u,1) < 0 och ddrmed J(u,1) < 0 for alla u > wuy, vilket motsiger (44).
Foér 7 =1 har vi darfor

Ju,1) = uf'(u) — f(u) >0, u>0 (45)

Latnu o > 7. For 0 < u < o har vi f(u) <0, sa att J(u,0) > J(u,7) > 0.
Observera dven att J(«o,0) = af'(a) —of(a) = af'(a) > 0. Fér u > « har
vi

u(u™ f(u)" = uw™u™" f(u) = " [u(u" f(w) + (T — o)u" f(u)].

Det giiller enligt (f1) och (f2) att uttrycket inom hakparantes &ar avta-
gande for u > «. Det innebér att om w(u=7f(u)) = 0 for nagot u > «
sa kommer vi dérefter att ha u(u=7f(u))’ < 0. Detsamma maste géilla for
J(u,0) = u ™ (u=f(u)).

Vi visar nu att det for varje U > « finns ett ¢ > 7 (0 > 1) sadant att
J(U,o)=0.

Fixera U > «. Formlerna (44) och (45) ger U f'(U) — 7f(U) > 0 med strikt
olikhet om 7 = 1. Lat s > 7 och betrakta foljande linjara funktion av s:

l(s) =Uf(U)=sf(U) = J(U,s)

Vi ser att {(7) > 0 (> 0om 7 = 1) och & = —f(U) < 0. Det fdljer att
[(0) =0 for nagot 0 > 7 (> 1 om 7 =1). Om vi nu séitter A =2/(c — 1) sa
erhalles

1, 3) = N () = A+ 2)F(0) = = (uf' () = 0 (1)) = A 0)

Enligt ovanstaende resonemang galler (U, A) = A\J(U, o) = 0, samt

I(u, \) = AJ(u,0) >0, O0<u<U
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I(u,\) =AJ(u,0) <0, u>U.
D.v.s villkoren i Teorem 2 ar uppfyllda. [J

—msinuy, 0<u<m
m(u—m), u>m

Exempel 2. Lat f(u) = {

Da &r villkoren (7) och (éi) uppfyllda med o« = w och m > 0. Lat 7 = 1.
For 0 < u < 7 far vi

(utf(u)) = (M)l = %(sinu —wucosu) >0

(eftersom funktionen g(u) = sinu — wcoswu uppfyller g(0) = 0 och ¢'(u) =
usinu > 0 i det aktuella intervallet.)

For v > 7 far vi

u

sy = (M) <

Detta visar att villkoret (f1) géller. Vidare ser vi att u(u~'f(u)) = 2 &r
strangt avtagande for u > 7, och ddrmed géller &ven (f2).

gu), 0<u<l1

Exempel 3. Lat f(u) = { . w1

dér funktionen g &r sadan att villkoren (i) och (é¢) dr uppfyllda for f. For-
utsidttningarna i Teorem 3 ar didremot inte uppfyllda. Ty for v > 1 har vi

uT

(w f(u)) = (m“)/ - u71+1 (1-7lnu) <0

1/7

for alla u sadana att w > e'/7. Darmed &r villkoret (f1) inte uppfyllt for

nagot virde pa 7.
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5 Andra resultat

5.1 Existens av positiva losningar

Det ligger nu néra till hands att kombinera entydighetsresultatet(Teorem 2)
i foregaende avsnitt med existensresultatet(Teorem 1) som vi inledde med.
Om funktionen f forutom villkoren (i) — (ii) &ven uppfyller (§3) — (§4) sa ar
det klart (fran Teorem 1) att det existerar en positiv 16sning till problemet
(4)-(5). Under forutsittningarna i Teorem 2 &r denna l6sning dessutom unik.
Ett resultat av Berestycki och Lions [2] visar att existensen géller &ven om
villkoren (§3) — (§4) byts ut mot foljande tva villkor:

(i1i) Det finns ett § > o sadant att F(8) = 0, dir F(u) = [} f(t)dt.

(iv) limy, oo f(u)/u® =0, ddr s = (n +2)/(n —2) da n > 2 och dér s
kan vara ett godtyckligt reellt tal da 1 <n < 2.

Under villkoren (i)-(7v) (samt ovriga forutsiattningar i Teorem 2) har pro-
blemet (4)-(5) saledes exakt en positiv 16sning.

Som exempel kan vi betrakta funktionen f(u) = uw?” —u, dir p > 1. Vi
ser da att (ii) dr uppfyllt med 8 = (ZH1)Y/®=1 och att (iv) géller om p <
(n+2)/(n—2). A andra sidan saknas en positiv 16sning om p > (n+2)/(n—2)
och n > 2. Detta &r ett resultat som foljer av Pohozaev’s identitet,

n n

[ (F<u> s Qf(u)u) rar= D+ T Dy T )

2n 2n 2n n

som (genom partialintegration) kan hérledas fran (4) och som maste vara
uppfylld for varje 16sning w till problemet (4)-(5). Men om f(u) = u? — u
ochp > (n+2)/(n—2), (n > 2) sa foljer det att integralen i vénsterledet
ar negativ och avtagande for alla » > 0 medan hogerledet gar mot noll da
r — 00, vilket motsager existensen av en losning.

Det kan dven ndmnas att det finns funktioner f som uppfyller (i) — (ii) och
for vilka problemet (4)-(5) har mer &n en positiv 16sning. I [13] visas t.ex.
hur man kan konstruera f sa att problemet har tva olika positiva losningar.

5.2 Entydighet for teckenvaxlande 16sningar

Fragan om existensen av 1osningar till problemet (4)-(5) med ett foreskrivet
antal nollstéllen besvarades forsta gangen 1986 av Jones och Kiipper [§]. De-
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ras arbete utgar fran teorin for dynamiska system déar losningarna studeras
som banor i ett tredimensionellt fasrum. Sedan dess har ett antal forfattare
bevisat liknande resultat med bade PDE- och ODE-metoder.

I [17] pavisas existensen av sadana losningar dven da ekvation (4) byts ut
mot den mer generella ekvationen (en modifierad p-Laplace-ekvation):

n —

(|u’|q_2u')/ + L |/ |97 %0 + f(u) =0 (46)

r
dér g > 1 &r en reell parameter. Vi ser att denna ekvation dr identisk med (4)
i specialfallet ¢ = 2. Forfattarna anvinder villkor pa funktionen f motsva-
rande (§1) — (§4) och bortsett fran mindre justeringar &r de olika bevisstegen
niarmast identiska med de som presenterats i detta arbete.

Ett intressant och utmanande problem &r att bevisa entydigheten hos 16s-
ningar till (4)-(5) med ett foreskrivet antal nollstillen m. Som vi har sett
ar problemet 10st for en stor klass av funktioner f i fallet m = 0. Coffman
[3] studerade fallet m = 0 redan 1972 och lyckades bevisa entydigheten med
n = 3 och med funktionen f(u) = u® — u. Han utvecklade hir en teori kring
anvandandet av funktionen 6 = % for att studera hur 16sningarna beter sig
da u(0) = a varierar. Sedan dess har ett flertal forfattare behandlat fallet
m = 0 med storre virden pa n och med mer generella funktioner f. Liknan-

de entydighetsresultat har erhallits med ekvationer av typen (46).

Entydighetsstudier av l6sningar som véxlar tecken &r dédremot ett relativt
outforskat omrade. Det faktum att losningarna inte lingre dr stringt mo-
notona har visat sig leda till stora tekniska problem da det kommer till att
analysera funktionen ¢. Fram till for nagra ar sedan hade sadana resultat
publicerats av endast fyra forfattare i artiklarna [15], [4] och [5]. Att det
finns ett praktiskt intresse av att studera losningar som véxlar tecken kan
exemplifieras med foljande citat fran [15],

Soto-Crespo et al. (1991) investigated a partial differential equation (PDE)
model of the self trapping of optical beams. The goal of these authors is to
understand the mechanisms responsible for the breakup of optical beams into
multi-bump structures called filaments. For this, they studied bounded, radial-
ly symmetric bound-state solutions that change sign. They linearized the PDE
around these solutions and showed that they are unstable. Their analysis of
the instability predicts that a small random perturbation from the symmetric
bound-state solution will evolve into a multibump asymmetric solution as the
variable corresponding to time increases. In addition, their methods predict
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the exact number of bumps in the resultant solution.

Recently, Laing and Troy (2003) employed similar methods to study multi-
bumyp formation in a fourth-order PDE model of a neural sheet. They showed
that multi-bump axisymmetric bound-state solutions are unstable, and that
small perturbations from these solutions evolve into multi-bump asymmetric
solutions as time increases. Their analysis also predicts the exact number of
bumps in the resultant asymmetric solutions.

Troy visar i [15] att det finns en entydig 16sning till (4)-(5) med «(0) > 0 och
n = 3 som har precis ett nollstélle i (0,00) och dér funktionen f ges av

u+1l, u<—1/2
fluy=¢9 —u, —1/2<u<1/2 (45)
u—1, u>1/2

I beviset utvecklas metoder for att kunna utnyttja funktionen ¢ trots de
tekniska svarigheterna. Den styckvisa linjériteten hos funktionen f innebér
hér att man kan studera bade u(r, a) och §(r, a) explicit inom respektive in-
tervall, vilket naturligtvis dr en férenklande omstandighet. I beviset utvecklas
flera tekniker for att exakt bestimma var losningarna skir de kritiska linjer-
na u = +1/2. Detta &r en viktig forutsittning for analysen av funktionen ¢,
nagot som stora delar av bevisresonemanget bygger pa.

Troy’s resultat forbéttras i [5] med avseende pa entydigheten. Forfattarna
presenterar hir ett entydighetsbevis for losningar med ett godtyckligt antal
nollstéllen ddr f tillhor en klass av funktioner som bl.a. innefattar (45). Lat
oss titta ndrmare pa detta resultat for se om vi darigenom kan dra nagra
slutsatser om entydighet kopplat till Teorem 1.

Teorem 4. Lit 2 < n < 4 och antag att funktionen f uppfyller villkoren

(x1) f dr udda, f(0) =0 och det finns ett tal b > 0 sadant att f(u) >0
foru>b, f(u) <0, f(u) £0 forue (0,b)

(x2) Det finns ett B > b sadant att F(8) =0 och
lim, o0 F(u) = oo dir F(u) = ) f(t)dt

(x3) f € (C[0,00) NCY(0,00)) och f' € L'(0,1)
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(x4) (%)l(u) > =2 for alla u > f.

Dé har problemet (4)-(5), for varje icke-negativt heltal m, higst en lGsning
som uppfyller w(0) > 0 och som har exakt m nollstillen i (0, 00).

Vi noterar att villkoren (§1)-(§4) i Teorem 1 delvis 6verlappar villkoren (*1)-
(%4) 1 Teorem 4. Om vi vill hitta funktioner f som uppfyller kraven for bade
existens och entydighet enligt Teorem 1 och Teorem 4 sa tycks detta vara
vara enklast i fallet n = 2. Da n > 2 visar det sig att villkoret (x4) kraftigt
begrinsar antalet mojligheter for funktionen f.

Exempel 4. Antag att n > 3 och att f(u) = u? — u dér p > 1. For att
villkoret (+4) ska vara uppfyllt maste det da gilla att (F/f) > 22 for alla
p

u>f3= (%1)1/(13_1). En berikning ger
1 1 u 1
Fy’ m+(§+m—2)u—p+m 1
— — 5 —
/ (1-%) p+1
da u — oo.
Det maste darfor speciellt gélla att ﬁ > ”T_Q > % vilket ar ekvivalent

med att p < 1. For n > 3 finns det saledes inga funktioner f pa denna form
som uppfyller (x4).

Exempel 5. Antag att n = 2 och att f(u) = u? —u dér p > 1 dr ett udda

heltal. Villkoret (x4) &r nu uppfyllt om (F/f)" > 0 for alla u > (’%1)1/(77_1),

Vi far

(F)’ 22U P4 (PP -3p— 2P 4 p+ 1

f 2(p+ D(wr~t —1)?

och man ser direkt att (x4) &r uppfyllt for p > 5. For p = 3 far vi

= = >0
4(u? —1)2 4(u? —1)2 -

f

for alla u > /2 = B, och (x4) giller fiven i detta fall. En kontroll visar
att f uppfyller alla 6vriga villkor i Teorem 1 och Teorem 4. Vi konstaterar
att problemet (4)-(5) i detta fall har exakt en lésning (u(0) > 0) med m
nollstéllen i (0, c0).

(F)’ ot w42 (W —1/2)247/4
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