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SAOPSTENJA/COMMUNICATIONS

Dejan Trifunovicé *

INVESTICIONI IZBOR U USLOVIMA NEIZVESNOSTI

PREGLEDNI CLANAK

INVESTMENT CHOICE UNDER UNCERTAINTY

(A REVIEW ESSAY)

APSTRAKT: Skoro da ne postoji investicija
Ciji prinos je u potpunosti izvestan, ve¢ inve-
stitor svoje odluke donosi u uslovima neiz-
vesnosti. Teorija olekivane korisnosti pred-
stavlja osnovno analiticko sredstvo za opis
izbora u uslovima neizvesnosti. Kriticari te-
orije smatraju da su pojedinci ograniceno
racionalni i da teorija olekivane korisnosti
nije ispravna. Kada su suoceni sa rizicnim
odlukama, investitori se razlicito ponasaju
u zavisnosti od stava prema riziku. Oni mo-
gu da poseduju sklonost, odbojnost ili neu-
tralnost prema riziku. Da bi se donela inve-
sticiona odluka potrebno je uporediti funk-
cije rasporeda prinosa. Postupak odluciva-
nja je jednostavniji ako se koriste samo oce-
kivana vrednost i varijansa umesto funkcije
rasporeda.

KLJUENE RECI: Teorija ocekivane kori-
snosti, stav prema riziku, stohasticka domi-
nacija, analiza ocekivane vrednosti i varijan-
se, komparativna statika portfolio izbora.

1.UVOD

ABSTRACT: An investment opportunity
whose return is perfectly predictable, hardly
exists at all. Instead, investor makes his deci-
sions under conditions of uncertainty.
Theory of expected utility is the main ana-
Iytical tool for description of choice under
uncertainty. Critics of the theory contend
that individuals have bounded rationality
and that the theory of expected utility is not
correct. When agents are faced with risky
decisons they behave differently, conditional
on their attitude towards risk. They can be
risk loving, risk averse or risk neutral. In
order to make an investment decision it is
necessary to compare probability distribu-
tion functions of returns. Investment deci-
sion making is much simpler if one uses
expected values and variances instead of
probability distribution functions.

KEY WORDS: theory of expected utility,
attitude towards risk, stochastic dominance,
mean-variance analysis, comparative statics
of portfolio choice.

Cilj ovog rada je prikaz glavnih radova iz jedne od oblasti finansijske ekono-
mije (finansijske teorije). Od kada je dodeljena prva Nobelova nagrada za finan-
sijsku teoriju, znatno je intenzivirana istrazivacka aktivnost u ovoj oblasti. Za
razliku od klasi¢ne mikroekonomske teorije koja se bavi izborom pojedinca kao
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potro$aca, finansijska ekonomija se bavi izborom pojedinca kao investitora. Nai-
me, svaki pojedinac poseduje odredeno bogatstvo u sadasnjem trenutku i odlu-
Cuje o raspodeli svog dohotka za potrosnju i investiranje. Ako pretpostavimo da
donosilac odluka Zivi samo u dva perioda i prima odredeni dohodak u svakom
od tih perioda, njemu na raspolaganju stoje tri alternative. Prvo, on moze da tro-
$i ta¢no onoliko koliko zaraduje u svakom periodu i da uopste ne investira. Dru-
g0, on moze da tro$i manje od iznosa koji zaraduje u prvom periodu i da deo ko-
ji ne trosi investira da bi ostvario ve¢u potro$nju u buduc¢nosti. Tre¢a moguénost
je da uzme zajam po osnovu dohotka koji ¢e ostvariti u buduénosti i da dohodak
iz oba perioda trosi u sadasnjosti. U ovom radu pretpostavi¢emo da se pojedinac
odlucuje za drugu alternativu. Kada se odlu¢i na investiranje, investitor se suoca-
va sa neizvesnim posledicama svojih odluka, tj. u trenutku investiranja nije po-
znato kakav ée se prinos ostvariti. Tesko je rei da postoji bezrizi¢na aktiva koja
donosi siguran prinos. Svako ulaganje nosi sa sobom odredenu neizvesnost. Cak
i kada bismo bili u stanju da na funkcionalan na¢in predvidimo uticaj ekonom-
skih faktora na rezultate investicionog ulaganja, postoje brojni neekonomski fak-
tori ¢iju pojavu nije mogude predvideti: politicki faktori, elementarne nepogode,
promene zakonodavnog sistema... U tom smislu, investitor moze da oc¢ekuje da
¢e se u buducnosti ostvariti odredena kombinacija faktora, koji uticu na efekte
njegovog ulaganja, sa odredenom verovatno¢om. Ovu kombinaciju faktora i nji-
ma odgovarajuéu verovatno¢u nazvacemo stanje prirode (state of nature).

Prvi model koji opisuje ponasanje u uslovima neizvesnosti jeste teorija oceki-
vane korisnosti, koja predstavlja osnovu na koju se nadograduju slozeniji mode-
li. Eksperimentalni rezultati su ukazali na odredene nedostatke teorije o¢ekivane
korisnosti, pa je stoga tre¢i deo posvecen kritici ocekivane korisnosti. Odluke in-
vestitora se razlikuju i zbog njihovog stava prema riziku. Stav prema riziku prou-
¢avamo u Cetvrtom delu. Koncept rastuceg rizika predstavlja sredstvo za analizu
komparativne statike, dok su stohasticka dominacija i analiza o¢ekivane vredno-
sti i varijanse modeli za izbor investicionih alternativa. U osmom delu pokazuje-
mo aspekte komparativne statike portfolio izbora u investicionom okruzenju ko-
je ¢ine rizi¢na i bezrizi¢na aktiva, kao i u investicionom okruzenju sa dve rizi¢ne
aktive. Konac¢no, u devetom delu analiziramo funkciju traznje za rizicnom imo-
vinom.

2. TEORIJA OCEKIVANE KORISNOSTI

Svajcarski matematicar Danijel Bernuli se moze smatrati prvim autorom ko-
ji je razmatrao teoriju o¢ekivane korisnosti. Bernuli je konstruisao igru bacanja
novci¢a u kojoj prvi igra¢ nudi drugom igra¢u nagradu ¢ija je ocekivana vrednost
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beskona¢na (Bernoulli, 1738).

Igra ima slededi tok. Pretpostavimo da Vam neko ponudi lutriju u kojoj mo-
zete da dobijete 2$ ukoliko se prilikom bacanja nov¢ic¢a pojavi »pismo«. Ukoliko
se desi ovaj ishod posle prvog bacanja dobijate 2$ i igra se zavrsava. Ukoliko se
pojavi »glava« igra se nastavlja. Pri pojavljivanju »pisma« iz drugog bacanja, Vasa
nagrada je 4$ i igra se zavr$ava. Ukoliko se i drugi put pojavi »glavag, baca se tre-
¢i put. Pri realizaciji »pisma« iz treeg pokusaja nagrada je 8$, itd. Ocigledno je
da nagrada koja se dobija u n-tom pokusaju iznosi x=2". Obelezimo sa p(x) vero-
vatnocu ostvarenja n-tog ishoda. Ocekivana vrednost ove lutrije je beskonacna:

ks 1 1,1 )
E(X)=Y xpx)=2-—+4-—+8 —+..=1+l+1+..=00.
n=l 2ot Raci-
onalan pojedinac ¢e ucestvovati u lutriji ukoliko je cena lutrijskog tiketa manja
od ocekivane vrednosti lutrije. Kako je ocekivana vrednost lutrije beskona¢na,
bilo koja cena lutrijskog tiketa bi¢e prihvatljiva! Ipak, tesko da bi neko bio spre-
man da plati veliki iznos za ucesce u ovoj igru. Postavlja se pitanje kako resiti
prethodni paradoks. Bernuli predlaze da se ne koristi o¢ekivana vrednost, ve¢ da
se koristi ocekivana korisnost, pri ¢emu bi korisnost svakog n-tog ishoda bila od-
redena prema logaritamskoj funkciji korisnosti U=In x.
Interesantno resenje Sankt Petersburskog paradoksa bez pozivanja na funk-
ciju korisnosti daje Seneti (1976). Odredimo da je maksimalna isplata fiksirana
na nivou od 2" (na primer 2%). Oéekivana vrednost igre je:

E(X)= l<2+l<4+.“+i~2”* 41" ! ! +ot ! +... :n*+l~ 1+1+“. =n*+1, (23)
4 ot o 2 2

2 n*+l+2n*+2 2n*-H'

dok varijansu za ovu igru odredujemo prema formuli 6?(X)=E(X?)-[E(X)]*. Da-
kle, potrebno je da odredimo E(X?)

1 1 1 1 2 2 1 1 * sk 1
2y =924 =24 Q2 . (An* 1 S [ — 2 n n*-1, = _
E(x )—2 2 +4 4 +8 8 +..A+2n* (2") +(2”) [2n*+1+2n*+2+..} 242°4+... 42"+ [l+2+“.)

=222 A2 2N =2 4224 420 I 2020 = 22 20 Ly e T (2b)

"+
Na osnovu ovog rezultata varijansa je o 2(X) = Z 2l - (n*+1)%.
i=1
i#n*
Ukoliko n'—oc, koeficijent varijacije!, koji predstavlja meru finansijskog rizi-

ka, je beskonacan i nije racionalno ucestvovati u ovoj igri ukoliko se trazi veliki
iznos za ucesce.

! Koeficijent varijacije predstavlja koli¢nik standardne devijacije i o¢ekivane vrednosti.
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Mnogo godina posle objavljivanja Bernulijevog ¢lanka, DZon fon Nojman i
Oskar Morgenstern su definisali $est osnovnih aksioma i kori$¢enjem tih aksio-
ma rigorozno izveli funkciju ocekivane korisnosti (Hey, 1979). Sustina njihove
teorije je u tome da pojedinac ponderise korisnost ishoda u svakom stanju priro-
de sa verovatno¢om ostvarenja tog stanja prirode i da sumira sve ove ponderisa-
ne vrednosti. Dakle, ako je korisnost pojedinca u i-tom stanju prirode u, a vero-
vatnoca ostvarenja tog stanja prirode p,, tada je ocekivana korisnost U=Z",_ u,p..
Nobelovac Moris Ale je pokazao da se pojedinci Cesto ne ponasaju u skladu sa
oc¢ekivanom korisnosc¢u i izveo je eksperiment koji potkrepljuje njegove tvrdnje
(Mas-Colell et al, 1995) . Eksperiment koji je Ale sproveo je dobio naziv Aleov
paradoks. Pretpostavimo da postoje tri moguce nagrade u lutriji: prva nagrada
(2.500.000 $), druga nagrada (500.000 $), tre¢a nagrada (0).

Ispitanicima se nude dva testa. Prvi test predstavlja izbor izmedu lutrija?
L,=(0,1,0) i L’=(0.1,0.89,0.01), dok je drugi test izbor izmedu lutrija
L2=(0,0.1 1,0.89) i L’2=(O.1,O,O.9O). Eksperimentalni rezultati pokazuju da vecina
ispitanika preferira L, u odnosuna L’, i L’, u odnosu na L,. Medutim, moguce je
pokazati da algebarskom transformacijom relacije L,>L’, dobijamo L,>L’,. Obe-
lezimo sa Uys, Uys 1 1y korisnost tri ishoda, tada L,>L’, implicira:

tys>(0.1) uy, + (0.89) uy, + (0.01) u,. (3a)
Dodavanjem (0.89) u, - (0.89) u,, obema stranama, dobijamo:
(0.11) w5 + (0.89) uy > (0.1) uy. + (0.9) uy, (3b)

na osnovu ¢ega zakljucujemo da treba da vazi L,>L’,. Dakle, Aleov paradoks
pokazuje da eksperimentalni rezultati ukazuju na to da se pojedinac ne ponasa
uvek u skladu sa teorijom ocekivane korisnosti. Ukoliko bi njegovo ponasanje
bilo u skladu sa teorijom, on bi morao da preferira lutriju L, u odnosu na lutriju
L,
3. KRITIKA TEORIJE OCEKIVANE KORISNOSTI

Teorija o¢ekivane korisnosti pretpostavlja da su pojedinci savrseno racional-
ni i da se ponasaju u skladu sa odredenim aksiomima. Postavlja se pitanje da li je
u praksi zaista tako? Kaneman i Tverski smatraju da su pojedinci ograniceno ra-

2 Lutrije prikazujemo tako $to dajemo verovatnoce ostvarenja prve, druge i treée nagrade, re-
spektivno. Ovde koristimo nesto drugaciju notaciju za lutrije nego u ostalom delu teksta. Lu-
triju ¢emo uobicajeno obelezavati sa L=(x,p,y,q), gde se ishod x ostvaruje sa verovatno¢om p, a
ishod y sa verovatno¢om gq.
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cionalni i u nizu eksperimenata dokazuju ovo tvrdenje (Kahneman, 2003). Ovi
autori smatraju da pojedinci veéinu odluka zasnivaju na intuiciji. Ako su poje-
dinci, zaista, ogranic¢eno racionalni, teorija ocekivane korisnosti nema empirij-
sku podlogu. U tom smislu Kaneman i Tverski (1979) predlazu prospekt teoriju
kao alternativu teoriji oc¢ekivane korisnosti. Prospekt teorija pripada modelima
nelinearnih verovatnoca. Naime, o¢ekivana korisnost je U=X",_, u,p,, gde je kori-
snost koju ostvaruje pojedinac u i-tom stanju prirode, a p; verovatnoca ostvare-
nja i-tog stanja prirode. Kod prospekt teorije ne govori se o o¢ekivanoj korisno-
sti, ve¢ o vrednosti (V) koju pojedinac dodeljuje svakom prospektu (lutriji). Teo-
rija analizira prospekte (lutrije) tipa L=(x,p;y,q), gde se ishod x ostvaruje sa vero-
vatno¢om p, ishod y sa verovatno¢om g i ishod 0, sa verovatno¢om 1-p-g, pri ce-
mu je p+ql. Prospekt je striktno pozitivan ukoliko su svi njegovi ishodi pozitivni,
odnosno x,y>01 p+g=1, a striktno negativan ako su svi njegovi ishodi negativni.
Prospekt je regularan ukoliko nije ni striktno pozitivan ni striktno negativan.

Za regularan prospekt vrednost je V=(x,p;y,q)=m(p)v(x)+n(q)v(y), gde su pi
q verovatnode ostvarenja prvog i drugog stanja prirode, respektivno, a v(x) i v(y)
predstavljaju vrednosti ishoda lutrije u ova dva stanja prirode, pri ¢emu je 7(*)
nelinearna funkcija. Dakle, vrednost svakog ishoda se ponderise sa nelinearnom
funkcijom 7(*).

Reverzibilnost preferencija predstavlja jos jedan nedostatak teorije ocekivane
korisnosti (Fishburn, 1988). Neka L, i L, predstavljaju dve lutrije i neka su ekvi-
valenti lutrije’ c(L,) i ¢(L,), respektivno. Dakle, ¢(L,) predstavlja najmanji iznos
za koji je pojedinac spreman da ustupi pravo na ucesce u lutriji L,. Reverzibilnost
preferencija nastaje ukoliko vazi:

L= Ly i (L) <c(Ly) (4)

Reverzibilnost preferencija ukazuje da pojedinac preferira L, u odnosuna L,,
ali da je spreman da proda pravo na ucesce u lutriji L, za manji iznos nego pravo
na ucesce u lutriji L,. Reverzibilnost preferencija nastaje u situaciji kada se poje-
dincima nudi izbor izmedu dve lutrije od kojih jedna ima veliku verovatnocu
ostvarenja srednjeg iznosa dobitka (lutrija L), dok druga ima malu verovatnocu
ostvarenja velikog iznosa dobitka (lutrija L,, koju ¢emo nazvati novcana lutrija).
Pojedinci obi¢no biraju lutriju L,, ali ekvivalent lutrije je veci za nov¢anu lutriju
(L,). Slovic i Lihtenstajn (1983) objasnjavaju ovaj fenomen tako $to smatraju da

Ovaj pojam ¢emo kasnije detaljnije analizirati. Za sada konstatujmo da ekvivalent lutrije pred-
stavlja neki iznos sigurnog dohotka koji daje istu korisnost kao i lutrija. U nesto drugadijoj in-
terpretaciji ekvivalent lutrije pokazuje najmanji iznos za koji je pojedinac spreman da proda
pravo na ucesce u lutriji.
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pojedinci pri izboru izmedu lutrija obradaju najveéu paznju na verovatnocu, dok
pri vrednovanju ekvivalenta lutrije u prvom planu imaju iznos koji je moguce
dobiti ili izgubiti u lutriji. Akteri koji pokazuju reverzibilnost pri proceni ekviva-
lenta lutrije polaze od potencijalnog dobitka koji koriguju nanize za verovatno¢u
iiznos moguceg gubitka. Proces korekcije je obi¢no neprecizan i procena ekviva-
lenta lutrije je pod velikim uticajem potencijalnog dobitka. Ovaj fenomen uzro-
kuje da je ekvivalent lutrije veci za L,. Greter i Plot (1979) daju nekoliko obja-
$njenja za reverzibilnost preferencija, ¢ime nastoje da pokazu da eksperimentalni
uslovi nisu dobra aproksimacija realnosti.

Netranzitivnost ili cikli¢cnost preferencija predstavlja situaciju u kojoj L, L, i
L,>L, implicira L,>L,. Tverski (1969) eksperimentalno pokazuje da preferencije
ispitanika ispoljavaju netranzitivnost. Jedan od aksioma teorije oéekivane kori-
snosti je tranzitivnost, pa je samim tim i deskriptivna verodostojnost teorije oce-
kivane korisnosti dovedena u pitanje. Eksperiment ispituje postojanje netranzi-
tivnosti pri izboru izmedu lutrija. Sve lutrije imaju isplatu x$ sa verovatno¢om p
1 0$ sa verovatno¢om g=1-p. Lutrije u tabeli 1 su konstruisane tako da oc¢ekivana
vrednost raste sa porastom verovatnoce i opada sa porastom isplate.

Tabela 1. Netranzitivnost lutrija

ocekivana
lutrije p x vrednost (p- x)
L 7124 5,00 1,46
L 8/24 4,75 1,58
L3 9/24 4,50 1,69
Ly 10/24 4,25 1,77
Ls 11/24 4,00 1,83

Ispitanicima je ponuden izbor izmedu lutrija (L,,L,), (L,,L,), (L;,L,), (L,,Ls),
kao i izmedu ekstremnih lutrija (L,,L;). Priizboru izmedu sli¢nih lutrija ispitani-
ci su preferirali lutrije sa veom isplatom (dimenzija 1), tako da je
L,>L,>L,>L,>L.. Sa druge strane, pri izboru izmedu ekstremnih lutrija ispitani-
ci su preferirali lutriju sa vecom ocekivanom vrednoscu (dimenzija 2) L.>L,.

4. STAV PREMA RIZIKU

Slededi aspekt izbora pojedinca u uslovima neizvesnosti predstavlja stav pre-
ma riziku. Ovim problemom su se prvi bavili Fridman i Sevidz (1948), koji su
graficki prikazali funkciju korisnosti koja je konkavna u slu¢aju odbojnosti pre-
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ma riziku i konveksna u slu¢aju sklonosti prema riziku. Pretpostavimo da se po-
jedinac suocava sa lutrijom L koja daje ishod x sa verovatnoéom p1iishod y sa ve-
rovatno¢om g=1-p, pri ¢emu je x<y. Ocekivana korisnost lutrije L je:

E[UL])=U (L) = p-u(x)+ (1= p)-u(y). (5)
Ocekivana vrednost lutrije L je:
E(L)=L=p-x+(1-p)y. (6)

Ukoliko vazi U(L)<U(L) kazemo da je pojedinac odbojan ka riziku (slika
1.A). Suprotno, ukoliko vazi U(L)>U(L), pojedinac je sklon ka riziku (slika 1.B).
Dohodak koji daje istu korisnost kao i lutrija (certainty equivalent)* (L) je odre-
den relacijom U(c(L))>U(L). Koristeéi prethodnu definiciju za stav pojedinca
prema riziku mozemo utvrditi poredenjem ¢(L) i L. Razmotrimo sliku 1, gde je
na horizontalnoj osi prikazan iznos dohotka w, a na vertikalnoj korisnost U.
Ukoliko je ¢(L)<L, pojedinac je odbojan ka riziku i L-c(L) predstavlja iznos pre-
mije osiguranja, koji je akter spreman da plati da bi izbegao lutriju. Suprotno,
ukoliko je ¢(L)>L, pojedinac je sklon ka riziku i maksimalan iznos koji je spre-
man da plati da bi ucestvovao u lutriji (cena lutrijskog tiketa) iznosi ¢(L)-L.
Funkcija korisnosti na slici 1A je konkavna, a na slici 1B je konveksna.

s ul v)
U(L) u(y)

U(L)
LriefLy)

u(L) Ule(L))

uix) UiL)

u(x)

x e(l) L ¥ w X L ) w
Slika 1.A. Odbojnost prema riziku Slika 1.B. Sklonost prema riziku
Prethodno prikazana graficka analiza nije u stanju da objasni empirijski veri-

fikovan fenomen da pojedinci sa niskim dohotkom istovremeno kupuju osigura-
nje i uéestvuju u lutriji. Funkcija korisnosti koja bi opisivala ovakvo ponasanje

4 U daljem tekstu ekvivalent lutrije.
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morala bi da bude konkavna u jednom intervalu i konveksna u drugom. Ovu
funkciju su Fridman i Sevidz nazvali funkcija korisnosti sa dve prevojne tacke
(Double Inflection Utility Function) (slika 2).

Hari Markovic (1952) kritikuje pristup Fridmana i Sevidza (F-S hipoteza).
Slika 2. prikazuje F-S funkciju korisnosti. Pojedinac sa bogatstvom w,; se moze
smatrati siroma$nim, a pojedinac sa bogatstvom w, bogatim. Pojedinac sa do-
hotkom manjim od w, kao i pojedinac sa dohotkom ve¢im od w, nece ucestvo-
vati u lutriji, jer je funkcija korisnosti konkavna u tom intervalu. Sa druge strane,
osoba sa bogatstvom u intervalu (w,,w,) ¢e ucestvovati u lutriji koja nudi pod-
jednaku mogucnost dobitka i gubitka u iznosu od 0.5(w,-w,), jer je funkcija ko-
risnosti konveksna na tom nivou dohotka. Markovic smatra da je nerealna im-
plicitna pretpostavka F-S hipoteze, da bogati i siromasni pojedinci ne ucestvuju
u lutriji, a da ucestvuju samo oni sa srednjim nivoom dohotka. U cilju dolazenja
do ispravnog oblika funkcije korisnosti, Markovic sprovodi eksperiment u kome
pokazuje da funkcija korisnosti ima tri prevojne tacke.

U i

W1 W2 W

Slika 2. Fridman-Sevidzova funkcija korisnosti

Nastavljajudi analizu svojih prethodnika, Prat (1964) definiSe meru apsolut-
ne odbojnosti prema riziku, koja je kasnije kori$§¢ena u nebrojeno mnogo ¢lana-
ka iz finansijske ekonomije. Neka lutrija L ima kao ishod slu¢ajnu promenljivu®
Xi pretpostavimo da se radi o fer lutriji, tako da je E(X)=0.Varijansa promenljive
Xje o? . Pojedinac raspolaze sa pocetnim bogatstvom u iznosu od w. Ekvivalent
lutrije (certainty eqivalent) obelezimo sa c(w+X)°®. Kako je pojedinac indiferentan
izmedu lutrije i ekvivalenta lutrije imamo:

5 Zarazliku od prethodnog razmatranja u kome je lutrija imala dva ishoda x i y, ovde je ishod
lutrije slu¢ajna promenljiva X. Dakle, u ovom slu¢aju lutrija ima mnogo vise moguc¢ih ishoda.

¢ Pojedinac raspolaze sa pocetnim dohotkom u iznosu od w, pa je ekvivalent lutrije c(w+X)
umesto ¢(L).
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E[U(r+ X)]=Ulco+X)). (7)
Razlika w-c(w+X) predstavlja maksimalan iznos koji je pojedinac spreman
da plati da bi izbegao lutriju. Mera koju je predlozio Prat upravo koristi prethod-
ni koncept, tako da t=w-c(w+X) predstavlja meru apsolutne odbojnosti ka rizi-
ku.
Koristedi Tejlorovu teoremu mozemo da predstavimo U(w+X) kao:

Uw+X)=Uw)+ U W[+ X )-wh1/2-0"(w) - [oo+ X }-wP+.... (8)

Uzimajuci ocekivanu vrednost obe strane i zanemarujudi izvode treceg i vi-
$eg reda imamo slede¢u aproksimaciju:

E[u(w+ X))~ Efuw)]+ U'(w)- E(X) +1/2-U"(w)- E(X-0) . (9)
Imajudi u vidu da je E(X)=01 da je E(X-0)*=E[X-E(X)]*=c? , dobijamo:
Eluw+ X)) Uw)+1/2-U"(w)- 6 2. (10)

Kako je c(w+X)=w-m, razvijanjem U(w-r) pomocu Tejlorove formule, sledi
daje:

U(C(W+X)): Uw-n)=UWw)+U'(w)- [(w—n) —w]+... . (11a)
Zanemarujuci clanove od treeg nadalje, dobijamo pribliznu vrednost:
Ulew+X))=Uw) +U'(w)- (=1 ). (11b)

Prema (7) imamo da je E[(U(w+X))]=U(c(w+X)), odnosno:

UwW)+1/2-U"(w)- 62 = Uw)+U'(w)- () (12)
_ 2 U"(w)
R =-(/2)03 (13)

Posto je (1/2)c? konstanta, A(w)=-(U’(w)/U (w)) predstavlja meru apso-
lutne odbojnosti prema riziku, poznatu i kao Erou-Pratov (Arrow-Pratt) koefici-
jent. Ukoliko je U’(w)>0 i pojedinac je odbojan ka riziku (U”’(w)<0), Erou-Pra-
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tov koeficijent je pozitivan. Ukoliko je pojedinac sklon ka riziku (U”(w)>0), tada
je A(w)<0, dok je u slucaju neutralnosti prema riziku A(w)=0. Relativnu odboj-
nost prema riziku pokazuje procentualna premija osiguranja 7, =(w-c(w+X))/w,
gde je 7, procenat bogatstva koji je investitor spreman da plati da bi izbegao lu-
triju. Iz posledn]e jednakosti sledi da je c(w+X)=w(1- 7). Promenimo definiciju
za X, tako da sada ova slu¢ajna promenljiva predstavlja prinos na jedan investira-
ni dolar. Neka je E(X)=1, a varijansa promenljive X je 6 . Prema tome, ukoliko
investiramo iznos od w, dobijamo prinos u iznosu od wX. Primenom Tejlorove
formule dobijamo da je mera relativne odbojnosti prema riziku
R(w)=-(wU(w)/ U (w)).

U isto vreme nezavisno od Prata, Kenet Erou (1965) je kori$¢enjem drugaci-
jeg postupka dosao do istog rezultata. Erou je, takode, pretpostavio da funkcija
korisnosti koja bi realno opisivala stav prema riziku mora da poseduje svojstvo
da apsolutna odbojnost prema riziku opada sa poveéanjem dohotka i da relativ-
na odbojnost prema riziku raste sa pove¢anjem dohotka.

Stiven Ros (1981) kritikuje pristup Eroua i Prata i smatra da njihov koefici-
jent predstavlja meru lokalne odbojnosti prema riziku (Erou-Pratov koeficijent
je definisan za jedan nivo dohotka). Ros predlaze upotrebu globalne mere odboj-
nosti prema riziku, tj. pojedinac A je odbojniji ka riziku od pojedinca B ako je za
svaki nivo dohotka pojedinac A odbojniji ka riziku od pojedinca B. Medutim, za
razliku od Erou-Pretovog koeficijenta, koji meri i odbojnost i sklonost ka riziku,
Rosov koeficijent meri samo odbojnost prema riziku, tj uvek je U”(w)<0. Dakle,
za dva pojedinca A i B, sa funkcijama korisnosti U, i Uy kazemo da je pojedinac
sa funkcijom korisnosti U, odbojniji ka riziku od pojedinca sa funkcijom kori-
snosti Uy u Erou- Pratovom smislu (U AoAP Up) ukoliko vazi:

_U4", U™ (14)

Uy' Ug'

Ros daje slede¢u definiciju odbojnosti ka riziku.

Definicija 1. Pojedinac sa funkcijom korisnosti U, je strogo odbojniji ka rizi-
ku od pojedinca sa funkcijom korisnosti U, (U,2U,) ako i samo ako
AN (Y w,w,):

Uy' (W1)>)L>UA(W2) Uy" >X>—'. (15)
Ug"(wy) Ug'(Wp) Usg" Up'

Pojedinac sa funkcijom korisnosti U, je odbojniji ka riziku od pojedinca sa
funkcijom korisnosti Uy ako je za svaki nivo dohotka pojedinac A odbojniji ka ri-
ziku od pojedinca B.



Investicioni izbor u uslovima neizvesnosti

Vezu izmedu dve definicije pokazuje sledeca teorema.

Teorema 1. Ako je U,oUytadaje U,_ ,,Up, ali suprotno ne vazi.

Dokaz. Implikacija sledi direktno iz definicije Rosovog koeficijenta odakle
imamo:

Us" U

1 "
>Ua 7 U4
1

UB” UB' UA UB' UA' - UB' °
Pokazimo da suprotno ne vazi za klasu eksponencijalnih funkcija. Ako je
U,=-e"™i UBz-e'bW, za a>b, tada je U,apU ali:

A S>AP- B
' " 2
UaWa) _a_ (b-aywy ; Ua"OW) :[gj olb-a)w | (16)
Up'(Wp) b Ug"w) \b

Za dovoljno veliko w -w, imamo da je U,”(w,)/U,”(w)<U,’(w,)/ Uy (w,)
$to je u suprotnosti sa U,oUp.

Poseban problem predstavlja stav prema riziku u multivarijantnom slucaju
(Richard, 1975). Sustina je u slede¢em. Pretpostavimo da postoje Cetiri moguca
ishoda i da vazi x<x, i y,<y,. Lutrija L, nudi izbor »sve ili nista, jer nudi ishode
(%)) 1 (x),,) sa podjednakom verovatno¢om, dok lutrija L, nudi jedan dobar i
jedan lo$ ishod ((x,,y,) i (x,,,)) sa podjednakom verovatno¢om. U ovom kon-
tekstu pojedinac je multivarijantno odbojan prema riziku ukoliko preferira L, u
odnosuna L,.

Erou i Prat su definisali meru odbojnosti ka riziku za slucaj kada funkcija ko-
risnosti zavisi samo od jedne promenljive - dohotka. Pored prethodno opisanog
problema, u multivarijantnom sluéaju cilj je i da se uporedi stav prema riziku za
dva pojedinca A i B ¢ije funkcije korisnosti zavise od viSe promenljivih: u,, i
Up,,» gde je w n dimenzionalni vektor koji pokazuje raspoloZivu koli¢inu svakog
od n dobara. Ovim problemom su se bavili Kilstrom i Mirman?®, Dankan® i Levi.
U daljem tekstu izlazemo pristup ¢iji su autori Haim i Azriel Levi (1991).

Definisimo vektor rizika (lutriju) L tako da je L=x sa verovatno¢om p i L=-x
sa verovatno¢om I-p, gde je ;c:(xl,xz,...,xn)w. Pretpostavimo da pojedinac ima
inicijalnu potrosacku korpu w. Ukoliko je ispunjen aksiom monotonosti, tada za
bilo koje x vazi:

Ova implikacija proizilazi iz ¢injenice da uvek vazi U"(w)<0.

8 Kihlstrom, R.E. and L.J. Mirman, 1974., Risk Aversion with Many Commodities, Journal of
Economic Theory, 8, 361-388.

°  Duncan, T, 1977., A Matrix Measure of Multivariate Local Risk Aversion, Econometrica, 45,
895-903.

10 U ovoj lutriji potrosa¢ moze da poveéa ili da umanji raspolozivu koli¢inu svakog od dobara za x.
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u(w+x) > u(w) > u(w-x). (17)

Uslov (17) oc¢igledno vazi za x20,za 1=1,2,...,nsa striktnom nejednakos¢u za
makar jednu vrednost.

Naredna teorema uspostavlja vezu izmedu standardne premije za rizik i pre-
mije za rizik u multivarijantnom slucaju (za dokaz videti Levi and Levi, 1991).

Teorema 2. Neka su u,(w) i ug(w) dve funkcije korisnosti. Obelezimo sa L
vektor rizika (lutriju) i sa z, i z, vektore premija za rizik!! koji su u skladu sa

u,(w) i ug(w), respektivno. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(I) Pojedinac sa funkcijom korisnosti u,(w) pokazuje ve¢u odbojnost ka ri-
ziku od pojedinca sa funkcijom korisnosti uy(w).
(IT) u,(w-zB)>u,(w-xwA) za svako wi L.

Dakle, teorema 2 pokazuje da je pojedinac koji je odbojniji prema riziku
(u,(w)) spreman da plati veu premiju za rizik.

—_
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5. RASTUCI RIZIK (INCREASING RISK)

Videli smo na koji nac¢in je moguce rangirati pojedince prema njihovom sta-
vu prema riziku. Slede¢i problem sa kojim se suo¢avamo je na koji nacin rangira-
ti investicione alternative. Svakako da treba izabrati investiciju koja daje veéu
oc¢ekivanu vrednost i ima manju varijansu od druge investicije (ako zanemarimo
diversifikaciju). Ako dve investicije imaju istu o¢ekivanu vrednost investitor ¢e se
opredeliti za onu sa manjom varijansom. Poslednja ideja je navela Rotsilda i Sti-
glica (1970) da analiziraju promenu distribucije verovatnoce tako da se povecava
disperzija, ali da se ne menja ocekivana vrednost (Mean Preserving Increase in
Spread-MPIS). Rotsild i Stiglic daju definiciju za MPIS koju nazivaju integralni
uslovi (integral conditions). U narednom izlaganju razmatramo prinos na investi-
cione alternative, pa obelezimo prinos slu¢ajnom promenljivom R.

Formalno, raspored F je manje rizi¢an od rasporeda G ukoliko vaze sledeca
dva uslova:

Ekonomski anali br 167, oktobar 2005. - decembar 2005.

T(b) =[G - F(r)}dr=0 (18)

11 Vektor premije za rizik pokazuje koliki iznos svakog dobra je potrosa¢ spreman da Zrtvuje da

bi izbegao lutriju.
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T(c)=[C[G(r)~F(r)]dr>0,za a<c<b. (19)

Pokazimo da prvi uslov implicira jednakost o¢ekivanih vrednosti. Koristeci
parcijalnu integraciju i uzimajudi da je u=G(r)-F(r) i dw=dr dobijamo:

b
Pler-F» ar=r-[cor-Fr)]I-[0r-dlcer) - F(r)]. (20)

Znamo da je G(b)=F(b)=1 i G(a)=F(a)=0, pa desna strana izraza (20) postaje'*:
—PbredlGery - F(n]=-br g - f )} dr =~(ug—up) =0=pg=pp. (21)

gde su u . i ocekivane vrednosti za rasporede Gi F.

Drugi uslov pokazuje da je funkcija G(r) dobijena od funkcije F(r) transfe-
rom verovatnoce iz centralnog dela rasporeda ka krajevima.

Pokazimo vezu koncepta rastuceg rizika i Pratove definicije premije za rizik
(Levy, 1992). Pretpostavimo da imamo dve investicije ¢iji prinosi su R, i R, sa
funkcijama gustine fi g respektivno. Slucajne promenljive R, i R, imaju istu
oc¢ekivanu vrednost. Defini$imo premiju za rizik koja je u skladu sa ovim funkci-
jama gustine, gde je w pocetni iznos dohotka:

E;UwW+Ry)=UW+ER ) -ns)s EgUW+Rp) =U(w+E(Rp)—1y) - (22)

Pretpostavimo da je prema MPIS g rizi¢nije od f. Rotsild i Stiglitc (1970)
smatraju da pojedinac koji je odbojan ka riziku preferira raspored f odakle sledi
EfU(W+RA)2EgU(W+RB). Kako je E(R,)=E(R;), poslednja nejednakost je ispu-
njena ako je T<T Dakle, Rotsild-Stiglicova definicija rizika i Erou- Pratova defi-
nicija su ekvivalentne.

Dajamond i Stiglitc (1974) su razvili alternativni koncept kojim se vrsi tran-
sformacija funkcije rasporeda tako da se poveéa disperzija, ali da se ne menja
ocekivana korisnost referentnog investitora (investitora A). Integralne uslove u
ovom sluc¢aju mozemo da napisemo kao:

Pus' ) [6)-F(r) }dr=0 (23)
Cus' (- [60)-F)] dr=0, zaa<cs<b (24)

gde je u,,,, grani¢na korisnost.

12 Prvi izvod funkcije rasporeda predstavlja funkciju gustine.
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Izraz (23) pokazuje da je za investitora A, koga ¢emo tretirati kao referentnog
investitora, oc¢ekivana korisnost ista za rasporede F i G. Izraz (24) sugerise da je
raspored G dobijen od rasporeda F transferom verovatnoce iz centralnog dela ka
krajevima (raspored G je rizi¢niji). Dajamond i Stiglic analiziraju kako ova pro-
mena funkcije rasporeda uti¢e na o¢ekivanu korisnost investitora B koji je odboj-
niji ka riziku od investitora A. Posle odredenih transformacija dobija se da je
) bauB(r)dG( n<| bauB(r) dF(r). Interpretacija prethodnog rezultata je slede¢a. Uko-
liko je funkcija rasporeda G dobijena od funkcije F transferom verovatnode iz
centralnog dela ka krajevima rasporeda (G je rizi¢nije od F), i ako je ocekivana
korisnost za referentnog investitora (investitor A u nasem slucaju) ista za oba
rasporeda, tada ¢e investitor koji je odbojniji ka riziku od referentnog investitora
(investitor B) preferirati raspored F u odnosu na raspored G. Drugim re¢ima,
raspored G je rizi¢niji od rasporeda F za investitora B.

Jedna od mogucih primena koncepta rastuceg rizika predstavlja analiza opti-
malnog nivoa $tednje (Rotschild and Stiglitz, 1971). Na primer, pretpostavimo
da imamo dve funkcije rasporeda za prinos Fi G, tako da G ima vecu disperziju
od F, dok su im ocekivane vrednosti iste. Postavlja se pitanje kako ¢e pojedinac
reagovati na rastudi rizik pri zameni rasporeda F rasporedom G. On moze da od-
luci da smanji $tednju ako se suocava sa rastuc¢im rizikom ili da poveca stednju
da bi obezbedio minimum zivotnog standarda u budu¢nosti. Rotsild i Stiglitc
pokazuju da e pojedinac koji ima konstantnu relativhu odbojnost ka riziku
U(w)=w!7/1-y, gde je y koeficijent relativne odbojnosti prema riziku'?, povecati
$tednju ako je y>1. Sa druge strane, ako je y<1 pojedinac ¢e $tedeti manje ako je
suocen sa funkcijom rasporeda R,. Druga primena se odnosi na portfolio izbor.
Pri primeni koncepta rastuceg rizika na portfolio izbor koristimo kvadratnu
funkciju korisnosti!4. Kvadratna funkcija poseduje svojstvo rastuce apsolutne
odbojnosti prema riziku'®, pa je logi¢no da povecanje rizi¢nosti prinosa dovede
do smanjenja traznje za rizicnom imovinom i povecanja traznje za bezrizicnom
imovinom.

U narednom izlaganju analiziramo povecanje negativne asimetrije raspore-
da, ali prethodno definid$imo pozitivhu i negativnu asimetriju. Razmatra¢emo
dve investicije A i Bsa prinosima R, i Ry, pri ¢emu je E(R,)=E(Ry)=0.

Investiciju ¢ija je funkcija gustine prikazana na slici 3A (investicija A), karak-
teriSe veca verovatnoca nastanka gubitka, ali je iznos potencijalnog gubitka ma-
nji. Sa druge strane, verovatnoc¢a nastanka dobitka je manja, dok je ekstremni

13 Imamo daje u'(w)=w71iu"(w)=-yw17 odakle sledi R(w)=-w(-yw"")w'=y.

O kvadratnoj funkciji korisnosti e biti vise re¢i kasnije. Za sada, recimo da ova funkcija ima
oblik U(R)=a+bR+cR?.

Odbojnost prema riziku raste sa porastom w pa je A'(w)>0.
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dobitak ve¢i. Obrnuto vazi za investiciju ¢ija je funkcija gustine prikazana na slici
3B (investicija B). Kada razmatramo rizik, pre svega mislimo na ekstremne gu-
bitke. Investicija A ima gubitke ¢iji je iznos limitiran, dok je moguci ekstremni
gubitak ve¢i u slucaju investicije B. Investitor koji je odbojan prema riziku ¢e
preferirati investiciju A.

Asimetrija raspodele verovatnode se izrazava tre¢im centralnim momentom:

M,=E[R-E(R)]’ (25)

Tredi stepen zadrzava predznak odstupanja realizovanih ishoda slu¢ajne pro-
menljive od ocekivane vrednosti. Za investiciju A sa funkcijom gustine (R ,) M,
je pozitivno, dok je za investiciju B sa funkcijom gustine f{R,) M, negativno (Bo-
die, Kane and Markus, 2002).

(R A f(Rp) A

- : >
E(Ry)=0 R4 E(Rp)=0 Rp

Slika 3.A. Pozitivna asimetricnost Slika 3.B. Negativna asimetricnost

Menezes, Gejs i Tresler (1980) razmatraju jedan poseban oblik transformaci-
je funkcije rasporeda tako da oc¢ekivana vrednost i varijansa ostanu nepromenje-
ne, ali da se poveca negativna asimetrija. Naime, investitori preferiraju pozitivu
asimetriju rasporeda i imaju averziju prema negativnoj asimetriji, tako da pove-
¢anje negativne asimetrije rasporeda predstavlja povecanje rizi¢nosti prinosa na
investicije. Ova transformacija predstavlja kombinaciju dve jednostavnije tran-
sformacije: transformacije koja poveéava disperziju i ne menja ocekivanu vred-
nost i transformacije koja smanjuje disperziju i ne menja oéekivanu vrednost. U
skladu sa ovim razmatranjima, za pojedinca koji ima pozitivan tre¢i izvod funk-
cije korisnosti kazemo da ima odbojnost prema negativnoj asimetriji.

6. KONCEPT STOHASTICKE DOMINACIJE

Koncept stohasticke dominacije predstavlja analiticko sredstvo za rangiranje
dve investicione alternative. Ideja kod ovog pristupa je da se izvr$i poredenje
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funkcija rasporeda. Hanoh i Levi (1969), Hadar i Rasel (1969) su prvi autori koji
su se bavili stohastickom dominacijom. Prikazacemo osnovne ideje koncepta na
slede¢em primeru (Elton et al, 2003).

Prinosi i njihove verovatnoce za dve investicije su prikazani u sledecoj tabeli:

Tabela 2. Prinosi i verovatnoce za investicije A i B

Investicija A Investicija B

R, verovatnoca Ry verovatnoca
12 1/3 11 1/3
10 1/3 9 1/3
8 1/3 7 1/3

Na osnovu tabele nije moguce doneti zakljucak koju alternativu izabrati.
Moguce je da prinos na investiciju Bbude 11%, dok na investiciju A moze da bu-
de 10% ili 8%. Sledeca tabela u kojoj prikazujemo funkcije rasporeda pomaze u
reSavanju ove dileme.

156 Tabela 3. Funkcije rasporeda za investicije A i B
Prinos Funkcije rasporeda
R A B
7 0 1/3
8 1/3 1/3
9 1/3 2/3
10 2/3 2/3
11 2/3 1
12 1 1

1z tabele uo¢avamo da je kumulativna verovatnoca ostvarenja nekog prinosa
uvek veda za investiciju B, na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da je verovatnoda ostva-
renja niZeg prinosa veca za investiciju B. Dakle, investicija B je rizi¢nija pa ¢e in-
vestitor koji preferira vise u odnosu na manje izabrati investiciju A. U ovom pri-
meru investicija A dominira nad investicijom B prema prvostepenoj stohastickoj
dominaciji. Na slici 4 dve funkcije rasporeda se ne seku i A se ne nalazi iznad B.

Sada éemo formalno dokazati prethodnu ilustraciju u kontinuelnom slu¢aju'®.

Ekonomski anali br 167, oktobar 2005. - decembar 2005.

16 O stohasti¢koj dominciji smo vie pisali u prethodnom radu gde smo dali dokaz za prvostepe-
nu, drugostepenu i tre¢estepenu dominaciju u diskretnom i kontinuelnom slucaju i analizira-
li razli¢ite varijante modela. (D. Trifunovi¢, 2005., Koncept stohasticke dominacije u rangira-
nju investicionih alternativa, Ekonomski anali, br. 164).
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Teorema 3. Investicija A sa funkcijom rasporeda F(r) je preferirana u odnosu
na investiciju B sa funkcijom rasporeda G(r) ako:

1. Investitori preferiraju vise u odnosu na manje, U'(1)>0 i
2. F(r)<G(r) za svako ri F(r)<G(r) za najmanje jednu vrednost.

Kumulativna verovatnoca

W — WD

7 8 92101112
ishodi

Slika 4. Prvostepena stohasticka dominacija

Dokaz. Investicija A je preferirana u odnosu na investiciju B ako je o¢ekivana
korisnost za investiciju A ve¢a od o¢ekivane korisnosti za investiciju B, §to je oci-
gledno iz prethodne tabele. Oc¢ekivane korisnosti za investicije A1 B su:

0. =Lumdr) i g7, = [Pur)dr) | (26)

gde su ai bnajmanja i najveca vrednost koju mogu da imaju promenljive u funk-
cijama rasporeda Fi G. Da bi investicija A bila preferirana u odnosu na investici-
ju Bmora da vazi:

Purdr) - [Pu(r)dGr) > 0. (27)
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U daljem dokazivanju koristimo metod parcijalne integracije, odakle imamo:

b
JPutralr () - 6= u)- ) - 600 ] - [Pw 0l - 6} e (28)
a

Kako vazi F(b)=G(b)=1 i F(a)=G(a)=0, investicija A je preferirana u odnosu
na investiciju B ako je poslednji izraz pozitivan, odnosno ako je integral negati-
van. Prema pretpostavci vazi v’(r)>0, pa je integral negativan ako je F(r)<G(r).
Da bi vrednost integrala bila razli¢ita od nule, striktna nejednakost mora da vazi
bar za jednu vrednost.

7. ANALIZA OCEKIVANE VREDNOSTI | VARIJANSE
(MEAN-VARIANCE ANALYSIS)

Koncept stohasticke dominacije vrsi rangiranje investicija pomoc¢u funkcije
rasporeda. Medutim, postavlja se pitanje da li je potrebno koristiti celu funkciju
rasporeda ili mozemo da koristimo parametre koji opisuju funkciju rasporeda?
Tvorci portfolio teorije, Hari Markovic i DZejms Tobin smatraju da su nam po-
trebna smo dva parametra koja opisuju raspored prinosa na investiciju: ocekiva-
na vrednost (E(R)=p,) i varijansa ¢*;,. U skladu sa ovom idejom konstruise se
funkcija korisnosti koja zavisi samo od ocekivane vrednosti i varijanse
Ul 0% ). Investitor koji je odbojan ka riziku preferirace, uz ve¢u ocekivanu
vrednost, i manju varijansu, tako da njegove preferencije mozemo da prikazemo
pomocu krive indiferentnosti.

Investitor preferira ve¢u ocekivanu vrednost u odnosu na manju tako da je
parcijalni izvod funkcije korisnosti po ocekivanoj vrednosti pozitivan 0 U/Ou ,>0.
Ako je pojedinac odbojan (sklon) ka riziku tada je parcijalni izvod po varijansi
manji (veéi) od nule 0 U/dc” r<(>)0, dok je za neutralnost prema riziku parcijalni
izvod po varijansi jednak nuli. Ako krive indiferentnosti prikazemo u koordinat-
nom sistemu gde je o¢ekivana vrednost na vertikalnoj osi, a varijansa na horizon-
talnoj, tada ¢e krive indiferentnosti biti pozitivhog (negativnog) nagiba za poje-
dinca koji je odbojan (sklon) ka riziku, odnosno bice horizontalne u slu¢aju neu-
tralnosti prema riziku (slika 5).

Medutim, kriti¢ari ovog pristupa smatraju da takve krive indiferentnosti nije
moguce konstruisati. Karl Bor¢ (1969) je konstruisao kontraprimer u kojem je
pokazao da se krive indiferentosti u ravni ocekivane vrednosti i varijanse svode
na jednu tacku. Dejvid Beron (1977), medutim, pokazuje na primeru kvadratne
funkcije korisnosti da Bor¢ov kontraprimer narusava aksiom monotonosti'’.

17" Podsetimo se da aksiom monotonosti pretpostavlja da pojedinac preferira ve¢i dohodak u od-

nosu na manyji, tj. funkcija korisnosti je rastuca u'(+)>0.
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Wp 4

ok
Slika 5. Krive indiferentnosti: A - odbojnost ka riziku
B — sklonost ka riziku i C - neutralnost prema riziku

Cijang (1972) pokusava da resi Borcov paradoks uvodenjem preferencija
prema pozitivnoj asimetriji rasporeda. Cijang, dalje, pokazuje da nagib krive in-
diferentnosti mora biti manji od 45°. Ovaj zaklju¢ak vazi i za funkcije korisnosti
sa osobinama koje je definisao Erou'® u koje spadaju eksponencijalna funkcija,
funkcija sa konstantnom elasti¢nos¢u i logaritamska funkcija. Odgovarajuéi na
¢lanak Cijanga, Bor¢ daje podrobnije objasnjenje svog kontraprimera (Borch,
1974). Razmotrimo sledele lutrije:

Lutija L, ima ishode: Lutija L,, ima ishode: Lutija L,, ima ishode:

0 sa verovatno¢om 0.5 -2 sa verovatno¢om 0.2 0 sa verovatno¢om 0.5
2 sa verovatno¢om 0.5 3 sa verovatno¢om 0.8 4 sa verovatno¢om 0.5.
E(L,)=1 Var(L,)=1 E(L,)=2 Var(L,)=4 E(L;)=2 Var(L,)=4

Ukoliko su za nekog pojedinca lutrije L, i L, ekvivalentne, jer se parovi oceki-
vanih vrednosti i varijansi ({1,1} i {2,4}) nalaze na istoj krivi indiferentnosti, po-
nudimo mu lutriju L,. Lutrija L, je bolja od lutrije L, i trebalo bi da bude atrak-
tivnija i od lutrije L,. Medutim, lutrije L, i L, imaju iste parove ocekivanih vred-
nosti i varijansi {2,4}. Ako koristimo argumentaciju o preferenciji ka pozitivnoj

18 Erou je smatrao da funkcija korisnosti treba da poseduje svojstvo opadajuce apsolutne i rastu-
Ce relativne odbojnosti prema riziku (Arrow, 1965).
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asimetriji moguce je pronaci logiku u prethodnom primeru. Lutrija L, ima nega-
tivnu asimetriju i manje je atraktivna od simetricne lutrije L,.

Bor¢ tvrdi da je moguce formirati slican kontraprimer u kome bi lutrije L, i
L, imale ekvivalentna prva tri centralna momenta, tako da se nadu na istoj krivi
indiferentnosti, a zatim formirati lutriju L, koja ima ista prva tri centralna mo-
menta kao i lutrija L,, ali koja bi bila superiorna u odnosu na L,. Bor¢, takode,
pokazuje da za gama raspored ne vazi preferencija ka pozitivnoj asimetriji.

Biervag (1974) kritikuje Cijangovu tvrdnju da krive indiferentnosti moraju
imati nagib manji od 45°. Neka a,predstavlja ukupan iznos investiran u bezrizic-
nu aktivu, a a ukupan iznos investiran u rizi¢nu aktivu. Bezrizi¢na aktiva ima
nulti prinos. Inicijalno ulaganje agtag donosi prinos na portfolio r,=agtray na
kraju perioda, pri ¢emu stopa prinosa na rizicnu aktivu ima funkciju rasporeda
F(r) sa ocekivanom vrednoscu p, i varijansom o2,. Oéekivana vrednost i stan-
dardna devijacija prinosa portfolija su E( rp)zu p A Ay i 0,=0dp. Ocekivanu
korisnost mozemo prikazati kao funkciju samo ova dva parametra
Ulu,»0,)=E[u(R)].

Razmotrimo nagib krive indiferentnosti. Prvo odredimo ukupni izvod
U(,up,crp) po ag:

do g

Nagib krive indiferentnosti je:

vy _ Ysp _mg, 1 day (30)
dcp UHD or oRr dag

Izraz da/daR je negativan jer su rizi¢na i bezrizi¢na aktiva u odredenoj meri
supstituti. Medutim, ukoliko je ut, dovoljno veliko u odnosu na o, nagib krive
indiferentnosti moze biti ve¢i od 45°.

U narednom izlaganju analiziramo razli¢ite oblike funkcija korisnosti koje se
koriste u investicionoj analizi i njihove karakteristike (Danthine and Donaldson,
2002). Prvo prikazujemo kvadratnu funkciju, koja je najvise koriscena, ali i naj-
vise kritikovana, zatim funkciju korisnosti za slu¢ajnu promenljivu sa normal-
nim rasporedom da bismo, na kraju, analizu prosirili na funkcije korisnosti razli-
¢itih oblika.

U mikroekonomskoj i finansijskoj teoriji se ¢esto analizira kvadratna funkci-
ja korisnosti. Ako sa R obelezimo prinos, a sa a,b i ¢ proizvoljne parametre ova
funkcija se moze predstaviti u obliku:

UR)=a+b-R+c-R%. (31)
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Pogodna osobina kvadratne funkcije korisnosti je moguénost da se korisnost
izrazi kao funkcija ocekivane vrednosti i varijanse. Ocekivana korisnost kvadrat-
ne funkcije je:

E[U®)]=a+b-ER)+c-ERY). (32)

Zamenjujuéi E(R*)=c*,+[E(R)]% dobijamo da funkcija korisnosti kvadrat-
nog oblika zavisi samo od prva dva centralna momenta distribucije verovatnoce:

EU(R))=a+b-up+c-pi+cock. (33)
Kriva indiferentnosti koja opisuje kvadratnu funkciju korisnosti je skup:
{G%e,HR EU@®)]=a+b-py+ecng+ech =k} , za dati nivo korisnosti k.  (34)

Podelimo izraz za krivu indiferentnosti sa ¢ i dodajmo levoj i desnoj strani

bAl4c

2 , b b2 k a b2
tohpt—Upt——s=———+
HrtoR*Hr 1.2 ¢ ¢ 3.2 (35a)
2
b k a p?
2| ppt— | = ===+
Okr (HR 2-cj c ¢ 4.2 (35b)

Na ovaj na¢in smo dobili jedna¢inu kruznice polupre¢nika Vk/c-a/c+ b4,
sa centrom u (0,-b/2c). Relevantan deo krive indiferentnosti je onaj koji ispunja-
va aksiom monotonosti (U’(R)>0), odnosno deo za koji krive indiferentnosti
imaju pozitivan nagib.

Ukoliko ne koristimo kvadratnu funkciju, a zelimo da izrazimo korisnost sa-
mo u funkciji prva dva centralna momenta, potrebno je da slu¢ajna promenljiva
R ima normalan raspored. Pretpostavimo da R ima normalan raspored sa para-
metrima pi, i 6% AIR)=N(R,i p,07p).

I
o
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o

Slika 6. Krive indiferentnosti za kvadratnu funkciju korisnosti
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Predstavimo slu¢ajnu promenljivu R u standardizovanom normalnom obli-
ku Z=(R-up)/0,~N(Z,0,1). Iz poslednjeg izraza imamo da je R=c,Z+1,, odakle
odredujemo ocekivanu korisnost:

EUR) = [Pu(r)- £ ) dr=[Pu(c g Z +ng)-N(Z;0,1)-dz . (36)

Na ovaj nac¢in smo pokazali da korisnost zavisi samo od oc¢ekivane vrednosti
i standardne devijacije.

Tobin (1958) je smatrao da su krive indiferentnosti za svaku dvoparametar-
sku funkciju raspodele verovatnoce konveksne. Feldstajn (1969), osporava ovu
Tobinovu tvrdnju i pokazuje da krive indiferentnosti ne moraju da budu nuzno
konveksne za lognormalnu raspodelu verovatnoée koja pripada familiji dvopara-
metarskih funkcija raspodele verovatnoce. Funkcija raspodele verovatnoce za
lognormalni raspored ima oblik:

1(r) = o= (nr—m)*/2-52, (37)

2m )0’5~s r

gde je m ocekivana vrednost za In r, a s> varijansa za In r. Vezu izmedu (m,s?) i
v . .. .. 9 . , ..

ocekivane vrednosti i varijanse za R (1 ,,0" ) pokazuju sledece relacije:

2
Hp= eM+03s? cR= (e"”o’s“"z) (esz *1) : (38)

Pretpostavimo da je funkcija korisnosti logaritamskog oblika U(r)=In r, tako
da je o¢ekivana korisnost E(U(R))=m=]In r f{r) dr. Logaritmujuéi prvu jednaci-
nu iz (38) dobijamo da je m=In p,(-1/2)s*. Iz druge jednacine imamo
o’ plu*=e2-1 odnosno s*=In((c?,/u?,)+1). Kombinujuéi ove rezultate dobija-
mo E(U(R))=m=Inu ,-(1/2)In((c? /?,)+1). Implicitnim diferenciranjem dobi-
jamo da je:

1_2.67%_0712?
Rk Mi

d*ug

= Sign
dc})

sign

2

:sign[l—Z-k“—kz], (39)

gde je k=0 /1, koeficijent varijacije. Uvedimo smenu k*=¢1i dobijamo kvadratnu
jedna¢inu 1-2£-t. Jedini pozitivan koren je t=1/2, odakle je k=1/N2.

Drugi izvod menja znak u k=1/\2, pa su krive indiferentnosti konveksne
ukoliko je 0<k<1/Y2 i konkavne za k>1/N2 (slika 7). Krive indiferentnosti su
konkavne desno od prave linije koja polazi iz koordinatnog pocetka, tako da se u
ovom intervalu sa poveéanjem rizika trazi sve manja kompenzacija u vidu dodat-
nog prinosa. Drugim re¢ima, Feldstajnov dokaz pokazuje da u delu u kome su
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krive indiferentnosti konkavne odbojnost prema riziku opada sa povecanjem ri-
zikal

2= (st

Slika 7. Krive indiferentnosti za lognormalan raspored
U opstem obliku definis$imo funkciju korisnosti kao U(w+E(R)), gde je R

prinos, a w iznos pocetnog bogatstva. Pretpostavimo da je E(R)=0. Primenom
Tejlorove formule dobijamo:

U(W+E(R)):U(w)+E(R)vU'(w)+E(zjf) U (W) + (R) U™( )+E(4R) UM (w)+...  (40)

Uw+ER) =U(w)+ M'U”(W)Jr M.U'”(wﬂ MI/"”(W)J“.. (41)

Ovaj izraz zavisi od n centralnih momenata. Medutim Semjuelson (1970) je
pokazao da ukoliko prinos ima funkciju raspodele verovatnoce koja odgovara
kompaktnoj ili malo rizi¢noj funkciji raspodele, vaznost centralnih momenata
raspodele verovatnoce posle varijanse je znatno manja nego vaznost prva dva
momenta. Kompaktnost rasporeda Semjuelson definise tako da ukoliko varijan-
sa tezi nuli raspodela verovatnoce konvergira ka sigurnoj vrednosti. Slika 8. ilu-
struje kompaktnost raspodele. Ukoliko 6—0 raspodela verovatnode se grupise u
okolini u.
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Slika 8. Kompaktnost raspodele verovatnoce

Sa prakti¢nog aspekta, da bi raspodela bila kompaktna potrebno je da cene
akcija nisu podlozne velikim oscilacijama, pa se neizvesnost u pogledu prinosa
smanjuje u malim vremenskim intervalima. Osim u slu¢aju velikih berzanskih
poremecaja (kakav se desio 1987) moze se tvrditi da je Semjuelsonova pretpo-
stavka ispunjena (Bodie, Kane and Markus, 2002).

Svi do sada kori$¢eni metodi izbora pretpostavljali su kontinuelnost prefe-
rencija. Ako investitor ima leksikografske preferencije ka sigurnosti, u smislu da
je za njega najvaznije da minimizira verovatno¢u da prinos na investiciju R pad-
ne ispod nekog unapred odredenog nivoa R;, potrebno je koristiti drugaciji mo-
del rangiranja (Roy, 1952). Model koji uvazava ovakve preferencije je Safety-First
model. Kriterijum za investicioni izbor kod ovog modela moze se prikazati kao
min P(R<R,), gde je P(*) je verovatnoca.

Jos jedan model koji se koristi za investicioni izbor predstavlja maksimizira-
nje geometrijske sredine (Jean, 1980). U kontinuelnom slucaju izraz za geome-
trijsku sredinu mozemo da razvijemo upotrebom Tejlorove teoreme. Posle ove
transformacije dolazimo do zakljucka da se logaritam geometrijske sredine moze
predstaviti kao funkcija #n centralnih momenata.

8. PORTFOLIO IZBOR - KOMPARATIVNA STATIKA

Investitor retko ulaze u jedan finansijski instrument, ve¢ obi¢no investira u
skup finansijskih instrumenata koji se naziva portfolio. Najprostiji portfolio se
sastoji od dva instrumenta od kojih jedan predstavlja rizi¢nu, a drugi bezrizi¢nu
aktivu. Bezrizi¢na aktiva je teorijski koncept, jer je skoro nemoguce nadi aktivu
koja ne nosi nikakav rizik. Obi¢no se kao aproksimacija bezrizi¢ne aktive uzima-
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ju obveznice trezora SAD kao najsigurniji oblik investiranja. S obzirom da rizi¢-
na aktiva inkorporira odredeni rizik, ona mora da daje i ve¢i prinos u odnosu na
bezrizi¢nu aktivu. Iako smo konstatovali da pojedinac obi¢no investira u portfo-
lio, moze se desiti da je u odredenim situacijama, doduse vrlo retkim, optimalno
investirati u samo jedan instrument. U tom smislu kazemo da ulaganje samo u
rizi¢nu ili samo u bezrizi¢nu aktivu predstavlja grani¢ni optimum, dok ulaganje
u obe vrste aktive predstavlja unutra$nji optimum (Arrow, 1965).

Komparativna statika analizira promenu optimalnog izbora pojedinca pri
promeni jedne varijable dok ostale varijable ostaju nepromenjene. Pri tome se ne
bavimo dinamikom, tj, na¢inom uspostavljanja novog optimuma, ve¢ samo po-
redimo dva optimalna izbora. Sta se desava sa portfolio alokacijom investitora
koji ulaze u rizi¢nu i bezrizi¢nu aktivu ako se promeni njegov dohodak? Pretpo-
stavimo da postoje rizi¢na i bezrizi¢na aktiva. Kas i Stiglic (1972) pokazuju da se
ulaganje u rizicnu aktivu povecava sa pove¢anjem dohotka ako postoji opadajuca
apsolutna odbojnost prema riziku. Ovo pokazujemo u sledecoj teoremi.

Teorema 4. Ukoliko postoje dve aktive, jedna rizicna i jedna bezrizi¢na,
ukupno ulaganje u rizi¢nu aktivu se povecava, ostaje nepromenjeno ili se sma-
njuje sa povecanjem pocetnog bogatstva ukoliko postoji opadajuca, konstantna
ili rastuca apsolutna odbojnost prema riziku.

Ukupno ulaganje u rizi¢nu aktivu obelezimo sa a . Stopa prinosa na rizi¢nu
aktivu u stanju prirode 0 je R,, a stopa prinosa na bezrizi¢nu aktivu je R, Pocetno
bogatstvo investitora obelezimo sa w,, a finalno bogatstvo u stanju prirode 0 sa
w,. Koeficijent apsolutne odbojnosti prema riziku je A(w,)=-(U’/U’). Teorema
tvrdi da kada je da,/dw,>(=)(<)0 tada je A’(w,)<(=)(>)0.

Dokaz. Finalno bogatstvo investitora u stanju prirode 6 je'® Wo=WyT e Ry
rf). Uslov prvog reda za maksimum oc¢ekivane korisnosti je:

Elu' (wp) - (ro — rpl=0. (42)

Implicitno diferencirajudi (42) dobijamo:

dog _rr EU"(we) (o —r )] (43)

dwo  —E[U"(wp)-Gro—r )]

Imenilac je uvek pozitivan prema uslovu drugog reda, tako da znak izraza
(43) zavisi od znaka brojioca:
E[U"(wy)(ro —r )] = —E[Alwy ) U'wo ) Grg —r )] =
= EL(AO) = ACu)) - U'Gwn ) (ro = )1 = A0 ELU' (o )} (g = )]s (44)

gde je w'=w,r,

19 apray re=(wy-a ) retag r=w, rf+aR(r9—rf).
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Prema uslovu prvog reda A(w") [ U (w,)(r,- rf)]ZO, pa se poslednji izraz moze
napisati kao:

E[(AW*) = A(wp)) - U'(wg ) (rg = 1 )] (45)

Ako je A’(+)>0, kada je o>y tada je A(w)<A(w,), dok je za o>y
A(w*)>A(w9). Dakle, za A’(+)>0 brojilac je negativan.

Sli¢no, ako je A’(+)<0, kada je o1y tada je A(W*)<A(w6), dok je za ry>r
A(w*)>A(w9), tako da je brojilac pozitivan, dok je za A(W*):A(WQ) brojilac jed-
nak nuli.

Erou (1965) je na slican nac¢in pokazao da je dohodna elasticnost traznje za
bezrizicnom aktivom (novcem) veca od jedan ako postoji rastuca relativna od-
bojnost prema riziku, odnosno manja od jedan ako postoji opadajuca relativna
odbojnost prema riziku.

Promena stope prinosa na bezrizicnu aktivu predstavlja sledeéi elemenat
komparativne statike. Pretpostavljaju¢i da su investitori odbojni prema riziku,
Fisburn i Porter (1976) pokazuju da povecanje prinosa na bezrizi¢nu aktivu do-
vodi do smanjenja ulaganja u rizi¢nu aktivu ako postoji konstantna ili rastuca
apsolutna odbojnost prema riziku. U slucaju opadajuée apsolutne odbojnosti
prema riziku nije moguce nedvosmisleno odrediti promenu ponasanja investito-
ra. U ovom slu¢aju moguce je i da povecéanje prinosa na bezrizi¢nu aktivu dovede
do povecanja ulaganja u rizicnu aktivu. Poslednji elemenat komparativne statike
u investicionom okruzenju koje ¢ine rizi¢na i bezrizi¢na aktiva predstavlja pro-
mena funkcije rasporeda prinosa na rizi¢nu aktivu (Kira and Ziemba, 1980). Ako
izvr§imo promenu funkcije rasporeda, tako da novi raspored dominira nad sta-
rim prema prvostepenoj stohasti¢koj dominaciji, dolazimo do zaklju¢ka da ¢e in-
vestitor povecati ulaganje u rizi¢nu aktivu.

U daljem izlaganju razmatramo investiciono okruzenje koje se sastoji od dve
rizi¢ne aktive. Ponovo je prvi elemenat komparativne statike promena dohotka.
Obelezimo prinos na akciju A slu¢ajnom promenljivom R ,, a prinos na akciju B
slucajnom promenljivom R, Kira i Ziemba (1980) pokazuju koje uslove treba da
ispuni funkcija korisnosti da bi sa pove¢anjem dohotka investitor smanjio ulaga-
nje u investiciju sa prinosom R . Dalje, ako izvr§imo transformaciju funkcije ras-
poreda prinosa na investiciju A, tako da novi raspored dominira nad starim pre-
ma prvostepenoj stohastickoj dominaciji, tada ¢e se povecati ulaganje u investici-
ju A (Hadar and Seo 1988, 1990). Na kraju, izvr§imo transformaciju funkcije ras-
poreda za slucajnu promenljivu R, tako da se novi raspored dobije od starog
transferom verovatnoce sa krajeva ka centralnom delu rasporeda. Ova tran-
sformacija se naziva smanjenje disperzije koje ne menja oc¢ekivanu vrednost
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(mean preserving contraction). Hadar i Seo (1988, 1990) pokazuju da se posle ove
transformacije povecava ulaganje u investiciju sa prinosom R ,.

9. TRAZNJA ZA RIZICNOM IMOVINOM

Za portfolio kazemo da je efikasan ukoliko ne postoji druga kombinacija sa
istim (ili visim) oc¢ekivanim prinosom i nizim rizikom ili ako ne postoji portfolio
sa istim (ili nizim) rizikom i vi$im odekivanim prinosom. Koristeéi se prethod-
nom logikom izvodimo model traznje za rizicnom imovinom tako da se funkcija
traznje za njom dobija na slican nacin kao i standardna funkcija traznje u teoriji
potros$aca — maksimiziranjem funkcije cilja uz ogranicenje, odnosno minimizira-
njem funkcije cilja uz ogranicenje. Ovde minimiziramo varijansu za dati nivo
olekivanog prinosa (Levy, 1973, 1977). Potrebno je pronadi vektor
a’Z(al,az,...,an) (gde je a;iznos investiran u instrument i) koji minimizira vari-
jansu portfolija za bilo koji dati nivo ocekivane vrednosti. Oc¢ekivana vrednost
portfolija na kraju godine je:

Elwi]= iai(l + E(Ri))+ [Wo - ia,’] '(1 + r/’)= wo + ioci “E(R))+ (WO - iaij rf. (46)
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Varijansa prinosa portfolija je o2()= ZOHZ'GiZ*z' 2aia; o, gde je w,
i=1 zj:>l1
investitorovo bogatstvo na pocetku perioda, W, - investitorovo bogatstvo na
kraju perioda, a;- iznos koji je investiran u i-ti instrument, E(R)) - o¢ekivana sto-
pa prinosa na i-ti instrument, 67, - varijansa stope prinosa na i-ti instrument, ¢
-kovarijansa stopa prinosa na instrumente 71i ji r,-bezrizi¢na stopa prinosa.
Da bismo resili problem formirajmo Lagranzovu funkciju, za zadati nivo

ocekivane vrednosti E[ W/ ]:

ij

L :U(W1)+)\,' Ew,)—wo— iai'ri*(W()* iowj’r;} :G(Wl)Jrk{lf‘p* i(x,"l”i*(wof iaij'r,{} . (47)
i=1 i=1 i=1 i=1

i=

Poslednji izraz proizilazi iz Cinjenice da je EfW,]=w,+,, gde je r, prinos na
portfolio.

Funkcija traznje koja se dobija reSavanjem (47) moze se prikazati u obliku
jednacine Sluckog sa efektom supstitucije i dohodovnim efektom. Ova funkcija
traznje sluzi za analiziranje postojanja komplementarnosti odnosno supstituta-
bilnosti dva finansijska instrumenta. Levi pokazuje da postojanje supstitutabil-
nosti ili komplementarnosti zavisi od koeficijenta korelacije. Ako se dva instru-
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menta nalaze u pozitivnoj korelaciji oni su supstituti, dok su u slu¢aju negativne
korelacije ovi instrumenti komplementi.

10. ZAKLJUCAK

U ovom radu prikazali smo neke od elemenata finansijske ekonomije. Ova
oblast sve viSe dobija na znacaju. Danas su istrazivanja uglavnom orijentisana u
pravcu asimetri¢nih informacija na finansijskom trzistu. U ovom pristupu istra-
zivaci nastoje da utvrde da li postoji moguénost postojanja jake forme efikasnosti
finansijskog trzista. U najuticajnijem radu iz ove oblasti Grosman i Stiglic?® su
pokazali da nije moguce postojanje jake forme efikasnosti u smislu da cena fi-
nansijske aktive reflektuje sve insajderske informacije. Takode je interesantno pi-
tanje da li insajdersko trgovanje moze da poveca drustveno blagostanje. Jedan od
najboljih ¢lanaka koji razmatra ovo pitanje je Lelandov ¢lanak?!' u kojem se po-
kazuje da pod odredenim uslovima insajdersko trgovanje povecava drustveno
blagostanje. Ovo pitanja spadaju u posebnu oblast i njima ¢emo se, verovatno,
baviti u nekom narednom radu.
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