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Рассмотрено представление конструк-

ции каркасного здания пространственной 

стержневой системой и моделирование полу-

ченной стержневой системы методом конеч-

ных элементов. Составлены уравнения состо-

яния стержня и получено решение системы 

уравнений в форме Коши. Получена матрица 

жесткости, связывающая узловые силы и уз-

ловые перемещения. Полученные результаты 

применимы как для статически определимых, 

так и для статически неопределимых систем. 
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THE SIMULATION 

OF THREE-DIMENSIONAL 

BAR SYSTEMS 

BY THE FINITE ELEMENT 

METHOD 

The article considers the representation 

of framed building as a three-dimensional bar 

system and simulation of obtained bar system 

by the finite element method. Underway the 

bar state equations and the equations system 

solution in the Cauchy form were obtained. 

Also article deals with obtaining of stiffness 

matrix linking nodal forces and nodal dis-

placements. The obtained results are applica-

ble for both the statically determinate systems 

and the statically indeterminate ones. 
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Конструкции каркасных зданий могут быть представлены системой 

прямых стержней. Наиболее распространен для их моделирования метод ко-

нечных элементов (МКЭ), который позволяет найти состояние каждого 

стержня путем разбиения каждого стержня на конечные элементы (КЭ) – 

стержни меньшей длины, причем при увеличении количества КЭ решение 

стремится к точному в рамках принятой математической модели. Рассмот-

рим один из возможных приемов формулировки соотношений для КЭ, счи-

тая, что материал линейно-упругий, деформации малы, малы углы поворота 

сечения, справедливы гипотезы плоских сечений и ненадавливания слоев, 

параллельных оси, друг на друга [1–3]. Примем систему декартовых коор-

динат x, y, z, где х – продольная (осевая) координата, y, z – главные цен-

тральные оси инерции. Будем считать, что оси х, y, z совмещены с ортами 

естественного трехгранника (трех-

гранника Френе [3, 4]) t, n, b (каса-

тельной, нормалью, бинормалью). 

В рамках этих гипотез уравне-

ния состояния стержня могут быть 

записаны в виде (1), где u, v, w – 

компоненты вектора перемещения в 

выбранной системе координат;  t, 

 b,  n – углы поворота сечения от-

носительно ортов естественного 

трехгранника; Mt – крутящий, Mb, 

Mn – изгибающие моменты; N – осе-

вая (тангенциальная); Qn, Qb – попе-

речные силы, первая (левая) группа 

уравнений есть геометрические и фи- 
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зические уравнения, правая группа – уравнения движения. Инерция поворо-

та сечения относительно ортов n и b не учитывается. 

Вводя вектор состояния 

 ( , ) ( , )t b n t b n n by x t u v w M M M N Q Q x t    ,   (2) 

перепишем (1) в матричной форме: 

- ( , ),y Ay My q x t                   (3) 

где ненулевые компоненты матриц А и М очевидным образом определяются 

из уравнений состояния (2), 

 ( , ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ( , )t n tq x t q q q x t .           (4) 

Рассмотрим пока задачу статики, опуская инерционные члены (полагая 

М нулевой матрицей). Тогда из (3) получим: 

- ( )y Ay q x  .                 (5) 

Это система обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянной 

матрицей. Ее решение примем в форме Коши [2]: 

0 12( ) ( ) ( ), (0)qy x V x y F x V I   ,              (6) 

где I12 – единичная матрица 12 порядка; у0 – состояние стержня в начале ко-

ординат (начальные параметры); V(x) – матрица фундаментальных решений 

(5); Fq(x) – частное решение (5), соответствующее заданным распределен-

ным нагрузкам (4). Найти V(x) и Fq(x) можно, применяя к (5) преобразование 

Лапласа: 
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          (7) 

Здесь использована теорема о свертке [5]. Таким образом, состояние в лю-

бой точке стержня выражается через начальные параметры y0. 

Используем форму решения (6). Предварительно отметим следующее: 

вектор состояния (2) можно представить в виде разбиения на два подвекто-

ра, один из которых содержит в себе только кинематические, второй – толь-

ко силовые факторы: 
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Тогда (6) можно представить разбиением 

0 0
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( ) ( ) ( ) ( ),
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             (9) 

Исключим силовые факторы в начале стержня через перемещения его конца, 

записывая первое уравнение (9) для конца стержня при s = L: 
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1
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(10) 

Теперь подставим результат в (9) и получим выражения для состояния в лю-

бой точке стержня через узловые перемещения: 
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        (11) 

Введем вектор узловых перемещений так: 

 0 .C kCu y y               (12) 

Тогда выражение для вектора состояния примет вид 

1( ) ( ) ( )qy x D s u F x  ,              (13) 

где 
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Теперь запишем выражение узловых сил через узловые перемещения, 

записывая первое уравнение (11) и последнее оттуда же, но при x = L: 
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Можно придать последним выражениям следующий вид: 

2qF Ku F  ,               (15) 

где 
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Выражение (15) дает нам сумму внешних (второе слагаемое) и внут-

ренних сил (включая и силы инерции), сходящихся в одном узле. Тогда из 

него получаем разрешающее уравнение для одного стержня: 

2 0qKu F  .               (18) 

Матрица К связывает узловые силы и узловые перемещения и поэтому 

может быть названа матрицей жесткости, а вектор Fq2 – вектором узловых 

сил, эквивалентным распределенной нагрузке. Выражение (18) по форме та-

кое же, как и аналогичное уравнение МКЭ, и, следовательно, к нему можно 

применить известный алгоритм МКЭ в форме метода перемещений. 

Так как уравнение (18) по форме аналогично разрешающему уравне-

нию МКЭ, то для моделирования стержневой системы можно использовать 

традиционный алгоритм метода перемещений МКЭ [6, 7]. 

Далее приводятся решения некоторых простых задач для одного 

стержня и стержневых систем, которые поддаются проверке методом сече-

ний. Материал стержней – сталь, размеры определялись глобальными коор-

динатами узлов, поперечное сечение – прямоугольник с соотношением сто-

рон высота : ширина = 2 : 1. Вместо эпюр внутренних силовых и кинематиче-

ских факторов для каждого стержня приведены их графики в локальных 

координатах, а также формы деформированной стержневой системы. При-
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нято, что вектор нормали лежит в вертикальной плоскости, включающей в 

себя ось стержня. 

Рис. 1. Консольный стержень, нагруженный силой в начале, действующей по норма-

ли к оси 

 
Рис. 2. Плоская Г-образная рама, защемленная одним концом и нагруженная крутя-

щим моментом на другом 
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Рис. 3. Стержень, защемленный двумя концами, нагруженный моментом посередине 

Результаты, приведенные на рис. 1, 2, 3 [8], не противоречат кинемати-

ческим и статическим воззрениям на состояния стержней и их систем. Рас-

четы возможны как для статически определимых, так и для статически 

неопределимых систем, что определяется применением алгоритма МКЭ для 

создания ансамбля конечных элементов. 
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