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Resumen

Este articulo es en parte una traduccién de los trabajos que llevé a cabo
el francés Charles Hermite para determinar la trascendencia del ntimero e,
considerado éste como base de los logaritmos neperianos. Se han realizado
algunas simplificaciones en dicha demostracién para hacerla méas asequible
al lector. Se presenta ademds una introduccién del ntiimero e a través de
quien invent6 su notacién, Leonhard Euler.

1. El Origen del Numero e

Si tuviéramos que destacar un matemaético sobre todos los demds en cuan-
to a sus contribuciones para el desarrollo de nueva notacién matemadtica, sin
lugar a duda tendriamos que considerar al suizo Leonhard Euler. Una de sus
precoces sugerencias la realiz6 siendo un joven de 21 afios en la corte de San
Petesburgo, cuando hizo uso de la letra e como valor 2,718..., que servia de
base del sistema de logaritmos naturales. Este hecho ocurre en un manuscrito
que Euler titulé Meditatio in Experimenta explosione tormentorum nuper instituta.
Este manuscrito fue impreso por primera vez en 1862 como parte de la obra
Opera postuma mathematica et physica. En este articulo Euler describe varios ex-
perimentos, considerando la letra e para representar el valor 2,718....

En una de las mds de 200 cartas que Euler mantuvo con su amigo y confi-
dente Christian Golbach fechada el 25 de Noviembre de 1731 (y publicada por
primera vez en 1843), Euler resolvia la ecuacién diferencial:

zdz dv

dz—2zdv+ — = —
v v

...si multiplicamos la ecuacién anterior por e™=2%, 0 lo que es lo mis-

mo, e~2%v (e representa el mimero, cuyo logartimo hiperbélico es igual a
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1), se obtiene
e 20 dv —2e 2°zv dv + ez dv = e~ 2%dv,
que integrada resulta

-2

1
e “Yvz = Const. — 56720

202 +1=ae®- ..

Pero la mds temprana ocurrencia que Euler tuvo para considerar la letra e
como representante del valor 2,718... se produjo en su Mechanica, en 1736. En
el Vol.I, pagina 68 entre otras y también en el Vol.II, pagina 251 y en muchas
de las 200 paginas siguientes. Traducimos aqui parte de lo extraido en el Vol.I,
pégina 68, donde c representa la velocidad de un punto considerado:

Corolario 11

171. Aungue en la ya mencionada ecuacion la fuerza p no tiene lugar, su
direccion todavia se mantiene, lo que la hace depender de la relacion de
los elementos dx y dy. Dada por lo tanto la direccion de la fuerza que se
mueve a lo largo de un punto de la curva, uno puede, sélo con estos datos,

derivar la velocidad de el punto en cualquier lugar. Se tendrd % = dzyd’;lf
- dy ds . . . <1
oc=el Zix, dondee representa el niimero cuyo logaritmo hiperbélico es

1.

El uso de la letra e como base de los exponentes imaginarios en expresio-
nes analiticas que era totalmente novedoso para los matemadticos, sucedié en
una disertacion de Euler llamada De summis serierum reciprocarum ex protestati-
bus numerorum naturalium ortarum. En ella describe a s como el arco circular y
desarrolla sen s con las ahora conocidas series infinitas. En la pagina 177, Euler
sin dar explicacion alguna, representa la expresién exponencial para sens y el
limite fundamental para e*.

En este punto soy capaz de expresar todas las raices de los factores de
la siguiente expresion infinita

s3 S s7 s°

S 12312345 1237 1239

— &ec.

., , gs\/—_lfes\/—_l
Esta expresion es equivalente a esta T donde e representa

. . . n
el mimero cuyo logaritmo es igual a 1, y, como e* = (14 2)", donde n
representa un niimero infinito, la expresion infinita se reduce a esta:

(127) - (1-=F)
2v-1
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Se puede encontrar un desarrollo més sistemédtico en su obra Introductio in
analysin infinitorum, Vol.I, Lausanne 1748, donde la letra i hace referencia a un
niimero infinitamente grande:

...Sustituyendo tenemos
(14 25) ¢ (1- 2T’
2
(1+28) - (1-27)
2v/—1

COSU =

senov =

En el capitulo anterior vimos que

A
e representa la base de los logaritmos hiperbélicos; expresando para z pri-
mero +v+/—1, y después —v+/—1, tendremos:
e+v\/jl + e—v\/j

COSUV =
2

VT _ oy T
2v/1

De estos se deducen como se reducen al seno y coseno de arcos reales
las expresiones exponenciales imaginarias. Para ello

eVl = cosv+ v —1senv
eVl = cosv— vV/—1senv

senv =

Si en la férmula para e™?V~! se sustituye v por 7, entonces resulta la fa-

mosa formula e™V-1 = —1, que indica la “extrafia” relacién entre 7r y e. Euler
estableci6 esta relacién en forma logaritmica y generalizada en su obra De la
Controverse entre Mrs.Leibnitz & Bernoulli sur les logarithmes des nombres negatifs
et imaginaires, Real Academia de Historia de las Ciencias y Bellas Artes, 1749,
Berlin 1751, donde en la pagina 168 hace referencia a:

...esta formula cos ¢ + +/ —1 - sen ¢, cuyos logaritmos estdn incluidos
en la siguiente formula general

In(cos ¢+ vV —1-seng) = (¢ + pr)v—1,

donde p indica cualquier niimero entero par, o positivo o negativo o incluso
cero. De esto deducimos...

In-1=1+p)nv-1=gnv-1,
considerando q cualquier niimero entero impar. Por lo tanto se puede tener:

In—1=+nv-1, £3nv -1, £5nv -1, £771v -1, &c.
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2. Charles Hermite (1822-1901)

Tras la muerte de Cauchy, Charles Hermite se erigi6 en lider
indiscutible de las matemadticas francesas. Recogi6 el testigo de
Gauss y Cauchy sobre Aritmética y Anadlisis. Pudo adentrarse
en los trabajos de Wierstrass y Riemman sobre Funciones Abe-
lianas y en los de Kronecker y Smith acerca de las misteriosas
relaciones que surgian entre la Teoria de Ntimeros y las funcio-
nes elipticas.

Charles Hermite

Siendo el sexto de siete hijos de Ferdinand y Madeleine Her-
mite, naci6 el 24 de Diciembre de 1822. Tenia antepasados tanto
franceses como alemanes ya que el pequefio pueblo donde naci6, Dieuze, en el
distrito de Lorraine, fue una vez reclamado tanto por Francia como por Alema-
nia. Sin embargo, el futuro matematico siempre se consideré asi mismo como
francés. Su padre, un hombre de fuertes inclinaciones hacia el arte que habia
estudiado ingenieria en sus tiempos de juventud, era un comerciante de ropas
en Dieuze. Se trataba de un negocio de la familia de su mujer, a quien mds tarde
confiaria con el fin de dar rienda suelta y dedicarse por entero a sus inquietu-
des artisticas. En torno a 1829, trasladaron su negocio a la ciudad de Nancy.

Ni Ferdinand ni Madeleine mostraron nunca gran interés por la educacién
de sus hijos, quienes tinicamente asistieron al College de Nancy. Sin embargo
su hijo Charles continu6 con sus estudios en Paris, primero en el College Henri
IV, mads tarde llamado College Napoleon, y después, en 1840/1, en el famoso
Lycée Louis-le-Grand, donde recibi6 clases de Richard, el mismo instructor que
habia supervisado el trabajo de Galois tan sélo hacia quince afios. Richard le
llamé “un petit Lagrange” (un pequefio Lagrange), porque el joven Hermite
pasaba la mayoria de su tiempo leyendo clasicos de Lagrange como Traité sur
la résolution des équiations numériques. Ajeno a los estudios de Ruffini y Abel,
intent6 probar la imposibilidad de resolver ecuaciones de quinto grado por
medio de radicales. Los dos primeros trabajos de investigacién de Hermite, se
publicaron en las Nouvelles annales de mathématiques, siendo atin estudiante.

En 1842, Hermite fue admitido en el prestigiosisimo Ecole Polytechnique,
ocupando un modesto puesto 68 en los exdmenes de acceso debido a su dificul-
tad con la geometria. Tras su primer afio se le retir el permiso para seguir alli,
ya que se le diagnosticé un defecto congénito en su pie derecho, lo que significé
que necesitara de un bastén para poder caminar. Debido a la intervencién de
gente influyente, la decisién pudo ser desestimada pero bajo unas condiciones
que Hermite consider6 inaceptables. Como resultado, pasé del Ecole Polyte-
chnique a conformarse con uno de los Ecoles d”Applications para realizar una
carrera académica, realizando los exdmenes de acceso en 1847. A lo largo de su
carrera, Hermite adquiri6 cierta animadversién por los exdmenes, por lo que
desde el punto de vista pedagdgico preferia utilizar vias alternativas a la de los
examenes finales.

Fue su trabajo sobre funciones elipticas lo que le sirvié para ser considerado
como un experto en andlisis. Tendria poco més de treinta afios cuando Jacobi
habia comenzado a investigar las funciones inversas obtenidas de las integra-
les hiperelipticas, cuyas propiedades esenciales eran atin desconocidas. Entre
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otros logros, Hermite generalizo6 el Teorema de Abel sobre la division del argu-
mento de las funciones elipticas al caso de las hiperelipticas. A comienzos de
1843 Hermite escribi6 a Jacobi sobre lo que habia estudiado, lo que impresioné
gratamente a este tltimo. Jacobi le contesto:

No ceje en su empefio, Sefiot, si alguno de sus descubrimientos coin-
cide con antiguos resultados mios. Como usted debe comenzar donde yo
terminé, habrd irremediablemente ciertas coincidencias. En el futuro, si
me hace el honor de comunicarme sus progresos, sélo me quedard aprender
de ellos.

De este modo Hermite comenzé a enviar periédicamente sus resultados,
publicdndolos a menudo en el Crelle’s Journal entre otras publicaciones. Cuando
finalmente retomo la teoria de funciones elipticas tras un periodo en el que
habia tratado con mayor afinidad la teorfa de ntiimeros, consigui6 llegar con
exito a una sintesis de las teorias de Abel y Jacobi en su “magnun opus”?, Sur
quelques applications des functions elliptiques?, la cual hizo su aparicién en 1877.
Poco después de 1880 comenz6 a dar clases sobre los estudios de Weierstrass,
y podria decirse que este hecho hizo calar en él las ideas del gran berlinés. Los
libros de texto que Hermite escribié durante esta época fueron ampliamente
utilizados y apreciados.

En 1848 Hermite lleg6 a ser tutor orientador y examinador de admisiones
en el Ecole Polytechnique. Dos afios mas tarde seria elegido miembro de la
Academia de Paris. En 1862 promocioné al puesto de profesor, y a examina-
dor de graduacion el siguiente afio. En 1869 lleg6 a ser profesor de anélisis en
el Ecole Polytechnique, combinando este puesto con el mismo en la Sorbona.
La siguiente cita de Haddamard ofrece una idea del trabajo de Hermite como
profesor:

No considero que aquellos que nunca le escucharan puedan darse cuen-
ta de cuan magnifica fue la ensefianza de Hermite, rebosante de entusiasmo
por la ciencia, que parecia tomar vida en su voz y cuya belleza nunca dejé
de comunicarnos, ya que ast lo sentia en lo mds hondo de su ser.

Aunque tan sélo después de siete afios dejo su puesto en el Ecole Polytech-
nique en 1876, continué en la Sorbona durante otros veintiun afios.

Bajo la influencia de Cauchy, Hermite se convirtié en un devoto catélico
tras haber haber enfermado de viruela en 1856. Su filosofia matematica fue in-
fluenciada por el idealismo platénico. Consideraba que los mateméticos nunca
inventan nada pero que a veces se les concede la virtud de descubrir la armonia
del mundo matemadtico que existe independientemente de la razén humana.
Hadamard en sus recuerdos de antiguas conferencias impartidas por Hermite
decia:

Cuando era un joven estudiante, alguna feliz circunstancia me per-
mitia visitar al maestro de forma asidua durante algunos minutos. Al

Del latin “magnun opus” u “opus magnun”; Gran obra.
2Sobre varias aplicaciones de funciones elipticas.
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momento, causaba una profunda impresion en nosotros, no sélo con sus
métodos, sino con su entusiasmo y amor por la ciencia. En nuestras bre-
ves pero productivas conversaciones, a Hermite le gustaba dirijirse a mi
diciendo “El que se desvia del camino de la Providencia se bloquea”. Es-
tas eran las palabras de un hombre profundamente religioso. Pero un ateo
como yo le comprendia perfectamente, especialmente cuando en otras oca-
ciones afiadia “En matemdticas nuestro papel es mas de sirvientes que de
maestros”.

La vida familiar de Hermite refleja su posicién de privilegio dentro del
mundo matemadtico francés. Su mujer era hermana del matematico Joseph Ber-
trand, y una de sus hijas se cas6 con Emile Picard, quien se encargé de recopilar
y publicar sus obras tras su muerte. Durante su época en el Ecole Polytechni-
que, Hermite dedicé un gran esfuerzo a trabajar con los estudiantes a todos
los niveles. En contraste con Weierstrass, le daba un gran valor a la intuicién y
no consideraba necesario utilizar demasiado rigor en la ensefianza de materias
elementales.

En investigacién, Hermite llev6 a cabo formidables progresos en anélisis,
lo que le convirti6 en especialista en la materia. Como ejemplo, la solucién de
la ecuacion general cuadratica habia sido conocida desde tiempos inmemoria-
bles. Las soluciones de las ecuaciones ctibicas y cudrticas en términos similares
a la anterior habian sido elaboradas durante el Renacimiento italiano. Cuando
Galois demostr6 la imposibilidad de resolver mediante métodos algebraicos
comunes la ecuacion general de quinto grado (o quintica), este hecho parecié
dejar por zanjado el asunto. Sin embargo, Hermite demostré que la ecuacién
general quintica, podia ser resuelta mediante el uso de funciones modulares
elipticas.

Pero el resultado por el que Hermite es mds conocido, es la demostracién
de la trascendencia del ntimero e (considerado éste tltimo como base de los
logaritmos naturales) o lo que es lo mismo, la imposibilidad de que resulte ser
la raiz de una ecuacién polinomial con coeficientes enteros. Los Nimeros Tras-
cendentales habian sido estudiados ya por Lioville, quien habfa demostrado
que tales niimeros existian, ademds de demostrar que ¢ no podia resultar ser la
raiz de una ecuacién cuadratica con coeficientes racionales, pero hasta Hermi-
te, no se habia demostrado que ninguna de las constantes aparecidas de forma
natural resultara ser trascendental. De hecho el método usado por Hermite en
el caso de e publicado en 1873 sirvié unos afios después (en 1882) median-
te ciertas adaptaciones a Carl Louis Ferdinan von Lindemann, un matematico
menor si lo comparamos con Hermite, para demostrar la trascendencia de 7.
Este hecho fue sin duda alguna la tinica ocasién en que las ideas de Hermite
fueron desarrolladas por otros.

Hermite fue galardonado en gran cantidad de ocasiones con honores acadé-
micos tanto en Francia, convirtiéndose en Gran Oficial de la Legién de Honor,
como en el extranjero, llegando a serle otorgado por ejemplo la Gran Cruz de
la Estrella Polar de Suecia. A los setenta afios, gozaba de admiracién por toda
Europa, reflejada en su reputacion, no s6lo como el més longevo de los mate-
maticos franceses, sino también por su costumbre de mantener una vasta red
de correspondencia con los lideres matemaéticos de su época. En investigacion
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sus intereses fueron amplios. Fue fundamentalmente un estudioso del algebra
y el andlisis mds que de la geometria, aunque por ejemplo le encantaba la geo-
metria de niimeros de Minkowski. Sin embargo, al igual que el matemético
britanico Sylvester, con el que compartia correspondencia mds asiduamente,
nunca asimilé completamente la profundidad de ideas desarrolladas en la Ale-
mania del siglo XIX, nacién abanderada de la geometria durante este siglo.
Hermite muri6 el 14 de Enero de 1901, a la edad de setenta y ocho afios.

Muchos de los principales matematicos franceses de finales del siglo XIX
recibieron clases de Hermite. Entre ellos puede destacarse Appel, Borel, Dar-
boux, Hadamard, Jordan, Painlevé, y Poincaré.

3. Introduccidon a la demostracion

La investigacién que Hermite llevé a cabo para probar la trascendencia de
e se desarroll6 en una memoria de no mds de una treintena de paginas. Esta
memoria puede ser dividida fundamentalmente en tres partes. En las dos pri-
meras partes, se muestran dos demostraciones de la trascendencia de ¢, aun-
que Hermite admite que la segunda es la mas rigurosa de las dos. En la tercera,
Hermite obtiene aplicando el método sugerido en la segunda demostracion,

las siguientes aproximaciones para e y ?:3

,_ 58291 5 _ 158452
T 21444’ T 21444

La traduccién que aqui se presenta, muestra atin con alguna omisién, la
parte referida anteriormente como la segunda de la memoria. Desde el mo-
mento que la demostracién aparecié publicada por primera vez, se han reali-
zado muchas simplificaciones, por lo que ahora uno raramente, si no es nunca,
puede valorar la existencia e importancia de esta demostracién. Sin embargo,
el llamado Teorema de Hermite es atin asociado al hecho de que e es un ntimero
trascendental.

La siguiente seccién pretende mostrar una traduccién lo mas fiel posible de
la investigacion realizada por Hermite con su pufio y letra.

4. El Teorema de Hermite y la trascendencia de e

Pero, COmo un caso mas general, tomamos
F(Z) = (Z — ZO)yO(Z — Zl)yl e (Z — Zn)ﬂn

para cualquier valor entero cualquiera que sean los exponentes, integrando
ambos miembros de la identidad
d[e*F(z)]
dz

3La fraccién da el valor de e = 2, 718289, siendo la cifra de seis decimales correcta e = 2,718282.
La correccién del error numérico fué puntualizado por Picard, en su publicacién Oeuvres de Charles
Hermite donde aumenta la precisién de esta aproximacién.

=e *[F'(z) - F(z)],
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se obtiene

e *F(z) = /E*ZF’(Z) dz — /e*ZF(z) dz,

de la cual resulta que*

z z
/ e *F(z)dz = / e “F'(z) dz
Z0 Z0

Ahora la fé6rmula

F'(z) Ho M M
F(z) z—2zy z—2 Z—2zp

lleva a la siguiente descomposicién,

/Z dz—y/ dz—l—y/ Z4 -

Z p—ZF
Z

0 Z—2Zn
...Demostraremos que es siempre posible determinar dos integrales poli-

némicas de grado 1, 6(z) y 61(z), tales que representando una de las raices

20,21, - --,2n por la letra , se llega a la siguiente relacién®:

e *F(z)f(z) ,  [e ?F(z)0;(z) -z
/?dz— /T)ldz—e F(2)6(2)

...Eincluso, si se expresa 0(z, () en lugar de 6(z), para enfatizar la presencia
de ¢, tenemos®

0(2,0) = 2" +61(0)z" 2 +62(0)2" " +... +6u(C)

De esto se deduce, para el polinomio 6;(z), la férmula

01(z) _ pob(z0,0) +ﬂ19(2115) T pnb(zn, §)
f(z) zZ— 29 z—121 zZ—2zy

...Es suficiente considerar las integrales entre los limites zy y Z en la relaciéon

i A

4Donde Z representa cualquiera de las raices zg,z1, - - -,z

5f(z) = (Z —20)(z—z1) - - - (z — z4). La demostracién de esta afirmacién se hace en en detalle
en el texto de Hermite pero aqui estd omitida

6Se demuestra en el texto que 6;({) es un polinomio de grado i en {, teniendo por funciones
integrales con coeficientes las raices zg, z1, . . . , Zn-
60;({) para i = 1 no debe confundirse con 6; (z), mencionado en el texto en relacién con 6(z).
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y por lo tanto obtener la ecuacién

/Z e_ZF(z)f(z)dZ _ /Z e_ZF(z)Gl(z)dZ

0 z—( 0 f(z)

7 ,—Z

= wofz0,0) | L
Z ,—2

+  m0(z1,0) /ZO %dz

+
Z ,—z

+ b0 [ =,

Usamos esta ecuacién en particular en el caso

Ho=p1 =" =pn=1m,

en este caso si se expresa
m0(zi, z) = (ik)

y se considera { sucesivamente igual a zg, z1, - - - , 25, y las anteriores expresio-
nes se convierten evidentemente en

/Z 7eizfm+l(z)dz = (i0) /Z 767zfm<z)dz

0 Z— 2z 0o Z2—20

- @ fefME),

0 Z—1Z7

+ ...
7 ,—zfm

+ ) [ )y,
zZ0 Z—2Zy

parai = 0,1,2,...,n. Pero para el caso general, debemos demostrar atin el
siguiente teorema.

Sean A y J los determinantes

0(z0,2z0) 0(z1,20) -+ 0(zn,20)
9(20/ Zl) 9(Z1,Z]) e G(Zn,Zl)
0(z0,zn) 60(z1,2z0) - 60(zn,2zn)
y
1 1 1

Zo 2 - zZy

20 Z12 . Zn2 ;

zo" oz Zu"

entonces ’ A = 62

7Una demostracién simple y corta de esta afirmacién se presenta en el texto.
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Consideremos ahora

€ —é/ze*‘Z "(z) dz
mT 120 om 2 ’

) Ze—me
1
fm = 102- —1/ z—2z; 4z,

la relacién demostrada anteriormente

/Ze—ZfM(Z)dZZm/dez+m/ZwdZ—l—...
2 zg Z— 20 0 Z

_Zl

Zfzm
—i—m/ef dz

Z—2Zy

se transforma de forma simple en
em =€ +el 4.+,

y la relacion

/Z e—me-l-l(Z)dZ _ m(z(],g) /Z e—me(Z)dZ

0 Z_g Z Z—2Zp

(o) [0

20 Z—Zl

m(zn, Q) /Z wdz

20 Z—1Zn

z

_|_
_|_
considerando ¢ igual sucesivamente a zg, z1, . . ., z», Nos da la siguiente expre-
sién, que representaremos por Sy, a saber
0 —0 0 0 1 0 n
€yt = 0(20,20) ey + 0(21,20) €y + - .. + 0(2u,20) €,

s}nﬂ = 9(20,21)8% + 9(21,21)8% + ...+ 0(zn, 21)€l,,

e = 0(zo,zn)£9,1 + 6(21,2,1)8311 + ...+ 0(zn, zn)el,

Si ahora, se construye a su vez Sq,S»,...,5,_1, se determina a partir de

estas, expresiones para s(,)n, s}n, ..., €% en términos de s?, s%, ..., €} lo que expre-

saremos como sigue.

&) = Aped + Arel .. 4+ Ayel,
el = Boel + Byel + ...+ Byel,

n o= Loe) + Liel + ...+ Lyéel,
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y el determinante de esta nueva sustitucién, siendo igual al producto de deter-

minantes de las sustituciones parciales, sera 62" ~1). Esto nos lleva a reempla-

0,1 n ’ : -
zar &y¢1, . .., €], por sus valores lo que nos daré expresiones para las cantidades

¢!, adecuadas a nuestro proposito. Estos valores son facilmente obtenidos co-
mo se vera.

Para este propésito, aplicamos la férmula general

/e*zF(z) dz = —e *vy(z),

tomando

que resulta

F(Z) = " 4+ g 71—l 4 €2 ZM=2 4
+ 7 + pid
p2

Se puede ver facilmente que y(z) serd una expresién integral de z y , to-
talmente similar a 6(z, {), tal que si se representa por ®(z, () se tiene

D(z,0) =2"+ @1(0)2" " + 92(0)2" 2+ ...+ 9u(D),

donde ¢;({) es un polinomio en ¢ de grado i, en el que el coeficiente de ' es la
unidad... y en analogia a la forma 6(z, {), demuestra que el determinante

®(z0,20) P(z1,20) -+ P(zn,20)
CD(ZO/Zl) (D(lezl) T cI>(Z}’l/ Zl)
D(zo,zn) DP(z1,20) -+ D(zn,zn)

también es igual a 2. Por consiguiente, concluimos de la expresion
7 =z
/ e @) 4y pe®0l) - 7(20)
Jzg 24
considerando { = z;, el valor deseado

Sil — EZO©(ZOrZi) _ e*Z‘b(Z,Z,‘)‘

Consecuentemente tenemos las expresiones dadas para &},,.

Sean
A = AOCD(Z, Z()) + Al(D(Z, 21) +...+ AnCD(Z,Zn),
B = BOCD(Z,Z()) + qu)(z, Zl) +...+ Bn(D(Z,Zn),
£= LO(D(Z, Z()) + L]@(Z, 21) +...+ Ln(D(Z, Zn),
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y sean g, By, . . ., £o los valores obtenidos para Z = zj; se obtiene
s?n = e 709y — e 49

= e %08, — e 4B

el = e gy —e 2L

En estas férmulas, Z representa cualquiera de las cantidades zg, z1, . . ., 2y,
ahora si se desea afirmar el resultado para Z = z, se expresara por un lado por
A, By, ..., L, y por otro lado por ;72, ;7,1, ..., ¢, los valores que asumen estos
en este caso para los coeficientes A, B, . . ., £, y las cantidades e?n, s}n, ..., &h.De

este modo se obtienen las ecuaciones
17,? = e 20y — Ay

71]1 = e PP — % By

N =e 08y —e*k gy

lo que nos lleva a la segunda demostracién ya mencionada de la imposibilidad
de tener una expresion de la forma

e“ONg+ e N7+ ...+ N, =0,
donde tanto los exponentes z, z1, . . ., z4, como los coeficientes Ny, Ny, ..., Ny
son considerados ntimeros enteros.

Obsérvese en primer lugar, que ¢}, puede llegar a ser més pequefo que
cualquier cantidad dada para un valor suficientemente grande de m. Para la
exponencial e~ esta serd siempre positiva, resultando como se sabe,

/OZ ¢~?F(2) dz = F(¢) /OZ e~ dz = F(&) (6% — ¢%),

siendo F(z) cualquier funcién, y ¢ una cantidad tomada entre zg y Z, limites
estos de la integral. Tomando ahora

se obtiene la expresién

. m—1
i _ f (g) f(g) (6720 _ 67Z),

T m—1¢-z

lo que demuestra la propiedad antes mencionada. Ahora, se obtiene de las
ecuaciones
0 _ 7209{ _ Z]Q[
mn=e 0—e %,

7 = e 209y — ey,
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772 = e Ay — Ay,
la siguiente relacién
z1,,0 z2 .0 Zn ,,0 _
el N1 + e Ny + ... + e Ny =
=g %0 (Elel +e2Ny+ ...+ ez”Nn) - (Q[]Nl + 2Ny 4+ ...+ anNn).
Si se sustituye la condicién
eONg+e“ Ny +...+ e N, =0
en la anterior expresién, se llega a

EING +e2INy + ...+ e ON, = —(AgNog + ANy + ...+ A, Ny).

Sin embargo, se asume que zy, z1, . . ., Z» Son enteros, al igual que las canti-
dades 6(z;, z), (z;,z¢) y consecuentemente también 2, 2, . . ., 2,. Entonces
tenemos un nimero

AoNyg + 2A1N1 + ...+ A, Ny,

que disminuye indefinidamente con 1?71, ..., 7} cuando m decrece; a esto se
le afiade que para cierto valor de m y para todos los valores mayores,

AogNo +2A1N1+ ...+ A, N, =0,
y como de igual manera se obtienen las expresiones

BoNyg +B1N1+...+B,N, =0,

LoNog+ £1N1 +...+ £,N, = 0.

la relacién
eONg+ e Ny +...+e*N, =0

establece que el determinante

Ag A7 - Ay
a=|Po B B
L & - L

serd igual a cero. Pero, debido a las expresiones de g, By, . . ., £o,resulta que A
es el producto de estos dos otros determinantes

AO Al C. An
BO Bl e Bn
Lo Ly --- Ly
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y
D(z0,20) P(z1,20) -+ P(zn,20)
CD(ZO/Zl) (D(lezl) e cI>(Z}’l/ Zl)
D(zo,zn) DP(z1,20) -+ D(zn 2zn)

de los cuales el primero vale 62("~1), y el segundo 62. Resulta entonces A = 6",

y se muestra de forma sencilla de manera rigurosa que la relacién asumida
es imposible®, y por lo tanto, el ntimero e no puede ser un nimero irracional
algebraico.
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8Se puede demostrar que

1 1 - 1
zZ z ez

6= T M =tz — 2y 1) (2 — Zn2) - (20 — 20)(Zu-1 — Zu—2) - (z1 — 20)
z5 % z;

y por lo tanto J es distinto de cero, asumiendo, como de hecho se hace, que los exponentes
20,21, - - -, Zn son distintos.
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