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Resumen

En el dltimo siglo los avances de la Matematica han sido
espectaculares. Nuevas aplicaciones y nuevas necesidades han
demandado “nuevas matematicas” y la necesidad de dar respuesta a esas
demandas han propiciado nuevos descubrimientos como los objetos
fractales. Por otro lado, el gran desarrollo producido en los medios
informaticos ha potenciado su utilizacién en diversas ramas del arte y la
técnica en general.
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1. Introduccion

La reciente aparicidon de las geometrias no-euclidianas, entre las que se
encuentra la Geometria Fractal, estd influyendo de un modo u otro en
muchas disciplinas y la Arquitectura, como la Pintura, la Escultura, el
Urbanismo y muchas otras, no podia quedar fuera de esa influencia.

El origen de la Geometria Fractal puede encontrarse en el estudio de una
serie de conjuntos irregulares que surgieron a finales del siglo XIX y
comienzos del XX con unas propiedades geométricas ajenas y distintas a las
encontradas hasta entonces en otros conjuntos. Esas formas extrafias tenian
como Uunico propdsito poner de manifiesto las limitaciones del andlisis
clasico. La reaccion de las matematicas tradicionales fue la de calificarlos de
patolégicos, de monstruos. Su caracteristica comtn podria establecerse como
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la capacidad de, mediante una accion sencilla y repetitiva, poder dar lugar a
objetos complejos y dificiles de medir con los métodos establecidos hasta ese
momento.

Si bien los primeros conjuntos que plantearon el problema, los de
Cantor, Sierpinski, la curva de Koch!, de Peano... fueron los que despertaron
la curiosidad por esta disciplina, su presentacion en sociedad se hace de la
mano de Benoit Mandelbrot? quien, desde su puesto de investigador de IBM
en Nueva York, se da cuenta de que esa curvas, llamadas por algunos
monstruosas, son la clave para una teoria muy general de las irregularidades
de la Naturaleza.
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Figura 1. Generacién del Conjunto de Cantor
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Figura 2. Generacion de la Curva de Koch

! La curva la inventa el matematico sueco en 1906. El autor de la imagen es M.
Romero Schmitke.

2 Benoit Mandelbrot investigador de IBM en el Centro de Investigacion
Thomas J. Watson. Ingeniero y Matematico dictd conferencias, entre otros
centros, en el College de France. La recopilacién de esas lecciones dieron
lugar a la publicacién de su libro La geometria fractal de la naturaleza. Dicha
obra se considera el texto mas importante sobre geometria fractal.
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A finales de los “70” y, como resultado de las lecciones que imparte desde
1973 en el College de France, escribe sobre la universalidad de esa geometria
pasando, unos afios mas tarde, a dar una definicién de conjunto fractal capaz
de acoger a los descubiertos hasta entonces y a muchos de los que pudiesen
aparecer en el futuro. Para él un fractal es, fundamentalmente, “un conjunto
en que las partes son similares al total, en algtin sentido”. Con esa afirmacion
incluye como objetos fractales no sélo a los conjuntos mecanicamente
obtenidos por sus antecesores, sino a muchas imagenes naturales, repetitivas
y autosemejantes, faciles de observar en nuestro entorno mas cotidiano.

Figura 3. Imagen del Coto de Dofiana

2. Antecedentes

La Geometria Fractal nace, como otras geometrias en otros momentos de
la historia, de un intento de entender, describir y medir la Naturaleza. Una
Naturaleza que no es extrafa ni rara, es, sencillamente, irregular. Y esa
irregularidad exige una forma de representacion y de medida que ahora, con
los medios informaticos y tecnolégicos con los que se cuenta, puede acercarse
mas a la realidad. La Geometria Fractal puede, hoy, describir mejor el mundo
que la Geometria Euclidiana y esa es la gran ventaja que aporta al disefio de
cualquier objeto.

No se puede ignorar que, cada vez con mas frecuencia los algoritmos
que se utilizan en informatica para modelizar un disefio, derivan de las
nuevas matematicas. Pero lo normal es que esa matematica no se utilice como
un componente mas en el proceso de disefio. Que su mision se reduzca a
facilitar y potenciar la visualizacién de un objeto, arquitecténico o no, que ha
surgido de la imaginacion del disefiador.

Revista “Pensamiento Matemdtico” - Niimero 0 — Abr'11 3
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas— Aproximacion Juana Maria Sanchez Gonzdlez, Ascension
del disefio arquitectonico a la fractalidad Moratalla de la Hoz y Agripina Sanz Pérez

La Matematica en su larga y complicada historia, siempre se ha
apoyado en dos pilares: la realidad que ha rodeado al hombre y su
imaginacién. Combinadas, sin que una pueda prescindir de la otra, la han
llevado adelante. En sus comienzos, con aportaciones extraordinarias. Mas
adelante con momentos de actividad, que se desplazaban por el mundo
conocido, mezclados con estancamientos de cientos de anos, en funciéon del
auge o declive de determinadas culturas.

De esos avances la seleccion natural de los distintos modelos
matematicos que pudieron surgir, ha hecho que hayan llegado hasta nosotros
principios potentes que con el transcurrir de los afios han adquirido vida
propia. No sabemos los que han podido quedarse por el camino.

3. Propiedades de un objeto fractal

Oficialmente un fractal es un conjunto que presenta alguna de las
siguientes propiedades:

-Tiene los mismos detalles a todas las escalas de forma que, si lo
ampliamos o reducimos la estructura que presente sera parecida. Estaria
formado por fragmentos geométricos de orientacion y tamano variable, pero
de aspecto similar. A esta propiedad responden, como se ha indicado
anteriormente, tanto objetos comunes en la naturaleza como objetos
artificiales construidos con un determinado fin como pueden ser las obras de
Zvi Hecker? autor de una obra conocida por su énfasis en la geometria y su
acentuada asimetria.

Figura 4 . Fractal natural.

3 Zvi Hecker. Arquitecto polaco nacido en Israel, en 1931, donde tiene gran
parte de su obra.
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Figura 5. Conjunto de viviendas. Zvi Heckuer

-Es autosemejante, tienen la propiedad de parecerse a si mismo, de
contenerse a si mismo.

La figura mas aludida por los textos que tratan de objetos fractales al
referirse a esta propiedad, es la de la espiral durea. Una figura que se
expande hasta el infinito repitiendo siempre un mismo patrén. Son
numerosos los ejemplos que, en la Naturaleza y a todas las escalas, se pueden
encontrar con este comportamiento y esa universalidad es también la que la
ha hecho referencia de muchas obras de arte. Posiblemente las que mejor la
representan sean las de Hannsjorg Voth* y especialmente su vivienda espiral,
Goldene Spirale, en el desierto de Mara en Marruecos.

o

N\

Figura 6. Espiral durea

4 Voth es un artista aleman nacido en 1940. En las tltimas décadas ha llevado
a cabo su obra en el desierto de Marruecos.

Revista “Pensamiento Matemitico” - Niimero 0 — Abr'11 5
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas— Aproximacion Juana Maria Sinchez Gonzilez, Ascension
del disefio arquitectonico a la fractalidad Moratalla de la Hoz y Agripina Sanz Pérez

Figura 7. Goldene Spirale

-Tiene una definicién algoritmica sencilla o lo que es lo mismo, tiene
un resultado como consecuencia de un proceso simple que se repite un
numero muy alto de veces.

Esta caracteristica la hace propicia para representar a objetos fractales
obtenidos con la ayuda de ordenadores, ya que los avances informaticos han
permitido desarrollar, con unos resultados plasticos espectaculares, obras
imposibles de imaginar sin la asistencia de esos medios.

Son paradigmaticas, en este sentido, las clasicas imagenes del triangulo
de Sierpinski o el cuadrado de Menger.

En ellas se han inspirado una gran cantidad de disefios de todo tipo y a
todas las escalas.

Figura 8. Tridngulo de Sierpinski
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Figura 9. Cuadrado de Sierpinski- Menger

Con esta filosofia se pueden considerar llevadas a cabo obras plasticas
como las de Escher® o bien de arquitectura como el Pabellén de Bruselas de
Corrales y Moleztin y las mas recientes del anteriormente citado Zvi Hecker.

A Maurits C. Escher se le considera el padre de las “teselaciones” o
divisiones regulares del plano, entendiendo por teselaciones la posibilidad de
rellenar el plano con figuras que ni se superpongan ni dejen espacios vacios.
La genialidad del artista residia en su capacidad para explorar conceptos
matematicos como la logica del espacio, las divisiones regulares del plano, las
paradojas y las figuras imposibles.

Figura 10. Escher

5 Maurits C. Escher (1898-1972). Natural de Leeuwarden (Paises Bajos)
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Corrales y Moleztin® fueron los arquitectos que ganaron el Concurso de
Arquitectura convocado con el fin de disefar el pabelldon que representaria a
Espafia en la Exposicién Universal que se celebraria en Bruselas en 1958.

Figura 12. Interior del Pabelldn de Bruselas

El edificio, considerado desde su nacimiento una obra maestra de la
arquitectura, responde con un disefio en planta dibujado sobre una red de
hexagonos que se multiplican, a diversas escalas, no solo en el edificio

® Juan Antonio Corrales y Ramén Véazquez Moleziin ganan el Concurso
organizado por el Ministerio de Asuntos Exteriores Espafiol y al que se

presentan ocho propuestas.
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propiamente dicho, sino en todos los elementos, incluso decorativos y de
equipamiento, que componen toda la construccion. La obra, capaz de
adaptarse a cualquier perimetro, hubiera podido extenderse hasta el infinito
siempre igual y siempre distinta.

Jean Nouvel gana el concurso que se convoca en 1981 para llevar a cabo
un centro dedicado a la cultura arabe en Paris.

El edificio, que se inaugura en 1987, tiene la particularidad de ofrecer al
espectador fachadas, completamente distintas, aunque todas de traza
ortogonal. Una de ellas, la sur, estd compuesta por figuras geométricas que
recuerdan los dibujos de las celosias tradicionales de los edificios arabes.

i
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Figura 13. Interior del Instituto del Mundo Arabe.

-Tiene dimension fractal mayor que su dimensién topoldgica.

A esta caracteristica, menos comprensible que otras para las personas
no iniciadas en las Matematicas, se le dedica una atencién especial aunque
cifiéndonos a un ejemplo facil de asimilar: La figura autosemejante del
Triangulo de Sierpinski.

A esta propiedad, caracteristica de todos los conjuntos fractales mas
tradicionales o0 mas modernos, como la conocida Curva de Hilbert,
podriamos asociar las obras del ya citado Hecker o las llevadas a cabo con
anterioridad por el neerlandés Aldo van Eyck’.

7 Aldo van Eyck (1918-1999) tiene una produccion constructiva en la que
destacan sus obras dedicadas a la infancia. Sus parque infantiles han sido un
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Figura 14. Curva de Hilbert

Figura 14. Orfanato municipal de Amsterdam de A. van Eyck

modelo a seguir en épocas posteriores.
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Figura 15. Zvi Hecker

El hecho de poder obtener a partir de estos conjuntos unas iméagenes
que, potenciadas con el uso del ordenador, ofrezcan resultados
sorprendentes y de una gran plasticidad, ha hecho que se pongan de moda y
que, concretamente en Arquitectura, se vengan “rastreando” obras en las
que pueden reconocerse alguna de las propiedades de la nueva matematica,
sin tener en cuenta si el autor de esas obras conocia con anterioridad y
aplicaba conscientemente alguna de las propiedades que hacen a un objeto
fractal.

4., Dimension fractal

El Triangulo de Sierpinski es un conjunto fractal autosemejante que se
puede generar por sucesivas homotecias.

Dichas homotecias pueden considerar como centro cualquiera de los
vértices del tridngulo equildtero de partida. Cada uno de los nuevos
triangulos que se generen, tendran un lado que mida la mitad del inicial
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Figura 16. Generacion sucesiva del Tridngulo de Sierpinski

Si analizamos desde el punto de vista Euclideo la figura, F, es decir,
midiendo longitudes y 4reas, obtenemos el siguiente resultado: si en el
primer paso, del tridngulo equilatero de partida se obtienen tres triangulos
semejantes al primero y de lado la mitad del inicial; en el paso k-ésimo, F,

ok . . iy
tendrd 3" tridngulos, lo que nos permite obtener como expresion general del
lado correspondiente a los triangulos que se van obteniendo en pasos
sucesivos:

1\
Longitud del lado: E

De forma analoga se puede escribir como expresion genérica para la
altura correspondiente a los sucesivos triangulos obtenidos de las sucesivas
homotecias:

K
3
Longitud de la altura: E g

Con estas condiciones:
Si definimos el area de F como la suma de las areas de todos los
tridngulos que componen F, el conjunto tiene el area:

K
1(1\ (V3
— K
AF)==|=| |22 3
2\ 2 2
que es 0 cuando K — o .
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Si definimos la longitud de F como la suma de los perimetros de
todos los tridngulos que componen F, este conjunto tiene de longitud:

1K
L(F)=3|=] 3¥
(F)=3(3

que es infinita cuando K — o

La consecuencia es, por lo tanto, que tenemos un conjunto de
longitud infinita y drea cero sobre un tridngulo equilatero.

Este conjunto no se puede definir adecuadamente, en términos de
dimensiones, con la geometria Euclidea. ;Qué dimension topoldgica tiene,
pues, este conjunto?

Para dar respuesta a esta cuestion podemos recurrir a la definicién de
lallamada Dimensiéon de Hausdorff que nos permite determinar la
dimensién de un conjunto cualquiera autosemejante en el plano.

Hausdorff nos dice que para un conjunto, F, autosemejante del
plano, resultando F:

F=g,(F)0..0g,(F)

con @,...,d, semejanzas de razones kl,..., kn menores que 1, se define su

dimensiodn fractal F como la solucion de la ecuacion
k! +.+k%=1

Si las razones de semejanza son todas iguales a k entonces la
dimensién es :

=_Iogn
logk

Analizando las semejanzas que dan lugar al tridngulo de Sierpinski

se ve que partiendo de un tridngulo T, definimos homotecias de razén %2 con
centro en cada uno de los vértices de T, y obtenemos tres tridngulos

semejantes al inicial que forman una figura que llamamos T;.
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Figura 17. Aplicacién de homotecia de k=1/2

Para el caso del triangulo de Sierpinski, donde las semejanzas son
tres homotecias de razén %%, la expresion correspondiente es:

BRGSCR

de donde se obtiene que : 3= 2°
despejando D:

D =1993 _ 1 58406

log2

4. Conclusiones

En el ultimo siglo los avances de la Matematica han sido espectaculares.
Nuevas aplicaciones han demandado nuevas matematicas y las respuestas a
esas demandas han generado nuevos descubrimientos como los objetos
fractales. Su uso se ha universalizado. El disefio los ha hecho suyos no
siempre con el debido rigor.

Pero lo cierto es que su inmediatez no permite analizarlos de forma
objetiva. Falta perspectiva histdrica. Aun esta por ver cuéles de esos objetos y
esos principios que hoy manejamos para disefiar sobrevivirdn a sus
semejantes. Pero eso ya es otra historia.
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