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Resumen

Este articulo muestra una evolucién histérica del Célculo Fraccional,
desde su nacimiento meramente tedrico e intuitivo a finales del siglo XVII,
pasando por los formalistas del siglo XIX donde se produjo una carrera
vertiginosa por establecer y definir una teoria consistente de forma defini-
tiva, hasta la actualidad, dando cuenta de los avances cientificos logrados
por distintas disciplinas debido a su aplicacién durante el siglo XX.

Palabras Clave: Calculo Fraccional, derivada, integral, orden fraccional,
operador generalizado.

1. Nacimiento y primeros intentos por definirlo

En cuanto al nacimiento del Calcu-
lo Fraccional, todos los historiadores
matemadticos estan de acuerdo en la
datacién de la fecha y la forma en la
que se produjo. Este hecho tuvo lu-
gar tras una publicacion de Leibniz
en donde introducia la notacién del
Calculo Diferencial, en particular de
la expresién conocida hoy dia como
ZnTZ que hace referencia a la deriva-
da de orden n de la funcién y, con
n € IN. ;Pero tenfa sentido hacer extensible los valores de n al conjunto de
los ntimeros racionales, irracionales, o complejos en dicha expresion?.

Gottfried Leibniz Marqués de L’Hopital

La primera persona de la que se tiene certeza que se planted este problema
fue Guillaume Francois Antoine, marqués de L’'Hopital, que el 30 de Septiem-
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bre de 1695 escribiria una carta a Gottfried Wilhelm Leibniz argumentando una
cuestién con respecto a la notacion para la n-ésima derivada de la funcién:

“: Qué sucederia si n fuera % 2”7
a lo que Leibniz replicé:

“Usted puede ver por eso, sefior que uno puede expresar por una serie in-

finita una cantidad como d’/ 2xy 0 d"2xy . Aunque las series infinitas y
geométricas son relaciones distantes, las series infinitas admiten sélo el
uso de exponentes que son enteros, no hace, todavia, el uso de exponen-
tes fraccionarios... esto conduciria a una paradoja, de la que algiin dia se
extraerdn consecuencias itiles.”

En 1697, el mismo Leibniz, hacia referencia al producto infinito de Wallis
para 7! afirmando que podria haber hecho uso del Célculo Diferencial para

. . L
obtener el mismo resultado, utilizando la notacién d /2 para expresar una de-
rivada de orden %

En 1730, Leonhard P. Euler hizo referencia a interpolaciones entre 6rdenes
enteros de una derivada, y escribirfa:

“Cuando n es un entero positivo, y si p estd en funcion de x, el radio d" p
a dx" puede siempre ser expresada algebraicamente, paran =2y p = x>
es 6x a 1. Ahora se pregqunta: ;qué tipo de radio puede hacerse entonces
si n es una fraccion?. La dificultad puede ser ficilmente entendida en este
caso. Si n es un entero positivo d"* puede ser encontrada con derivacion
continuada. De tal manera, sin embargo no es evidente si n es una fraccion.
Pero con la ayuda de la interpolacion uno puede expedir el asunto”.

En 1812, Pierre-Simon Laplace definié una derivada fraccional, pero la pri-
mera discusiéon de una derivada de este tipo aparecié en 1819 en dos pédginas
de las 700 que constituyen el texto de Calculo de Sylvestre Francois Lacroix,
quien aparentemente consideré este tema como un mero ejercicio matematico.

Lacroix parti6 de y = x™ con m € N, y calcul6 la n-ésima derivada:

n |
'y "™ X" m>n
dx"  (m—n)!

usando I'?, el simbolo de Legendre para factorial generalizado (funcién gam-
ma), obteniendo:
d'y I'(m+1)

dx"  Tm—n+1)"

m-—n

1En 1655 el matematico inglés John Wallis expresaba 7 como un producto infinito denominado
actualmente Producto de Wallis:

@m)(@n) _2 2 4466

T )(
57}30(21171)(211+1)71 335057

2 Adrien-Marie Legendre ide6 la notacion de la Funcién Gamma, denotada como I'(z), como ex-
tensién del concepto de factorial para los ntimeros complejos. Si la parte real del ntimero complejo
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y reemplazando n por %, y m por cualquier real positivo 4, de la manera tra-
dicional en la que los formalistas clasicos de este periodo lo hacian, Lacroix
obtuvo: .

d2y _T(a+1) .

dx'/2 T(a+3)

que expresa la % derivada de y = x”. También expresé este tiltimo resultado
paray = x:

2w

) VT

El resultado obtenido por Lacroix, en la manera tipica de los formalistas de
esa época, es el mismo mostrado hoy en dia por la definicién de una deriva-
da de orden arbitrario de Riemann-Liouville. El método de Lacroix no ofrece
ninguna pista para la aplicacién de una derivada de orden arbitrario.

d/y @) j_ 1
dx'/2 T(3) 1r(

N—

NI= | M=

En 1822, Jean-Baptiste Joseph Fourier seria el siguiente en hacer mencién a
las derivadas fraccionales, pero de la misma forma que hicieron anteriormente
Euler, Laplace y Lacroix, no aporté ninguna aplicacién. De este modo:

1 ~00 (e}
) = 5 [ fl@da [ cosplx—a)dp
27 J oo —00

Ahora:

n

Ca) = —a) 42
T cosp(x —a) = p" cos (p(x uc)+2n7r

para n entero. Reemplazando # por v (siendo v cualquier ntimero arbitrario),
se obtiene la generalizacién:

La primera aplicacién surgié de la mano del matematico noruego Niels
Henrik Abel, en 1823, cuando aplicé el Célculo Fraccional en la solucién de
una integral que surgi6 en la formulacién del problema de la tautécrona. Este
problema llamado a veces el problema de la isocrona, que no debe ser confun-
dido con el problema de la braquistocrona®, consiste en encontrar la forma de
la curva sobre un plano vertical, de tal forma que un objeto, al deslizarse por
ella sin rozamiento alguno, llegue al final de su recorrido en un tiempo que es

z es positiva, entonces la integral
o
I'(z) = / 2ot dt
0

converge absolutamente, esta integral puede ser extendida a todo el plano complejo, exceptuando
a los enteros negativos y al cero. Si 1 es un entero positivo, entonces

I'(n)=(n-1)

lo que nos muestra una relacién de esta funcién con el factorial. De hecho, la funciéon Gamma
generaliza el factorial para cualquier valor complejo de 7.

3 El problema de la braquistocrona, es un problema de célculo de variaciones, que consiste en
encontrar la forma de la curva de tal modo que un objeto realice su trayecto en el menor tiempo
posible. Este problema empezé siendo estudiado por Galileo Galilei, y formulado en 1696 por
Johann Bernoulli, quien estableci6 que la forma de la curva era similar al de una cicloide invertida.

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 3
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Génesis y desarrollo del Cdlculo Fraccional José Manuel Sdnchez Mufioz

independiente del lugar en que comience el movimiento, es decir dos objetos
situados en la curva, uno situado a més altura que el otro, recorren la curva en
el mismo tiempo. Si el tiempo de caida es una constante conocida, la ecuacién
integral de Abel tenia la forma

k= [ =0 2f (e d M

Abel estudi6 de forma mas general la ecuaciones in-
tegrales con nucleos de la forma (x — t)*. La integral
(1) es un caso particular de una integral definida que
define la integracién fraccional de orden %, excepto
por el factor multiplicador # En las ecuaciones in-
tegrales como la (1), la funcién f del integrando es

desconocida y tiene que ser determinada. Abel escri-
bi6 la parte de derecha de la igualdad de (1) como

d'/2 ' =
v M f(x) Niels Henrik Abel*
Entonces oper6 en ambos lados de la ecuacién con
/2
dx'/2

para obtener
/2 k=+vm 2
—— k=vrf(x
ya que estos operadores fraccionales (en condiciones idoneas para f) tienen la
propiedad de que D'/2p~'/2 f = D% = f. Por lo tanto cuando la derivada
fraccional de orden % de la constante k en (2) se computa, entonces se deter-
mina f(x). Este resultado se trata de un gran logro alcanzado por Abel para el
posterior desarrollo del Calculo Fraccional. Es importante poner de manifiesto
que no siempre la derivada fraccional de una constante tiene que ser siempre
igual a cero, hecho que creé una pequefia controversia en aquella época entre
la comunidad matematica.

A buen seguro, tanto la “elegancia” de la solucién de
Abel al problema de la isocrona, como la férmula inte-
gral de Fourier, llamaron la atencién de Joseph Liouville,
a quien con seguridad le debemos histéricamente la pri-
mera definicién formal légica del concepto de derivada
fraccional, desarrollado en la publicacién de sus tres lar-
gas memorias en 1832 y alguna mds en 1855.

El punto de partida de Liouville fue un resultado co-
nocido para derivadas de orden entero positivo, que ex-

;4 P . . Joseph Liouwville
tendi6 en forma natural para érdenes arbitrarios:
m
d ax __ m,ax
——e" =a"e
dx™

% Este es el tinico retrato de Abel que se hizo en vida. Se trata de un grabado realizado por
Johan Gerbitz en otofio de 1826 durante su estancia en Paris. © Matematisk Institutt, Universidad
de Oslo.
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haciéndola extensible para v > 0:

desarroll6 f(x) como expresion de la serie:
[e0]
f(x) =) cue™*, Re(ay) >0
n=0

y manejo la v-ésima derivada de f(x) como:

dv i
—f(x) = cpa’e™*
dxV =0

conocida esta tltima expresion como Primera férmula de Liouville para la deri-
vacion fraccional, que generaliza de un modo natural la derivada arbitraria de
orden v, siendo v un nimero cualquier racional, irracional e incluso complejo.

Esta Primera formula de Liouville para la derivacion fraccional, tiene la principal
desventaja de que v estd restringida por la convergencia de la serie.

Liouville, obtuvo una segunda definiciéon para la derivada fraccional, ha-
ciendo uso de un segundo método aplicado a funciones de la forma x™* con
x > 0,a > 0, del siguiente modo:

00
/ ua—le—xu du
JO

aplicé en cambio xu = t obteniendo

/oo ua—le—xu du = lﬂ oo ta—le—t dt = F(Z)
0 X 0 X
de donde

1 o0
—-a _ a—1,—xu d
X —1_,<a) /0 u e u

y tomando la v-ésima derivada en ambos miembros de la anterior igualdad

d’ —a d’ 1 « a—1,—xu 1 /-oo -1 d’ -
- [ R d - - a—1% XYy =
v dxv <F(a) /0 e " I'(a) Jo S (™) du

= ﬁ /Ooo =1 e du = (r_é))v /Ooo utHvTlem ¥ gy —
_(-)'T(a+v)
[(a)xatv

que le llev6 a la siguiente expresion

da’ —a (_1)vr(a + V) et

T T(@)

conocida como la Segunda formula de Liouville para la derivacion fraccional.
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El término (—1)" de esta segunda definicion, sugiere la necesidad de incluir
niimero complejos, y de hecho Liouville consider6 estos valores, aplicando con
éxito el Calculo Fraccional en problemas de Teoria del Potencial, e incluso tratd
de resolver ecuaciones diferenciales mediante el uso de esta herramienta.

Entre 1835 y 1850 algunos investigadores como George Peacock, tomando
partido por Lacroix, cuya definicién era ttil para las funciones de la forma x?
con a > 0, o Philip Kelland, tomando partido por Liouville, cuya definicién
era util para las funciones de la forma x~% con a > 0, fundamentaron ciertas
controversias respecto a las definiciones de derivada fraccional argumentadas
de forma independiente por uno y otro. Sin embargo otros como Augustus
de Morgan consideraron que ni una ni otra corriente tenian por qué entrar en
conflicto, ya que ambas formas de considerar las derivadas fraccionales podian
ser parte de una definicién mucho mads general.

En 1850, William Center obser-
v6 que la discrepancia entre am-
bas corrientes se centraba fundamen-
talmente en el concepto de deriva-
da fraccional de una constante. De
acuerdo con la versiéon de Peacock-
Lacroix, la derivada fraccional de una
constante da un resultado distinto de
cero, a menos que la constante sea \ .
precisamente cero, mientras que en la George Peacock Philip Kelland
version de Kelland-Liouville, la deri-
vada fraccional de una constante da como resultado cero, puesto que I'(0) = oo,

1

y por lo tanto 0] puede considerarse cero. Center encontr6 la derivada frac-

cional de la unidad de orden %, asi:

1
/
d/2 o _T(1) 3 _ 1

—x =
dx'/2 r'(3) VX

Pero Center no coincidia con Liouville en su segunda definicién, citdindole
textualmente:

dvx0

dxV '
nosotros determinaremos al mismo tiempo cual es el sistema correcto.”

“La pregunta se reduce a qué es Para cuando esto sea determinado

En 1847, durante sus dias de estudiante, Bernhard
Riemann desarroll6 una teoria de operaciones fraccio-
nales, que fue publicada de forma péstuma en Gesam-
melte Werke en 1892. Riemann us6 una generalizaciéon
de una serie de Taylor para deducir su férmula para
integracion de orden arbitrario

d’’ 1 * v—1
=l 0 = gy [ G0 W e+ ()
expresion esta tltima sobre la que Arthur Cayley co- Bemhuré Rieﬁann

ment6 en 1880 que la funcién complementaria 1(x) es
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de naturaleza indeterminada pues contiene una infinidad de constantes arbi-
trarias.

La cuestién de la existencia de una funcién complementaria, causé una
enorme confusién. Liouville tuvo un error cuando en su interpretacién de la
valoracién de la funcién complementaria. No consider6 el caso especial para
x = 0, lo cual le condujo a una contradiccion. Peacock tuvo dos errores en su
argumentacién del célculo fraccional. Estos dos errores le llevaron a una mala
aplicacién de lo que él denominaba principio de permanencia de formas equi-
valentes. Aunque este principio es indicado, Peacock asume su validez para to-
dos los operadores simboélicos. Consideré la existencia de una funcién comple-
mentaria y desarroll6 una extensién para D~ "x, siendo m un entero positivo.
Se equivoco al considerar ingenuamente que podria reemplazar formalmente
m por una fraccién. Peacock cometié un segundo error similar cuando desarro-
116 la extension para la derivada de orden entero D™ (ax + b)" y entonces buscé
extender su resultado al caso general.

En 1869 Nikolay Yakovlevich So-
nin trabajé inicialmente en la defini-
cién llamada Riemann-Liouville, en
un escrito llamado “En la diferencia-
cién con indice arbitrario”, empezan-
do con la férmula integral de Cau-
chy. Alekséi Vasilievich Létnikov es-
cribié cuatro escritos referentes al te-
ma los cuales titulé “Una explicacién

.. . Nikolay Yakovlevich Alekséi Vasilievich
de los principales conceptos de la teoria Sonin Létnikov

de diferenciacion de indices arbitrarios”
en los cuales dio una extension de los escritos de Sonin, estableciendo que la
n-ésima derivada de la férmula integral de Cauchy estd dada por

D'fe) = o [ e

No se plantea conflicto alguno generalizando n! a valores arbitrarios desde
v! = T'(v + 1), pero si para cuando 7 no es entero, aunque este hecho no fue
incluido en los trabajos de Sonin y Létnikov.

Los mateméticos de la primera mitad del siglo XIX no habian podido pre-
cisar una definicién apropiada al no analizar en el plano complejo las conse-
cuencias de sus definiciones.

2. Primera definicion formal

Fue el matematico Matthieu Paul Hermann Laurent quien en 1884 publicé
sus escritos de la teoria de generalizacion de operadores de logro contribuyen-
do de manera clara en el cdlculo de derivadas de orden arbitrario. Su teoria,
analizada en el plano complejo, fue la primera en ser aceptable para el gusto
de los matematicos modernos.
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De acuerdo con la notacién utilizada en 1936 por el
matematico Harold T. Davis en su obraTeoria de Operado-
res Lineales,

Dy f(x), v>0

denota la integral de orden v de la funcién f(x) a lo largo
del eje real, y ¢ y x son limites de integracién.

Dxf(x), v=0

significa diferenciacién de orden v para f(x).

Harold T. Davis

A finales del siglo XIX, los matematicos dedicados al
tema necesitaban encarecidamente encontrar una definicién apropiada de or-
den arbitrario y formalizar una teoria que consistia en que para toda funcién
f(z) de variable compleja de una clase suficientemente amplia y a cualquier
numero v, irracional, fraccional o complejo, la funcién (DY f(z) = g(z) deberia
definirse de modo que satisficiera lo siguiente:

1. Si f(z) es analitica, la derivada (DY f(z) es analiticaen v y z.

2. La operacién DY f(x) produce el mismo resultado que la diferenciacion
ordinaria cuando v es entero positivo.
Siv = —n,n € N, entonces D" f(x) produce el mismo resultado que
integrar ordinariamente n veces la funcién f(x) y :D; " f(x) debe anular-
se con sus 1 — 1 derivadasen x = c.

3. La operaci6n de orden cero no altera la funcién DIf (x) = f(x).

4. Los operadores fraccionales deber ser lineales.

5. La ley de indices debe cumplirse Dy " ;D" f(x) = Dy * 7V f(x).

Como se mencioné anteriormente, Laurent obtuvo la primera definicién
que satisfizo estas propiedades. Public6 un articulo en 1884 considerado como

definitivo para los fundamentos del Calculo Fraccional. Para ello partié de la
férmula de Cauchy para funciones complejas analiticas:

£ (z) = 2"_71'1/‘[:% dc

donde C representa el contorno de integracién en el plano complejo, ahora
denominado Lazo de Laurent, que se muestra en la siguiente figura:

A
C’ -~ B_ _
- - e e e el — - - - - - ~ o
\
\
x N
']
g v
’
- — — — — — — 4 - - - - - = - __ -
C —> A
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La generalizacién de n! no presenta problemas ya que v! = I'(v 4 1); ade-
mads expresando la integral en forma exponencial y haciendo los cambios § = ¢
y z = X, se obtiene:

f(v)(x) — r(;;_ll) /C e(fvfl)ln(tfx)f(t) dt

en la parte AB del lazo tenemos que t = x + ¢¢'?, de donde
/B e(fvfl)ln(tfx)f“) dt — /7I e(fvfl)ln(se"g)f(x + seie)s ie? 4o —
A -7
g o\ (—v—1) . .
= /n eln(ee”) 1 eiel? (x—l— 8619) a0 =
-7

_ /‘7‘( (ggie) (-v-1) i eief (X + seie) 46 =
-7
— /n g Vit iVt if (x + seie) do
-7

Siconsideramos v < 0, entonces la integral anterior converge cuando ¢ — 0.

En la parte CA dellazo, In({ — x) = In(x —t) — izt y en la parte BC’ del mismo,
In({ — x) = In(x —t) + i, de donde

/‘ 6(_V_1)1n(€_x)f(§) g = /A e(—v—l)(ln(x—t)—irc)f(t) dt
C C
Al tomar v < 0, y limite cuando ¢ — 0, la integral en la parte AB del lazo se

anula y obviamente A — x, B — x y C — C/, por lo que

rlv+1) i [* e

(v) _ (1/+1)17T/ _ v—1 _
£ = SR feterin [yt )
. X
By —

T(v+1 el (v+1) _ p—im(v+1) x e
w+1) - L=y =

7T

- @ sen(v + 1)71/;(9( VLR dE =

C’

— 7_‘_1)(_ sen 7tv) /;(x - t)—v—lf(t) dt

De acuerdo con la férmula de reflexiéon de la funcion T,

7T

sen(m/) = W

lo que nos lleva a

FW(x) = nl"{ft/)—;gzj- ) /Cf(x — )L () dt =
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— ﬁ /x(x —t)7VTLE(E) dt

!

Por tltimo, realizando el cambio de notacién para emplear v > 0 en lugar
de v < 0, obtenemos la definicién de integraciéon de orden arbitrario obtenida
por Laurent, que con la notacién establecida por H. T. Davis resulta

D) = gy [ =0 ) at

Esta tltima expresién se denomina también como Férmula de Riemann-Liou-
ville ya que si C = 0 0 C = —oo, obtenemos las expresiones definidas por Rie-
mann y Liouville respectivamente, aunque para el caso de Riemann esta tiltima
expresion no considera la funcién complementaria {(x) que éste considerd en
su expresion.

Esta formula de Riemann-Liouville para integracion fraccional, no se puede
utilizar directamente para diferenciacién de orden arbitrario, aunque mediante
un pequefio cambio se puede encontrar una expresién adecuada.

Sea v = m — p, con m el minimo entero mayor o igualque vy 0 < p < 1;
entonces para la diferenciacién de orden arbitrario:

ddxz [CD;pf(x)} =

_ i_mm [%p) /Cx(x ) dt}

donde el supuesto .Dy' ¥ = D" . D, " se puedejustificar de la manera descrita
a continuacion.

D7'f(x) = Dy Pf(x) = DY Dy P f(x) =

Sea , N
_ -V _ _ \v—-1
$lv,) = oD5 () = ey [ (e =0 (e e
es convergente parav > 0
¥(v,x) = oD oDy " f(x)
donde —v=m—pconm=0,1,2,...

Cuando v > 0 se puede escoger m = 0, entonces v = p, (v, x) = (v, x) y
se puede deducir:

p(v,x) = %/Ox [ﬁ /Ox(x,t)v‘lf(t) dt] dx

y haciendo uso de la férmula de Dirichlet

0(0%) = g | = 0r a

que es convergente para v > —1, y resulta que para m = 1, entonces

¢V, x) = 9(v,x)
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y este proceso contintia hasta que ¢(v,x) = ¢(v,x) param = ny v > —n,
donde n € IN.

Luego ¢ es analitica en Ry donde v > 0y ¢ es analitica en R parav > —n;
como ¢ = P en Ry () Ry con un punto limite en el semiplano derecho, entonces
¥ es continuacién analitica de ¢; esto se justifica al expresar

_ m—
cD;n cDx P = cDx 4

En 1892, Oliver Heaviside ponia de manifiesto la importancia de la utili-
zacién de los operadores generalizados para la resolucién de ecuaciones di-
ferenciales lineales. Heaviside no se caracteriz6 por ser un cientifico de gran
rigor, sus aportaciones tenfan un caracter eminentemente practico, por lo que
sus métodos resultaban ttiles a disciplinas aplicadas como la ingenierfa. En su
publicacién Heaviside operational calculus (Cdlculo Operacional de Heaviside), de-
nota al operador diferenciacién por la letra p, y lo considera como si fuera una
constante en la soluciéon de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, la ecuacién
del calor en una dimensién es

u 5 ou
PR

. . d
donde a2 es una constante y u la temperatura. Si consideramos Fril enton-
ces la ecuacién diferencial se expresa
D*u = a®p
cuya solucién expresada en funcién de este operador simbélico resulta

1 L
u(x,t) = Ae*¥ "2 4 Be ¥

que es exactamente lo que se obtendria si se resolviera la ecuacién D?u = ap
considerando p como una constante.

Heaviside contribuy6 en gran medida a al desarrollo
acelarado de la teoria de operadores generalizados en la
recta final del siglo XIX. Obtuvo resultados satisfactorios

desarrollando la exponencial en potencias de pl /2, donde

1
1, d’> _ Dl/z
dxl/z

Heaviside llevo a cabo un uso frecuente del operador

p

pl/ 2 en la teoria de circuitos eléctricos. Interpret6 que
pl/z — 1, esto es, Dl/z(l), se convierte en (nt)_l/z. Co-
mo f(t) = 1 es una funcién de clase Riemann, se ve claramente que el ope-
rador de Heaviside debe ser interpretado en el contexto del operador de Rie-
mann (DY°. Sus resultados fueron correctos, aunque fue incapaz de justificar
sus procedimientos, hecho que sucederia afios més tarde (en 1919) de la mano
de Thomas John I’Anson Bromwich.

Oliver Heaviside

5 En el moderno Calculo Operacional, pF(p) es reemplazado por F(s), donde s es la transfor-
mada variable de Laplace. Por lo tanto, pl/ 2 es reemplazado por s'/2, y la transformada de Laplace
inversa de s'/2 resulta (nt)*l/z, que es D'/2 (1).
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3. Aplicaciones en el siglo XX

Con la llegada del siglo XX y de los desarrollos tanto del andlisis matemati-
co como de la teoria de funciones, surgieron nuevas formas integro-diferenciales
fraccionarias. Muchos fueron los que colaboraron en el desarrollo del cédlculo
fraccional, entre ellos M. Al-Bassam, Harold T. Davis, Arthur Erdélyi, Godfrey
Harold Hardy, Hermann Kober, John Edensor Littlewood, Eric R. Love, T. Os-
ler, Marcel Riesz, S. Samko, Ian Naismith Sneddon, Hermann Weyl o Antoni
Zygmund.

En 1917, Hermann Weyl definié una integral fraccionaria adecuada a fun-
ciones periédicas:
1

WFE) = 50 /xm(t —x)PLf(t) dt, con Re(p) > 0

Tras varios intentos por definir de otra manera derivadas fraccionales de or-
den arbitrario (Anton Karl Griinwald en 1867, Emil Leon Post en 1930), surgi6
la representacion directa de xoDYf(x) como limite:

n—1
Iz 14 x—x9\ V k(Y 1 x=xp
wpkf(x) = Jim (52) 7 L (-1 (1) £ -k 252)
conocida como integro-derivada, pues es una generalizacién comun de deriva-
das e integrales iteradas en el caso de valores enteros de v.

Otra de las ideas es que la integral de Riemann-
Liouville es una funcién holomorfa de orden v. Sobre esta
base, Marcel Riesz y algunos seguidores trabajaron entre
1933 y 1949 desarrollando el método llamado “Continua-
cién Analitica de la Integral de Riemann-Liouville”. Este pro-
ceso, en la teorfa de la diferenciacién fraccional, se apli-
ca también a funciones de varias variables, sobre todo
en espacios euclideos y espacios métricos de dimensiéon
grande y se usa en Fisica Nuclear (Potenciales de Riesz).
En 1936, Marcel Riesz consider¢ la integral fraccionaria Marcel Riesz
de multiples variables como un operador de tipo poten-
cial. Uno de estos potenciales ha sido formalmente definido como la potencia

(—A)? del Laplaciano.

Entre 1940 y 1941, Arthur Erdél-
yi y Hermann Kober trabajaron so-
bre la generalizacion de las integrales
de Riemann-Liouville y Weyl, que-
dando este tema “aletargado” hasta
préacticamente 1960, cuando Mikl6s
Mikolés estudi6 el caso de deriva-
das e integrales fraccionales de orden A
complejo para funciones Lebesgue- -3 :
integrales, basandose para ello en el Arthur Erdélyi Hermann Kober
concepto de Weyl.
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Resultados de las investigaciones de Magnus Gosta Mittag-Leffler y Marcel
Riesz en el campo de funciones, permitieron entre otras cosas, una completa ca-
racterizaciéon del dominio de existencia de la derivada fraccional, intimamente
relacionado con la teoria de Funciones Zeta de Hurwitz.

Por otro lado, el académico es-
pafiol Dario Maravall con una serie
de publicaciones que aparecieron a
partir del afo 1959, muchas acerca
de la ingenierfa de las oscilaciones,
fue el primero en Espafia en men-
cionar unas particulares oscilaciones
fraccionarias asociadas a ecuaciones
diferenciales no enteras.

b

En 1969, el fisico matematico ita- Dario Maravall Michele Caputo
liano Michele Caputo dio una nueva
definicién de derivada fraccionaria que permitia interpretar fisicamente las
condiciones iniciales de los cada vez méds numerosos problemas aplicados que
se estaban estudiando. Caputo defini6 la derivada fraccional

dif(x) 1 *_ fw)
k1

- X — u)l)é*i’bkl

dx® Ila—n du

siendox € R,yn € N, talquen —1 < a < n.

En el afio 1974, tuvo lugar en la Universidad de New Haven, en Connec-
ticut, la primera conferencia internacional sobre el Calculo Fraccionario, or-
ganizada por Bertram Ross, a la que asistieron 94 matemadticos y se presenta-
ron 26 articulos al respecto, que sirvié de estimulo a numerosas publicaciones
posteriores. La segunda conferencia tuvo lugar en 1984 en la Universidad de
Strathclyde, en Escocia, codirigida por Adam McBride y Garry Roach. La ter-
cera, dirigida por Katsuyuki Nishimoto, tuvo lugar en 1989 en la Universidad
de Nihon, en Tokyo. La dltima, codirigida por Peter Rusev, Ivan Dimovski y
Virginia Kiryakova, tuvo lugar en 1996 en Varna, Bulgaria.

Actualmente es dificil encontrar un d&mbito de la ciencia o de la ingenieria
que no considere conceptos del Calculo Fraccionario. Desde 1975 hasta la ac-
tualidad se han publicado més de 600 articulos relacionados con el tema, lo que
sin duda pone de manifiesto su actual vigor.

Desde el punto de vista de la matematica, es fascinante ver como el campo
de las generalizaciones “fraccionarias” es lugar de encuentro de varias discipli-
nas, entre otras, la teorfa de las probabilidades y los procesos estocésticos, las
ecuaciones integro-diferenciales, la teoria de las transformadas, las funciones
especiales y el andlisis numérico.

De relevante importancia son las aplicaciones fisicas en la teoria de la visco-
elasticidad, en el estudio del fenémeno de la difusién anémala y en la teoria
electromagnética; pero podemos anticipar que también se va despertando un
interés cada vez mayor en otros &mbitos muy distintos como, por ejemplo, el
de la teoria de circuitos, de la biologia o de la fisica de la atmésfera. Asimismo,
entre los economistas se va consolidando el empleo de conceptos de Célculo
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Fraccionario. Ya en 1996, en el Journal of Econometrics aparecié un niimero es-
pecial en el que se recogia una serie de articulos sobre el tema denominado
“Fractional Differencing and Long Memory Processes”.

Entre las variadas cuestiones abiertas sobre el Célculo
Fraccional, ocupa un lugar prominente la de determinar
si es posible encontrar una interpretacion geométrica pa-
ra la derivada fraccionaria. Una posible solucién a este
problema ha sido propuesta por el matemaético eslovaco
Igor Podlubny en un reciente articulo titulado “Geome-
tric and Physical Interpretation of Fractional Integration
and Differentiation” (Interpretacién Geométrica y Fisica de
la Integracién y Diferenciacién Fraccional) en el que la inter-
pretacion fisica y geométrica de estos operadores fraccio-
narios estd basada en el empleo de dos tipos de tiempos, Igor Podlubny
un tiempo coésmico y un tiempo individual, y viene estre-
chamente relacionada con la teoria de la relatividad.
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