
ABSTRAK

BILANGAN RAMSEY UNTUK GRAF

GABUNGAN BINTANG

Oleh

Hasmawati

NIM : 30104001

Bilangan Ramsey R(G,H) untuk suatu graf G dan H adalah bilangan bulat
terkecil n sedemikian sehingga untuk sebarang graf F dengan n titik memenuhi
sifat: F memuat G atau komplemen dari F memuat H. Batas bawah bilangan
Ramsey R(G,H) yang diberikan oleh Chvátal dan Harary adalah R(G,H) ≥
(χ(H)− 1)(C(G)− 1) + 1, dengan χ(H) adalah bilangan kromatik graf H dan
C(G) adalah banyaknya titik pada komponen terbesar graf G. Sejak adanya
batas bawah ini, kajian bilangan Ramsey berkembang pesat. Salah satu topik
yang paling banyak dikaji adalah bilangan Ramsey untuk graf pohon. Hal
ini disebabkan oleh struktur pohon yang berbeda-beda. Struktur yang paling
sederhana adalah lintasan dan bintang. Karena itu, pengkajian bilangan Ram-
sey untuk graf pohon umumnya dimulai dengan pengkajian bilangan Ramsey
untuk lintasan atau bintang.

Hasil kajian Baskoro dkk. (2002) tentang bilangan Ramsey untuk pohon dan
roda menunjukkan bahwa struktur yang paling berpengaruh pada penentuan
bilangan Ramsey untuk pohon adalah bintang, meskipun struktur bintang terse-
but adalah struktur pohon yang paling sederhana. Dalam disertasi ini, kami
mengkaji penentuan bilangan Ramsey untuk bintang versus beberapa graf ter-
tentu, R(Sn, H), serta bilangan Ramsey untuk gabungan bintang versus H,
R(

⋃k
i=1 Sni

, H), dengan H adalah roda atau graf bipartit lengkap. Kami mem-
buktikan bahwa bilangan Ramsey untuk bintang dan roda, R(Sn,Wm) = 3n−2
untuk n ≥ 3 dan m ganjil dengan 3 ≤ m ≤ 2n−1. Berdasarkan hasil ini, dapat
ditunjukkan bahwa R(

⋃k
i=1 Sni

,Wm) = R(Snk
,Wm) + n1 + . . . , +nk−1, untuk

m = 4 dan m ganjil. Selain itu, kami menentukan bilangan Ramsey untuk bin-
tang dan roda berorde genap, R(Sn,Wm), dan R(kSn,Wm) untuk m = 2n− 4,
m = 2n− 2, m = 2n− 8, atau m = 2n− 6.

Kajian bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap, R(Sn, Kt,m),
belum banyak dilakukan. Dalam disertasi ini, kami mengkaji R(Sn, Kt,m) un-
tuk n, t yang kecil dan beberapa m tertentu. Kami menentukan R(Sn, K2,2)
untuk n = 6, atau 8, dan R(S6, K2,m) untuk m = 3, 4, 6, 5, 4n − 7, atau

m = −2 + 4
k∑

i=1

3i, serta R(Sn, K2,2) untuk n = 6, atau 8. Setelah itu, di-

tentukan R(kS1+p, K2,2) untuk p ≥ 3 dan k ≥ 2.
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Pada bagian akhir disertasi ini, ditunjukkan bahwa bilangan Ramsey untuk
gabungan saling lepas pohon dan roda berorde lima, R(

⋃k
i=1 Tni

,W4), bernilai

sama dengan R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) jika ni ganjil untuk setiap i. Setelah itu, kami

menunjukkan suatu hasil yang besar dari penelitian ini bahwa untuk H dan
Gi graf sebarang dan terhubung, jika |Gi| > (|Gi| − |Gi+1|)(χ(H) − 1) dan
R(Gi, H) = (χ(H) − 1)(|Gi| − 1) + 1 untuk setiap i, maka R(

⋃k
i=1 Gi, H) =

R(Gk, H) +
∑k−1

i=1 |Gi|.

Kata Kunci: graf, bilangan Ramsey graf, komplemen, pohon, bintang, roda,
graf bipartit lengkap.
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ABSTRACT

THE RAMSEY NUMBERS FOR UNION OF STARS

By

Hasmawati

30104001

For given graphs G and H, the Ramsey number R(G,H) is the smallest na-
tural number n such that for every graph F of order n: either F contains
G or the complement of F contains H. Chvátal and Harary established a
useful lower bound for finding the exact Ramsey numbers R(G,H), namely
R(G, H) ≥ (χ(G)−1)(C(H)−1)+1, where χ(G) is the chromatic number of G
and C(H) is the number of vertices of the largest component of H. Since then
the Ramsey numbers R(G,H) for many combinations of graphs G and H have
been extensively studied by various authors. One of the most popular topics in
this area is the Ramsey numbers for trees. This is due to the fact that that trees
have various structures. The simplest structures are path and stars. Therefore,
it is natural that initially a study of Ramsey numbers for trees almost always
considers paths and stars.

In their results on the Ramsey number for trees versus wheels, Baskoro et al.
(2002) showed that stars have significant effects on the numbers despite stars
are one of the simplest trees. In this dissertation, we study the Ramsey numbers
for graphs involving stars, R(Sn, H), where H are wheels or complete bipartite
graphs. Furthermore, we investigate the Ramsey numbers for disjoint union
of stars versus H, R(

⋃k
i=1 Sni

, H). We prove that R(Sn,Wm) = 3n − 2 for
n ≥ 3 and m is odd, 3 ≤ m ≤ 2n − 1. Based on this result, we show that
R(

⋃k
i=1 Sni

,Wm) = R(Snk
,Wm) + n1 + . . . , +nk−1, for m = 4 and m is odd. In

addition, we determine the Ramsey number for stars versus wheels with even
order, R(Sn,Wm), and R(kSn,Wm) for m = 2n − 4, m = 2n − 2, m = 2n − 8,
or m = 2n− 6.

There are only a few results known on the Ramsey numbers for stars versus
complete bipartite graphs, R(Sn, Kt,m). In this dissertation, we study the Ram-
sey number for stars versus complete bipartite graphs, R(Sn, Kt,m), for small n
and t, and for some value of m. We determine R(Sn, K2,2) for n = 6, or 8, and

R(S6, K2,m) for m = 3, 4, 6, 5, 4n − 7, or m = −2 + 4
k∑

i=1

3i. Furthermore, we

determine R(Sn, K2,2) for n = 6, or 8, and R(kS1+p, K2,2) for p ≥ 3 and k ≥ 2.

In the last part of this dissertation, we show that the Ramsey numbers for
disjoint union of tree versus small wheel, R(

⋃k
i=1 Tni

,W4), have same values as
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R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) if ni is odd and 2ni+1 ≥ ni for every i. For combination of trees

and complete graphs, we determine R(
⋃k

i=1 Tni
, Km) for any m. We also prove a

general result, for connected graphs H and Gi, if |Gi| > (|Gi|−|Gi+1|)(χ(H)−1)
and R(Gi, H) = (χ(H) − 1)(|Gi| − 1) + 1 for every i, then R(

⋃k
i=1 Gi, H) =

R(Gk, H) +
∑k−1

i=1 |Gi|.

Keywords : graph, the graph Ramsey number, complement, tree, star, wheel,
complete bipartite graph
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Bab I Pendahuluan

I.1 Latar Belakang Masalah

Teori Ramsey adalah suatu area penelitian dalam teori graf yang sedang berkem-

bang pesat dan mempunyai banyak aplikasi. Dalam makalah Rosta (2004) dise-

butkan bahwa teori Ramsey mempunyai aplikasi pada teori bilangan, analisis

harmonik, ruang metrik, teori ergodik, teori informasi, metoda probabilistik,

dan lain-lain. Meskipun tergolong area yang baru dalam bidang kombinatorik,

khususnya dalam teori graf, teori ini telah mendapat perhatian dari banyak

peneliti. Akibatnya, kajian ini berkembang sangat pesat dan telah memperoleh

banyak hasil (lihat makalah survey Radziszowski, 2004).

Teorema Ramsey awalnya dikembangkan dalam konteks himpunan takberhingga,

dan kemudian diteruskan ke dalam konteks himpunan berhingga dengan argu-

mentasi yang sama dan padat. Teorema Ramsey tersebut disajikan sebagai

berikut.

Teorema I.1 (Ramsey, 1930). Untuk setiap bilangan bulat positif n, r dan k

terdapat bilangan bulat terkecil M0 sedemikian sehingga jika m ≥ M0 dan semua

k-subhimpunan dari suatu m-himpunan Γm dikelompokkan (menurut sebarang

aturan) ke dalam kelas-kelas yang saling lepas Ci, i = 1, 2, 3, . . . , r, maka Γm

akan memuat suatu n-subhimpunan ∆n dengan semua k-subhimpunan dari ∆n

menjadi anggota dari Ci yang sama.

Sebelum membahas aplikasi teorema Ramsey kedalam teori graf terlebih dahulu

diberikan definisi mengenai graf. Graf G(V, E) adalah suatu sistem yang terdiri

dari himpunan titik berhingga tak kosong V = V (G) dan himpunan sisi E =

E(G), yaitu himpunan bagian dari himpunan pasangan tak terurut anggota-

anggota V .
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Misalkan G(V, E) adalah suatu graf. Jika e = uv ∈ E(G), maka u disebut

tetangga dari v, demikian juga sebaliknya. Banyaknya titik yang bertetangga

dengan v disebut sebagai derajat dari v. Graf G dengan n titik dan setiap

dua titiknya bertetangga disebut graf lengkap, dan dinotasikan Kn. Graf G

dikatakan bipartit jika V (G) dapat dipartisi kedalam dua subhimpunan tak

kosong V1 dan V2, sedemikian sehingga untuk setiap sisi e = uv ∈ E(G), berlaku

u ∈ V1 dan v ∈ V2 atau v ∈ V1 dan u ∈ V2 . Graf G dikatakan graf bipartit

lengkap, jika E(G) = {uv : u ∈ V1, v ∈ V2}.

Pada tahun 1935, Erdös dan Szekeres mengkaji dan mengaplikasikan teorema

Ramsey ke dalam teori graf yang menghasilkan teorema Ramsey untuk graf

lengkap, (lihat Surahmat, 2003). Dalam hal ini, objek permasalahannya adalah

graf lengkap. Jika graf pada teorema tersebut bukan hanya graf lengkap tetapi

berlaku untuk sebarang graf, maka teorema disebut teorema Ramsey graf . Graf

yang dimaksud di sini adalah graf sederhana dan berhingga. Teorema Ramsey

untuk sebarang graf dijabarkan sebagai berikut.

Teorema I.2 Untuk sebarang graf G1, G2, . . . , Gk, terdapat bilangan bulat terke-

cil M0 sedemikian sehingga jika semua sisi pada graf lengkap G dengan paling

sedikit M0 titik diwarnai dengan k warna, maka terdapat subgraf dari G dengan

semua sisi berwarna sama isomorfik dengan graf Gi untuk suatu i,1 ≤ i ≤ k.

Bilangan M0 = R(G1, G2, . . . , Gk) disebut bilangan Ramsey untuk pasangan

graf G1, G2, . . . , Gk. Untuk k = 2, R(G1, . . . , Gk) disebut bilangan Ramsey graf

dua warna dan disebut bilangan Ramsey graf multiwarna untuk k > 2. Jika un-

tuk setiap i, Gi adalah graf lengkap, maka bilangan R(G1, G2, . . . , Gk) disebut

bilangan Ramsey klasik . Graf lengkap dengan m titik dinotasikan dengan Km.

Konsep awal bilangan Ramsey adalah konsep bilangan Ramsey klasik dua warna

yang diberikan oleh Erdös dan Szekeres. Karena masalah ini sangat sulit, be-

berapa peneliti memperumum konsep bilangan Ramsey klasik menjadi konsep

2



bilangan Ramsey graf sebarang. Diantara beberapa peneliti itu adalah Green-

wood dan Gleason (1955), Gerencsėr dan Gyȧrfȧs (1967) serta Chvátal dan

Harary (1972). Greenwood dan Gleason memberikan batas atas secara umum

untuk bilangan Ramsey klasik. Sedangkan Chvátal dan Harary memberikan

batas bawah untuk bilangan Ramsey graf dua warna, (lihat Chvátal dan Harary,

1972).

Definisi I.1 Diberikan graf G dan H, bilangan Ramsey graf dua warna R(G,H)

adalah bilangan asli terkecil m sedemikian sehingga jika semua sisi pada graf

lengkap Km diwarnai dengan dua warna, maka Km memuat subgraf yang semua

sisinya berwarna sama isomorfik dengan G atau H.

Sejak Chvátal dan Harary memberikan batas bawah untuk R(G,H), kajian bi-

langan Ramsey tersebut banyak mendapat kemajuan, dan hingga saat ini telah

menghasilkan lebih dari 403 paper, (lihat survey Radziszowski, (2004)). Dari

sekian banyak hasil yang telah diperoleh, bilangan Ramsey untuk pohon versus

graf lainnya adalah topik yang paling banyak diminati. Hal ini disebabkan oleh

struktur pohon yang berbeda-beda. Sebagai contoh, struktur lintasan berbeda

dengan struktur bintang.

Berikut ini disajikan beberapa definisi dari berbagai jenis graf tertentu. Lin-

tasan (path) P dengan n titik, n ≥ 1 adalah graf yang titik-titiknya dapat diu-

rutkan dalam suatu barisan u1, u2, . . . , un sedemikian sehingga E(P ) = {uiui+1 :

i = 1, . . . , n−1}. Graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik u dan

v pada graf tersebut terdapat suatu lintasan yang memuat u dan v. Siklus Cn

adalah graf dengan V (Cn) = V (Pn) dan E(Cn) = E(Pn) ∪ {v1vn}. Pohon Tn

adalah graf terhubung berorde n yang tidak memuat siklus. Sedangkan bintang

adalah pohon yang mempunyai satu titik berderajat n−1 dan titik lainnya ber-

derajat satu, dinotasikan dengan Sn. Roda Wk adalah suatu graf yang dibentuk

dari siklus Ck dengan menambahkan satu titik, sebut x, dan menambahkan k

sisi dari titik x ke semua titik di Ck.
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Pada tahun 1967, Gerencsėr dan Gyȧrfȧs mengkaji bilangan Ramsey untuk

lintasan dan lintasan R(Pn, Pm). Bilangan Ramsey untuk lintasan dan graf

lengkap R(Pn, Km) dikaji oleh Parsons (1973). Kemudian Chvátal (1977) mem-

perluas kajian tersebut, yaitu menentukan bilangan Ramsey untuk pohon dan

graf lengkap R(Tn, Km). Namun, penentuan R(Tn, G) untuk sebarang graf G

belum diketahui. Pada tahun 2001, Surahmat dan Baskoro mengkaji bilangan

Ramsey untuk lintasan dan roda. Hasilnya adalah R(Pn,W4) = 2n − 1 untuk

n ≥ 3 dan R(Pn, W5) = 3n− 2. Setelah itu, mereka melanjutkan kajiannya dan

menghasilkan bilangan Ramsey untuk bintang dan roda R(Sn,W4) = 2n − 1

untuk n ganjil, R(Sn,W4) = 2n + 1 untuk n genap, dan R(Sn,W5) = 3n − 2

untuk n ≥ 3. Setahun kemudian Baskoro dkk. (2002) memperluas kajian itu

dengan menentukan bilangan Ramsey untuk pohon dan roda. Hasil yang diper-

oleh adalah R(Tn,W5) = 3n − 2 untuk n ≥ 3 dan R(Tn,W4) = 2n − 1 untuk

n ≥ 4, yang berlaku bagi semua pohon Tn kecuali bintang Sn. Baru-baru ini,

Salman dkk. mengkaji bilangan Ramsey untuk lintasan dan beberapa graf ter-

tentu, (lihat Salman dan Broersma, (2006, 2007)).

Melalui pengertian lintasan dan bintang di atas, diketahui bahwa lintasan dan

bintang adalah pohon yang strukturnya paling sederhana. Karena itu, pengka-

jian bilangan Ramsey untuk pohon pada umumnya diawali dengan penentuan

bilangan Ramsey untuk lintasan atau bintang. Kajian bilangan Ramsey un-

tuk lintasan dan graf-graf lain sudah banyak. Namun tidak demikian halnya

untuk bilangan Ramsey graf yang memuat bintang. Lebih jauh, ketidakber-

lakuan bintang Sn pada bilangan Ramsey R(Tn,W4) merupakan suatu feno-

mena tersendiri. Semua itu, menunjukkan bahwa kajian tentang penentuan

bilangan Ramsey untuk bintang adalah hal yang menarik dan perlu dilakukan.

I.2 Permasalahan dan Tujuan Penelitian

Pengkajian bilangan Ramsey untuk bintang dan bintang telah tuntas, begitu

pula untuk bintang dan pohon serta siklus. Untuk bintang dan roda, pengkajian
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bilangan Ramseynya untuk beberapa kasus juga telah tuntas, tetapi masih ada

kasus yang belum dikaji. Bilangan Ramsey untuk bintang dan roda R(Sn,Wm),

untuk m ganjil dan n ≥ m− 1 ≥ 2 serta m = 4, 6, atau 8 telah diketahui. Na-

mun untuk pasangan n dan m yang lain masih belum diketahui.

Berbeda dengan bilangan Ramsey untuk bintang dan beberapa jenis graf di atas,

bilangan Ramsey untuk bintang dan bipartit lengkap, R(Sn, Ks,m), pada umum-

nya belum diketahui. Beberapa yang diketahui, diantaranya adalah R(S4, Ks,m)

untuk s,m ≥ 2 dan R(S5, K2,m) untuk m ≥ 2. Untuk n, s, dan m yang lain, ni-

lai R(Sn, Ks,m) belum diketahui. Situasi serupa juga terjadi pada R(∪k
i=1Gi, H)

untuk sebarang graf Gi dan H.

Pada penelitian ini, dilakukan pengkajian bilangan Ramsey graf dua warna

R(G, H) dengan G adalah graf gabungan bintang Sn dan H adalah roda Wm,

graf bipartit lengkap Ks,m atau graf lengkap Km. Kajian pada penelitian

ini dimulai dengan menentukan bilangan Ramsey untuk bintang dan roda,

R(Sn,Wm), untuk m ganjil, n ≤ m dan m genap, m ≥ 8. Kemudian di-

lanjutkan dengan menentukan R(Sn, K2,m) untuk beberapa n dan m. Berda-

sarkan nilai R(Sn,Wm) dan R(Sn, K2,m) tersebut, ditentukan R(∪k
i=1Sni

, H)

serta dicari kaitannya dengan R(∪k
i=1Tni

, H), dimana H adalah roda, graf bi-

partit lengkap, atau graf lengkap. Metode yang dipergunakan pada penca-

rian R(∪k
i=1Tni

, H) diperumum dalam mencari bilangan Ramsey untuk graf ga-

bungan, (R(∪k
i=1Gi, H), dengan Gi dan H graf sebarang.

I.3 Hasil Penelitian

Hasil-hasil yang diperoleh dalam penelitian ini adalah bilangan Ramsey un-

tuk bintang dan roda R(Sn,Wm) untuk m ganjil dan 3 ≤ m ≤ 2n − 1, serta

R(Sn,Wm) untuk n ganjil dan m genap, m = 2n − 2, 2n = 4, 2n − 6, atau

2n− 8. Untuk m tersebut, jika m ganjil diperoleh R(∪k
i=1Sni

,Wm) dan jika m

genap diperoleh R(kSn,Wm). Bilangan Ramsey untuk gabungan saling lepas
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dari beberapa pohon belum banyak yang diketahui. Hasil yang diperoleh adalah

bilangan Ramsey untuk gabungan saling lepas pohon dan roda berorde kecil,

R(∪k
i=1Tni

,Wm) untuk m = 4, atau 5, serta bilangan Ramsey untuk gabungan

saling lepas pohon dan graf lengkap, R(∪k
i=1Tni

, Km) untuk sebarang m dan n.

Selain itu, juga telah diperoleh bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipar-

tit lengkap R(Sn, K2,m), untuk n = 6 atau n = 8 dan m = 2, 3, 4, 5, 6, 4n − 7

atau m = −2 + 4
k∑

i=1

3i and k ∈ N .

Hasil lain yang telah diperoleh dalam disertasi ini adalah bilangan Ramsey

gabungan bintang dan graf bipartit lengkap R(kSn, K2,2) dan bilangan Ramsey

gabungan saling lepas sebarang graf R(∪k
i=1Gni

, H).

I.4 Garis Besar Penulisan

Untuk memahami kajian penentuan bilangan Ramsey diperlukan beberapa de-

finisi, notasi, dan istilah-istilah dari teori graf. Definisi, notasi, serta istilah-

istilah tersebut merupakan konsep dasar teori graf dan dibahas terlebih dahulu,

sebelum membahas penentuan bilangan Ramsey.

Secara ringkas, isi disertasi ini disusun sebagai berikut. Pada bab pertama di-

sajikan gambaran singkat penelitian, permasalahan dan hasil-hasil yang telah

diperoleh dalam penelitian. Pada Bab II disajikan konsep dasar teori graf dan

tinjauan pustaka. Pada bagian pertama Bab II disajikan definisi-definisi dasar,

notasi dan istilah-istilah dalam teori graf. Selain itu, pada bagian ini juga

disajikan definisi bilangan Ramsey, istilah dan notasi-notasi pada Teori Ram-

sey. Pada bagian kedua bab ini, disajikan beberapa hasil tentang bilangan

Ramsey graf dua warna, khususnya yang terkait dengan materi yang dibahas

dalam disertasi ini. Hasil utama penelitian ini dibahas pada Bab III dan IV.

Pada Bab III dibahas kajian penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan

graf-graf tertentu, R(Sn, H) dengan H adalah roda atau graf bipartit lengkap.

Bilangan Ramsey untuk gabungan bintang dan H, R(∪k
i=1Sni

, H), dengan H
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adalah graf-graf yang telah disebutkan di atas dibahas pada Bab IV. Pada

bagian ini, juga disajikan penentuan bilangan Ramsey untuk kombinasi dua

graf sebarang, R(∪k
i=1Gni

, H).

Teorema maupun lemma sebagai hasil orisinil dari penelitian ini yang dibahas

pada Bab III dan IV diberi tanda F. Bagian parsial dari beberapa hasil orisinil

tersebut telah ditulis dalam beberapa makalah dan telah disubmit ke beberapa

jurnal, baik nasional maupun internasional. Sebagian dari makalah tersebut

telah terbit dan yang lainnya sudah diterima untuk diterbitkan.

Bab V adalah bagian akhir disertasi ini yang berisi ringkasan atau kesimpulan

hasil penelitian.
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Bab II Konsep Dasar dan Tinjauan Pustaka

Pembahasan bilangan Ramsey pada bab-bab berikutnya menggunakan definisi,

notasi, dan konsep dasar teori graf yang sesuai dengan rujukan Chartrand dan

Lesniak (1996), serta Diestel (1999). Definisi, notasi dan konsep dasar yang

belum disajikan pada Bab I, akan diuraikan pada Subbab II.1. Pada Subbab

II.2, diuraikan pengertian bilangan Ramsey serta hasil-hasil yang telah diper-

oleh, khususnya yang terkait dengan materi penelitian ini.

II.1 Konsep Dasar

Pada subbab ini dibahas beberapa definisi dasar dan istilah dalam graf serta

notasi-notasi yang akan digunakan pada bab-bab selanjutnya. Untuk kepen-

tingan pengertian graf sederhana dan berhingga didefinisikan himpunan [S]k =

{Y : Y ⊂ S, |Y | = k}, dengan S adalah himpunan berhingga dan tidak kosong.

II.1.1 Graf dan subgraf

Graf G(V, E) adalah suatu sistem yang terdiri dari himpunan berhingga tak

kosong V = V (G) dan himpunan E = E(G) dengan E ⊆ [V ]2. Himpunan V

disebut himpunan titik dari G dan himpunan E disebut himpunan sisi dari G.

Setiap u atau v di V (G) disebut titik dan setiap e = {u, v} di E(G) disebut sisi .

Selanjutnya, sisi e = {u, v} ditulis uv. Titik u disebut tetangga (neighbor) dari

titik v jika e = uv untuk suatu e ∈ E(G). Lebih lanjut, titik u dan v dikatakan

titik-titik bertetangga (adjacent), sedangkan sisi e dikatakan terkait (incident)

dengan titik u dan v. Dua sisi e1 dan e2 pada G disebut sisi-sisi bertetangga

jika e1 dan e2 terkait pada satu titik yang sama.

Graf F disebut komplemen dari graf G, jika V (F ) = V (G) dan uv ∈ E(F )

jika dan hanya jika uv 6∈ E(G). Komplemen dari graf G dinotasikan dengan
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G. Dua graf G dan H disebut isomorfik jika terdapat pemetaan satu-satu dan

pada φ : V (G) −→ V (H) sedemikian sehingga untuk setiap x, y ∈ V (G) berlaku

xy ∈ E(G) jika hanya jika φ(x)φ(y) ∈ E(H).

Kardinalitas himpunan S dinotasikan dengan |S|, adalah banyaknya anggota

dari S. Orde graf G adalah |V (G)|, ukuran graf G adalah |E(G)|. Graf G

berorde m dinotasikan dengan Gm. Misalkan n dan m adalah dua bilangan

bulat, m ≡ 0 (mod n) menyatakan n membagi habis m.

Misalkan vi adalah sebarang titik pada G dan S ⊆ V (G). Didefinisikan NS(vi) =

{w ∈ S : wvi ∈ E(G)} dan NS[vi] = NS(vi) ∪ {vi}. Didefinisikan pula

ZS(v1, v2, . . . , vn) = NS(v1) ∩NS(v2) ∩ · · · ∩NS(vn)

dan

OS(v1, v2, . . . , vn) = NS(v1) ∪NS(v2) ∪ · · · ∪NS(vn).

Jika S = V (G), maka digunakan N(vi) dan N [vi] yang menyatakan berturut-

turut NV (G)(vi) dan NV (G)[vi]. Derajat titik vi, dinotasikan dengan dG(vi),

adalah |N(vi)|. Derajat maksimum dari G adalah ∆(G) = maks{dG(vi) : vi ∈
V (G)}, dan derajat minimum dari G adalah δ(G) = min{dG(vi) : vi ∈ V (G)}.
Graf G disebut graf r-reguler jika ∆(G) = δ(G) = r.

Teorema II.1 Misalkan G adalah sebarang graf berorde n dan berukuran q.

Jika V (G) = {v1, v2, . . . , vn}, maka

n∑
i=1

d(vi) = 2q.

Akibat II.1 Lemma Handshaking. Banyaknya titik yang berderajat ganjil pada

suatu graf adalah genap.

Bukti Teorema II.1 dan Akibat II.1 dapat dilihat pada rujukan Chartrand dan

Lesniak (1996).
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Misalkan e1 dan e2 adalah dua sisi pada graf Gn. Sisi e1 dan e2 dikatakan

saling bebas jika e1 dan e2 tidak bertetangga. Secara serupa, dua titik pada

Gn dikatakan saling bebas jika kedua titik tersebut tidak bertetangga. Graf Gn

dikatakan graf lengkap, dinotasikan dengan Kn jika setiap dua titik pada Gn

bertetangga.

Misalkan u dan v adalah dua titik pada graf G yang tidak bertetangga. Graf

G + {uv} adalah suatu graf baru dengan himpunan titik V (G + uv) = V (G)

dan himpunan sisi E(G+uv) = E(G)∪{uv}. Contoh graf baru tersebut dapat

dilihat pada Gambar II.1.(b).

   x      x         

y                                                                          y       

 v                                                                            v

u                                                                          u

(a)                                                                     (b)         

Gambar II.1. (a) Graf G dan (b) Graf G + uv.

Graf H(V ′, E ′) disebut subgraf dari G jika V ′ ⊆ V (G) dan E ′ ⊂ E(G). Selanjut-

nya, subgraf H dari G ditulis H ⊆ G. Subgraf H dikatakan subgraf maksimal

dari G jika H memuat semua sisi xy ∈ E(G) untuk semua x, y ∈ V ′. Untuk

sebarang himpunan S ⊂ V (G), subgraf terinduksi oleh S dari G adalah sub-

graf maksimal dari G dengan himpunan titik S dan dinotasikan dengan G[S].

Subgraf G[V (G)\V (H)] dinotasikan dengan G\H.

Misalkan G(V,E) adalah sebarang graf. Misalkan pula A ⊂ V dan B ⊂ E.

Didefinisikan V \A = {u ∈ V : u /∈ A} dan E\B = {e ∈ E : e /∈ B}. Graf

G−A adalah suatu subgraf dari G dengan V (G−A) = V \A dan E(G−A) =
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E\{xy : x ∈ A atau y ∈ A}. Graf G − B adalah suatu subgraf dari G dengan

V (G − B) = V dan E(G − B) = E\B. Khususnya untuk A = {x} dan

B = {e = xy}, subgraf G − B ditulis G − e dan subgraf G − A ditulis G − x.

Contoh subgraf-subgraf tersebut dapat dilihat pada Gambar II. 2.

ll

   x

e 

l

x                                                                  x          

y                                                                   y    

 v                                                                 v                                                                     v 

u                                                                  u                                                                   u

(a)                                                              (b)                                                             (c)

Gambar II.2. (a) Graf G, (b) Subgraf G− e, dan (c) subgraf G− y.

II.1.2 Himpunan bebas dan keterhubungan

Misalkan G(V,E) adalah suatu graf berorde n dan X ⊆ V . Himpunan X dise-

but himpunan bebas jika untuk setiap dua titik x, y ∈ X berlaku xy /∈ E(G).

Misalkan Y adalah himpunan bebas dari G. Jika untuk setiap himpunan bebas

X dari G berlaku |X| ≤ |Y |, maka Y disebut himpunan bebas terbesar dari

G. Kardinalitas himpunan bebas terbesar dari G dinotasikan dengan α(G).

Sebagai contoh α(Sn) = n− 1.

Misalkan H ⊆ G. Subgraf H disebut suatu komponen dari G jika H merupakan

subgraf terhubung maksimal. Selanjutnya, misalkan H adalah graf terhubung

dan A ⊆ V (H), serta B ⊂ E(H). Himpunan A disebut himpunan titik pemisah

dalam H, jika H − A bukan graf terhubung. Secara serupa, himpunan B dise-

but himpunan sisi pemisah dalam H, jika H − B juga bukan graf terhubung.

Misalkan A dan B berturut-turut merupakan himpunan titik pemisah dan him-

punan sisi pemisah. Jika A = {v} dan B = {e}, maka v disebut titik potong

(cut vertex) dan e disebut jembatan (bridge). Sebagai contoh, pada Gambar

II.2 titik x adalah titik potong dan sisi l adalah jembatan.
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Misalkan G(V,E) adalah graf sebarang dan k bilangan bulat tak negatif. Graf

G disebut terhubung-k (k-connected) jika |G| > k dan G − X terhubung un-

tuk setiap X ⊆ V dengan |X| < k. Keterhubungan (connectivity) κ(G) ada-

lah bilangan bulat terbesar k sehingga G merupakan graf terhubung-k. Jelas,

κ(G) = 0 jika hanya jika G tak terhubung, dan κ(Kn) = n − 1. Graf G pada

Gambar II.3 berikut mempunyai κ(G) = 2.

G :

Gambar II.3.

Jika Pn dan Cn untuk n ≥ 3 berturut-turut adalah lintasan dan siklus dengan

orde n, maka panjang Pn adalah n− 1, yaitu banyaknya sisi pada Pn dan pan-

jang siklus Cn adalah n, (lihat Gambar II.4).

v
1

v
2

v
3

v
4

v
5

v
n

v
1

v
2

v
3

v
4

v
5

v
n

Pn :                                                                                               Cn
 :

Gambar II.4. (a) Lintasan Pn dan (b) Siklus Cn.

Panjang siklus terbesar pada suatu graf G dinotasikan dengan c(G), sedangkan

panjang siklus terkecil dinotasikan dengan g(G).

Lema II.1 (Dirac, 1952). Misalkan G adalah graf berorde n ≥ 3 dan δ(G) = δ.

Jika G adalah graf terhubung-2, maka c(G) ≥ min{2δ, n}.
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Graf G dengan orde n disebut pansiklis (pancyclic) jika G memuat semua siklus

Cl dengan 3 ≤ l ≤ n, dan disebut pansiklis lemah (weakly pancyclic) jika G

memuat siklus Ch untuk g(G) ≤ h ≤ c(G). Graf G1 pada Gambar II.5 adalah

pansiklis lemah dengan g(G) = 4 dan G2 adalah pansiklis karena memuat se-

mua siklus Cl untuk 3 ≤ l ≤ 8.

G
1
 :                                                                            G

2
 : 

Gambar II.5. Graf pansiklis lemah G1 dan graf pansiklis G2.

II.1.3 Beberapa jenis graf

Pada subbab ini akan dibahas beberapa definisi, diantaranya definisi pohon

bercabang, bintang, rim roda, kipas, kincir, dan graf multipartit.

Misalkan Tn adalah graf pohon berorde n. Titik-titik berderajat satu pada Tn

disebut daun dan titik-titik yang berderajat lebih dari satu disebut ruas . Po-

hon berakar adalah pohon yang mempunyai satu titik tertentu sebagai akar.

Pohon berakar berorde n dengan akar s, dinotasikan dengan Tn(s). Pohon

berakar Tn(s) disebut pohon bercabang-k (k-ary tree) jika ∆(Tn(s)) = k + 1.

Pohon berakar Tn(s) disebut pohon sempurna bercabang-k (perfect k-ary tree)

jika dT (s) = k + 1 atau dT (s) = k dan setiap ruasnya kecuali mungkin akar s

berderajat k +1, serta semua daunnya berjarak sama dari akar s. Pohon T17(s)

pada Gambar II.6 adalah pohon sempurna bercabang-3 dan mempunyai titik

sebanyak 17.
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s

Gambar II.6. Pohon sempurna bercabang 3, T17(s).

Walaupun definisi bintang telah disajikan pada Bab I, berikut ini disajikan

kembali definisi bintang dengan cara yang lain. Bintang Sn adalah suatu pohon

dengan V (Sn) = {v1, v2, ..., vn} dan E(Sn) = {v1vi+1 : i = 1, 2, ..., n− 1}. Titik

v1 disebut pusat dari Sn. Graf pada Gambar II.7 adalah bintang S11 dengan

pusat v1.

v
1

v
2

v
3

v
4

v
5

v
6

v
7

v
8

v
9

v
10

v
11

Gambar II.7. Bintang S11.

Misalkan Wk adalah roda dengan poros x, lihat Gambar II.8 (a). Siklus Ck

pada Wk, yaitu siklus dengan semua titik terkait dengan titik x disebut rim

roda. Graf Jm (graf Jahangir) adalah graf berorde m + 1 yang dibentuk dari

siklus Cm untuk m genap dengan menambahkan satu titik, sebut y, kemudian

menghubungkan titik y tersebut ke m
2

titik di Cm secara bergantian. Pada

Gambar II.8 (b) adalah graf Jahangir J10.
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          (a)                                                                           (b)    

x                                                                                 y

Gambar II.8. (a) W8 dan (b) J10.

Graf Hs (graf pesta) adalah suatu graf yang diperoleh dari graf lengkap K2s

dengan cara menghapus sebanyak s sisi yang saling bebas. Bagian (a) pada

Gambar II.9 adalah graf lengkap K6 dan bagian (b) adalah graf pesta H3.

             (a)                                                                            (b)       

Gambar II.9. (a) K6 dan (b) H3.

Misalkan V1, V2, . . . , Vk adalah beberapa himpunan bagian dari himpunan titik

V (G) pada suatu graf G. Untuk setiap i, himpunan Vi disebut partisi dari

V (G) jika Vi 6= ∅, dan V (G) = ∪k
i=1Vi serta Vi ∩ Vj = ∅ dengan i 6= j. Graf

G disebut graf k−partit jika V (G) dapat dipartisi ke dalam k partisi him-

punan bebas V1, V2, . . . , Vk. Graf k−partit untuk k ≥ 2 dengan |Vi| = ni dise-

but graf multipartit , dinotasikan dengan Bn1,n2,...,nk
. Khusus untuk k = 2, graf

Bn1,...,nk
disebut graf bipartit. Graf multipartit Bn1,n2,...,nk

disebut graf multipar-

tit lengkap jika setiap titik di setiap partisi bertetangga dengan semua titik di

partisi-partisi lainnya. Graf multipartit lengkap dinotasikan dengan Kn1,n2,...,nk
.

Menurut pengertian ini, bintang Sn merupakan graf bipartit lengkap dengan

notasi K1,n−1. Graf Kn1,n2,...,nk
disebut graf multipartit lengkap seimbang dino-
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tasikan dengan Kk×t, jika |Vi| = t untuk setiap i. Pada Gambar II.10: gambar

(a) adalah graf multipartit B3,3,4, gambar (b) adalah graf multipartit lengkap

K3,3,4, dan gambar (c) adalah graf multipartit lengkap seimbang K3×4.

                  (a)                                                     (b)                                                         (c)  

Gambar II.10. Beberapa graf multipartit.

Lema II.2 (Bondy, 1971). Misalkan G adalah graf berorde n. Jika δ(G) ≥ n
2
,

maka G adalah pansiklis atau G = Kn
2

, n
2

untuk n genap.

Lema II.3 (Brandt dan Faudree, 1998). Misalkan G adalah graf yang bukan

bipartit. Jika G mempunyai δ(G) ≥ n+2
3

, maka G adalah pansiklis lemah dengan

panjang lingkaran terkecil 3 atau 4.

Bukti Lemma II.2 dan Lemma II.3 berturut-turut dapat dilihat pada rujukan

Bondy (1971) serta rujukan Brandt dan Faudree (1998).

Teorema II.2 G adalah graf bipartit jika hanya jika setiap siklus pada G mem-

punyai panjang genap.

Bukti dapat dilihat pada buku rujukan Chartrand dan Lesniak (1996).

Kipas ℘n adalah graf berorde n+1 yang dibentuk dari Pn dengan menambahkan

satu titik x lalu menambahkan n sisi dari x ke semua titik di Pn. Sedangkan

kincir Mn adalah graf berorde 2n + 1 yang diperoleh dari nP2 dengan menam-

bahkan satu titik x dan menambahkan 2n sisi dari titik x ke semua titik di nP2.

Sebagai contoh lihat Gambar II.11.
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a) b) 

Gambar II.11. (a) kipas ℘6 dan (b) kincir M5.

II.1.4 Jumlah dan gabungan graf-graf

Misalkan Gi adalah graf yang saling lepas dengan himpunan titik Vi dan him-

punan sisi Ei, i = 1, 2, . . . , k. Graf gabungan G =
⋃k

i=1 Gi adalah suatu graf

dengan himpunan titik V =
⋃k

i=1 Vi dan himpunan sisi E =
⋃k

i=1 Ei. De-

finisi graf jumlah secara umum belum ada. Namun untuk jumlah dua graf,

Zykov telah mendefinisikannya pada tahun 1952 seperti berikut: Jumlah (join)

G = G1 + G2 adalah suatu graf dengan V (G) = V1 ∪ V2 dan E(G) = X1 ∪X2 ∪
{uv : u ∈ V1, v ∈ V2}. Contoh jumlah graf P3 + K4 dapat dilihat pada Gambar

II.12.(b). dengan demikian, bintang Sn dapat didefinisikan sebagai K1 + Kn−1,

roda Wm dapat didefinisikan sebagai K1 + Cm, kipas ℘n dapat didefinisikan

sebagai K1 + Pn, dan kincir Mn dapat didefinisikan sebagai K1 + nP2.

P
3
:

K
4
:

(a)                                                     (b)

Gambar II.12. (a) graf P3 ∪K4 dan (b) graf P3 + K4.
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II.1.5 Pewarnaan dan dekomposisi

Pewarnaan titik pada graf G adalah pemberian warna pada himpunan titik

V (G) dengan aturan setiap titik diberi hanya satu warna dan dua titik yang

bertetangga diberi warna berbeda. Graf G dikatakan berwarna k jika G da-

pat diwarnai dengan k warna. Bilangan asli terkecil k sedemikian sehingga G

berwarna k disebut bilangan kromatik dari G, dinotasikan dengan χ(G).

Sebagai contoh:

χ(Cn) =





2 untuk n genap

3 untuk n ganjil.

dan

χ(Wm) =





3 untuk m genap

4 untuk m ganjil.

Misalkan G adalah graf dan Hi ⊆ G untuk setiap i. Dekomposisi graf G adalah

himpunan {H1, H2, . . . , Hk} sedemikian sehingga E(G) = ∪k
i=1E(Hi), V (Hi) =

V (Hj) dan E(Hi)∩E(Hj) = ∅ untuk setiap i 6= j dan i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, dengan

E(Hi) 6= ∅. Dekomposisi dari graf G dinyatakan dengan G = H1⊕H2⊕· · ·⊕Hk.

Sebagai contoh: K4 = S4 ⊕ (C3 ∪K1) dan Km = Fm ⊕ Fm.

Dalam tinjauan pustaka pada Subbab II.2 berikut dibahas konsep bilangan

Ramsey klasik dan konsep bilangan Ramsey graf serta beberapa hasil yang

telah diperoleh.

II.2 Tinjauan Pustaka

Pada Bab I telah disebutkan bahwa konsep awal bilangan Ramsey adalah konsep

bilangan Ramsey klasik. Karena itu, penyajian pada subbab ini dimulai dengan

pengertian bilangan Ramsey klasik kemudian dilanjutkan dengan pengertian

bilangan Ramsey graf.
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II.2.1 Bilangan Ramsey klasik

Pada tahun 1935, Erdös dan Szekeres mengkaji teori Ramsey dan kemudian

mengaplikasikannya ke dalam teori graf. Kajian mereka itu menghasilkan teo-

rema Ramsey klasik. Untuk kasus dua warna teori tersebut dinyatakan sebagai

berikut.

Teorema II.3 Untuk setiap bilangan bulat n1 dan n2, terdapat bilangan bulat

terkecil M0 sedemikian sehingga jika m ≥ M0, maka setiap pewarnaan dua

warna pada sisi-sisi graf lengkap Km akan memuat subgraf yang semua sisinya

berwarna sama dan isomorfik dengan Kn1 atau Kn2 .

Bilangan M0 disebut bilangan Ramsey klasik dua warna yang selanjutnya dise-

but bilangan Ramsey klasik, dan dinotasikan dengan R(n1, n2) atau R(Kn1 , Kn2).

Pengertian R(n1, n2) dapat dinyatakan sebagai berikut.

Definisi II.1 Diberikan dua bilangan asli n1 dan n2, bilangan Ramsey klasik

R(n1, n2) adalah bilangan bulat terkecil m sedemikian sehingga setiap pewar-

naan dua warna pada semua sisi Km, katakanlah merah dan biru, akan memuat

subgraf berwarna merah yang isomorfik dengan Kn1 atau subgraf berwarna biru

yang isomorfik dengan Kn2.

Pewarnaan dua warna, merah dan biru, pada semua sisi graf lengkap Km meng-

hasilkan dua subgraf pada Km, yaitu subgraf berwarna merah dan subgraf

berwarna biru. Salah satu dari subgraf tersebut, katakanlah subgraf berwarna

merah, merupakan subgraf pembangun Km dan subgraf berwarna biru adalah

komplemen dari subgraf pembangun tersebut. Akibatnya, pengertian bilangan

Ramsey klasik pada Definisi II.1 dapat dituliskan sebagai berikut.

Definisi II.2 Untuk sembarang dua bilangan asli n1 dan n2, bilangan Ramsey

R(n1, n2) adalah bilangan bulat terkecil m sedemikian sehingga untuk setiap graf

F berorde m memenuhi sifat berikut: F memuat graf Kn1 atau F memuat Kn2.
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Karena setiap graf F memenuhi F = F , R(n1, n2) pada Definisi II.2 bersifat

simetri yaitu R(n1, n2) = R(n2, n1). Erdös dan Szekeres (1935) membuktikan

eksistensi bilangan Ramsey klasik R(n1, n2) dengan menunjukkan batas atas

dan batas bawahnya. Batas atas dan batas bawah tersebut, berturut-turut,

disajikan dalam dua teorema berikut.

Teorema II.4 (Batas atas). Untuk setiap bilangan asli n1 dan n2, R(n1, n2)

senantiasa ada, dan memenuhi R(n1, n2) ≤

 n1 + n2 − 2

n1 − 1


.

Teorema II.5 (Batas bawah). R(n1, n2) ≥ 1 + (n1 − 1)(n2 − 1) untuk n1 ≥ 2

dan n2 ≥ 2.

Bukti Teorema II.4 dan Teorema II.5 dapat dilihat pada rujukan Erdös dan

Szekeres (1935).

Walaupun kajian tentang penentuan bilangan Ramsey klasik R(n1, n2) telah

berlangsung sejak tahun 1935, dan juga telah memperoleh banyak perhatian

dari para peneliti teori graf, namun hasil yang diperoleh masih sangat sedikit.

Sampai saat ini, hanya sembilan yang diketahui. Selain kesembilan bilangan

tersebut, untuk bilangan lainnya yang diketahui barulah batas atas dan batas

bawahnya. Pada tahun 2003, Lingsheng Shi memberikan batas atas yang lebih

baik untuk R(9, 9) dan R(10, 10). Dia menunjukkan bahwa R(9, 9) ≤ 6588 dan

R(10, 10) ≤ 23556. Batas atas sebelumnya dapat dilihat pada Tabel II.1.

Uraian di atas memberikan gambaran bahwa penentuan bilangan Ramsey klasik

merupakan kajian yang sulit. Karena itu, pada perkembangan selanjutnya ka-

jian ini diperumum, yakni grafnya tidak terbatas pada graf lengkap saja, tetapi

berlaku untuk sembarang graf. Bilangan Ramsey untuk pasangan sebarang graf

selanjutnya disebut bilangan Ramsey graf.
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Tabel II.1. Batas atas dan batas bawah serta nilai eksak bilangan Ramsey klasik
n1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

n2

3 6 9 14 18 23 28 36 40 46 52 59
43 51 59 69

4 18 25 35 49 56 69 92 97 128 133
41 61 84 115 149 191 238 291

5 43 58 80 101 121 141 157 181 205
49 87 143 216 316 442

6 102 111 127 169 178 253 262 317
165 298 495 780 1171

7 205 216 232 405 416 511
540 1031 1713 2826

8 282 317 817
1870 3583 6090

9 565 580
6625 12677

10 798
23854

II.2.2 Bilangan Ramsey graf

Dorongan utama untuk memperluas konsep bilangan Ramsey klasik menjadi

konsep bilangan Ramsey graf (kombinasi dua graf sebarang) adalah adanya

harapan bahwa pada akhir kajian penentuan bilangan Ramsey graf akan diper-

oleh suatu metode dalam menentukan bilangan Ramsey klasik R(n1, n2) untuk

n1 dan n2 yang lebih besar. Namun, sampai saat ini harapan tersebut belum

menjadi kenyataan. Sejauh ini, graf sebagai objek dalam kajian ini masih tetap

graf sebarang, belum graf lengkap. Karena penyajian pengertian bilangan Ram-

sey klasik dua warna dapat menggunakan istilah komplemen dari suatu graf

(lihat Definisi II.2), pada penyajian pengertian atau konsep bilangan Ramsey

graf dua warna juga dapat menggunakan istilah komplemen dari suatu graf.

Definisi bilangan Ramsey graf dua warna adalah sebagai berikut.

Definisi II.3 Diberikan sebarang dua graf G dan H, bilangan Ramsey graf dua

warna R(G,H) adalah bilangan asli terkecil n sedemikian sehingga untuk setiap

graf F dengan n titik memenuhi sifat berikut: F memuat graf G atau F memuat

H.

21



Pada dasarnya, konsep bilangan Ramsey graf dua warna dapat diperluas men-

jadi konsep bilangan Ramsey graf multiwarna. Pengertian bilangan Ramsey

multiwarna dinyatakan sebagai berikut.

Definisi II.4 Diberikan graf G1, G2, . . . , Gk, bilangan Ramsey graf multiwarna

R(G1, G2, . . . , Gk) adalah bilangan asli terkecil m sedemikian sehingga untuk

setiap pewarnaan k warna pada semua sisi Km akan memuat subgraf Gi untuk

suatu i yang semua sisinya berwarna sama.

Pada penulisan selanjutnya, bilangan Ramsey graf dua warna hanya ditulis bi-

langan Ramsey. Banyak peneliti mengkaji bilangan Ramsey, diantaranya adalah

Chvátal dan Harary (1972). Salah satu hasil fundamental dari mereka adalah

batas bawah bilangan Ramsey R(G,H). Sebelum menyajikan teorema batas

bawah dari Chvátal dan Harary, terlebih dahulu disajikan definisi tentang graf

kritis (good-graph.)

Definisi II.5 Diberikan graf G dan H. Suatu graf F disebut graf kritis untuk

G dan H jika F tidak memuat G dan F tidak memuat H. Sebarang graf kritis

untuk G dan H yang mempunyai n titik dinotasikan dengan (G,H, n)− kritis.

Teorema II.6 Misalkan χ(H) adalah bilangan kromatik graf H dan C(G) ada-

lah banyaknya titik pada komponen terbesar graf G. Maka R(G,H) ≥ (χ(H)−
1)(C(G)− 1) + 1.

Bukti. Pandang graf F := (χ(H) − 1)KC(G)−1. Graf F terdiri atas χ(H) − 1

graf lengkap dengan kardinalitas masing-masing C(G)− 1. Dengan demikian,

F tidak memuat graf terhubung yang berorde paling sedikit C(G). Akibat-

nya, F tidak memuat G. Komplemen dari F yaitu F adalah graf multipar-

tit K(χ(H)−1)×(C(G)−1). Jelas K(χ(H)−1)×(C(G)−1) terdiri dari χ(H) − 1 partisi,

sehingga tidak memuat graf dengan bilangan kromatik χ(H). Jadi, F tidak

memuat H. Karenanya, diperoleh R(G, H) ≥ |F |+ 1 = (χ(H) − 1)(C(G) −
1) + 1.
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Batas bawah yang diberikan oleh Chvátal dan Harary di atas, ditulis batas

bawah Chvátal-Harary . Dengan adanya batas bawah Chvátal-Harary, batas

bawah bilangan Ramsey R(G, H) secara umum telah diketahui. Dengan demikian,

bilangan Ramsey R(G,H) adalah terbatas. R(G,H) terbatas di atas oleh

bilangan Ramsey klasik dan terbatas di bawah oleh batas bawah Chvátal-

Harary. Namun tidak demikian halnya untuk bilangan Ramsey graf multiwarna,

meskipun batas atasnya telah diketahui, yakni

R(G1, . . . , Gk) ≤ R(n1, . . . , nk) (II.1)

dengan |Gi| = ni untuk i = 1, . . . , k.

Berikut ini adalah beberapa batas bawah bilangan Ramsey yang diperoleh ber-

dasarkan batas bawah Chvátal-Harary. Batas bawah bilangan Ramsey untuk

pohon dengan roda adalah

R(Tn,Wm) ≥




3n− 2 untuk m ganjil,

2n− 1 untuk m genap.
(II.2)

Batas bawah bilangan Ramsey untuk pohon dengan graf lengkap adalah

R(Tn, Km) ≥ (m− 1)(n− 1) + 1. (II.3)

Batas bawah bilangan Ramsey untuk pohon dengan bipartit lengkap dan kipas

berturut-turut adalah

R(Tn, Kt,m) ≥ maks{n, t + m}, (II.4)

dan

R(Tn, Fm) ≥ 2n− 1. (II.5)

Semua batas atas yang telah disebutkan di atas diperoleh melalui batas bawah

Chvátal-Harary. Terdapat batas bawah lain untuk bintang dengan graf ter-
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hubung lainnya, yakni yang diberikan oleh Cockayne (1974). Hasilnya adalah

R(Sn+1, Hm) > n + m− 3 jika n ≡ 0, 2(mod m− 1), (II.6)

dengan Hm adalah graf terhubung berorde m. Jika χ(Hm) ≥ 3, maka batas

bawah Chvátal-Harary jauh lebih baik.

Terdapat beberapa kombinasi graf yang memiliki bilangan Ramsey sama per-

sis dengan batas bawah Chvátal-Harary. Namun, tidak semua kombinasi graf

berlaku demikian. Hal ini membuat kajian penentuan bilangan Ramsey R(G,H)

menarik, karena tergantung pada struktur graf G dan H yang diberikan. Seba-

gai contoh, bilangan Ramsey untuk lintasan dan roda yang diberikan Parsons

(1973) memenuhi batas bawah Chvátal-Harary, yakni

R(Pn,W3) = 3n− 2 untuk n ≥ 3, (II.7)

(lihat Persamaan II.2). Sedangkan bilangan Ramsey untuk bintang dengan

roda R(Sn,W4) = 2n+1 untuk n genap, lebih besar dari batas bawah Chvátal-

Harary, yakni 2n− 1.

Sejak Chvátal dan Harary memberikan batas bawah untuk R(G, H) penen-

tuan bilangan Ramsey R(G, H) berkembang pesat. Berdasarkan hasil survey

Radziszowski (2004), hingga saat ini hasil kajian penentuan bilangan Ramsey

sudah banyak dan disajikan dalam lebih dari 403 makalah. Beberapa diantara

hasil-hasil itu, disajikan dalam pembahasan berikut.

II.2.3 Survey perkembangan bilangan Ramsey graf

Gerencsėr dan Gyȧrfȧs (1967) adalah peneliti pertama yang mengkaji bilangan

Ramsey untuk graf sebarang. Mereka mencari bilangan Ramsey untuk lintasan

Pn dan Pm. Hasilnya adalah
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R(Pn, Pm) = n + bm/2c − 1 untuk n ≥ m ≥ 2. (II.8)

Saat itu, belum banyak peneliti yang berminat untuk mengkaji masalah bi-

langan Ramsey ini. Namun beberapa tahun kemudian, yakni sejak tahun 1972,

ketika Chvátal dan Harary memberikan batas bawah secara umum, barulah ka-

jian ini mendapat banyak perhatian. Faudree dkk. (1974) mengkaji bilangan

Ramsey untuk lintasan Pn dan lingkaran Cm, dengan hasil

R(Pn, Cm) =





2n− 1 untuk m ganjil dan n ≥ m− 1 ≥ 2,

n + (m/2)− 1 untuk m genap dan n ≥ m− 1 ≥ 3.
(II.9)

Serupa dengan masalah penentuan R(Pn, Pm), penentuan R(Pn, Cm) untuk

n ≤ m merupakan masalah yang masih terbuka untuk dikaji.

Pada tahun 2001, Surahmat dan Baskoro mengkaji bilangan Ramsey untuk

lintasan dan roda. Hasil yang diperoleh adalah

R(Pn,Wm) =





2n− 1 untuk m ≥ 4 genap dan n ≥ m
2
(m− 2),

3n− 2 untuk m ≥ 5 ganjil dan n ≥ m−1
2

(m− 3).
(II.10)

Chen dkk.(2005) memperumum hasil tersebut dengan menunjukkan bahwa bi-

langan Ramseynya masih sama bila n ≥ m − 1 ≥ 2. Melengkapi hasil di atas,

M. Salman (2007) menghasilkan

R(Pn,Wm) =





1 untuk n = 1 dan m ≥ 3,

m + 1 untuk n = 2 dan m ≥ 3,

atau n = 3 dan m genap, m ≥ 4,

m + 2 untuk n = 3 dan m ganjil, m ≥ 5,

3n− 2 untuk n = 3 dan m = 3

atau n ≥ 4 dan m ganjil, 3 ≤ m ≤ 2n− 1,

2n− 1 untuk n ≥ 4 dan m genap, 4 ≤ m ≤ n + 1.

(II.11)
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Roda dengan 4 titik (W3) isomorfik dengan graf lengkap K4. Karena itu, bi-

langan Ramsey untuk Pn dan W3 pada Persamaan II.7 sama dengan bilangan

Ramsey untuk lintasan Pn dan graf lengkap K4. Chvátal (1977) memperluas

penentuan bilangan Ramsey untuk Pn dan K4 menjadi penentuan bilangan

Ramsey untuk Tn dengan Km. Hasilnya disajikan dalam teorema berikut.

Teorema II.7 Misalkan Tn adalah pohon dengan n titik dan Km adalah graf

lengkap dengan m titik. Jika n,m ≥ 2, maka R(Tn, Km) = (n− 1)(m− 1) + 1.

Bukti. Dari Persamaan II.3 diketahui bahwa R(Tn, Km) ≥ (n− 1)(m− 1) + 1.

Selanjutnya akan ditunjukkan R(Tn, Km) ≤ (n − 1)(m − 1) + 1. Pembuktian

menggunakan induksi pada n + m. Perhatikan bahwa jika m = 2 atau n = 2

maka hasilnya trivial. Asumsikan Teorema benar untuk n + m− 1, sehingga:

(i). R(Tn, Km−1) ≤ (n− 1)((m− 1)− 1) + 1.

(ii). R(Tn−1, Km) ≤ ((n− 1)− 1)(m− 1) + 1.

Akan ditunjukkan Teorema benar untuk m + n. Ambil sebarang graf F de-

ngan |F | = (n − 1)(m − 1) + 1. Menurut (i) diperoleh F memuat Tn atau

F memuat Km−1. Jika F memuat Tn maka bukti selesai. Angaplah F tidak

memuat Tn, maka F memuat Km−1. Sebut A = V (Km−1) dan H = V (F )\A.

Jelas |H| = ((n − 1) − 1)(m − 1) + 1, sehingga menurut (ii) diperoleh F [H]

memuat Tn−1 atau F [H] memuat Km. Jika F [H] memuat Km, maka bukti

selesai. Misalkan F [H] tidak memuat Km, maka F [H] memuat Tn−1. Tulis

B = V (Tn−1). Perhatikan hubungan antara titik di A dengan B. Perhatikan

b ∈ B. Jika ba ∈ E(F ) untuk suatu a ∈ A maka {a} ∪ B membentuk Tn di

F , kontradiksi. Jadi ba /∈ E(F ) untuk setiap a ∈ A. Akibatnya, diperoleh

{b} ∪A membentuk Km di F . Dengan demikian, Teorema benar untuk n + m,

sehingga R(Tn, Km) ≤ (n−1)(m−1)+1. Jadi R(Tn, Km) = (n−1)(m−1)+1.

Penentuan bilangan Ramsey untuk siklus Cn dan Cm telah tuntas dan dilakukan

oleh Rosta (1973), Faudree dkk. (1974), serta Karolyi dkk. (2001). Hasil-

hasilnya dapat dilihat pada Radziszowski (2004). Baru-baru ini, Surahmat
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(2006) mengkaji bilangan Ramsey untuk siklus Cn dan roda Wm dengan hasil

sebagai berikut.

R(Cn,Wm) =





2n− 1 untuk m genap dan n ≥ 5m
2
− 1,

3n− 2 untuk m ≥ 5 ganjil dan n > 5m−9
2

.
(II.12)

Berikut ini adalah survey perkembangan kajian bilangan Ramsey untuk bintang

Sn dengan beberapa graf tertentu. Burr dkk. (1973), menunjukkan bahwa

R(Sn1+1, Sn2+1, . . . , Snk+1) =
k∑

i=1

ni − k + εt, (II.13)

dengan εt = 1 jika banyaknya bilangan genap dari n1, n2, . . . , nk adalah genap,

dan εt = 2 untuk yang lainnya. Akibatnya, bilangan Ramsey untuk bintang

dan bintang adalah:

R(Sn+1, Sm+1) =





n + m− 1 untuk m,n genap,

n + m untuk yang lainnya .
(II.14)

Sebelumnya, yakni pada tahun 1972, Harary mengkaji masalah ini dan memper-

oleh hasil yang sama dengan hasil pada Persamaan II.14. Hasil pada Persamaan

II.13 menunjukkan bahwa pengkajian bilangan Ramsey untuk pasangan bebe-

rapa bintang juga telah tuntas.

Serupa dengan pengkajian bilangan Ramsey untuk bintang dan bintang, pengka-

jian bilangan Ramsey untuk bintang dan pohon juga telah tuntas. Hal ini

dilakukan oleh Burr (1974) dan Cockayne (1974). Burr dalam makalahnya me-

nunjukkan bahwa untuk n ≡ 1 (mod m− 1), R(Sn+1, Tm) = m + n− 1. Untuk

n dan m yang lain, R(Sn+1, Tm) = m + n− 2 (Cockayne (1974)).

Kajian bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap R(Sn, Ks,m)

telah dilakukan oleh Lawrence dan Parsons. Walaupun belum banyak, terdapat

beberapa hasil yang mereka peroleh, diantaranya : R(S16, K2,2) = 20 oleh
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Lawrence (1973) dan R(S8, K2,3) = 13 oleh Parsons (1975). Parsons pada tahun

1976 membuktikan batas atas bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit

lengkap berorde kecil. Batas atas itu disajikan sebagai berikut.

Untuk p ≥ 2, R(Sn+1, K2,2) ≤ n +
√

n + 1. (II.15)

Rosyida (2004) juga mengkaji masalah ini dan memperoleh beberapa hasil. An-

tara lain adalah batas atas secara umum yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema II.8 Misal n ∈ N dan n ≥ 5. Jika 3 ≤ t ≤ n− 1 dan m ≥ 2, maka

R(Sn, Kt,m) ≤ (t− 1)(n− 3) + (n− 1) + m.

Batas atas lain yang diperolehnya adalah batas atas yang lebih khusus, yakni

untuk t = 2. Batas atas itu disajikan sebagai berikut.

R(Sn, K2,m) ≤ 2n + m− 4 untuk n ≥ 4 dan m ≥ 2. (II.16)

Nilai eksak yang diperoleh Rosyida (2004) adalah bilangan Ramsey untuk bin-

tang berorde kecil dan graf bipartit lengkap, berturut-turut disajikan dalam

dua teorema berikut.

Teorema II.9 R(S4, Kt,m) = t + m + 2 untuk t,m ≥ 2.

Teorema II.10 R(S5, K2,m) =





m + 5 untuk m genap ,

m + 6 untuk m ganjil.

Bukti Teorema II.8, II.9, dan II.10 dapat dilihat pada rujukan Rosyida (2004).

Dengan mengkombinasikan n, t, dan m untuk n besar, n ≥ 5 dan t,m ≥ 2,

muncul banyak masalah R(Sn, Kt,m) yang masih terbuka untuk dikaji.

Baru-baru ini, Lortz (2006) mengkaji penentuan bilangan Ramsey untuk graf bi-

partit lengkap, R(Kn,s, Kt,m) untuk n, s = 2, dan t = 3, serta 3 ≤ m ≤ 10. Hasil

yang diperolehnya adalah R(K2,2, K3,m) = 11 untuk m = 3, 4, R(K2,2, K3,6) =
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15, R(K2,2, K3,7) = 16, R(K2,2, K3,8) = 17 dan R(K2,2, K3,9) = 20. Untuk nilai

n, s, t, dan m yang lain, penentuan R(Kn,s, Kt,m) masih merupakan masalah

terbuka untuk dikaji lebih lanjut.

Kajian penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan roda dilakukan oleh

beberapa peneliti dan hasilnya sudah cukup banyak. Baskoro dkk. (2002)

membuktikan bahwa jika n ≥ 3, maka

R(Sn, W4) =





2n− 1 untuk n ganjil,

2n + 1 untuk n genap.
(II.17)

dan

R(Sn,W5) = 3n− 2. (II.18)

Chen dkk. (2004) menunjukkan R(Sn,W6) = 2n + 1 untuk n ≥ 3. Dalam

makalah yang sama, mereka membuktikan bahwa

R(Sn,Wm) = 3n− 2 untuk m ganjil dan n ≥ m− 1 ≥ 2. (II.19)

Dalam makalah preprint 2004, Zhang membuktikan bahwa jika 5 ≤ n ≤ 10,

maka

R(Sn,W8) =





2n + 1 untuk n ganjil,

2n + 2 untuk n genap.
(II.20)

Bilangan Ramsey untuk bintang dan roda berorde relatif sama telah dikaji oleh

Korolova (2005). Korolova menunjukkan bahwa untuk m ganjil, R(Sn,Wm) =

3n − 2 jika n = m,m + 1 atau m + 2. Kombinasi bintang dan roda berorde

genap secara umum bilangan Ramseynya masih belum diketahui, meskipun

batas bawahnya telah diketahui, yakni

R(Sn,Wm) ≥ 2n− 1 untuk semua m genap. (II.21)
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Pada tahun 2005, Korolova memberikan batas bawah yang lebih baik yaitu

R(Sn,Wm) ≥ 2n + 1 untuk m genap dan n ≥ m ≥ 6. (II.22)

Berikut ini, disajikan bagaimana cara Korolova membuktikan hasil II.22. Kons-

truksi suatu graf F dengan |F | = 2n dengan n = 2k + i untuk semua i ≥ 0 dan

k ≥ 3 sebagai berikut. Bagi titik-titik F kedalam dua himpunan yang saling

lepas, sebutlah: A = {a1, a2, . . . , a2k+i−1} dan B = {b1, b2, . . . , b2k+i+1}, dengan

E(F ) = {atbj, btbt+1, b2k+i+1b1 : 1 ≤ t ≤ 2k + i}. Jelas, dF (at) = dF (bj) =

2k + i + 1 untuk semua t dan j. Subgraf F [B] merupakan suatu siklus berorde

2k + i + 1. Dengan demikian, F memuat roda W2k+i+1 dengan pusat at, tetapi

tidak memuat roda W2k. Karena setiap titik di B bertetangga dengan setiap

titik di A pada F , maka F [B] dan F [A] saling bebas di F . Subgraf F [A] dan

F [B] masing-masing adalah isomorfik dengan K2k+i−2. Karena itu, F tidak

memuat S2k+i. Jadi graf F merupakan graf kritis untuk S2k+i dan W2k untuk

sebarang i dan k ≥ 3. Dengan demikian, diperoleh R(Sn, Wm) ≥ 2n + 1 untuk

m genap dan n ≥ m ≥ 6.

Bilangan Ramsey untuk pohon dengan graf-graf yang lain secara umum juga

belum diketahui. Namun demikian, terdapat beberapa hasil parsial, seperti

yang diberikan oleh Baskoro dkk. (2002). Hasilnya disajikan dalam teorema

berikut.

Teorema II.11 Misalkan n ≥ 3 dan diberikan graf pohon Tn yang bukan bin-

tang. Maka R(Tn,Wm) =





2n− 1 untuk m =4,

3n− 2 untuk m =5.

Bukti dapat dilihat pada rujukan Baskoro dkk. (2002).

Hasil lain adalah yang diberikan oleh Burr dkk. (1989), (lihat makalah Chen

(1997)). Dalam makalahnya, Chen menuliskan bahwa jika ∆Tn = m, maka

R(Tn, K2,2) = max{4, n + 1, R(S1+m, K2,2)}. (II.23)
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Seperti yang telah disebutkan di atas bahwa masih tersisa beberapa masalah

yang masih terbuka untuk dikaji. Diantara beberapa masalah tersebut dikaji

penulis pada penelitian ini. Hasilnya dibahas secara detail pada Bab III dan

IV.
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Bab III Bilangan Ramsey untuk Kombinasi

Bintang dan Beberapa Graf Tertentu

Kajian penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan bintang telah tuntas,

dilakukan Burr dkk. (1973). Penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan

graf bipartit lengkap juga telah dikaji, walaupun hasilnya masih sedikit. Hal ini

dilakukan oleh Harary (1972), Lawrence (1973), Parsons (1975), dan Rosyida

(2004). Kajian penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan roda ham-

pir tuntas, dan dilakukan oleh beberapa peneliti, diantaranya: Baskoro dkk.

(2002), Chen dkk. (2004), dan Korolova (2005). Kasus yang tersisa dikaji oleh

penulis dan hasilnya disajikan pada Subbab III.1. Pada subbab berikutnya,

dibahas kajian penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit

lengkap.

III.1 Bilangan Ramsey untuk Kombinasi Bintang dan

Roda

Kajian beberapa peneliti tentang bilangan Ramsey untuk bintang dan roda

R(Sn,Wm) telah dibahas pada Bab II. Dalam pembahasan itu diketahui bahwa

bilangan Ramsey untuk bintang berorde besar dan roda berorde kecil yang

ganjil telah diperoleh. Pada subbab ini dibahas kajian bilangan Ramsey untuk

bintang berorde kecil dan roda berorde besar, serta bilangan Ramsey untuk

bintang berorde ganjil dan roda berorde genap.

Melalui Pertaksamaan II.2, diketahui bahwa batas bawah untuk R(Sn,Wm),

adalah

R(Sn,Wm) ≥




3n− 2 untuk m ganjil,

2n− 1 untuk m genap.
(III.1)
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Selanjutnya, akan dikaji apakah batas bawah pada Pertaksamaan III.1 meru-

pakan batas bawah terbaik. Dengan kata lain, akan diselidiki apakah batas

bawah tersebut sudah sama dengan nilai R(Sn,Wm) yang dicari. Khususnya

untuk bintang berorde kecil dan roda berorde ganjil, hasilnya disajikan dalam

teorema berikut.

F Teorema III.1 Misalkan n ≥ 3. Jika m ganjil, dan 3 ≤ m ≤ 2n− 1, maka

R(Sn,Wm) = 3n− 2.

Bukti. Menurut pertaksamaan III.1, R(Sn,Wm) ≥ 3n− 2 untuk m ganjil dan

m ≥ 3. Selanjutnya, cukup menunjukkan R(Sn,Wm) ≤ 3n − 2. Misalkan F

adalah sebarang graf berorde 3n− 2 dan tidak memuat Sn. Akan ditunjukkan

F memuat Wm. Misalkan x adalah sebarang titik di F . Karena F 6⊇ Sn,

dF (x) ≤ n − 2 untuk setiap x ∈ F . Sebut A = V (F )\N [x], dan T = F [A].

Mudah untuk diperiksa bahwa |T | ≥ 2n−1. Karena dT (v) ≤ n−2 untuk setiap

titik v ∈ T dan |T | = |T |, maka dT (v) ≥ |T | − (n− 1) > |T |
2

. Menurut Lemma

II.2, T memuat siklus Cm, untuk 3 ≤ m ≤ 2n − 1 ≤ |T |. Dengan demikian,

diperoleh suatu roda Wm di F yang berporos di x. Jadi, R(Sn,Wm) ≤ 3n − 2

untuk 3 ≤ m ≤ 2n− 1.

Dari Teorema III.1 diketahui bahwa batas bawah pada Pertaksamaan III.1

merupakan batas bawah terbaik bagi R(Sn,Wm) untuk m ganjil, tetapi bukan

yang terbaik untuk m genap. Hal ini dibuktikan oleh Korolova (2005) dengan

memberikan batas bawah yang lebih besar untuk kasus n ≥ m ≥ 6, (lihat Per-

taksamaan II.22).

Berikut ini adalah penentuan bilangan Ramsey R(Sn,Wm) untuk m genap.

Terinspirasi oleh batas bawah Korolova (2005), yakni R(Sn,Wm) ≥ 2n + 1,

dikonstruksi graf kritis untuk Sn dan Wm, dimana m genap. Namun, graf

kritis yang diperoleh adalah graf kritis untuk Sn dan Wm, dimana m genap

dan tertentu dengan m ≥ n ≥ 5. Akibatnya, R(Sn,Wm) yang dihasilkan hanya

untuk beberapa m genap. Hasil yang ada disajikan dalam teorema berikut.
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F Teorema III.2 Jika n ganjil dan n ≥ 5, maka

R(Sn,Wm) =





3n− 4 untuk m = 2n− 4atau m = 2n− 2,

3n− 6 untuk m = 2n− 8 atau m = 2n− 6.

Bukti. Misalkan n ganjil, n ≥ 5 dan m = 2n − 4 atau 2n − 2. Pandang

F ' Kn−1 ∪ Kn−2,n−2. Graf F berorde 3n − 5 dan (n − 2)-reguler atau

∆(F ) = n − 2. Jelas F tidak memuat Sn, karena ∆(Sn) = n − 1. Tidak sulit

untuk memeriksa bahwa F ' Kn−1 +2Kn−2. Roda terbesar yang termuat di F

adalah roda W2n−6 yang berpusat pada suatu titik di Kn−2. Dengan demikian,

F tidak memuat Wm untuk m = 2n−4 atau 2n−2. Jadi, R(Sn,Wm) ≥ 3n−4.

Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa R(Sn, Wm) ≤ 3n − 4. Misalkan F ada-

lah sebarang graf berorde 3n − 4 dan anggaplah F tidak memuat Sn. Akan

ditunjukkan F memuat suatu Wm. Karena F tidak memuat Sn, dF (v) ≤ n− 2

untuk setiap v ∈ F . Karena n ganjil, maka |F | = 3n − 4 juga ganjil. Dengan

demikian, tidak semua titik di F berderajat n− 2 (ganjil).

Misalkan x0 ∈ F dengan dF (x0) ≤ n − 3. Tulis A = V (F )\N [x0], dan

T = F [A]. Mengingat setiap v ∈ T, dT (v) ≤ n − 2 dan |T | ≥ 2n − 2, maka

dT (v) ≥ |T | − (n− 1) ≥ |T |
2

. Menurut Lemma II.2, T memuat Cm untuk semua

m, 3 ≤ m ≤ 2n − 2. Jadi T memuat Cm untuk m = 2n − 4 atau 2n − 2.

Dengan demikian, F memuat suatu Wm, dengan rim Cm dan poros x0. Jadi,

R(Sn,Wm) ≤ 3n− 4 untuk m = 2n− 4 atau 2n− 2.

Untuk kasus n ganjil dan m = 2n − 8 atau m = 2n − 6, pandang G '
Kn−1 ∪ [(n−3

2
)K2 + (n−3

2
)K2]. Graf G berorde 3n− 7 dan terdiri dari dua kom-

ponen. Komponen pertama adalah graf lengkap dengan titik-titik berderajat

n− 2. Sedangkan komponen kedua adalah graf reguler berderajat n− 2. Jadi,

graf G merupakan graf n − 2-reguler. Karena itu, derajat terbesar dari graf

Kn−1 ∪ [(n−3
2

)K2 + (n−3
2

)K2] adalah n − 2 sehingga tidak memuat Sn. Kom-

plemen dari graf Kn−1 ∪ [(n−3
2

)K2 + (n−3
2

)K2] adalah graf Kn−1 + 2Hn−3
2

. Jika
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poros roda berada pada Kn−1, maka rim terbesar roda adalah Cn−3. Untuk

kasus lainnya, jika poros roda berada pada Hn−3
2

, maka rim terbesarnya adalah

C2n−10 (lihat Gambar III.1).

 
H(n-3)/2

H(n-3)/2

K
n-1

Gambar III.1. Graf Kn−1 + 2Hn−3
2

.

Perhatikan bahwa untuk n ganjil dan n ≥ 7, panjang siklus Cn−3 selalu lebih

kecil dari siklus C2n−10. Dengan demikian, graf Kn−1 + 2Hn−3
2

tidak memuat

roda Wm untuk m = 2n − 6 atau 2n − 8. Untuk n = 5, Kn−1 + 2Hn−3
2

ada-

lah graf yang memuat siklus C4 tetapi tidak memiliki titik yang bisa sebagai

poros untuk membentuk W4. Dengan demikian, untuk n ganjil dan n ≥ 5, graf

Kn−1 + 2Hn−3
2

tidak memuat roda Wm untuk m = 2n− 6 atau 2n− 8. Karena

itu, diperoleh R(Sn,Wm) ≥ 3n− 6.

Sebaliknya, perhatikan sebarang graf F dengan |F | = 3n − 6. Dengan meng-

andaikan bahwa F 6⊇ Sn, akan ditunjukkan F memuat Wm. Misalkan terdapat

x0 ∈ F dengan dF (x0) ≤ n − 5. Sebut A = V (F )\N [x0] dan T = F [A]. Aki-

batnya, |T | ≥ 2n− 2 dan δ(T ) ≥ |T | − (n− 1) ≥ |T |
2

. Menurut Lemma II.2, T

35



memuat suatu Cm untuk 3 ≤ m ≤ 2n− 2. Jadi F memuat Wm berporos di x0,

untuk m = 2n− 6 atau m = 2n− 8.

Sekarang, anggaplah bahwa untuk setiap v ∈ F, n− 4 ≤ dF (v) ≤ n− 2. Karena

F berorde ganjil, tidak mungkin semua titik-titik F berderajat ganjil. Oleh se-

bab itu, pasti terdapat paling sedikit satu titik v0 ∈ F yang berderajat genap,

yaitu dF (v0) = n− 3. Tulis B = V (F )\N [v0] dan T = F [B]. Mudah diperiksa

bahwa |T | = 2n− 4. Karena setiap v ∈ T , n− 4 ≤ dT (v) ≤ n− 2. Akibatnya,

n− 1 ≥ dT (v) ≥ n− 3. Selanjutnya, perhatikan dua kasus berikut ini.

Kasus 1. T bukan graf bipartit.

Misalkan κ(T ) = 0, yang berarti T bukan graf terhubung. Mengingat bahwa

n − 1 ≥ dT (v) ≥ n − 3 dan n ≥ 3, maka graf T isomorfik dengan 2Kn−2. Mu-

dah dilihat bahwa graf T isomorfik dengan Kn−2,n−2. Karena ∆(F ) = n − 2

dan d(v) = n − 2 untuk setiap v ∈ T , maka tidak terdapat titik di T yang

bertetangga dengan sebarang titik N [v0] di F . Ini berarti, setiap titik di N [v0]

bertetangga dengan semua titik di T pada F . Karena itu, N [v0] bersama-sama

dengan titik-titik di salah satu komponen Kn−2 pada T membentuk suatu roda

Wm yang berpusat di sebarang titik pada komponen Kn−2 lainnya. Jadi, untuk

kasus ini F memuat Wm untuk m = 2n− 8 atau 2n− 6.

Selanjutnya, misalkan κ(T ) = 1. Ini artinya T terhubung dan bukan graf

lengkap. Karena itu, subgraf T\{u}, untuk suatu titik potong u, merupakan

graf tak terhubung. Sebut G1 dan G2 adalah masing-masing komponen pada

T\{u}. Oleh karena n−1 ≥ dT (v) ≥ n−3, maka |G1| = n−2 dan G2 isomorfik

dengan Kn−3. Mengingat bahwa δ(T ) ≥ n − 3 dan T terhubung, maka titik

u harus bertetangga dengan semua titik di G2 dan bertetangga dengan paling

sedikit satu titik di G1.

Definisikan B = {x ∈ G1 : xu ∈ E(T )}. Karena δ(T ) ≥ n− 3 dan |G1| = n− 2,
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setiap titik x ∈ G1\B harus bertetangga dengan setiap titik lain di G1 pada T

(lihat Gambar III.2).

G1

u

K
n-3

F

B

G
1 B

N
F

(v0)
v

0

b

a
0

T

Gambar III.2. Gambaran pembuktian kasus κ(T ) = 1.

Demikian halnya jika terdapat dua titik x, y pada G1 yang tidak bertetangga

di T , maka x dan y keduanya berada di B. Lebih lanjut, karena δ(T ) ≥ n− 3,

untuk setiap titik x ∈ B, terdapat paling banyak satu titik lain pada B yang

tidak bertetangga dengan x. Karena itu, sisi-sisi pada G1 di T (jika ada) meru-

pakan suatu matching, dalam arti sisi-sisi tersebut saling bebas. Himpunan

sisi-sisi yang saling bebas ini tidak memuat semua titik G1 karena |G1| ganjil.

Dengan demikian, terdapat satu titik di G1, sebut a0, yang bertetangga de-

ngan semua titik lain pada G1 di T . Karena setiap titik x ∈ G1 bertetangga

dengan semua titik G2 di F , dan ∆(F ) ≤ n − 2 sementara |G2| = n − 3,

maka titik x masih mungkin bertetangga dengan paling banyak satu titik pada

N(v0) di F , (lihat Gambar III.2). Dengan demikian, setiap titik x ∈ G1

bertetangga dengan paling sedikit |N [v0]| − 1 titik di N [v0] pada F . Meng-

ingat bahwa |(N [v0]\{b}) ∪ G1\{a0}| = 2n − 6, subgraf yang diinduksi oleh

(N [v0]\{b}) ∪G1\{a0}, dimana (a0, b) ∈ E(F ), memuat suatu siklus Cm untuk

m = 2n− 8 atau 2n− 6. Siklus Cm bersama-sama dengan titik a0 membentuk

roda Wm di F .
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Lebih lanjut, jika κ(T ) ≥ 2, maka T merupakan graf terhubung-2. Menurut

Lemma II.1, c(T ) ≥ min{2(n− 3), 2n− 4}, dimana c(T ) adalah panjang siklus

terbesar pada T . Perhatikan bahwa δ(T ) ≥ |T |+2
3

≥ |T |+2
3

, apabila n ≥ 7 dan

T bukan graf bipartit. Berdasarkan Lemma II.3 T merupakan graf pansiklis

lemah, yaitu T memuat semua siklus Cm untuk g(T ) ≤ m ≤ 2n − 6 ≤ c(T ),

dengan g(T ) adalah 3 atau 4. Jadi, T memuat Cm untuk m = 2n − 8 atau

2n− 6. Karena itu, F memuat Wm yang berporos di v0 untuk m = 2n− 8 atau

2n− 6.

Berikut ini adalah pembuktian untuk n = 5 dengan κ(T ) ≥ 2. Jika n = 5,

maka |T | = 6. Labeli titik-titik pada T sebagai u1, u2, u3, u4, u5, u6. Jika un-

tuk setiap i, i = 1, 2, . . . , 6, dT (ui) = 2, maka dT (ui) = 3 = n − 2 = 4(F ).

Dengan demikian, setiap titik pada subgraf T tidak bertetangga dengan semua

titik di N [v0]. Akibatnya, setiap titik di T bertetangga dengan semua titik

di N [v0]. Karenanya, subgraf yang diinduksi oleh {ui, ur, uj, v0, vs} dimana

uiur, uiuj ∈ E(T ) dan vs ∈ N [v0] membentuk roda W4 dengan poros ui. Jika

terdapat ui ∈ T dengan dT (ui) = 3, maka banyaknya titik ui paling sedikit dua

dan genap. Dengan tidak mengurangi perumuman bukti, dimisalkan u1 berte-

tangga dengan u6, u2 dan u3. Karena dT (u4) ≥ 2, maka u4 akan bertetangga

dengan paling sedikit dua titik di NT (u1) ∪ {u5}. Jika kedua titik itu anggota

dari NT (u1), maka T memuat C4. Siklus C4 bersama-sama dengan v0 memben-

tuk W4. Hal serupa terjadi untuk titik u5. Misalkan u4 dan u5 masing -masing

bertetangga dengan hanya satu titik di NT (u1). Mengingat κ(T ) ≥ 2, maka

tetangga u4 dan u5 di NT (u1) adalah berbeda , katakanlah berturut-turut u6

dan u3. Jika u6 dan u3 bertetangga maka T memuat C4, sehingga C4 bersama-

sama dengan v0 membentuk W4 di F . Asumsikan, u6 dan u3 tidak bertetangga,

maka dT (ui) = 2 untuk i = 4, 5, 6. Ini artinya titik u4, u5, u6 bebas dari N [v0]

di F . Akibatnya, N [v0] ∪ {u4, u5, u6} memuat suatu W4 di F dengan poros u4.
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Kasus 2. T adalah graf bipartit dengan himpunan partisi V1 dan V2.

Karena n − 1 ≥ dT (v) ≥ n − 3 dan |T | = 2n − 4, kemungkinan yang terjadi

adalah |V1| = n− 3 dan |V2| = n− 1, atau |V1| = n− 2 dan |V2| = n− 2. Jika

|V1| = n− 3 dan |V2| = n− 1, maka T isomorfik dengan Kn−1,n−3. Karena itu,

T memuat suatu Cm untuk m = 2n− 8 atau 2n− 6. Siklus Cm bersama-sama

dengan titik v0 membentuk suatu Wm di F .

Sekarang, asumsikan |V1| = n − 2 and |V2| = n − 2. Jika T isomorfik de-

ngan Kn−2,n−2, maka jelas F memuat Wm berpusat v0 untuk m = 2n− 8 atau

m = 2n − 6. Anggaplah T tidak isomorfik dengan Kn−2,n−2, yakni terdapat

titik pada T berderajat n − 3. Jika demikian halnya, maka titik-titik pada

T dapat diurutkan dan dilabeli sedemikian sehingga titik-titik pada partisi V1

berlabel: v1, v2, · · · , vn−2; titik pada partisi V2 berlabel: u1, u2, · · · , un−2; dan

uivi /∈ E(T ) untuk suatu i ∈ {1, 2, . . . , n− 2}. Untuk j = 3, 4, · · · , n− 2 diper-

oleh siklus C2j : (u1, vj, u2, v1, u3, v2, · · · , uj−1, vj−2, uj, vj−1, u1) di T . Siklus C2j

untuk j = 3, 4, · · · , n − 2 bersama-sama dengan titik v0 membentuk Wm di F

untuk m = 2n − 8 atau 2n − 6. Untuk n = 5, dalam hal ini C2j = 6, struktur

graf F tercakup pada struktur graf F untuk n = 5 pada kasus κ(T ) ≥ 2 di atas.

Dengan demikian, pembuktian untuk n = 5 pada kasus T adalah graf bipartit

telah tercakup pada pembuktian n = 5 pada kasus κ(T ) ≥ 2.

Dari semua kasus di atas diketahui bahwa graf F senantiasa memuat Sn atau

Wm untuk m = 2n − 8 atau 2n − 6, n ganjil dengan n ≥ 5. Jadi, diperoleh

R(Sn,Wm) = 3n− 6.

Hasil kajian R(Sn, Wm) yang disajikan pada Teorema III.1 dan Teorema III.2

telah ditulis dalam satu makalah dan juga telah dipresentasikan pada Interna-

tional Workshop on Graph Labelling (IWOGL-2004) di Batu Malang. Makalah-

nya dimuat dalam journal of Combinatorial Mathematics and Combinatorial

Computing (JCMCC), (lihat Hasmawati dkk. (2005)).
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III.2 Bilangan Ramsey untuk Kombinasi Bintang dan

Graf Bipartit Lengkap

Kajian penentuan bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap

R(Sn, Kt,m) untuk nilai n, t dan m tertentu, telah dilakukan oleh Harary (1972),

Lawrence (1973), Parsons (1976), Chen (1997) dan Rosyida (2004), (lihat Sur-

vey perkembangan Bilangan Ramsey Graf pada Subbab II.2). Dalam makalah-

nya, Parsons (1976) memberikan batas atas bilangan Ramsey untuk bintang

berorde besar dan graf bipartit lengkap berorde kecil. Batas atas itu disajikan

dalam teorema berikut.

Teorema III.3 Untuk p ≥ 2, R(Sn+1, K2,2) ≤ n +
√

n + 1.

Bukti dapat dilihat pada Parsons (1976).

Batas bawah untuk masalah bilangan Ramsey tersebut di atas diberikan oleh

Chen (1997). Dia membuktikan bahwa

R(Sn+1, K2,2) ≥ n +
√

n− 6n11/40. (III.2)

Pada teorema berikut disajikan batas atas yang diberikan oleh Rosyida.

Teorema III.4 R(Sn, K2,m) ≤ 2n + m− 4 untuk n ≥ 4 dan m ≥ 2.

Bukti dapat dilihat pada Rosyida (2004).

Walaupun masalah penentuan R(Sn, Kt,m) telah dikaji oleh beberapa peneliti,

namun hasil yang diperoleh masih belum banyak. Karena itu, masalah terbuka

yang tersisa masih sangat banyak, diantaranya penentuan R(Sn, Kt,m) untuk

n > 5 dan R(Sn, K2,m) untuk n ≥ 6 dan m ≥ 2. Dalam Subbab III.2 ini,

disajikan hasil utama penentuan R(Sn, K2,m) untuk n = 6 atau n = 8 serta

beberapa nilai m tertentu. Hasil utama tersebut disajikan dalam beberapa

lemma dan teorema.
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F Teorema III.5 R(S6, K2,2) = 8.

Bukti. Menurut batas atas Parsons, R(S6, K2,2) ≤ 8. Sekarang tinggal menen-

tukan batas bawahnya. Diberikan graf 4-reguler, namakan F , dengan |F | = 7,

yang komplemennya isomorfik dengan C7. Karena F adalah graf reguler ber-

derajat 4, dipastikan F tidak memuat S6. Sangat jelas bahwa F ' C7 tidak

memuat K2,2. Jadi, diperoleh R(S6, K2,2) ≥ 8.

F Teorema III.6 R(S8, K2,2) = 10.

Bukti. Graf F ' H4∪K1 berorde 9 dan mempunyai ∆(F ) = 6, sehingga tidak

memuat S8. Sedangkan komplemennya merupakan graf kincir M4, yaitu graf

yang terdiri dari empat segitiga yang mempunyai satu titik sekutu. Dengan

demikian, F tidak memuat K2,2. Karenanya diperoleh R(S8, K2,2) ≥ 10. Seba-

liknya, dengan menggunakan batas atas Parsons, diperoleh R(S8, K2,2) ≤ 10.

Jadi, R(S8, K2,2) = 10.

Dua lemma berikut menyajikan karakteristik tertentu dari suatu graf, yang

terkait dengan eksistensi subgraf tertentu.

F Lemma III.1 Misalkan G adalah graf berorde 2n+m−5, untuk n ≥ 5 dan

m ≥ 3. Jika ∆(G) ≤ n − 2 dan G memuat K3 atau K2,3, maka G memuat

K2,m.

Bukti. Jika G memuat suatu K3, maka pilih dua titik pada K3. Namakan

u dan v. Jika G memuat suatu K2,3, maka pilih dua titik pada K2,3 yang

masing-masing berderajat tiga, juga namakan u and v. Karena d(x) ≤ n− 2

untuk setiap titik x ∈ G dan n ≥ 3, maka |N [u] ∪ N [v]| ≤ 2n − 5. Tulis

B = G\N [u] ∪N [v]. Karena |G| = 2n + m − 5 dan |N [u] ∪ N [v]| ≤ 2n− 5,

maka |B| ≥ m. Dengan demikian, subgraf G[{u, v}∪B] memuat suatu K2,m.
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F Lemma III.2 Misalkan G adalah graf terhubung (n − 2)-reguler berorde

2n+m−5, dengan n ≥ 4 dan m ≥ 3. Jika G tidak memuat K3 dan K2,3, maka

G tidak memuat K2,m.

Bukti. Misalkan G adalah graf terhubung (n− 2)-regular berorde 2n + m− 5

dengan n,m ≥ 3. Misalkan G tidak memuat K3 dan K2,3. Untuk sebarang

dua titik u, v pada G, |N(u) ∩ N(v)| ≤ 2 jika u, v tidak bertetangga dan

|N(u) ∩ N(v)| = 0 jika u, v bertetangga. Akibatnya, |N [u] ∪ N [v]| ≥ 2n − 4

∀u, v ∈ G. Tulis A = G\N [u] ∪N [v]. Karena |G| = 2n+m−5 dan d(x) = n−2

untuk setiap x ∈ G, maka |A| ≤ m− 1. Dengan demikian, graf bipartit lengkap

terbesar yang termuat di G adalah K2,m−1. Jadi, G tidak memuat K2,m.

Kedua lemma di atas sangat membantu dalam membuktikan teorema-teorema

berikut.

F Teorema III.7 R(S6, K2,3) = 10.

Bukti.

Pandang graf F dengan |F | = 9 yang himpunan titik dan himpunan sisinya

berturut-turut seperti berikut:

VF = {vi : 0 ≤ i ≤ 8}

dan

EF = {vivi+1, vivi+3}

dengan i dinyatakan dalam modulo 9. Graf F adalah 4-regular yang berarti

4(F ) = 4. Jadi tidak memuat S6. Lebih jauh, dapat diperiksa bahwa se-

tiap dua titik u, v ∈ F , |NF (u) ∩ NF (v)| ≤ 2. Dengan demikian, F tidak

memuat K2,3. Jadi, R(S6, K2,3) ≥ 10. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa

R(S6, K2,3) ≤ 10.
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Misalkan F1 adalah sebarang graf berorde 10, dan anggaplah tidak memuat

S6. Akan ditunjukkan bahwa F 1 ⊇ K2,3. Misalkan terdapat u ∈ F1 dengan

dF1(u) ≤ 3. Misalkan pula w adalah sebarang titik di N(u). Karena F tidak

memuat S6, dF1(v) ≤ 4 untuk setiap v ∈ F1. Akibatnya, |N [u] ∪ N [w]| ≤ 7.

Jika B = F1\N [u] ∪N [w], maka |B| ≥ 10− 7 = 3. Karena itu, F 1[{u,w} ∪ B]

memuat suatu K2,3.

Sekarang, anggaplah bahwa dF1(v) = 4 untuk setiap v di F1. Misalkan r, s ∈ F1

dengan rs /∈ E(F1). Tulis X = OF1(r, s))\ZF1(r, s) dan Q = F1\N [r] ∪N [s].

Diperoleh bahwa |Q| = |ZF1(r, s)|. Jika N(r) atau N(s) bukan himpunan be-

bas, maka F1 memuat K3. Menurut Lemma III.1, F 1 memuat K2,3. Asumsikan

N(r) dan N(s), dua-duanya, merupakan himpunan bebas. Jika |ZF1(r, s)| ≥ 3,

jelas F 1[{r, s} ∪Q] memuat suatu K2,3.

Jika |ZF1(r, s)| = 2, maka |X| = 4. Karena N(r) dan N(s) keduanya meru-

pakan himpunan bebas, maka setiap titik di ZF1(r, s) tidak bertetangga dengan

semua titik di X. Akibatnya, setiap titik di ZF1(r, s) bertetangga dengan semua

titik pada X di F 1. Jadi, F 1[ZF1(r, s) ∪X] memuat suatu K2,3.

Jika |ZF1(r, s)| = 1, graf F 1[(Z∪{s})∪N(r)] atau F 1[(Z∪{r})∪N(s)] memuat

suatu K2,3. Untuk kasus |ZF1(r, s)| = 0, subgraf yang diinduksi oleh N(s)∪{r}
atau N(r) ∪ {s} di F 1 membentuk K5. Sangat jelas bahwa K5 memuat K2,3.

Karena itu, F 1 senantiasa memuat K2,3 (lihat Gambar III.3). Jadi, diperoleh

R(S6, K2,3) ≤ 10.

F Teorema III.8 R(S6, K2,4) = 11.

Bukti. Misalkan F adalah graf berorde 11. Anggaplah F tidak memuat

S6. Akan ditunjukkan bahwa F ⊇ K2,4. Karena F tidak memuat S6, maka

dF (v) ≤ 4 untuk setiap v di F . Jika terdapat u ∈ F dengan d(u) ≤ 3, maka

|N [u] ∪ N [s]| ≤ 7 untuk sembarang s ∈ N(u). Tulis B = F\N [u] ∪N [s].
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r                                                                                                        s    

N(r)                                                                N(s)   

Gambar III.3. Gambaran pembuktian kasus |Z| = 0.

Karena |F | = 11, |B| ≥ 11− 7 = 4. Dengan demikian, F [{u, s} ∪ B] memuat

suatu K2,4.

Sekarang anggaplah bahwa dF (v) = 4 untuk setiap titik v ∈ F . Misalkan u,w di

F dengan (u,w) /∈ E(F ). Tulis Q = F\N [u] ∪N [w], U = OF (u, w)\ZF (u, w)

dan H = Q ∪ U . Kenyataanya, |Q| = 1 + |ZF (u,w)|. Karena u dan w tidak

bertetangga dengan semua titik Q di F , maka u dan w bertetangga dengan se-

mua titik Q di |F |. Oleh sebab itu, jika |ZF (u,w)| ≥ 3, maka |Q| ≥ 4, sehingga

F [{w, u} ∪Q] memuat K2,4.

Selanjutnya, perhatikan kasus 0 ≤ |ZF (u,w)| ≤ 2. Jika N(u) atau N(w) bukan

himpunan bebas, maka F ⊇ K3. Menurut Lemma III.1, F memuat suatu

K2,4. Asumsikan N(u) dan N(w) dua-duanya merupakan himpunan bebas.

Jika |ZF (u,w)| = 2, maka |U | = 4. Akibatnya, F [ZF (u,w) ∪ U ] memuat K2,4.

Misalkan |ZF (u,w)| ≤ 1.Tulis X = N(u)\ZF (u,w) dan Y = (N(w)\ZF (u,w))

L = Y ∪Q. Karenanya, 4 ≥ |X| ≥ 3 dan 4 ≥ |Y | ≥ 3, serta |L| = 5. Notasikan

anggota-anggota X dengan ui. Selanjutnya, ambil sembarang dua titik di X,

sebut u1 dan u2. Karena dL(ui) = 3 untuk setiap i, 5 ≥ |OL(u1, u2)| ≥ 3. Jika

4 ≥ |OL(u1, u2)| ≥ 3, maka 2 ≤ |ZL(u1, u2)| ≤ 3. Dengan demikian, F [{u1, u2}∪
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(ZL(u1, u2) ∪ {u})] membentuk K2,3. Menurut Lemma III.1, F memuat K2,4.

Sekarang, anggaplah |OL(u1, u2)| = 5. Dalam hal ini |ZL(u1, u2)| = 1. Meng-

ingat dL(ui) = 3 untuk setiap i, maka |ZL(ui, uj)| ≥ 2 untuk suatu i ∈ {1, 2}
dan untuk suatu j ∈ {3, 4}. Tulis ZL(ui, uj) = {y1, y2}. Dengan demikian,

F [{ui, uj} ∪ {u, y1, y2}] memuat K2,3. Menurut Lemma III.1 F memuat K2,4

(lihat Gambar III.4). Kaena itu, R(S6, K2,4) ≤ 11.

Z

H

Q

u                                                              w       

u1

u2

u
3

z

       y
1

y
2

Gambar III.4. Gambar pembuktian kasus |ZF (u,w)| = 1.

Berikut ini akan diberikan suatu graf yang merupakan graf kritis untuk S6

dan K2,4. Keberadaan graf kritis ini menunjukkkan bahwa R(S6, K2,4) ≥ 11.

Perhatikan graf F1 dengan himpunan titik

VF1 = {vi : 0 ≤ i ≤ 9}

dan himpunan sisi

EF1 = {vivi+1, vivi+3 : 0 ≤ i ≤ 9},
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dengan i dinyatakan dalam modulo 10. Graf F1 graf berorde 10, dan juga meru-

pakan graf 4-regular sehingga tidak memuat S6. Tidak sulit untuk memeriksa

bahwa setiap dua titik u, v pada F 1 mempunyai tetangga bersama paling banyak

3. Dengan kata lain, |ZF 1
(u, v)| ≤ 3 untuk setiap dua titik u, v di F1. Karena

itu, F 1 tidak memuat K2,4. Dengan demikian, R(S6, K2,4) ≥ 11.

F Teorema III.9 R(S6, K2,5) = 13.

Bukti. Perhatikan graf F pada Gambar III.5.
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Gambar III.5. Graf F .

Graf F tersebut berorde 12 dan reguler berderajat 4, sehingga tidak memuat

S6. Lebih lanjut, setiap dua titik u, v ∈ F , |ZF (u, v)| = 0 jika (u, v) ∈ E(F ) dan

|ZF (u, v)| ≤ 2 jika (u, v) /∈ E(F ). Dengan demikian, F tidak memuat K3 dan

K2,3. Menurut Lemma III.2, F tidak memuat K2,5. Jadi, F adalah graf kritis

untuk S6 dan K2,5. Ini menunjukkan R(S6, K2,5) ≥ 13. Sebaliknya, menurut

pertaksamaan II.16, (S6, K2,5) ≤ 13.

F Teorema III.10 R(S6, K2,6) = 13.

Bukti. Graf F pada Gambar III.5 juga merupakan graf kritis untuk S6 dan

K2,6. Dengan demikian, R(S6, K2,6) ≥ 13. Selanjutnya, akan ditunjukkan
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bahwa R(S6, K2,6) ≤ 13. Misalkan F1 adalah sebarang graf dengan |F1| = 13.

Andaikan F1 tidak memuat S6. Akan ditunjukkan F 1 memuat K2,6. Karena

F1 tidak memuat S6, dF1(v) ≤ 4 untuk setiap titik v ∈ F1. Misalkan ter-

dapat u ∈ F1 with dF1(u) ≤ 3. Karena dF1(v) ≤ 4 untuk setiap v ∈ F1,

|N [u] ∪N [s]| ≤ 7 untuk suatu titik s ∈ N(u). Jika B = F1\N [u] ∪N [s], maka

|B| ≥ 13− 7 = 6. Karenanya, F 1[{u, s} ∪B] memuat suatu K2,6.

Misalkan untuk setiap titik v ∈ F1, dF1(v) = 4. Jika terdapat u, v ∈ F1 dengan

|ZF1(u, v)| ≥ 3, maka F1 ⊇ K2,3. Menurut Lemma III.1, F1 ⊇ K2,6. Andaikan

F1 tidak memuat K2,3. Akan ditunjukkan F1 ⊇ K3. Karena dF1(v) = 4 untuk

setiap titik v ∈ F1 dan |F1| = 13, maka terdapat paling sedikit dua titik di F1

yang tidak bertetangga, namakan u dan w. Definisikan Q = F1\N [u] ∪N [w],

X = N(u)\ZF1(u,w) dan Y = N(w)\ZF1(u,w) . Notasikan anggota-anggota

pada Q,X dan Y berturut-turut sebagai qi, ui dan wi. Karena F1 tidak memuat

K2,3, maka |ZF1(u,w)| ≤ 2. Selanjutnya, perhatikan dua kasus berikut.

Kasus 1 Jika |ZF1(u,w)| = 2.

Untuk |ZF1(u,w)| = 2, maka |Q| = 5, |X| = 2 dan |Y | = 2. Jika N(u) atau

N(w) bukan himpunan bebas, katakanlah u1u2 ∈ E(F1) dengan u1, u2 ∈ N(u),

maka {u, u1, u2} membentuk K3 di F1. Menurut Lemma III.1, F1 ⊇ K2,6.

Sekarang, anggaplah N(u) dan N(w) keduanya merupakan himpunan bebas

dan tulis ZF1(u,w) = {z1, z2}. Jika |ZQ(z1, z2)| ≥ 1, maka |ZF1(z1, z2)| ≥ 3.

Karena itu F1[{z1, z2} ∪ (Q ∪ {u, w})] memuat K2,3, suatu kontradiksi. Jadi,

seharusnya |ZQ(z1, z2)| = 0. Karena dF1(v) = 4 untuk setiap titik v ∈ F1,

setiap titik pada ZF1(u,w) masih harus bertetangga dengan dua titik pada Q,

dan setiap titik pada X atau Y , berturut-turut, harus bertetangga dengan tiga

titik pada Q ∪ Y atau Q ∪ X. Karena |ZQ(z1, z2)| = 0, dapat dimisalkan

NQ(z1) = {q1, q2} dan NQ(z2) = {q3, q4}.

Selanjutnya, perhatikan dua titik pada X, sebut u1 dan u2. Mengingat |Q| = 5

dan |Y | = 2, serta setiap titik pada X harus bertetangga dengan tiga titik pada
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u1 u2

No. |NQ(u1)| |NY (u1)| |NQ(u2)| |NY (u2)|
1 3 0 3 0
2 3 0 2 1
3 3 0 1 2
4 2 1 2 1
5 2 1 1 2
6 1 2 1 2

Tabel III.1. Semua kombinasi ketetanggaan antara u1 dan u2.

Q∪Y , maka akan terdapat beberapa kombinasi ketetanggaan u1 dan u2 pada Q

dan Y . Kombiasi-kombinasi ketetanggaan tersebut diberikan pada Table III.1.

Subkasus 1.1 Kombinasi 1.

Untuk kombinasi ini, titik u1 dan u2 masing-masing bertetangga dengan tiga

titik di Q dan tidak ada titik di Y . Karena F1 tidak memuat K2,3, maka untuk

setiap dua titik ui, uj ∈ N(u), |ZQ(ui, uj)| ≤ 1. Karena itu, u1 dan u2 masing-

masing harus bertetangga dengan tepat satu titik di NQ(z1) dan satu titik di

NQ(z2). Akibatnya, u1 dan u2 pasti bertetangga dengan q5. Tanpa mengurangi

pembuktian secara umum, dimisalkan q1, q3, q5 ∈ NQ(u1), q2, q4, q5 ∈ NQ(u2),

dan q5 bertetangga dengan w1 dan w2. Anggaplah q2 bertetangga dengan q3,

dan q1 bertetangga dengan q4. Karena setiap dua titik u,w ∈ F1 berlaku

|ZF1(u, w)| ≤ 2 (F1 + K2,3), maka titik w1 atau w2 harus bertetangga dengan

q2 dan q3. Akibatnya, wi, q2, q3 untuk suatu i ∈ {1, 2}, membentuk K3 di F1

(lihat Gambar III.6).

Graf reguler berderajat 4 yang tidak memuat K2,3 untuk masing-masing kombi-

nasi dalam Tabel III.1 dikonstruksi dengan cara serupa. Karena itu, konfigurasi

ketetanggaaan titik u1 dan u2 serta titik-titik lain di F1 pada kombinasi 2 dan

3 adalah serupa dengan konfigurasi ketetanggaaan titik-titik pada kombinasi 1.

Ketiga kasus ini, pada akhirnya memperlihatkan bahwa F1 senantiasa memuat

K3. Berikutnya, akan dikaji konfigurasi ketetanggaaan titik-titik pada kombi-

nasi 4, 5 dan 6.
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Gambar III.6. Gambaran pembuktian |ZF1(u,w)| = 2 pada kombinasi 1.

Subkasus 1.2 Kombinasi 4. Untuk kombinasi ini, dapat diasumsikan bahwa

u1 bertetangga dengan q1, q5, dan u2 bertetanggga dengan q2, q3. Dengan demikian,

u1 dan u2 masing-masing masih harus bertetangga dengan satu titik di Y ,

katakanlah berturut-turut w1 dan w2. Jika NQ∪Y (ui) untuk suatu i ∈ {1, 2}
bukan himpunan bebas, maka F1 memuat suatu K3. Anggaplah bahwa untuk

i = 1, 2, NQ∪Y (ui) merupakan himpunan bebas. Karena dF1(qi) = 4, titik q1

bertetangga dengan dua titik di {q3, q4, w2}, dan titik q2 bertetangga dengan

dua titik di {q4, q5, w1}. Misalkan q1 bertetangga dengan q3 dan q4. Kemudian

q2 bertetangga dengan q5, w1. Misalkan pula w2 bertetangga dengan q4 dan q5.

Untuk menghindari K2,3, w1 harus bertetangga dengan q5. Akibatnya, w1, q5, q2

membentuk K3 di F1 (lihat Gambar III.7).

Konfigurasi ketetanggaan titik-titik di F1 pada kombinasi 5 dan 6 juga serupa

dengan konfigurasi ketetanggaaan titik-titik pada kombinasi 4. Ini artinya, pada

setiap kombinasi, jika F1 tidak memuat K2,3, maka F1 senantiasa memuat K3.

Catatan. Perhatikan bahwa kasus |ZF1(u,w)| = 2 di atas menyatakan F1

memuat K2,2. Karena itu, dengan mencermati seluruh bukti pada Kasus 1,

dapat disimpulkan bahwa ketika F1 tidak memuat K2,3 tetapi memuat suatu
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Gambar III.7. Gambar pembuktian |ZF1(u,w)| = 2 pada kombinasi 4.

K2,2, maka F1 pasti memuat suatu K3.

Kasus 2 Jika 0 ≤ |ZF1(u,w)| ≤ 1.

Tulis E(N(u), Q ∪ Y ) = {uv : u ∈ N(u), v ∈ Q ∪ Y }. Misalkan pula s ∈ N(u).

Jika s ∈ ZF1(u,w), maka s harus bertetangga dengan dua titik di Q. Tetapi jika

s ∈ X, maka s harus bertetangga dengan tiga titik di Q∪Y . Dengan demikian,

12 ≥ |E(N(u), Q ∪ Y )| ≥ 11. Karena |Q∪Y | = 7, maka terdapat paling sedikit

satu titik di Q∪ Y , sebut q′ mendapat paling sedikit dua sisi yang berasal dari

N(u). Karena itu, F1 memuat suatu K2,2. Jadi, F1 tidak memuat K2,3 tetapi

memuat K2,2. Menurut Kasus 1, F1 memuat K3.

Dari Kasus 1 dan 2 di atas, diketahui bahwa F1 senantiasa memuat K2,3 atau

K3. Menurut Lemma III.1, dapat disimpulkan bahwa F1 memuat suatu K2,6.

Dengan demikian, diperoleh R(S6, K2,6) ≤ 13.

Dua teorema berikut adalah hasil penentuan R(S6, K2,m) untuk nilai m yang

besar baik ganjil maupun genap.
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F Teorema III.11 Jika n ≥ 4 dan m = 4n− 7, maka R(S6, K2,m) = m + 8.

Bukti. Menurut Teorema III.4, R(S6, K2,m) ≤ m + 8 untuk m ≥ 2. Selanjut-

nya, akan ditunjukkan bahwa R(S6, K2,m) ≥ m + 8 untuk m = 4n−7 dan n ≥ 4.

Konstruksi suatu graf F dengan |F | = 4n sebagai berikut. Bagi titik-titik F ke

dalam dua himpunan yang saling lepas yakni: A = {ui : 0 ≤ i ≤ 2n− 1} dan

B = {vi : 0 ≤ i ≤ 2n− 1}, untuk n ≥ 4. Definisikan

EF = {uivi, uivi+2, uivi+5, uivi+9 : 0 ≤ i ≤ 2n− 1, ui ∈ A, vi ∈ B}

dengan i + j dinyatakan dalam modulo 2n untuk suatu j ∈ {0, 2, 5, 9}.
Mudah dilihat bahwa F adalah graf 4-reguler, sehingga tidak memuat S6. Juga

mudah diperiksa bahwa setiap u, v ∈ F , |N(u) ∩ N(v)| = 0 jika (u, v) ∈ E(F )

dan |N(u) ∩ N(v)| ≤ 2 jika (u, v) /∈ E(F ). Karenanya, F tidak memuat K3

dan K2,3. Menurut Lemma III.2, F tidak memuat K2,m. Jadi, R(S6, K2,m) ≥
4n + 1 = m + 8 untuk m = 4n − 7 dan n ≥ 4. Dengan demikian, diperoleh

R(S6, K2,m) = m + 8 untuk m = 4n− 7 dan n ≥ 4.

F Teorema III.12 R(S6, K2,m) = m + 8 untuk m = −2 + 4
k∑

i=1

3i and k ∈ N .

Bukti. Menurut Teorema III.4, R(S6, K2,m) ≤ m + 8 untuk m ≥ 2. Selanjut-

nya, menunjukkan bahwa R(S6, K2,m) ≥ m + 8 untuk m = −2 + 4
k∑

i=1

3i.

Konstruksi suatu graf F sebagai berikut. Misalkan Tl(s) adalah pohon sem-

purna bercabang-3, dengan l = 5+4(
∑k

i=1 3i) dan k ∈ N serta d(s) = 4. Dapat

ditulis l = m + 7 untuk m = −2 + 4
k∑

i=1

3i.

Ruas dari Tl(s) yang terkait dengan daun berjumlah 4 · 3k−1. Lebih jauh, him-

punan daun-daun yang terkait pada ruas yang sama disebut sebagai partisi.

Dengan demikian, pohon Tl(s) mempunyai 4 · 3k−1 partisi. Partisi-partisi terse-

but dibagi kedalam 3k−1 grup, sehingga masing-masing grup mempunyai empat

partisi.
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Notasikan grup-grup itu sebagai S1, S2, . . . , S3k−1 . Untuk i ∈ {1, 2, . . . , 3k−1},
tulis keempat partisi pada setiap grup Si sebagai berikut. Si(V1) = {uj : 0 ≤
j ≤ 2}, Si(V2) = {vj : 0 ≤ j ≤ 2}, Si(V3) = {wj : 0 ≤ j ≤ 2}, dan Si(V4) =

{tj : 0 ≤ j ≤ 2}. Kemudian definisikan

ESi
= {ujvj, vjwj, wjtj, tjuj, ujwj+1, vjtj+1 : 0 ≤ j ≤ 2},

dengan j + 1 bermodulo 3. Graf F adalah graf 4-reguler dengan V (F ) =

V (Tl(s)) dan E(F ) = E(Tl(s)) ∪3k−1

i=1 ESi
. Sangat jelas bahwa F tidak memuat

S6 dan |F | = |T | = m + 7 untuk m = −2 + 4
k∑

i=1

3i. Juga mudah diperiksa

bahwa setiap dua titik u, v ∈ F , |N(u) ∩ N(v)| = 0 jika (u, v) ∈ E(F ), dan

|N(u) ∩ N(v)| ≤ 2 jika (u, v) /∈ E(F ). Karenanya, F tidak memuat K3 dan

K2,3. Menurut Lemma III.2, F memuat K2,m. Jadi, R(S6, K2,m) ≥ m+8 untuk

m = −2 + 4
k∑

i=1

3i.

Teorema-teorema di atas telah ditulis dalam dua makalah. Masing-masing

makalah dipresentasikan pada seminar S3 Matematika Indonesia di UPI tanggal

8 April 2006 dan pada International Conference on Mathematics and Statistics

(ICOMS-I), 19 - 21 Juni 2006.

Berdasarkan bilangan Ramsey R(Sn, H) yang telah diketahui pada Bab III ini,

akan ditentukan bilangan Ramsey R(∪k
i=1Sni

, H) dengan ni untuk setiap i tidak

harus sama. Kajian tersebut dibahas pada Bab IV.
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Bab IV Bilangan Ramsey untuk Graf

Gabungan

Kajian penentuan bilangan Ramsey untuk suatu graf dengan gabungan saling

lepas beberapa graf telah dilakukan oleh Burr dkk. (1975). Burr dkk. menun-

jukkan bahwa jika graf G berorde n1 dan graf H berorde n2, serta α(G) dan

α(H) masing-masing adalah kardinalitas himpunan bebas terbesar dari G dan

H, maka

n1s + n2t−D ≤ R(sG, tH) ≤ n1s + n2t−D + k, (IV.1)

dengan D = min{sα(G), tα(H)} dan k adalah suatu konstanta yang bergantung

pada G dan H.

Berdasarkan asumsi pada Persamaan IV.1, dalam makalah yang sama, mereka

menunjukkan bahwa terdapat bilangan konstanta n3 dan C1, sehingga

R(nG, nH) = n(n1 + n2 −D) + C1, untuk n ≥ n3. (IV.2)

Jika G dan H pada persamaan di atas, keduanya adalah graf lengkap, maka

bilangan Ramseynya sudah diperoleh. Hasil itu diberikan oleh Burr pada tahun

(1987), yaitu

R(nKs, nKt) = n(s + t− 1) + R(Ks−1, Kt−1)− 2, untuk n yang besar. (IV.3)

Setahun setelah itu, yakni pada tahun 1988, Burr memperumum Persamaan

IV.3 dengan hasil sebagai berikut. Jika n dan m besar, dan m ≤ n, maka

R(mKs, nKt) = m(s− 1) + nt + R(Ks−1, Kt−1)− 2. (IV.4)

Hasil di atas menunjukkan bahwa Burr dkk. hanya mengkaji bilangan Ram-

sey untuk graf-graf yang digandakan berkali-kali. Ini berarti graf yang diamati
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terdiri dari beberapa komponen yang isomorfik. Pada bab ini penulis menye-

lidiki bilangan Ramsey untuk graf yang terdiri dari beberapa komponen yang

orde atau strukturnya tidak harus sama. Pada Subbab IV.1 dibahas kajian bi-

langan Ramsey untuk gabungan saling lepas bintang dengan graf-graf tertentu,

R(∪k
i=1Sni

, H). Sedangkan kajian bilangan Ramsey untuk gabungan sebarang

graf (R(∪k
i=1Gi, H)) dibahas pada Subbab IV.II. Pembuktian teorema pada bab

ini pada umumnya menggunakan induksi matematika.

Sebelum membahas masing-masing bagian tersebut, terlebih dahulu disajikan

batas atas bilangan Ramsey untuk graf yang digandakan berkali-kali R(kG, H).

F Teorema IV.1 Untuk graf G dan H yang terhubung dan k ≥ 1, R(kG, H) ≤
R(G, H) + (k − 1)|V (G)|.

Bukti. Misalkan G dan H adalah graf terhubung. Dengan menggunakan in-

duksi atas k, akan ditunjukkan bahwa R(kG, H) ≤ R(G,H) + (k − 1)|V (G)|.
Pertaksamaan ini jelas dipenuhi untuk k = 1. Selanjutnya, asumsikan teorema

benar untuk setiap r < k. Misalkan F adalah graf berorde R(G,H) + (k −
1)|V (G)|. Andaikan F tidak memuat H. Menurut hipotesa induksi F memuat

(k − 1)G. Jika T = F\(k − 1)G, maka |T | = R(G,H). Karena T tidak

memuat H, T harus memuat G. Akibatnya, F memuat (k − 1)G ∪ G. Jadi,

R(kG, H) ≤ R(G,H) + (k − 1)|V (G)|.

IV.1 Bilangan Ramsey untuk Kombinasi Gabungan Bin-

tang dan Graf-Graf Tertentu

Penentuan bilangan Ramsey untuk gabungan saling lepas bintang dengan graf-

graf tertentu R(∪k
i=1Sni

, H) terbagi atas dua bagian. Bagian pertama adalah

penentuan bilangan Ramsey untuk gabungan saling lepas bintang dan roda

R(∪k
i=1Sni

,Wm). Sedangkan bagian kedua adalah penentuan bilangan Ramsey

untuk gabungan saling lepas bintang dan graf bipartit lengkap R(∪k
i=1Sni

, Kt,m).
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IV.1.1 Bilangan Ramsey untuk kombinasi gabungan bin-

tang dan roda

Pada bagian ini akan ditentukan penentuan bilangan Ramsey untuk gabungan

saling lepas bintang dan roda R(
⋃k

i=1 Sni
,Wm) dimana R(Sni

,Wm) untuk setiap

i telah diketahui. Hasil utama penentuan R(
⋃k

i=1 Sni
,Wm) untuk sebarang ni

disajikan dalam tiga teorema berikut.

F Teorema IV.2 Misalkan ni adalah bilangan asli untuk i = 1, 2, . . . , k. Mi-

salkan pula ni ≥ ni+1 ≥ 3 untuk setiap i.

1. Jika ni genap dan 2ni+1 ≥ ni + 2 untuk setiap i, maka R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) =

2nk +
∑k−1

i=1 ni untuk k ≥ 2.

2. Jika ni ganjil dan 2ni+1 ≥ ni + 1 untuk setiap i, maka R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) =

R(Snk
,W4) +

∑k−1
i=1 ni untuk k ≥ 1.

Bukti. Bukti Teorema bagian pertama

Misalkan ni genap, ni ≥ 4 untuk setiap i dan k ≥ 2. Definisikan ` =
−2+

Pk
i=1 ni

2

Diberikan graf F ' (H` + K1) ∪ Hnk
2

. Graf F berorde 2nk − 1 +
∑k−1

i=1 ni

dan terdiri dari dua komponen. Komponen pertama adalah subgraf H` + K1

dengan orde
∑k

i=1 ni − 1. Mudah diperiksa bahwa H` + K1 memuat
⋃k−1

i=1 Sni
,

tetapi tidak memuat
⋃k

i=1 Sni
. Sedang komponen kedua adalah graf pesta Hnk

2
.

Jelas bahwa Hnk
2

berorde nk dengan ∆(Hnk
2

) = nk − 2. Telah diketahui bahwa

∆(Snk
) = nk − 1. Jadi komponen kedua tidak memuat Snk

. Dengan demikian,

F tidak memuat
⋃k

i=1 Sni
. Perhatikan bahwa F ' `K2 ∪K1 + nk

2
K2. Berarti

F adalah graf terhubung dan memuat C4, tetapi tidak memiliki titik yang

bertetangga dengan semua titik di C4. Akibatnya, F tidak memuat W4. Karena

itu,

R(
k⋃

i=1

Sni
,W4) ≥ 2nk +

k−1∑
i=1

ni. (IV.5)
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) ≤ 2nk +

∑k−1
i=1 ni untuk

k ≥ 2.

Pembuktian dilakukan dengan dua tahap.

Tahap pertama. Akan ditunjukkan bahwa R(Sn1∪Sn2 ,W4) ≤ 2n2+n1. Misalkan

F1 adalah graf berorde 2n2+n1. Anggaplah bahwa F 1 tidak memuat W4. Meng-

ingat bahwa 2n2 ≥ n1 + 1, maka 2n2+n1 ≥ 2n1 + 1. Karena itu |F1| ≥ 2n1 + 1.

Menurut Persamaan II.17, |F1| ≥ R(Sn1 ,W4). Karena F 1 tidak memuat W4 dan

|F1| ≥ R(Sn1 ,W4), jelas F1 memuat Sn1 . Tulis V (Sn1) = {v0, v1, . . . , vn1−1} de-

ngan pusat v0, dan T = F1\Sn1 . Dalam hal ini |T | = 2n2.

Jika terdapat titik u ∈ T dengan dT (u) ≥ (n2 − 1), maka T memuat Sn2 , yang

berarti F1 memuat Sn2 ∪ Sn1 . Bukti selesai. Karena itu, anggaplah bahwa

setiap titik u ∈ T , dT (u) ≤ (n2 − 2). Misalkan u dan w adalah sebarang

dua titik pada T yang memenuhi (u,w) /∈ E(T ). Dinotasikan Z = ZT (u,w),

O = OT (u, w), H = O ∪ {u,w}, dan Q = T\H. Andaikan dT (u) ≤ n2 − 3.

Maka 0 ≤ |Z| ≤ n2 − 3, 2 ≤ |H| ≤ 2n2 − 3 dan 2n2 − 2 ≥ |Q| ≥ 3 + |Z|. Jika

terdapat titik q ∈ Q yang tidak bertetangga dengan paling sedikit dua titik lain

di Q, sebut q1 dan q2, maka T akan memuat suatu W4 = {q1, u, q2, q, w} dengan

pusat w, suatu kontradiksi, (lihat Gambar IV.1). Karena itu, setiap titik q ∈ Q

tidak bertetangga dengan paling banyak satu titik lain di Q. Dengan kata lain,

setiap titik q ∈ Q bertetangga dengan paling sedikit |Q| − 2 titik lain di Q.

Jadi, dQ(q) ≥ |Q| − 2 untuk setiap q ∈ Q.

Definisikan E(O\Z, Q) = {uv : u ∈ O\Z, v ∈ Q}. Jika terdapat x ∈ O\Z
tidak bertetangga dengan paling sedikit dua titik di Q, sebut q1 and q2, maka

T akan memuat W4 = {q1, x, q2, u, w} yang berpusat di w atau u, juga suatu

kontradiksi. Karena itu, setiap x ∈ O\Z bertetangga dengan paling sedikit
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Gambar IV.1. Illustrasi pembuktian R(Sn1 ∪ Sn2 ,W4) ≤ 2n2 + n1.

|Q| − 1 titik di Q. Akibatnya,

|E(O\Z, Q)| ≥ |O\Z| · (|Q| − 1). (IV.6)

Sementara itu, setiap titik q ∈ Q terkait dengan paling banyak (n2−2)−dQ(q) ≤
(n2 − 2)− (|Q| − 2) = n2 − |Q| sisi pada O\Z. Jadi

|E(O\Z, Q)| ≤ |Q| · (n2 − |Q|). (IV.7)

Dari Persamaan IV.6 dan IV.7 diperoleh

|O\Z| · (|Q| − 1) ≤ |E(O\Z,Q)| ≤ |Q| · (n2 − |Q|). (IV.8)

Sekarang, akan diperlihatkan bahwa |O\Z| · (|Q| − 1) > |Q| · (n2 − |Q|), yang

menunjukkan adanya suatu kontradiksi. Tulis

|O\Z| · (|Q| − 1) = |O\Z| · |Q| − |O\Z|. (IV.9)

Perhatikan bahwa |O\Z| = |T | − 2− |Q| − |Z| atau

|O\Z| = 2n2 − 2− |Q| − |Z|. (IV.10)
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Subtitusi Persamaan IV.10 ke Persamaan IV.9, diperoleh

|O\Z| · (|Q|−1) = |Q| · (n2−|Q|)+ |Q| · (n2−2−|Z|)+ |Q|−n2− (n2−2−|Z|).
(IV.11)

Mengingat |Q| ≥ 3 + |Z|, maka

|Q| · (n2 − 2− |Z|) + |Q| − n2 − (n2 − 2− |Z|) > 0. (IV.12)

Subtitusi Pertaksamaan IV.12 ke dalam Pertaksamaan IV.11 diperoleh

|O\Z| · (|Q| − 1) > |Q| · (n2 − |Q|). (IV.13)

Jadi tidak terdapat u ∈ T dengan d(u) ≤ n2 − 3. Dengan demikian, setiap titik

u ∈ T , dT (u) = n2 − 2. Jelas, |Q| = 2 + |Z|.

Selanjutnya, andaikan F1[Q] adalah subgraf lengkap. Maka setiap titik q ∈ Q,

dQ(q) = |Q| − 1. Akibatnya, setiap titik di Q terkait dengan (n2− 2)− dQ(q) =

n2−1−|Q| sisi dari O\Z. Berdasarkan Pertaksamaan IV.6 dan IV.7, diketahui

bahwa |O\Z| · (|Q| − 1) ≤ |Q| · (n2 − 1− |Q|). Sementara itu, menurut pertak-

samaan IV.13, |O\Z| · (|Q| − 1) > |Q| · (n2 − 1 − |Q|). Suatu hal yang tidak

mungkin terjadi. Karena itu, F1[Q] bukan subgraf lengkap.

Sekarang, pilih dua titik di Q yang tidak bertetangga, namakan q dan q2. Ke-

mudian misalkan Y = {q, q2} ∪ {u,w}. Dalam hal ini Y adalah himpunan

titik bebas. Jika terdapat suatu titik v ∈ V (Sn1) yang bertetangga dengan

paling banyak satu titik di Y sebut q, maka {v, u, q, q2, w} akan membentuk

roda W4 pada F 1, dengan pusat w, suatu kontradiksi. Karena itu, setiap titik

v ∈ V (Sn1) bertetangga dengan paling sedikit dua titik di Y . Anggaplah v0

dan vj di V (Sn1) berturut-turut bertetangga dengan y1, y2 dan y3, y4 di Y .

Mudah diperiksa bahwa paling sedikit dua titik dari tetangga-tetangga v0 dan

58



vj berbeda. Tanpa mengurangi keumuman pembuktian, dimisalkan y1 6= y3.

Karena Y bebas, maka diperoleh dua graf bintang baru, namakan Sn1
′ dan Sn2 ,

dengan V (Sn1
′) = Sn1\{vj} ∪ {y1} berpusat di v0 dan V (Sn2) = N [y3] ∪ {vj}

berpusat di y3 (lihat Gambar IV.2).
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Gambar IV.2. Gambaran pembuktian R(Sn1 ∪ Sn2 , W4) ≤ 2n2 + n1.

Jadi, F1 ⊇ Sn1 ∪ Sn2 . Karena itu, R(Sn1 ∪ Sn2 , W4) ≤ 2n2 + n1.

Tahap kedua. Anggaplah teorema benar untuk setiap r < k. Akan ditunjukkan

bahwa teorema juga benar untuk r = k, yakni R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) ≤ 2nk+

∑k−1
i=1 ni.

Misalkan F2 adalah graf berorde 2nk +
∑k−1

i=1 ni. Anggaplah F 2 tidak memuat

W4. Akan ditunjukkan F2 ⊇
⋃k

i=1 Sni
. Menurut asumsi induksi, F2 ⊇

⋃k−2
i=1 Sni

dengan pusat berturut-turut v1, v2, . . . , vk−2. Tulis T ′ = F2\
⋃k−2

i=1 Sni
. Jadi

|T ′| = 2nk +nk−1. Serupa dengan pembuktian pada tahap pertama, T ′ memuat

Snk−1
∪ Snk

. Dengan demikian, diperoleh F2 memuat k graf bintang yang

saling lepas, yaitu Sn1 , Sn2 , . . . , Snk−1
and Snk

. Karenanya diperoleh

R(
k⋃

i=1

Sni
,W4) ≤ 2nk +

k−1∑
i=1

ni. (IV.14)
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Bukti Teorema bagian kedua

Misalkan ni ganjil dan memenuhi 2ni+1 ≥ ni untuk setiap i. Definisikan

 = −1 +
∑k

i=1 ni. Graf F3 ' K ∪ Knk−1 berorde −2 + 2nk +
∑k−1

i=1 ni dan

terdiri dari dua komponen. Komponen pertama berorde −1+
∑k

i=1 ni sehingga

hanya memuat ∪k−1
i=1 Sni

tetapi tidak memuat ∪k
i=1Sni

. Komponen kedua adalah

graf lengkap berorde nk−1 yang juga tidak memuat Snk
. Jadi F3 tidak memuat

∪k
i=1Sni

. F3 isomorfik dengan graf bipartit lengkap Kkn−1,n−1. Ini berarti bahwa

F3 memuat siklus genap termasuk C4, tetapi tidak memuat W4. Jadi, F3 meru-

pakan graf kritis untuk ∪k
i=1Sni

dan W4. Dengan demikian, diperoleh

R(
k⋃

i=1

Sni
,W4) ≥ −1 + 2nk +

k−1∑
i=1

ni. (IV.15)

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) ≤ −1 + 2nk +

∑k−1
i=1 ni.

Pembuktian menggunakan induksi atas k. Untuk k = 2, akan ditunjukkan

bahwa R(Sn1∪Sn2 ,W4) ≤ 2n2−1+n1. Misalkan F ′ adalah graf sebarang dengan

|F ′| = 2n2−1+n1 = 2n1−1+2n2−n1. Anggaplah F
′
tidak memuat W4. Akan

diperlihatkan bahwa F ′ memuat Sn1 ∪ Sn2 . Karena 2n2 ≥ n1, |F ′| ≥ 2n1 − 1.

Menurut Persamaan II.17, F ′ memuat Sn1 . Misalkan T ′ = F ′\Sn1 . Akibatnya,

|T ′| = 2n2 − 1 sehingga T memuat Sn2 . Karenanya F ′ memuat Sn1 ∪ Sn2 .

Jadi benar R(Sn1 ∪ Sn2 ,W4) ≤ 2n2 − 1 + n1. Asumsikan teorema benar untuk

setiap r < k. Akan ditunjukkkan bahwa teorema juga benar untuk r = k,

yaitu R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) ≤ −1 + 2nk +

∑k−1
i=1 ni. Misalkan F4 adalah graf berorde

−1+2nk+
∑k−1

i=1 ni. Anggaplah F4 tidak memuat W4. Menurut hipotesa induksi,

F4 memuat
⋃k−1

i=1 Sni
. Tulis L = F4\

⋃k−1
i=1 Sni

. Jadi |L| = 2nk − 1. Karena L

tidak memuat W4, menurut Persamaan II.17, L ⊃ Snk
. Dengan demikian, F4

memuat
⋃k

i=1 Sni
. Karena itu diperoleh

R(
k⋃

i=1

Sni
,W4) ≤ −1 + 2nk +

k−1∑
i=1

ni. (IV.16)
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Jadi, R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) = −1 + 2nk +

∑k−1
i=1 ni = R(Snk

,W4) +
∑k−1

i=1 ni.

F Teorema IV.3 Misalkan ni ≥ ni+1 dan 3 ≤ m ≤ 2ni − 1 untuk i =

1, 2, . . . , k. Jika m ganjil dan 3ni+1 ≥ 2ni untuk setiap i, maka R(
⋃k

i=1 Sni
,Wm) =

R(Snk
,Wm) +

∑k−1
i=1 ni.

Bukti. Pembuktian dimulai dengan mencari batas atas R(
⋃k

i=1 Sni
, Wm). De-

ngan menggunakan induksi atas k akan ditunjukkan bahwa R(
⋃k

i=1 Sni
,Wm) ≤

R(Snk
,Wm) +

∑k−1
i=1 ni. Pertaksamaan ini dipenuhi untuk k = 1. Untuk k = 2,

akan ditunjukkan bahwa R(Sn1 ∪ Sn2 ,Wm) ≤ R(Sn2 ,Wm) + n1. Misalkan F

adalah graf sebarang dengan |F | = R(Sn2 ,Wm) + n1 = 3n2 − 2 + n1. Andaikan

F tidak memuat Wm. Karena 3ni+1 ≥ 2ni, maka 3ni+1 + ni− 2 ≥ 3ni − 2. Ak-

ibatnya, |F | ≥ 3n1 − 2. Karena F tidak memuat Wm, menurut Teorema III.1

F memuat Sn1 . Jika T = F\Sn1 , maka |T | = 3n2− 2. Karena T tidak memuat

Wm, maka T memuat Sn2 . Jadi F memuat Sn1 ∪ Sn2 . Sekarang asumsikan teo-

rema benar untuk setiap r < k. Akan ditunjukkan teorema juga benar untuk

r = k, yaitu R(
⋃k

i=1 Sni
,Wm) ≤ R(Snk,wm) +

∑k−1
i=1 ni.

Misalkan F adalah graf sebarang dengan |F | = 3nk − 2 +
∑k−1

i=1 ni. Anggaplah

bahwa F tidak memuat Wm. Menurut hipotesa induksi |F | ≥ R(
⋃r

i=1 Sni
,Wm)

untuk setiap r < k. Karena F tidak memuat Wm, menurut definisi bilangan

Ramsey F ⊃ ⋃k−1
i=1 Sni

. Tulis A = F\⋃k−1
i=1 Sni

dan T = F [A]. Kenyatannya,

|T | = 3nk − 2. Karena T tidak memuat Wm, maka menurut Teorema III.1,

T ⊇ Snk
. Jadi F memuat

⋃k
i=1 Sni

. Dengan demikian, R(
⋃k

i=1 Sni
,Wm) ≤

3nk − 2 +
∑k−1

i=1 ni.

Berikutnya, akan dicari batas bawah R(
⋃k

i=1 Sni
,Wm). Didefinisikan ` = −1 +

∑k
i=1 ni. Diberikan graf G ' K` ∪ 2Knk−1. G berorde 3nk − 3 +

∑k−1
i=1 ni dan

terdiri dari tiga komponen, yaitu G1 = K`, G2 = Knk−1, dan G3 = Knk−1.

Komponen pertama G1 hanya memuat
⋃k−1

i=1 Sni
, tetapi tidak memuat

⋃k
i=1 Sni

.

Sedang komponen kedua dan ketiga berorde sama, yaitu nk− 1, sehingga tidak

memuat Snk
. Dengan demikian, G tidak memuat

⋃k
i=1 Sni

. Mudah untuk
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diperiksa bahwa komplemen dari G adalah graf tripartit, dengan himpunan

titik V (G1), V (G2) dan V (G3). Jika poros roda berada pada V (G1), maka

rim roda (Cm) berada pada kedua himpunan titik lainnya, yakni V (G2) dan

V (G3). Subgraf yang diinduksi oleh V (G2) dan V (G3) adalah bipartit lengkap.

Menurut Teorema II.2, subgraf tersebut tidak memuat Cm untuk m ganjil.

Dengan demikian, G tidak memuat Wm untuk m ganjil. Karena itu, G meru-

pakan graf kritis untuk
⋃k

i=1 Sni
dan Wm, m ganjil. Jadi, R(

⋃k
i=1 Sni

,Wm) ≥
3nk − 2 +

∑k−1
i=1 ni.

F Teorema IV.4 Jika n ganjil, n ≥ 5, maka R(kSn,Wm) = R(Sn,Wm) +

(k − 1)n untuk m = 2n− 2, 2n− 4, 2n− 6, atau 2n− 8.

Bukti. Menurut Teorema IV.1, R(kSn,Wm) ≤ R(Sn,Wm) + (k − 1)n.

Misalkan m = 2n− 2 atau m = 2n− 4. Pandang F ' Kkn−1 ∪Kn−2,n−2. Graf

F berorde (3n − 5) + (k − 1)n dan terdiri dari dua komponen. Komponen

pertama hanya memuat (k − 1)Sn, tetapi tidak memuat kSn, dan komponen

kedua tidak memuat Sn. Jadi F tidak memuat kSn. Sedangkan F merupakan

graf terhubung dengan siklus terbesar C2n−6. Jadi F tidak memuat Wm untuk

m = 2n− 2 atau m = 2n− 4. Karena itu,

R(kSn,Wm) ≥ (3n− 4) + (k − 1)n. (IV.17)

Untuk m = 2n−6 atau m = 2n−8, pandang F ' Kkn−1∪[(n−3
2

)K2 + (n−3
2

)K2].

Graf F terdiri dari dua komponen dan berorde 2n− 6 + kn− 1 = 3n− 6 + (k−
1)n−1. Komponen pertama adalah graf lengkap berorde kn−1 sehingga tidak

memuat kSn, dan komponen kedua adalah graf bipartit dengan masing-masing

partisi memuat subgraf (n−3
2

)K2. Graf bintang akan berpusat pada sembarang

titik di salah satu partisi tersebut, sedangkan titik-titik lain dari bintang berada

pada partisi lainnya. Dengan demikian, bintang terbesar yang termuat pada

komponen kedua adalah Sn−2. Ini berarti bahwa komponen kedua tidak memuat

Sn. Karena itu, F tidak memuat kSn. Komplemen dari F memuat roda besar
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W2n−10 atau Wn−3. Untuk kasus n ≥ 7, jelas bahwa 2n − 10 > n − 3 sehingga

roda terbesar yang termuat di F adalah W2n−10. Dengan demikian, F tidak

memuat Wm untuk m = 2n − 6 atau 2n − 8. Karena itu, F adalah graf kritis

bagi kSn dan Wm. Jadi,

R(kSn,Wm) ≥ (3n− 6) + (k − 1)n untuk m = 2n− 6 atau 2n− 8. (IV.18)

Dari Pertaksamaan IV.17 dan IV.18 dan dengan memperhatikan Teorema III.2,

diketahui bahwa R(kSn,Wm) ≥ R(Sn,Wm)+(k−1)n untuk m = 2n−2, 2n−4,

2n− 6 atau 2n− 8.

IV.1.2 Bilangan Ramsey untuk kombinasi gabungan bin-

tang dan graf bipartit lengkap

Bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap R(Sn, K2,m), dengan

3 ≤ n ≤ 8 dan beberapa nilai m tertentu telah dibahas pada Subbab III.2.

Pada bagian ini, akan dibahas bilangan Ramsey untuk gabungan saling lepas

k bintang dan graf bipartit lengkap R(kSn, K2,2) untuk sebarang bilangan asli

n dan k ≥ 2. Pokok isi dituliskan dalam dua teorema yang pembuktiannya

saling terkait. Untuk memudahkan pembaca, maka pencarian batas bawahnya

dibahas tersendiri dan dituliskan dalam lemma berikut.

F Lemma IV.3 Untuk k ≥ 2 dan p ≥ 3, R(kS1+p, K2,2) ≥ k(p + 1) + 1.

Bukti. Misalkan p ≥ 3 dan k ≥ 2. Diberikan graf F := Kk(p+1)−1 ∪K1. Graf

F berorde k(p+1) dan terdiri dari dua komponen. Komponen pertama adalah

Kk(p+1)−1 dan komponen kedua adalah K1. Subgraf lengkap Kk(p+1)−1 hanya

memuat (k− 1)Sp+1, tetapi tidak memuat kSP+1. Sangat jelas bahwa K1 tidak

memuat Sp+1. Dengan demikian, F tidak memuat kSp+1. Tidak sulit untuk

memeriksa bahwa F adalah isomorfik dengan bintang K1,k(p+1)−1, sehingga F

tidak memuat K2,2. Karena itu, diperoleh R(kS1+p, K2,2) ≥ k(p + 1) + 1.
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F Teorema IV.5 Untuk p ≥ 3, R(2S1+p, K2,2) = 2(p + 1) + 1.

Bukti. Misalkan F1 adalah graf berorde 2(p + 1) + 1 untuk p ≥ 3. Anggaplah

F 1 tidak memuat K2,2. Menurut batas atas Parsons pada Teorema II.15,

R(Sp+1, K2,2) ≤ p +
√

p + 1. Jadi |F1| ≥ R(S1+p, K2,2). Karena F1 tidak

memuat K2,2, maka F1 ⊇ S1+p. Misalkan titik pusat dari S1+p dinotasikan

v0 dan T = F1\S1+p. Jadi subgraf T berorde p + 2.

Jika terdapat v ∈ T dengan dT (v) ≥ p, maka T memuat S1+p, sehingga F1

memuat 2S1+p. Sekarang, anggaplah bahwa untuk setiap titik v ∈ T , dT (v) ≤
(p− 1). Misalkan u adalah sebarang titik di T . Tulis Q = T\NT [u]. Jelas,

|Q| ≥ 2.

Fakta 1 Setiap titik s ∈ F1, s 6= u tidak bertetangga dengan paling banyak satu

titik di Q. (Jika terdapat titik s ∈ F1 dengan s 6= u yang tidak bertetangga

dengan paling sedikit dua titik di Q, sebut q1 dan q2, maka F [{s, u} ∪ {q1, q2}]
akan memuat K2,2, suatu kontradiksi.)

Misalkan u bertetangga dengan paling sedikit p − |NT (u)| titik di S1+p − v0,

namakan v1, . . . , vp−|NT (u)|. Menurut Fakta 1, titik v0 bertetangga dengan paling

sedikit |Q|−1 titik di Q, sebut q1, . . . , qp−|NT (u)|. Karena (p−|NT (u)|) = |Q|−1,

maka titik-titik q1, . . . , qp−|NT (u)| dapat mengantikan titik-titik v1, . . . , vp−|NT (u)|.

Dengan demikian, diperoleh dua bintang baru, namakan S ′1+p dan S ′′1+p, dengan

V (S ′1+p) = (S1+p\{v1, . . . , vp−|NT (u)|}) ∪ {q1, . . . , qp−|NT (u)|}

berpusat di v0 dan

V (S ′′1+p) = NT [u] ∪ {v1, . . . , vp−|NT (u)|}

berpusat di u. Jadi, diperoleh F1 ⊇ 2S1+p.
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Sekarang, anggaplah bahwa titik u bertetangga dengan paling banyak p −
|NT (u)| − 1 titik di S1+p − v0. Ini artinya titik u tidak bertetangga dengan

paling sedikit |S1+p − v0| − (p − |NT (u)| − 1) = |NT (u)| + 1 titik di S1+p − v0.

Jika Y = {y ∈ S1+p − v0 : yu /∈ E(F1)}, maka |Y | ≥ |NT (u)|+ 1 ≥ 1.

Berikutnya akan ditunjukkan bahwa terdapat y′ ∈ Y yang bertetangga dengan

semua titik di NT (u), (dapat dilihat pada Gambar IV.3).

q'

Q

q

u

v0

N(u)

Y  y'

S
1+p :

T:

Gambar IV.3. Gambaran bukti Teorema 1.

Andaikan setiap titik y ∈ Y , bertetangga dengan paling banyak |NT (u)| − 1

titik di NT (u). Karena |NT (u)| < |Y |, terdapat paling sedikit satu titik,

sebut r0 di NT (u) sehingga r0 tidak bertetangga dengan paling sedikit dua

titik di Y , sebut y1 dan y2. Hal ini mengakibatkan , F1[u, r0, y1, y2] mem-

bentuk suatu K2,2, suatu kontradiksi. Jadi mestilah terdapat paling sedikit

satu titik y′ ∈ Y yang bertetangga dengan semua titik di N(u). Akibatnya,

|NT (y′)| ≥ |NT (u)| + |Q| − 1 = |T | − 2 = p. Sementara itu, menurut Fakta 1,

y′ tidak bertetangga dengan paling banyak satu titik di Q, sebut q′.

Jika v0u /∈ E(F1), maka v0 harus bertetangga dengan q′. Jika tidak demikian,

F 1[{u, v0, q
′, y′}] memuat K2,2. Dengan demikian, terdapat dua bintang yang
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baru, namakan S1
1+p dan S2

1+p, dengan V (S1
1+p) = NT [y′] berpusat di y′ dan

V (S2
1+p) = (V (S1+p)\{y′}) ∪ {q′}. Jika v0u ∈ E(F1), maka juga terdapat dua

bintang baru. Yang pertama adalah S1
1+p dan yang kedua sebut S3

1+p dengan

V (S3
1+p) = (V (S1+p)\{y′}) ∪ {u}, dengan pusat v0. Pada kasus y′ bertetangga

dengan semua titik di Q dan v0u /∈ E(F1), maka bintang yang kedua adalah

S4
1+p dengan S4

1+p) = (V (S1+p)\{y′}) ∪ {q}, untuk q ∈ Q dan v0 sebagai pusat.

Kenyataan bahwa v0q ∈ E(F1) dijamin oleh Fakta 1. Dengan demikian, F1 ⊇
2S1+p. Jadi, R(2S1+p, K2,2) ≤ 2(p + 1) + 1.

F Teorema IV.6 Untuk p ≥ 3 dan k ≥ 2, R(kS1+p, K2,2) = k(p + 1) + 1.

Bukti. Teorema akan dibuktikan dengan menggunakan induksi. Asumsikan

teorema benar untuk setiap 2 ≤ r < k. Akan ditunjukkan bahwa teorema juga

benar untuk r = k, yakni R(kS1+p, K2,2) = k(p + 1) + 1. Misalkan F2 adalah

graf berorde k(p+1)+1. Anggaplah F 2 tidak memuat K2,2. Selanjutnya, akan

ditunjukkan bahwa F2 ⊇ kS1+p. Menurut hipotesa induksi, F2 ⊇ (k − 1)S1+p.

Jika L = F2\(k − 2)S1+p, maka |L| = 2(p+1)+1. Menurut Teorema IV.5, |L| =
R(2S1+p, K2,2). Karena L tidak memuat K2,2, berdasarkan definisi bilangan

Ramsey L pasti memuat 2S1+p. Dengan demikian, F2 memuat (k − 2)S1+p ∪
2S1+p = kS1+p. Jadi, R(kS1+p, K2,2) ≤ k(p + 1) + 1.

IV.2 Bilangan Ramsey untuk Kombinasi Gabungan Se-

barang Graf dan Beberapa Graf Tertentu

Dalam subbab ini akan dibahas penentuan bilangan Ramsey untuk gabungan

sebarang graf dan beberapa graf tertentu. Diantaranya, penentuan bilangan

Ramsey untuk gabungan saling lepas pohon dan roda berorde empat serta pe-

nentuan bilangan Ramsey untuk gabungan saling lepas pohon dan graf lengkap.

Hasilnya disajikan dalam dua teorema berikut.

F Teorema IV.7 Misalkan ni adalah bilangan asli untuk i = 1, 2, . . . , k. Mi-

salkan pula ni ≥ ni+1 ≥ 3 untuk setiap i. Jika ni ganjil dan 2ni+1 ≥ ni untuk

setiap i, maka R(
⋃k

i=1 Tni
,W4) = R(Tnk

,W4) +
∑k−1

i=1 ni untuk k ≥ 1.
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Dari Persamaan II.17 dan Teorema II.11 diketahui bahwa jika n ganjil, maka

R(Tn,W4) = 2n − 1 untuk sebarang pohon Tn. Berdasarkan hasil ini, Teo-

rema IV.7 dapat dibuktikan dengan proses pembuktian serupa dengan proses

pembuktian Teorema IV.2.2.

F Teorema IV.8 Misalkan ni adalah bilangan asli untuk i = 1, 2, . . . , k. Mi-

salkan pula ni ≥ ni+1 untuk setiap i. Jika ni > (ni − ni+1)(m− 1) untuk setiap

i, maka R(
⋃k

i=1 Tni
, Km) = R(Tnk

, Km) +
∑k−1

i=1 ni untuk sebarang m.

Bukti. Misalkan ni ≥ ni+1 dan ni ≥ (ni − ni+1)(m− 1) untuk setiap i. Pan-

dang graf F = (m − 2)Knk−1 ∪ KPk
i=1 ni−1. Graf F berorde (m − 1)(nk −

1) +
∑k−1

i=1 ni + 1 dan tidak memuat
⋃k

i=1 Tni
. Graf F merupakan graf mul-

tipartit lengkap yaitu KPk
i=1 ni−1,(m−2)×(nk−1). Mudah untuk dilihat bahwa se-

tiap titik pada F berderajat m − 2. Karena itu F tidak memuat Km. Jadi,

R(
⋃k

i=1 Tni
, Km) ≥ (m− 1)(nk − 1) +

∑k−1
i=1 ni + 1.

Pembuktian selanjutnya menggunakan induksi. Tetapkan m dan aplikasikan in-

duksi atas k. Untuk k = 2, akan ditunjukkan R(Tn1 ∪ Tn2 , Km) ≤ (m− 1)(n2−
1)+n1+1. Misalkan F1 graf berorde (m−1)(n2−1)+1+n1. Anggaplah F1 tidak

memuat Km. Karena n1 ≥ n2, maka dapat ditulis n1 − n2 = q ≥ 0. Substitusi

n2 = n1− q. Diperoleh |F1| = (m− 1)(n1− q− 1) + n1 + 1 = (m− 1)(n1− 1)−
q(m−1)+n1 +1 atau |F1| = (m−1)(n1−1)+1+[n1−(n1−n2)(m−1)]. Meng-

ingat n1 − (n1 − n2)(m− 1) ≥ 0, maka |F1| ≥ (m− 1)(n1 − 1) + 1 atau |F1| ≥
R(Tn1 , Km). Karena F1 tidak memuat Km, menurut definisi bilangan Ramsey

F1 ⊇ Tn1 . Sekarang, misalkan H = F1\Tn1 . Jelas, |H| = (m − 1)(n2 − 1) + 1.

Karena H tidak memuat Km, maka menurut Teorema II.7, H ⊇ Tn2 . Jadi, F1

memuat suatu subgraf Tn1

⋃
Tn2 .

Selanjutnya, asumsikan teorema benar untuk setiap r < k. Akan ditunjukkan

bahwa teorema juga benar untuk r = k, yaitu R(
⋃k

i=1 Tni
, Km) = (m− 1)(nk −

1) +
∑k−1

i=1 ni + 1. Misalkan F2 adalah graf sebarang dengan orde (m− 1)(nk −
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1) +
∑k−1

i=1 ni + 1. Andaikan F2 tidak memuat Km. Berdasarkan hipotesa in-

duksi, F2 memuat
⋃k−1

i=1 Tni
. Tulis Q = F2\

⋃k−1
i=1 Tni

. Mudah dihitung bahwa

|Q| = (m − 1)(nk − 1) + 1. Menurut Teorema II.7, Q memuat Tnk
atau Km.

Karena Q tidak memuat Km, Q memuat Tnk
. Dengan demikian, F2 memuat

⋃k
i=1 Tni

. Jadi , R(
⋃k

i=1 Tni
, Km) ≤ (m− 1)(nk − 1) +

∑k−1
i=1 ni + 1.

Bahasan berikutnya adalah penentuan bilangan Ramsey untuk gabungan saling

lepas graf Gi dan sebarang graf H dimana bilangan Ramsey R(Gi, H) untuk

setiap i diketahui. Di sini, Gi untuk setiap i juga sebarang dan ordenya tidak

harus sama. Dengan demikian, kajian ini merupakan perumuman dari bebe-

rapa kajian yang telah dibahas sebelumnya. Karena itu, Teorema IV.9 berikut,

sebagai hasil utama kajian ini, merupakan perumuman dari beberapa teorema

sebelumnya.

F Teorema IV.9 Misalkan H dan Gi adalah graf terhubung dengan |Gi| ≥
|Gi+1|, untuk i = 1, 2, . . . , k − 1. Jika |Gi| > (|Gi| − |Gi+1|)(χ(H) − 1) dan

R(Gi, H) = (χ(H) − 1)(|Gi| − 1) + 1 untuk setiap i, maka R(
⋃k

i=1 Gi, H) =

R(Gk, H) +
∑k−1

i=1 |Gi|.

Bukti. Misalkan |Gi| = ni untuk i = 1, 2, ..., k. Akan ditunjukkan bahwa

R(
⋃k

i=1 Gi, H) = (χ(H) − 1)(nk − 1) +
∑k−1

i=1 ni + 1 jika R(Gi, H) = (χ(H) −
1)(ni − 1) + 1 untuk setiap i. Diberikan graf F := (χ(H) − 2)Knk−1 ∪ Ks

dengan s = −1 +
∑k

i=1 ni. Graf F berorde (χ(H) − 1)(nk − 1) +
∑k−1

i=1 ni

dan tidak memuat
⋃k

i=1 Gi. Selanjutnya, dapat diperiksa bahwa F terdiri dari

χ(H)− 1 partisi. Ini berarti bahwa bilangan kromatik F adalah χ(H)− 1. De-

ngan demikian, F tidak memuat graf dengan bilangan kromatik χ(H). Jadi, F

tidak memuat H. Karenanya, R(
⋃k

i=1 Gi, H) ≥ (χ(H)−1)(nk−1)+1+
∑k−1

i=1 ni.

Sebaliknya, akan ditunjukkan bahwa R(
⋃k

i=1 Gi, H) ≤ (χ(H)− 1)(nk− 1)+1+
∑k−1

i=1 ni. Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa R(G1 ∪ G2, H) ≤ (χ(H) −
1)(n2 − 1) + n1 + 1. Misalkan F1 adalah sebarang graf dengan |F1| = (χ(H)−
1)(n2−1)+1+n1. Andaikan F1 tidak memuat H. Akan ditunjukkan F1 memuat
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G1 ∪ G2. Misalkan n1 − n2 = q untuk suatu q. Dapat ditulis n2 = n1 − q.

Karena |F1| = (χ(H) − 1)(n1 − q − 1) + 1 + n1 = (χ(H) − 1)(n1 − 1) +

1 + n1 − (n1 − n2)(χ(H) − 1) dan n1 − (n1 − n2)(χ(H) − 1) > 0, maka

|F1| ≥ (χ(H)− 1)(n1 − 1) + 1 = R(G1, H). Jadi F1 memuat G1.

Definisikan A = F1\G1, dan T = F1[A].Dengan demikian, |T | = (χ(H) −
1)(n2 − 1) + 1. Jadi, |T | = R(G2, H). Karena T tidak memuat H, menurut

definisi bilangan Ramsey T memuat G2. Jadi, F1 memuat G1∪G2. Karenanya,

R(G1 ∪G2, H) ≤ (χ(H)− 1)(n2 − 1) + n1 + 1.

Sekarang asumsikan teorema benar untuk setiap r < k. Akan ditunjukkan

bahwa R(
⋃k

i=1 Gi, H) ≤ (χ(H) − 1)(nk − 1) + 1 +
∑k−1

i=1 ni. Misalkan F2

adalah graf berorde (χ(H) − 1)(nk − 1) +
∑k−1

i=1 ni + 1. Anggaplah F2 tidak

memuat H. Berdasarkan hipotesa, F2 senantiasa memuat
⋃k−1

i=1 Gi. Misalkan

Q = F2\
⋃k−1

i=1 Gi. Mudah untuk dilihat bahwa |Q| = (χ(H)− 1)(nk − 1) + 1 =

R(GkH). Mengingat Q tidak memuat H, maka Q pasti memuat Gk. Jadi, F2

memuat
⋃k

i=1 Gi. Karena itu, R(
⋃k

i=1 Gi, H) ≤ (χ(H)−1)(nk−1)+
∑k−1

i=1 ni+1.

Dengan demikian, R(
⋃k

i=1 Gi, H) = (χ(H) − 1)(nk − 1) +
∑k−1

i=1 ni + 1 atau

R(
⋃k

i=1 Gi, H) = R(Gk, H) +
∑k−1

i=1 ni.

Pada Tabel IV.1, disajikan beberapa bilangan Ramsey yang nilainya sama de-

ngan batas bawah Chvátal-Harary. Dengan mengaplikasikan Teorema IV.9, dan

memanfaatkan hasil-hasil pada Tabel IV.1, diperoleh banyak bilangan Ram-

sey untuk gabungan beberapa graf. Sebagai contoh, diperoleh R(kTn, Km),

R(kCn,Wm), R(kCn, Cm), R(kK1,n, Cm), R(k1Cn ∪ k2Sn,Wm) untuk m gan-

jil, m ≥ 5 dan n ≥ 5m−9
2

, R(k1Cn ∪ k2Tn ∪ k3Sn,W5) dan R(k1Cn ∪ k2Tn−1 ∪
k3Sn−3,W5), n ≥ 8, untuk beberapa bilangan asli k, k1, k2 dan k3.
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Tabel IV.1. Bilangan Ramsey R(G,H)
G,H (χ(H)− 1)(n(G)− 1) + 1 interval ref.

Tn,W5 3n− 2 n ≥ 3 [1]
Tn, Km (n− 1)(m− 1) + 1 sebarang n,m [5]
Cn,Wm 3n− 2 m ganjil, m ≥ 5, n ≥ 5m−9

2
[10]

Sn,Wm 3n− 2 m ganjil, n ≥ 3,m ≤ 2n− 1 [7]
Cn, Cm 2n− 1 m ganjil, 3 ≤ m ≤ n [9]

S1+n, Cm m m genap m ≥ 2n [8]

Beberapa teorema pada Bab IV ini telah ditulis dalam tiga makalah. Dua

makalah telah terbit melalui jurnal Discrete Mathematics (2006) dan (2007),

(lihat Baskoro dkk. (2006) dan Hasmawati dkk. (2007)). Satu makalah lainnya

akan diterbitkan pada Jurnal Computational Kyoto International Conference

on Geometry and Graph Theory, 2007, Japan.
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Bab V Kesimpulan

Dalam disertasi ini telah dilakukan pengkajian bilangan Ramsey untuk graf-

graf yang memuat bintang. Hasil-hasil yang telah diperoleh sebelumnya, yang

terkait dengan masalah ini, antara lain: bilangan Ramsey untuk bintang dan

roda R(Sn,Wm), bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap

R(Sn, Kt,m), dan bilangan Ramsey untuk pohon dan graf lengkap R(Tn, Wm).

Bilangan Ramsey untuk bintang dan roda R(Sn,Wm) untuk m ganjil dan n ≥
m− 1 ≥ 2, diberikan oleh Chen dkk. (2004). Untuk m genap, R(Sn,W4),

R(Sn,W6), dan R(Sn,W8) untuk n ≥ 3, berturut-turut diberikan oleh Baskoro

dkk. (2002), Chen dkk. (2004), dan Zhang (2004). Bilangan Ramsey untuk

bintang dan graf bipartit lengkap, R(S16, K2,2) = 20 diberikan oleh Lawrence

(1973), R(S8, K2,3) = 13 diberikan oleh Parsons (1975), dan hasil yang diberikan

oleh Rosyida (2004) adalah R(S4, Kt,m) untuk t,m ≥ 2 dan R(S5, K2,m) untuk

m ≥ 2.

Dalam disertasi ini, diperoleh hasil yang lebih umum untuk R(Sn,Wm) dengan

m ganjil dan 3 ≤ m ≤ 2n − 1. Juga telah diperoleh R(Sn,Wm) untuk n ganjil

dan m genap, m = 2n − 2, 2n − 4, 2n − 6, atau 2n − 8. Untuk nilai-nilai

ni ≥ ni+1 /*-untuk setiap i dan m ganjil, 3 ≤ m ≤ 2ni−1 untuk i = 1, 2, . . . , k,

jika 3ni+1 ≥ 2ni untuk setiap i, maka dapat ditunjukkan bahwa

R(
k⋃

i=1

Sni
,Wm) = R(Snk

,Wm) +
k−1∑
i=1

ni.

Diperoleh Formula yang serupa, jika m = 4 dan ni ganjil, ni ≥ ni+1 serta

2ni+1 ≥ ni +1 untuk setiap i. Untuk m = 4 dan ni genap serta ni ≥ ni+1 untuk

setiap i, diperoleh R(
⋃k

i=1 Sni
,W4) = 2nk +

∑k−1
i=1 ni, jika 2ni+1 ≥ ni + 2.
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Bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap yang telah diper-

oleh adalah R(S8, K2,2), dan R(S6, K2,m) untuk m = 2, 3, 4, 5, 6, 4n − 7 atau

m = −2 + 4
k∑

i=1

3i. Juga telah diperoleh R(kS1+p, K2,2) = k(p + 1) + 1 untuk

p ≥ 3 dan k ≥ 2, walaupun R(S1+p, K2,2) untuk p = 6 dan p > 8 belum dike-

tahui.

Bilangan Ramsey untuk pohon dan graf lengkap, R(Tn, Km) untuk sebarang m

dan n diberikan oleh Chvátal (1977), dan bilangan Ramsey untuk pohon dan

roda berorde kecil, R(Tn,Wm) untuk m = 4 atau m = 5 diberikan oleh Baskoro

dkk. (2002). Berdasarkan hasil-hasil tersebut, dalam disertasi ini diperoleh hasil

yang lebih luas yaitu bilangan Ramsey untuk hutan dan roda R(∪k
i=1Tni

,W4)

dan bilangan Ramsey untuk hutan dan graf lengkap R(∪k
i=1Tni

, Km).

Hasil lain yang telah diperoleh adalah bilangan Ramsey untuk gabungan saling

lepas sebarang graf R(∪k
i=1Gni

, H), jika H dan Gi graf sebarang dan terhubung,

serta |Gi| > (|Gi| − |Gi+1|)(χ(H)− 1) dan R(Gi, H) = (χ(H)− 1)(|Gi| − 1) + 1

untuk setiap i. Meskipun syarat yang diperlukan di sini ketat, namun mela-

lui hasil ini sangat banyak bilangan Ramsey untuk kombinasi dua graf dapat

diperoleh.

Pada penelitian ini diketahui bahwa nilai R(∪k
i=1Sni

, H) sama dengan nilai

R(∪k
i=1Tni

, H) apabila R(Sni
, H) untuk setiap i bernilai sama dengan batas

bawah Chvátal-Harary. Lebih jauh, diketahui bahwa terdapat kaitan antara

R(Gi, H) dengan R(∪k
i=1Gi, H) untuk suatu i apabila R(Gi, H) untuk setiap i

bernilai sama dengan batas bawah Chvátal-Harary.

Masalah yang masih terbuka untuk dikaji lebih lanjut adalah:

Masalah 1 Menentukan bilangan Ramsey secara umum untuk bintang berorde

genap dan roda berorde genap.
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Masalah 2 Menentukan bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap

R(Sn, K2,2) untuk n = 7 dan n ≥ 9.

Masalah 3 Menentukan bilangan Ramsey untuk bintang dan graf bipartit lengkap

R(Sn, Ks,t) untuk n ≥ 5 dan s, t ≥ 3.

Masalah 4 Menentukan bilangan Ramsey untuk gabungan graf bintang dan graf

bipartit lengkap R(∪k
i=1Sni

, Ks,t) untuk s, t ≥ 3.

Masalah 5 Menentukan bilangan Ramsey untuk gabungan graf sebarang, jika

nilai bilangan Ramsey untuk kombinasi dua grafnya lebih besar dari batas bawah

Chvátal-Harary.
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