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SUITES AUTOMATIQUES ET PAPIERS PLIES

Théodore TAPSOBA

Résumé : Nous montrons qu'aucune suite automatique minimale non périodique, point fixe
d'une substitution injective uniforme, n'est une suite de pliage.

Abstract : We show that there is no minimal nonperiodic automatic sequence, fixed point of
an injective constant-length substitution, which is a paperfolding sequence.

1. INTRODUCTION

Une suite finie m = (mg,my,...,mp) dans un ensemble A de symboles (ou lettres)
sera vue le plus souvent comme un mot (fini) mgmsz...my sur l'alphabet A et par extension,

une suite u : IN — A sera vue comme un mot infini u = uguyus.... . Une méthode simple

pour construire de tels mots est de procéder par itérations d'une substitution. Chaque lettre
d'un mot m est remplacée par un mot et ainsi de suite. On obtient ainsi des mots infinis dont
les régularités ont retenu en premier lieu l'attention ([22], [23], [2], [9]).

Une suite point fixe d'une substitution uniforme f sur un alphabet A est dite
automatique. Une suite de pliage est la suite de monts et vallées obtenue en dépliant un
morceau de papier auparavant plié une infinité de fois.

Le but de cette note est de montrer qu'aucune suite automatique minimale non

périodique, point fixe d'une substitution injective uniforme, n'est une suite de pliage.

Classification AMS 1991 : 11 B 85, 68 Q 45, 68 R 15.
Mots-clés : suite automatique, substitution uniforme, suite de pliage, mot rythmé.
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2. PRELIMINAIRES

Soit A* le monoide libre engendré par un ensemble A appelé alphabet. Les
éléments de A sont appelés lettres et ceux de A*, mots. Pour tout mot v de A, |v| désigne la
longueur de v, c'est-a-dire le nombre de ses lettres. L'élément neutre de A* est le mot vide
noté ¢ . C'est un mot de longueur zéro. Soita € A ; on note simplement a* pour I'ensemble
{a}* des mots finis formés de la seule lettre a . Le mot infini formé de la lettre a est noté a”
. Un mot v est dit facteur de w si w = xvy avec x et y dans A*. On écritalorsv|w. Six=¢
(resp. y =g), v est dit préfixe (resp. suffixe) de w . Un préfixe ou suffixe de w est dit strict
s'il est différent de w.

On appelle substitution, une application f : A — A*. Cette application se prolonge
de maniére naturelle en morphisme A* — A* de monoides . Une substitution f est dite de
longueur constante ou uniforme de module o si o = | f(i) | pour toute lettre i de A, croissante
si | f(i) | = 2. S'il existe une lettre a de A telle que f(a) = am avec | m | > 0, alors I'ensemble
des mots infinis de préfixe a posséde un point fixe u = amf(m)f(m)...f(m)... .

Soit k un entier > 2 . On désigne par < k > l'alphabet {0, 1, ..., k - 1} et par < k >
I'ensemble des mots de longueur r > 1, < k >°= {e}, < k >* = U < k >" . Un k-automate est
la donnée d'un quintuplet (A, E, a, ¢, 1) avec :

(i) A alphabet, A={a, b,c, ... },

(ii) E alphabet,

(iii) aun point de A,

(iv) ¢ application, ¢ : Ax <k>—> A,

(v) T application, t: A > E.
Pour tout (X, s) dans A x < k >, on pose : ¢ (X, s) = s(x), ou plus simplement x.s . On
prolonge alors ¢ : A x <k >— A en une application , encore notée ¢,

Q0:Ax<k>->A.

Si n est un entier positif dont la représentation en base k est e4e 4. 1...6, ON POSe, pour tout x

dans A, ¢ (X, N) = X €48 4-1...80 (& N = 0 on associe le mot vide, avec ¢(x, €) = X). Ainsi,
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lorsque n parcourt IN, a.n décrit une suite infinie d'éléments dans A et 1(a, n) décrit une
suite infinie d'éléments dans E.

On dit qu'une suite t € E™ est k-reconnaissance s'il existe un k-automate (A, E, a,
0, 1) tel que : t = (ty)nain = (t (@N))neain- (Le lecteur intéressé pourra trouver dans [11] de
nombreux exemples sur les suites reconnaissables).

Lorsqu'un mot infini est point fixe d'une substitution uniforme sur un ensemble

fini, on le dit encore automatique. On a en effet ([4]) le résultat suivant ;

PROPOSITION 1 : Soit E un ensemble fini non vide, soit t = (t,),e E™ et soit k un
nombre premier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la suite t est k-reconnaissable ;

(ii) t est engendrée par une substitution uniforme de module k ;

(iii) il existe un corps fini K de caractéristique k et une injection B : E — K telle

que B(t) = B( t,) soit algébrique sur K[X].

Remarque : Sans avoir a supposer k premier, I'équivalence entre (i) et (ii) a été établie par
Cobham dans [5].

Une substitution f est dite primitive s'il existe un entier naturel n tel que pour tout
couple (a, b) de lettres, b apparait dans le mot f'(a).

Soit u un mot fini ou infini. L'ensemble des facteurs finis de u est noté F et celui
des facteurs de longueur n, F(n). I est clair que tout facteur d'un mot v est un mot de F et
qu'il existe une lettre a telle que va € F . Le facteur v de u est dit spécial si pour toute lettre i
de A, vi est un facteur de u. FS désigne I'ensemble des facteurs spéciaux de u et FS(n), celui
des facteurs spéciaux de longueur n .

Soit S le décalage défini par S(aga;a,.....) = ajds..... et soit Q l'adhérence de
I'ensemble {Sk(u),keIN}, ol la distance d est définie par :

d(v, w) = exp( - inf{neIN ; v, = w, }).
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La suite u est associée au systéme dynamique (Q2, T) (ou T est la restriction de S a Q) et est

dite minimale si les seuls fermés invariants de Q sous l'action de S sont I'ensemble vide et Q

La caractérisation suivante est classique ([7]) :
PROPOSITION 2 : Le mot u est minimal si et seulement si pour tout facteur m de u, il
existe un entier j dépendant de m tel que :

vk e |N, m I ukuk+l---uk+j-

Lorsque u est point fixe d'une substitution f, nous avons ([16]) un critére de

minimalité en fonction de f :

PROPOSITION 3 : Soit u un point fixe de la substitution f sur I'alphabet A. Si a est préfixe
de u, avec [f(a)| > 2, et si toutes les lettres de A sont dans u, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) u est minimal et lim [f(b)| = +o0 pour toutes les lettres b de A ;

(i) il existe L < Card(A) tel que pour toutb € A, a | f(b) ;

(iii) pour tout b € A, il existe k(b) e IN tel que a | f®(b).

Lorsque A = {1, 2}, on a ([18]) un critére de minimalité trés simple :

PROPOSITION 4 : Soit u un mot infini point fixe d'une substitution f sur A = {1, 2} tel
que 1 soit préfixe de u etu = 1”.
(i) Supposons f croissante, alors : u minimale < f(2) ¢ 2*.

(ii) Supposons [f(1)] = 2 et f(2) = 2 ; alors : u minimale < f(1) € 1A*1.

Il - SUITES AUTOMATIQUES
Soit u une suite minimale non périodique, point fixe d'une substitution injective

uniforme f de module o sur un alphabet A.

342



T. Tapsoba

Une maniére naturelle de découper (découpage de niveau k) le mot infini u
consiste & faire intervenir les ensembles E, = {e}{f “(u[0, p-1]) ; p>0}, ot u[i, j] désigne le
mot u; Ujsy...u; (j=i). J.C. Martin ([10}), qui est un des premiers & avoir étudié ces problémes
de découpage, qualifie de déterminée a I'ordre k une substitution f pour laquelle dés qu'un
facteur m est assez long, le découpage de niveau k et les lettres dont m provient par f* ne
dépendent pas des rangs ou m apparait

D'autre part, tout facteur m de u peut se factoriser sous la forme :

1) m = xf(v)y
avec les conditions :

(2) x suffixe strict d'un mot f(v,), y préfixe d'un mot f(v,) et v,vv, facteur de u.
Un facteur m de u est dit mot rythmé s'il n'existe qu'un seul triplet (v, X, y) Vérifiant les
conditions (1) et (2). Une substitution est dite rythmée s'il existe un entier L, tel que tout
facteur de longueur plus grande que Lg soit un mot rythmé.

Nous rappelons ici quelques propriétés (trés simples) des facteurs et des facteurs

spéciaux dont les preuves se trouvent dans [20] .

PROPOSITION 5 : S'il existe un facteur R de u rythmé et de longueur > o, alors tout

facteur de u dont R est un facteur est aussi un mot rythmé.

PROPOSITION 6 : Tout suffixe d'un facteur spécial est spécial.

Le corollaire suivant est immédiat :

COROLLAIRE : Si FS(p) est vide, alors pour tout n > p, FS(n) est vide.

Le résultat assez classique suivant, cité dans [17], a été démontré dans [19] et [21]
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PROPOSITION 7 : Il existe L, dépendant de o et de Card(A) tel que tout facteur m de u,

de longueur plus grande que Ly, soit un mot rythmé.

IV - SUITES DE PLIAGE

Une suite de pliage est la suite des monts et vallées obtenue en dépliant un
morceau de papier auparavant plié une infinité de fois (voir par exemple [13], [14], [16]).
En d'autres termes, la suite u(n) est une suite de pliage si et seulement si : u(4n) = 0 (resp.
u(4n) = 1), u(4n + 2) = 1 (resp. 0), et u(2n + 1) est une suite de pliage.

On peut également obtenir des suites de pliage par I'intermédiaire des suites de
Toeplitz ([8]). Signalons enfin que le principe de la "symétrie perturbée" (voir [12]) a aussi
permis d'en générer ([3]).

Notre but est de voir s'il existe des substitutions dont le mot infini est une suite de
pliage.

Si P(n) désigne le nombre de facteurs distincts de longueur n, on a ([1]) le résultat

suivant :

PROPOSITION 8 : Pour toute suite de pliage, le nombre de facteurs distincts de longueur
n, P(n) est obtenu comme suit : P(1) = 1, P(2) = 4, P(3) = 12, P(5) = 18, P(6) = 23 et pour
toutn > 7, P(n) = 4n.

Soit q(n) = P(n+1) - P(n). Pour des suites définies sur des alphabet de cardinal 2,
q(n) = P(n+1) - P(n) = Card(FS(n)).
Ainsi, pour toute suite de pliage, Card(FS(n)) =4 pourn>7.

V - SUITES AUTOMATIQUES ET PAPIERS PLIES
Supposons A = {1, 2} et posons o = |P|, ou P est le plus grand préfixe commun a
f(1) et f(2). On a ([21]) la méthode récurrente de détermination des facteurs spéciaux

suivante :
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PROPOSITION 9 : Soit k le plus petit entier tel que ok + o > n. Alors les facteurs
spéciaux de longueur n > L, sont les suffixes de longueur (n-c) des images des facteurs

spéciaux de longueur k auxquels on a concaténé a droite P.

Si nous posons n = ok + o + 1, 0 < r < o, le corollaire ci-dessous est alors

immédiat :

COROLLAIRE : Si p est la longueur du plus grand suffixe commun a f(1) et f(2), on a:

Card(FS(n)) = Card(FS(k)), sir> u
CardFS(n)) < Card(FS(k)), dans le cas contraire

Dans [15] il a été établi ce qui suit :

PROPOSITION 10 : Soit u un point fixe de substitution primitive de longueur constante
déterminée a l'ordre 1. Si P(n) est de la forme an + b pour n assez grand, alors :
P(n) = a(n-1)

a partir d'un certain rang
Nous donnons ici la preuve du théoréme suivant :

THEOREME : Aucune suite automatique minimale non périodique, point fixe d'une

substitution injective uniforme, n'est une suite de pliage.

PREUVE : Soit une suite automatique minimale non périodique u, point fixe d'une

substitution injective uniforme. Si P(1) # 2, u n'est pas une suite de pliage (Prop. 8).

Supposons P(1) = 2. En vertu de la Proposition 4, toute substitution minimale non

périodique sur un alphabet de cardinal 2 est primitive. D'autre part, une telle sustitution est
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rythmée (Prop. 7). Ainsi, si la suite u considérée est déterminée a I'ordre 1, elle ne peut étre
une suite de pliage car cela contredirait la Proposition 10. Supposons donc u rythmée mais
non déterminée a I'ordre 1 ; il existe alors un facteur m de longueur > Ly qui s'écrit :
m = Bf(C)D

avec B suffixe de f(1) et f(2), et/ou D préfixe de f(1) et f(2). En utilisant la Proposition 8
ainsi que la Proposition 9 et son corollaire, on obtient ce qui suit :

(i) si p=0,en considérant un entier n > Ly de telle sorte que k =7, 8 ou 9... etr <
u, on obtient Card(FS(n)) < 4 et u n'est donc pas une suite de pliage ;

(if) si p =0, on choisit alors n > Lyavec k = 4, 5 ou 6..., si bien que Card(FS(n) >

4 et cette fois encore u ne peut étre une suite de pliage. [
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