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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit ist der regelungstheoretischen Betrachtung von mechanischen
Systemen mit mehr Freiheitsgraden als StellgroBen gewidmet. Dabei werden Aspekte aus
den Teilgebieten Modellbildung, Systemanalyse, Steuerungsentwurf und Reglerentwurf
behandelt.

Den Ausgangspunkt bilden die aus dem Lagrange-Formalismus resultierenden Bewe-
gungsgleichungen, fiir welche neben verschiedene partiell linearisierten Zustandsdarstel-
lungen auch eine spezielle Byrnes-Isidori-Normalform eingefiihrt wird. Im Unterschied
zu einer frither vorgeschlagenen dhnliche Normalform existiert diese ,Lagrange-Byrnes-
Isidori-Normalform* immer.

Weiterhin wird die bedeutende Eigenschaft der differentiellen Flachheit im Zusam-
menhang mit mechanischen Systemen untersucht. Die bestehende Liicke zwischen den
bekannten notwendigen und hinreichenden Flachheitsbedingungen bildet die Motivation
zur Anpassung der Regelflichenbedingung auf mechanische Systeme in Lagrange-Byrnes-
Isidori-Normalform.

Parallel dazu wird die Flachheitsanalyse auf Basis des sogenannten Variationssystems
betrachtet. Dabei handelt es sich um ein System von 1-Formen, die durch Anwendung der
duBleren Ableitung auf die impliziten Systemgleichungen entstehen. Aquivalent dazu kén-
nen auch die in einer rechteckigen Polynommatrix beziiglich des Zeitableitungsoperators
zusammengefassten Koeffizienten der Basisformen untersucht werden. Die Flachheit eines
Systems ist nun gerade dquivalent zur Existenz einer unimodularen Vervollsténdigung
dieser Matrix, welche zudem noch eine bestimmte Integrabilitdtsbedingung erfiillen muss.
Durch Anwendung des Satzes von Frobenius konnen aus diesen in der bisherigen Formulie-
rung nur schwer iiberpriifbaren Bedingungen deutlich einfachere hergeleitet werden. Fiir
den Eingroflenfall ergibt sich dadurch eine erheblich Verringerung des Rechenaufwandes
im Vergleich zum Referenzansatz. Im Mehrgrofienfall ist die Situation komplizierter:
Durch das Fallenlassen der Unimodularitatsforderung und die Ausnutzung der speziellen
Struktur mechanischer Systeme erhélt man eine neue notwendige Bedingung fiir Flach-
heit, welche sich in endlich vielen Schritten auswerten lasst. Allerdings konnte mit dieser
die vermutete Nichtflachheit fiir die untersuchten mechanischen Beispielsysteme nicht
nachgewiesen werden.

Einen weiteren Untersuchungsgegenstand bildet das Konzept der Konfigurationsflach-
heit. Fiir diese Eigenschaft ist gefordert, dass ein flacher Ausgang existieren muss, der nur
von den Konfigurationskoordinaten abhingt. Basierend auf theoretischen Uberlungen und
dem Fehlen von Gegenbeispielen wird die Hypothese aufgestellt, dass fiir konservative
mechanische Systeme Flachheit und Konfigurationsflachheit &dquivalent sind. Fiir lineare
mechanische Systeme kann diese Hypothese mit Hilfe der Kronecker-Normalform von
Matrizenscharen verifiziert werden.

i



Beziiglich des Entwurfs von Solltrajektorien werden neben der Darstellung bekannter
Verfahren fiir lineare und fiir flache Systeme zwei weitere Ansétze genauer diskutiert. Der
erste basiert auf der numerischen Lésung des aus dem Steuerungsentwurf resultierenden
Randwertproblems. Dazu wird ein angepasstes Kollokationsverfahren konstruiert, welches
die Elimination von Systemgrofien durch die explizite Beriicksichtigung von Integratorket-
ten ermoglicht, die bei partiell linearisierten Systemen stets auftreten. Unter bestimmten
Bedingungen bewirkt dies eine erhebliche Reduktion der Rechenzeit. Der zweite Ansatz
betrachtet die Uberfithrung zwischen zwei Ruhelagen und beruht auf der Zeitumkehrsym-
metrie, die alle konservativen mechanischen Systeme aufweisen. Er besteht aus mehreren
Schritten: Zunachst wird fiir beide Ruhelagen eine Riickfiihrung mit moglichst groflem
Attraktivitatsgebiet entworfen. Danach wird das System simulativ ausgehend von der
Zielruhelage in der Startruhelage stabilisiert. Die so erhaltene Eingangstrajektorie kann
dann beziiglich der Zeit invertiert werden, um das System aus der Startruhelage in die
Néahe der Zielruhelage zu tiberfiihren, wo schliefilich der entsprechende Regler aktiviert
wird.

In praktischen Realisierungen von unteraktuierten Regelungssystemen treten auf Grund
von Effekten wie trockener Reibung und Getriebespiel oft Dauerschwingungen mit schwer
vorhersagbaren und beeinflussbaren Parametern auf. Als Alternative zur klassischen
Stabilisierung einer (theoretischen) Ruhelage wird deshalb eine Riickfithrung hergeleitet,
welche fiir ein gegebenes lineares System einen stabilen Grenzzyklus mit vorgebbarer
Frequenz und Amplitude asymptotisch stabilisiert.
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Abstract

This thesis considers mechanical systems with more degrees of freedom than inputs from
the perspective of control theory. It investigates various aspects of the topics modeling,
systems analysis, feedforward and feedback controller design.

Point of departure are the equations of motion which result from the Lagrangian
formalism. For them certain types of partially linearized state space representations are
discussed and a special type of the Byrnes-Isidori normal form is introduced. In contrast
to earlier proposed similar normal forms, this “Lagrange-Byrnes-Isidori normal form”
always exists.

Furthermore, the important property of differential flatness is investigated in the
context of mechanical systems. The existent gap between the known necessary and
sufficient flatness conditions motivates the adaption of the ruled manifold condition to
mechanical systems, which are in Lagrange-Byrnes-Isidori normal form.

In parallel, the flatness analysis based on the so called variational system is considered.
This term refers to a system of differential 1-forms which arise by applying the exterior
derivative to the implicit system equations. Equivalently, one may regard the coefficients
w.r.t. the basis forms, which can be assembled to a rectangular polynomial matrix in the
time derivative operator. From this point of view, the flatness of a system is equivalent
to the existence of a unimodular completion of this matrix, which in addition satisfies
a certain integrability condition. In the so far proposed formulation this condition is
hard to falsify. However, by application of the Frobenius theorem, it is possible to derive
new conditions, which are simpler to evaluate. For the single input case this results in
easier and significantly shorter calculations, compared to the the reference approach. The
situation for the multiple input case is more involved: By dropping the unimodularity
requirement and exploiting the special structure of mechanical systems, one arrives at
finitely evaluable conditions which are necessary for flatness. However, it was not possible
to show the suspected non-flatness for the investigated examples.

Another related object of study is the concept of configuration flatness. This property
requires that a flat output exists, which only depends on the configuration coordinates,
but not on their time derivatives. Basing on theoretical considerations and the absence of
counterexamples the hypothesis is formulated, that for conservative mechanical systems
flatness and configuration flatness are equivalent. For linear mechanical systems this
hypothesis can be verified by means of the Kronecker normal form of matrix pencils.

Concerning the design of feedforward controllers, different variants are discussed.
Besides the well known methods for linear and flat systems two further approaches are
studied. The first is based on the numerical solution of the boundary value problem,
arising from the control design task. An adapted collocation method is constructed which
allows to explicitly respect the integrator chains which always occur in partially linearized
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mechanical systems. Under certain circumstances, this allows a significant reduction of
computational effort and time.

The second approach considers the transition between two equilibrium points and relies
on the time reversal symmetry, a property which all conservative mechanical systems
admit. It consists of several steps: At first for each equilibrium point an asymptotically
stabilizing feedback controller is designed, each of which should have a possibly large
region of attraction. Next, the system is simulated with the target equilibrium as initial
conditions and with the feedback controller, designed for the start equilibrium, activated.
The so obtained input trajectory can be inverted w.r.t. time to perform the transition
from the start equilibrium to the vicinity of the target equilibrium, where eventually the
respective feedback controller is activated.

Due to dry friction or backlash, practical realizations of controlled underactuated
mechanical systems often show sustained oscillations, whose parameters are hard to
predict and to influence. Therefore, as an alternative to the classical stabilization of an
(theoretical) equilibrium point, a feedback law is deduced, which for a given linear system
asymptotically stabilizes a periodic orbit with specified frequency and amplitude.
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Kapitel 1

Einleitung

Von den verschiedenen Doménen der Physik ist die Mechanik vermutlich diejenige mit
dem grofiten Einfluss auf die Erfahrungswelt des Menschen. Es iiberrascht deshalb nicht,
dass die Untersuchung mechanischer Systeme auch in der Regelungstechnik bzw. -theorie
eine grofie Rolle spielt. So wird beispielsweise die Entwicklung des Fliehkraftreglers
fir Dampfmaschinen als Beginn der Regelungstechnik [Lud95a, Abschnitt 1.1] oder
zumindest als wesentliches Element [Reil4, Abschnitt 1.1] in ihrer Entwicklung zum
eigenstandigen Wissenschaftszweig gesehen. In der jlingeren Vergangenheit findet die
Schnittmenge von Regelungstechnik und Mechanik z.B. in den Feldern Robotik sowie
Luft- und Raumfahrttechnik Anwendung.

Aus regelungstheoretischer Sicht ist die Untersuchung von mechanischen Systemen,
die tiber weniger Stellgroflen als Freiheitsgrade verfiigen, besonders interessant. Solche
sogenannten unteraktuierten Systeme waren in den letzten Jahren Anlass fiir die Verof-
fentlichungen einer Vielzahl von Fachbiichern und Aufsétzen, siehe z.B. [SB94, Spo98,
FLO1, CBCDB14, LY13, Seil4].

Die Differenz zwischen der Zahl der Freiheitsgrade und Stellgréen kann unterschiedliche
Ursachen haben. Bei vielen Typen von Luftfahrzeugen ist beispielsweise die Unteraktu-
iertheit von der Konstruktion vorgegeben. Bei anderen mechanischen Systemen ist die
Berticksichtigung von (6rtlich konzentrierten) Elastizitdten in der Modellbildung oder
der Verzicht auf Stellglieder, etwa zur Kosten- oder Gewichtsreduktion oder zur Modellie-
rung eines Aktorausfalls, ausschlaggebend. Eine aus Anwendungssicht bedeutende Rolle
nehmen dabei unteraktuierte Manipulatoren [DLIMO02] ein.

Neben moglichen Anwendungen liegt aus Sicht des Autors eine weitere wesentliche
Motivation fiir die Beschaftigung mit unteraktuierten Systemen in ihrer Anschaulichkeit
und dem daraus resultierenden didaktischen Potential begriindet. Bestes Beispiel dafiir
ist das inverse Pendel mit verschieblichem Aufhdngepunkt als klassisches ,,Benchmark-
System* [Boul3]. Einerseits ldsst sich die Dynamik des Systems auf qualitativer Ebene
intuitiv erfassen, andererseits konnen eine Vielzahl von Methoden und Konzepten der
modernen modellbasierten Regelungstheorie darauf angewendet werden: angefangen
beim Aufstellen des mathematischen Modells, iiber die Linearisierung um Ruhelagen
samt Stabilitdtsanalyse, partielle Eingangs- Ausgangs-Linearisierung, die Untersuchung
der Steuerbarkeit, die Planung von Trajektorien bis zum Entwurf von stabilisierenden
Riickfithrungen. Auch andere unteraktuierte Beispielsysteme haben eine hohe Verbreitung
in der Fachliteratur gefunden, so etwa das ,Ball and Beam System® oder das unter der
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Bezeichnung ,PVTOL® bekannte ebene Modell eines Senkrechtstarters. In jiingerer Zeit
hat z.B. das in [GEK13| untersuchte Aufschwingen eines Dreifachpendels eindrucksvoll
die Leistungsfihigkeit regelungstheoretischer Methoden (im Verbund mit entsprechenden
technischen Voraussetzungen) gezeigt.

Trotz der Bedeutung mechanischer Systeme fiir die Regelungstheorie und trotz vieler
theoretischer Untersuchungsansétze sowie zahlloser erfolgreicher Anwendungen, gibt es
bisher kein in sich geschlossenes Theoriegebaude fiir diese Systemklasse. Vielmehr steht
eine Reihe von Ergebnissen mit beschriankter Aussagekraft zur Verfiigung, z.B. Methoden,
die sich fiir bestimmte Systeme anwenden lassen und fiir andere nicht. Exemplarisch sei
hier die exakte Eingangs-Zustands-Linearisierung genannt. Hinzu kommen Eigenschaften,
fiir die zwar jeweils notwendige und hinreichende Bedingungen bekannt sind, jedoch kein
Kriterium, d.h. ein gleichzeitig notwendige und hinreichende Bedingung. Prominentes
Beispiel hierfiir ist die sogenannte differentielle Flachheit [FLMR95]. Fiir einige mechani-
sche Systeme ist bekannt, dass sie flach sind, fiir andere kann man zeigen, dass sie es
nicht sind, aber im allgemeinen Fall ist der Flachheitsstatus unklar. Die Situation ist
hier bei mechanischen Systemen nicht anders als bei allgemeinen nichtlinearen Systemen.
Erstrebenswert wére es dagegen, die sich aus den Bewegungsgleichungen ergebende
Struktur, welchen allen mechanischen Systemen gemeinsam ist, auszunutzen, um damit
starkere Aussagen treffen zu kénnen und somit zum Entstehen eines Theoriegebdudes
beizutragen.

Zielstellung der vorliegenden Arbeit ist es in diesem Sinne, die aus Sicht des Autors
wichtigsten bekannten Ergebnisse zur Analyse, sowie zum Entwurf von Steuerungen und
Regelungen fiir unteraktuierte mechanische Systeme zusammenzufassen, sowie darauf
aufbauende eigene ergédnzende Detailergebnisse darzustellen.

Gliederung der Arbeit und eigene Beitrige

Die Gliederung der Arbeit orientiert sich an den typischen Teilschritten bei der Bearbei-
tung einer regelungstechnischen Aufgabe: Modellbildung, Analyse, Steuerungsentwurf
und Reglerentwurf.

Kapitel 2 beschreibt die Herleitung eines mathematischen Modells fiir ein konzentriert-
parametrisches mechanisches System mit holonomen Zwangsbedingungen auf Basis des
Lagrange-Formalismus. Danach werden verschiedene Zustandsdarstellungen und ihre
Eigenschaften diskutiert, von denen einige aus der Literatur seit lingerem bekannt sind
(z.B. die (nicht-)kollokierte partielle Linearisierung), andere dagegen bisher noch nicht
betrachtet wurden, insbesondere die Lagrange-Byrnes-Isidori-Normalform. Zudem wird
das Konzept der Tragheitskopplung gegeniiber bisherigen Fassungen prézisiert.

Gegenstand des dritten Kapitels ist die Untersuchung linearer bzw. um eine Ruhelage
linearisierter mechanischer Systeme. Seine Hauptergebnisse sind je eine Aussage zur
Stabilitdt von Ruhelagen konservativer Systeme sowie zum Zusammenhang zwischen
Steuerbarkeit und der Dimension der Ruhelagenmannigfaltigkeit.

Das Kapitel 4 widmet sich dem Themenkomplex exakte Linearisierung durch Riick-
fiihrung bzw. Flachheit. Das oben erwahnte Fehlen eines Flachheitskriteriums wird zum
Anlass genommen, die bisher bekannten hinreichenden und notwendigen Bedingungen
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darzustellen und auf mechanische Beispielsysteme anzuwenden. Fiir die Regelflachenbe-
dingung wird gezeigt, dass diese sich sehr zweckméflig auf die in Kapitel 2 eingefiihrte
Systemdarstellung in Lagrange-Byrnes-Isidori-Normalform anwenden lésst. Im Anschluss
wird eine, nach Kenntnis des Autors neue, notwendige Bedingung fiir die Flachheit
eines allgemeinen Systems hergeleitet und ihre prinzipielle Anwendbarkeit an einem
akademischen Eingroflensystem nachgewiesen. Speziell fiir mechanische Systeme erge-
ben sich Vereinfachungen, so dass eine auch fiir den Mehrgroflenfall vergleichsweise
leicht auswertbare notwendige Flachheitsbedingung resultiert. Allerdings konnte kein
Mehrgrofiensystem gefunden werden, dessen Nichtflachheit mit diesem Ansatz zu zeigen
ist.

Im letzten Abschnitt des vierten Kapitels wird das Konzept der Konfigurationsflachheit
betrachtet. Ausgehend von der durch viele Beispiele unterstiitzten Hypothese, dass fiir
konservative Systeme Flachheit und Konfigurationsflachheit dquivalent sind, wird gezeigt,
dass dies zumindest fiir lineare Systeme der Fall ist.

Kapitel 5 befasst sich mit der Berechnung von Trajektorien. Zunéchst wird die Trajekto-
rienplanung fiir lineare und fiir flache Systeme in gangiger Form dargestellt. Im Anschluss
wird ein aus der Literatur bekannter Ansatz, der auf der Losung einer nichtlinearen
Randwertaufgabe basiert, aufgegriffen und inklusive des unterlagerten numerischen Algo-
rithmus formuliert. Dieser wird dann so erweitert, dass im Systemmodell vorhandene
Integratorketten explizit berticksichtigt werden konnen, was sich auf Rechenzeit und Kon-
vergenz auswirkt. Den Abschluss bildet die Vorstellung eines auf der Zeitumkehrsymmetrie
konservativer mechanischer Systeme basierenden Ansatzes zur Trajektorienplanung.

Als Alternative zu dem iiblichen Vorgehen, mittels einer Riickfithrung eine Trajektorie
und als Spezialfall davon eine Ruhelage zu stabilisieren, stellt das Kapitel 6 die Stabili-
sierung eines geschlossen Orbits, d.h. die Erzeugung eines stabilen Grenzzyklus, vor. Der
grundlegende Ansatz wird fiir allgemeine lineare Systeme hergeleitet und dann simulativ
und experimentell auf ein mechanisches System angewendet.

Das abschliefende Kapitel 7 fasst den Inhalt und die Ergebnisse der Arbeit zusammen
und listet die sich daraus ergebenden offenen Fragen auf.

Im Anhang A werden die fiir die Arbeit notwendigen mathematischen Konzepte kurz
erklart bzw. wird auf die entsprechende Literatur verwiesen. Zusétzlich werden einige
Zusammenhédnge, welche die Grundlage fiir die Argumentation in Kapitel 4 bilden,
ausfithrlicher erlautert. Das betrifft beispielsweise den Zusammenhang zwischen der
Smith-Form und der unimodularen Vervollstindigung einer Polynommatrix.

Anhang B enthélt schlieBlich einige Detailrechnungen und Uberlegungen zu Imple-
mentierungsaspekten, auf die im Haupttext verwiesen wird. Erwédhnenswert ist dabei
die Herleitung eines Kriteriums, wann fiir ein mechanisches System eine Aufspaltung in
aktuierte und nichtaktuierte Konfigurationskoordinaten maoglich ist.

Beispiel-Konzept und Software

Diese Arbeit verfolgt das Ziel, ein moglichst hohes Mafi an Nachvollziehbarkeit und
Reproduzierbarkeit zu erreichen. Da viele der untersuchten Beispielsysteme auf umfang-
reiche Gleichungen fiihren, ist ein klassisches Nachrechnen der entsprechenden Ergebnisse
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nicht praktikabel. Stattdessen wurden, angeregt durch [[HGC12|, alle Beispiele mit
aufwendigen Rechnungen als sogenannte IPython-Notebooks implementiert, aufbereitet
und digital veroffentlicht. Dabei handelt es sich um ein Dokumentenformat in dem aus-
fithrbarer Quellcode zusammen mit den daraus resultierenden Ausgaben und zusétzlicher
Dokumentation in Form von Text, Formeln und Grafiken abgespeichert wird. Diese
Notebooks konnen einerseits gelesen werden und geben dabei Aufschluss tiber die konkret
ausgefiihrten Rechenschritte und Zwischenresultate. Andererseits kénnen sie auch erneut
ausgefiihrt werden und erlauben so die Reproduktion der Ergebnisse bzw. die Anpassung
fiir weitere Untersuchungen. Alle diese Notebooks sind in spitzen Klammern referenziert
(wie z.B. [(1)]) und in einem eigenen Verzeichnis ab S. 195 aufgelistet sowie verlinkt. Im
Text werden fiir die Beispiele dann nur die wesentlichen Zwischen- und Endergebnisse
eingefiigt.

Neben einigen etablierten Software-Bibliotheken fiir symbolische und numerische Mathe-
matik, werden in den Beispiel-Rechnungen die drei vom Autor wesentlich mitentwickelten
Pakete symbtools, pycartan und PyTrajectory verwendet. Fiir diese ist auf S. 197 eine
kurze Beschreibung und ein Link zu den Quelltexten angegeben.



Kapitel 2
Modellbildung und -darstellung

2.1 Grundlegende Annahmen und physikalische
Einordnung

Bezogen auf den Gegenstand dieser Arbeit ist zunéchst die Frage zu klaren, was mit
der Bezeichnung , mechanisches System® konkret gemeint ist. Unter ,,Mechanik“ wird
iiblicherweise die Lehre von der Bewegung physikalischer Kérper und den damit verbun-
denen Kréften verstanden [GPS06]. Betrachtet man erdnahe Kérper, deren Massen und
Abmessungen sich nur um einige Gréflenordnungen von den fiir menschliche Alltagserfah-
rungen typischen Werten 10°%kg bzw. 10°m unterscheiden und keine Geschwindigkeiten
nahe der Vakuumlichtgeschwindigkeit erreichen, so spricht man in den Ingenieurwissen-
schaften von der ,technischen Mechanik®“. Effekte der relativistischen Mechanik oder der
Quantenmechanik sind dann fiir eine hinreichend genaue mathematische Beschreibung
der realen Vorgange nicht zu beriicksichtigen, ebensowenig die Ortsabhangigkeit der
Gravitation. Eine weitere und zugleich deutlich einschrankendere Vereinfachung ist die
Annahme starrer Korper. D.h. die betrachteten massebehafteten Koérper konnen sich im
Modell nicht verformen und umgekehrt besitzen elastische Elemente (Federn) im Modell
keine Masse.

Holonomitat, Nichtholonomitit und Integrabilitat

Modelle technisch relevanter mechanischer Systeme bestehen oft aus mehreren Starrkor-
pern, die miteinander und mit der Umgebung verbunden sind und dabei iiber verallgemei-
nerte Krifte! in Wechselwirkung treten. Diese Verbindungen werden Zwangsbedingungen
genannt, wobei man zwischen holonomen® und nichtholonomen Zwangsbedingungen
unterscheidet. Erstere schrinken die Konfiguration des mechanischen Systems ein, d.h. sie
schliefen bestimmte raumliche Anordnungen der beteiligten Koérper aus. Nichtholonome
Zwangsbedingungen hingegen verhindern nur bestimmte Anderungen der Konfiguration.

"Wenn keine Unterscheidung zwischen translatorisch wirkenden Kriften und rotatorisch wirkenden Dreh-
momenten notwendig ist, werden hier beide Typen von physikalischen Grofien unter der Bezeichnung
LKraft“ zusammenfasst, siehe z.B. [BL04, Abschnitt 4.4] und [Reil4, Abschnitt 2.5.1].

’Diese Begriffsbildung geht auf Heinrich Hertz zuriick und bedeutet so viel wie ,,ganz-gesetzlich®
[B103, Kap. 1].
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Ein einfaches Beispiel fiir den holonomen Fall ist ein Zug, der auf einer Schiene fihrt.
Die moglichen Konfigurationen dieses Systems sind global durch den Verlauf der Schiene
vorgegeben. Ein Standardbeispiel fiir den nichtholonomen Fall ist ein kinematisches
Fahrzeugmodell, bei dem das seitliche Rutschen der Rader (per Modellannahme) ausge-
schlossen ist. Mit anderen Worten, die vektorielle Geschwindigkeitskomponente senkrecht
zu den Radachsen verschwindet stets per definitionem. Offensichtlich stellt diese Zwangs-
bedingung anders als die Schiene aber keine globale Einschrankung der Konfiguration
des Fahrzeugs dar.

Mathematisch lasst sich dieser Unterschied auf die Frage der Integrabilitét zuriickfithren:
Holonome Zwangsbedingungen liegen entweder schon auf Ebene der Konfigurationsvaria-
blen vor oder, falls sie bei der Modellbildung als geschwindigkeitsabhéngige Gleichungen
auftreten, kann man sie durch Integration in eine solche Darstellung umformen. Nichtho-
lonome Zwangsbedingungen konnen nicht integriert werden [BT03, Kap. 1], d.h. es gibt
keinen mathematischen Ausdruck, der nur von den Konfigurationen abhéangt, aus dem
man die betreffende Zwangsbedingung durch Ableitung nach der Zeit herleiten kann. In
der vorliegenden Arbeit werden in diesem (mechanischen) Sinne nur holonome Systeme
betrachtet.

Der Zusammenhang zwischen Integrabilitat und Holonomitat wird in der regelungs-
technischen Literatur teilweise als Begriindung fiir eine verwandte, aber dennoch zu
unterscheidende Verwendung der Bezeichnung ,nichtholonom® herangezogen. Unter be-
stimmten Umstanden weist ein dynamisches System eine sogenannte Erhaltungsgrofie auf,
d.h. eine Funktion der Systemvariablen, deren Wert nur von den Anfangsbedingungen ab-
hangt und sich unabhéngig vom Verlauf der Eingangsignale entlang der Trajektorien des
Systems nicht dndert. Man spricht auch von einem ,ersten Integral®, siche Abschnitt A.3
bzw. [Arn01, Abschnitt 10.5]. Beispiele fiir solche Erhaltungsgrofen sind etwa der Impuls
oder Drehimpuls eines Teilsystems, siehe auch Beispiel 4.34.

Lasst sich aus einer skalaren Bewegungsgleichung keine Erhaltungsgrofie konstruieren,
d.h. lasst sich die Gleichung nicht integrieren, so wird diese Gleichung mitunter als
,hichtholonome Zwangsbedingungen zweiter Ordnung® bezeichnet, siehe z.B. [ON91],
[OS01, Abschnitt 2.4], [BS06, Kapitel 1]. In einigen Beitriagen wird die Bezeichnung
ynichtholonom® von diesen (vermeintlichen) Zwangsbedingungen auch auf das ganze
System iibertragen, sieche z.B. [Mor01]. Aus Sicht der Modellbildung handelt es sich dabei
aber um holonome Systeme. Die Zeitableitungen der zur Beschreibung der Konfiguration
notwendigen Koordinaten unterliegen, anders als beispielsweise beim oben diskutierten
Fahrzeugmodell, keinen kinematischen Zwangsbedingungen.

Bemerkung 2.1. Wahrend die Existenz eines ersten Integrals aus der Perspektive
der Physik bzw. der theoretischen Mechanik typischerweise begrifit wird, weil es die
Vorhersage des dynamischen Verhaltens eines Systems erheblich vereinfachen kann, ist
eine solche Eigenschaft fiir eine gezielte Beeinflussung des Systems natiirlich hinderlich.
Das Auftreten von Systemgrofien, die nur von den Anfangswerten abhédngen, schlief3t
damit eine vollstdndige Steuerbarkeit des Systems aus, sieche auch Abschnitt 4.5. <
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2.2 Lagrange-Formalismus und
Zustandsraumdarstellung

Nachdem die betrachtete Systemklasse abgegrenzt ist, soll der in dieser Arbeit verwendete
Modellbildungansatz mittels der ,Lagrange’schen Gleichungen 2. Art®, dokumentiert wer-
den. Ausgangspunkt ist die Menge Q der moglichen Konfigurationen des betrachteten
mechanischen Systems. Unter Konfiguration wird dabei die Lage und die Orientierung der
beteiligten Starrkorper verstanden. Mathematisch lésst sich Q als glatte Mannigfaltigkeit
auffassen, weshalb die Bezeichnung Konfigurationsmannigfaltigkeit tiblich ist, siehe
[BLO4, Abschnitt 4.1] bzw. Abschnitt A.6. Die natiirliche Zahl n := dim(Q) entspricht der
Anzahl der Freiheitsgrade des Systems. Man kann also mit Hilfe von n reellen Variablen

0:=(01,...,0,)", (2.1)

die Konfiguration des Systems eindeutig beschreiben, was der Wahl von (lokalen) Koordi-
naten auf Q entspricht. Die Systemgrofien @ werden dementsprechend als Konfigurati-
onskoordinaten bezeichnet. Obwohl die Konfigurationsmannigfaltigkeit im Allgemeinen
nicht isomorph zum R” ist, hat sich dennoch?® die Notation 8 € Q etabliert, siche z.B.
[Spo98, OS01, LY13]. Um die zeitliche Anderung der Konfiguration zu modellieren, werden
die Konfigurationskoordinaten als Zeitfunktionen aufgefasst 0(t) := (6,(t),...,0,(t))7,
und ihre zeitlichen Anderungen als (Konfigurations-)Geschwindigkeiten bezeichnet.

Die kinetische und die potentielle Energie eines Systems, ausgedriickt durch die als
differenzierbar vorausgesetzten Funktionen 7'(6, ) und V(8), stellen wichtige physika-
lische Beschreibungsgrofien dar. Weil die kinetische Energie des Systems jeweils vom
Betragsquadrat der Geschwindigkeitsvektoren der einzelnen (gedachten) Massenpunk-
te abhingt (siche z.B. [GPS06, Abschnitt 1.4]), kénnen in 7(0,8) nur Terme zweiter
Ordnung beziiglich @ auftreten. Die als Massenmatrix bezeichnete Hesse-Matrix dieser
Funktion beziiglich 6,

9?T 9T
80,001 T 80,00,
M(O) = : : 5 (22)
92T 9T
80100, " 96,00,

ist somit unabhéngig von 6 und auBerdem symmetrisch. Es gilt also
. 1. .
7(0,0) = 5¢9T1\/I(9)¢9. (2.3)

Da fiir ein physikalisch sinnvolles Modell
70,0)=0 < 6=0 (2.4)

3Streng genommen miisste man zwischen einer Konfiguration (als Element von Q) und ihrer Dar-
stellung in den gewéhlten lokalen Koordinaten unterscheiden. Der daraus resultierende zusétzliche
Notationsaufwand mit eigenen Symbolen fiir die sogenannten Kartenabbildungen und Kartenge-
biete, siehe z.B. [Jdn05, Abschnitt 1.1] ist jedoch fiir die in der vorliegenden Arbeit betrachteten
Systeme wie auch in den zitierten Quellen uberfliissig. Eine mathematisch strenge Behandlung der
Konfigurationsmannigfaltigkeit ist z.B. in [BL04] zu finden.
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erfiilllt sein muss, ist M(0) dartber hinaus stets positiv definit und somit auch regulér,
siehe auch Abschnitt A.5.
Dem tiblichen Vorgehen folgend (siehe z.B. [GPS06, Abschnitt 1.5] bzw. [Reil4, Ab-

schnitt 2.5.3] wird die Lagrange-Funktion
L(0.6)=T(0,0)—V(0) (2.5)

als Differenz der kinetischen Energie* T' und der potentiellen Energie V eingefiihrt, mit
der die Bewegungsgleichungen direkt angegeben werden koénnen:

d<aL>—aL:Qh i=1,...,n (2.6)

dt \od; ) 0,

Dabei ist ); die beziiglich der Koordinate #; durch externe Effekte eingeprigte verallge-
meinerte Kraft. Mit diesen Grofien werden sowohl die frei vorgebbaren aufleren Kréafte
— d.h. die Stellgroflen — erfasst, als auch Reibungskréifte, die aus dem System selbst
herrithren. Eine strenge Herleitung der Gleichung (2.6) lduft auf die Anwendung der
Variationsrechnung und das Prinzip der virtuellen Arbeit hinaus, siehe z.B. [Nol04, Ab-
schnitt 1.3.4]. Durch geeignete Wahl der Koordinaten 6 lassen sich die Ausdriicke fiir
@1, ...Q,, jedoch deutlich einfacher aus der Anschauung gewinnen.

Bemerkung 2.2. In der Literatur werden Systeme mit einer Lagrange-Funktion der
Form L = T — V als ,simple mechanische Systeme“ bezeichnet (siehe z.B. Kapitel
4 und speziell Bemerkung 4.61 in [BLO04]). Diese Begriffswahl impliziert die Existenz
von mechanischen Systemen, deren Lagrange-Funktion eine andere Struktur hat. Nach
Kenntnis des Autors besitzen jedoch alle relevanten Beispiele diese Struktur. In der
vorliegenden Arbeit wird diese deshalb fiir alle mechanischen Systeme vorausgesetzt. <

Bei (2.6) handelt es sich um ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen
(DGLn) zweiter Ordnung, die im allgemeinen miteinander verkoppelt sind. Spaltet man
den Vektor der dufleren Kréifte entsprechend

(Q ... Q)" =B(0)T—R(0,0) (2.7)

in einen eingangsabhéngigen und einen dissipativen Anteil auf, so ergibt sich aus (2.6)
die fiir die regelungstheoretische Analyse typische Matrix-Darstellung der Bewegungsglei-
chungen [SB94, Spo98, OS01, CBCDB14]

M(0) 0 + C(0,0) +K(6,0) = B(0) T. (2.8)

Dabei enthélt der Vektor 7 die von den m unabhingigen Eingingen (Aktoren) ein-
gepréagten Krafte 7y,...,7,, welche iiber die n x m-Matrix B(6) den einzelnen Diffe-
rentialgleichungen zugeordnet werden. Weiterhin bezeichnet M die oben eingefiihrte

4Genauer gesagt handelt es sich um die sogenannte kinetische Koenergie 7% (8, 0), allerdings ist diese fiir
die hier betrachteten Systeme der nicht-relativistischen Mechanik identisch zur kinetischen Energie
[Jan10, Abschnitt 2.3].
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Massenmatrix, der Vektor C beschreibt die Wirkung von Zentrifugal- bzw. Corioliskraft
und der Vektor K erfasst die aus der potentiellen Energie abgeleiteten konservativen
Krifte (Gravitation, Elastizitit) sowie die aus den R(6,8) herriithrenden dissipative
Krifte (Reibung). Die Zusammenhénge dieser Ausdriicke mit der Lagrange-Funktion
(2.5) lauten komponentenweise (siehe z.B. [MLS94, Abschnitt 3.2])

 0°T(6,6)

(M);;(0) := 6.0, (2.9a)
(C(6.6) = 3 by ) - TR0 290
(€):(0.0) = T2+ (R(0.6), (2.90)

wobei aus Lesbarkeitsgriinden diese Abbildungen in den nachfolgenden Verwendungen
oft auch ohne Argumente geschrieben werden.

Fiir m > n gibt es mehr Aktoren als Freiheitsgrade. Wahrend eine solche Redundanz aus
praktischer Sicht sinnvoll sein kann, ist sie aus regelungstheoretischer Sicht ungiinstig. In
einem solchen Fall sollte entweder das Modell um entsprechende elastische Verbindungen
erweitert, oder die redundanten Aktoren zu einem virtuellen Aktor zusammengefasst
werden. Im Folgenden gelten deshalb immer die Annahmen

IN

m<n und (2.10a)
rank(B(0)) = m. (2.10b)

Hatte B keinen vollen Spaltenrang, beséfle es linear abhangige Spalten. Das ware wiederum
gleichbedeutend mit einer Aktor-Redundanz.

Im Fall von m = n spricht man von vollstindig direkt gesteuerten [Reil4, Abschnitt
7.2.3] oder vollstindig aktuierten Systemen. Man kann leicht zeigen, dass diese Sys-
temklasse durch eine statische Zustandsriickfithrung exakt linearisierbar (und damit
differentiell flach) ist, siehe Definition 4.63 und Bemerkung 4.65. Aus regelungstheoreti-
scher Sicht ist die Behandlung solcher Systeme vergleichsweise einfach. Beispielsweise sind
mit der Methode der berechnete Momenten (“Computed Torque Method”) [MLS94, Ab-
schnitt 5.2] tibliche Steuerungs- und Regelungsaufgaben prinzipiell algorithmisch 16sbar®,
weshalb sie in dieser Arbeit keine wesentliche Rolle spielen.

Fiir ein System mit m < n, ist die Bezeichnung unteraktuiertes mechanisches Sys-
tem iiblich, siehe z.B. [ON91, Spo98, FL0O1, CBCDB14]. Die im Ubersichtsbeitrag [SB94]
verwendete Bezeichnung ,super-articulated mechanical systems* (etwa: tibergelenkige
mechanische Systeme) hat sich dagegen nicht durchgesetzt.

Oft wird in der Literatur eine Aufspaltung in ein vollstindig aktuiertes und ein (damit
verkoppeltes) nicht aktuiertes Teilsystem vorgenommen. Das heifit, die Konfigurationsko-

SNatiirlich konnen Aspekte wie Beschrankungen, Singularititen, Parameterunbestimmtheiten etc.
trotzdem erhebliche Herausforderungen darstellen.
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ordinaten @ und die Stellgrofien 7 werden so gewahlt, dass mit der Unterteilung

0=01 .. Om O - 0) =1 o Pam @ - gw)’ (210)

=pT —qT

die Gleichung (2.8) die spezielle Form

(4 ) (2)- (88 (£88)-(2) oo
M{2(0> M22(0) q 02(07 0) K2(07 0) T ‘
annimmt, siche z.B. [ON91, Spo98, RvdSMK99, CBCDB14, LY13]. Auch fiir die weiteren
Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit ist diese Darstellung zweckméflig, weshalb
ihre Existenz im Folgenden vorausgesetzt wird. Die Frage, ob eine solche Darstellung
tiberhaupt existiert, wurde nach Kenntnis des Autors in der Literatur bisher nicht gestellt.
Da fiir die allermeisten unteraktuierten Beispielsysteme die Zuordnung von Stellgréfien zu
einzelnen (Gelenk-)Koordinaten offensichtlich ist und somit die Voraussetzung von (2.12)
keine grofle Einschrankung darstellt, ist sie auch weniger relevant. Der Vollstandigkeit
halber wird diese Frage im Abschnitt B.1 durch Satz B.1 beantwortet. Letztlich ist die
Integrabilitit der von den Zeilen von B(0)T aufgespannten Kodistribution B(8)7d6
ausschlaggebend.
Die separierte Darstellung (2.12) ermdglicht nun folgende Begriffsfestlegung.

Definition 2.3. Ein mechanisches System der Form (2.12) heifit konservativ wenn die
beiden Jacobimatrizen w, © = 1, 2 identisch verschwinden. Gilt lediglich aKlT(Z’m: 0,

so heifit das System quasi-konservativ. <

Mit anderen Worten: Quasi-Konservativitéit ist eine Verallgemeinerung von Konser-
vativitat, wobei nicht-konservative Terme (z.B. der Einfluss von Reibung in Gelenken)
durch entsprechende Wahl der Stellgrolen kompensiert werden kénnen.

Gleichung (2.12) stellt ein System von n verkoppelten DGLn 2. Ordnung dar. Die
Regularitit der Massenmatrix erlaubt es stets, dieses Gleichungssystem nach 6 aufzulésen,

6 =M"(0)(—C(6,0) —K(0,6) + (£ )7) = £5(6,0) + G4(0)T, (2.13)

d.h. die Beschleunigungen aus den eingepragten verallgemeinerten Kréaften, den Kon-
figurationskoordinaten und den Geschwindigkeiten zu berechnen. Basierend auf der
Unterteilung in ,passive Koordinaten p und ,aktive* Koordinaten q wird die folgende
Symbolik eingefiihrt:

np := dim(p) = (2.14a)
ng = dim(q) = (2.14b)
u:=p (Gcschvv1nd1gk01tcn der passiven Freiheitsgrade) (2.14c¢)
v:=q (Geschwindigkeiten der aktiven Freiheitsgrade) (2.14d)
6 = col(p,q) = (§) (2.14e)
6 = col(u,v)=(%). (2.14f)

10
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Setzt man nun den Zustandsvektor
x = col(0,8) = col(p, q, u,v) (2.15)

an, so erhalt man aus den n definitorischen Gleichungen #; = x,,.;, ¢ = 1,...,n und
(2.13) die Zustandsdarstellung

p u 0

: ! :

E ) (fé(e,é)> " <Gg(0)) T (2.16)
e —G(x)

bzw. in allgemeiner eingangsaffiner Form geschrieben:

x = f(x) + G(x)T. (2.17)

2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-
Normalform

2.3.1 Kollokierte partielle Linearisierung

Aus Gleichung (2.12) ist direkt ersichtlich, dass die untere Hyperzeile durch entsprechende
Wahl der Eingangsgrofien 7 immer erfiillbar ist. Anders ausgedriickt: Statt der verallge-
meinerten Stellkrdfte kann man ebenso die zu den aktuierten Koordinaten gehtérenden
Beschleunigungen q =: a vorgeben, d.h. als neue Eingangsgrofien auffassen. Daraus
resultiert die Systemdarstellung

p=u (2.18a)
q=v (2.18b)
p=u= _Mf11(0)<cl(9> 9)) + K (6, 9)) - Mfll(H)Mlg(H)a (2.18¢)
qg=v=a (2.18d)

Die positive Definitheit von M sichert dabei die Existenz von M, siche Abschnitt Ab.
Durch Einsetzen von (2.18¢) in die zweite Hyperzeile von (2.12) ergibt sich das von 6,0
und a abhéngige Stellgesetz

T = (Mgg — M,{QMl_llMlg) a — M{QMI_II (Cl + Kl) + C2 + KQ. (219)

Mit anderen Worten, diese vom Zustand (2.15) abhangige Riickfiihrung tberfiihrt
(2.12) in die partiell linearisierte Darstellung (2.18). Sie heifit deshalb auch linearisierende
Riickfihrung.

Obwohl die rechte Seite von (2.18c) in der angegeben allgemeinen Form &hnlich
umfangreich aussieht, wie die rechte Seite von (2.13), ergeben sich fiir konkrete Systeme
meist deutliche einfachere Ausdriicke, wie das folgende Beispiel illustriert.

11
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Beispiel 2.4 (Unteraktuierter ebener Zweigelenkmanipulator; Implementierung: [(1)]).
Betrachtet wird das in Abbildung 2.1 dargestellte mechanische System mit zwei rotatori-
schen Freiheitsgraden (n, = nq = 1).

Abbildung 2.1: Ebener unteraktuierter Zweigelenkmanipulator. Das System be-
steht aus zwei Korpern, die untereinander bzw. mit der Umgebung durch Drehge-
lenke mit parallelen Achsen verbunden sind. Es wird auflerdem angenommen, dass
die Drehachsen parallel zur Gravitationsrichtung liegen, sodass die Schwerkraft
keinen Einfluss hat. In dem mit der Umgebung verbundenen Drehgelenk wirkt die
Stellgrofle 1. Das Drehgelenk zwischen den beiden Gliedern ist nicht aktuiert.

Mit den Abkiirzungen
My = Ji +myss +mul?, My = Jo+mys3, Ms:= mslis, (2.20)
lauten die Bewegungsgleichungen in der Form (2.12)
M, Mj + M3 cos py 2} - g 0
. M o o] = .
<M2 + Mzcospr My + My + 2Mzcospr ) \ ¢ TS —2p1G1 — pi Ty
(2.21)

Daraus resultiert durch Linksmultiplikation mit M~'(0) und Einfithrung des Vektors
x:=(p1 ¢ u; v)T die Zustandsdarstellung beziiglich des Eingangs T (vgl. (2.16))

U1 0
U1 0
X Mo si ((M2+M3 cospl)(u§+2u1v1)+v%(M1+M2+2M3 cospl)) + — Ma—Mj cos py Ti.
3 Sin pl —M1M2+M§ cos2 D1 M1M27M§ cos? P1
M-

(M2u1 (u1 +2’U1)+’U%(M2+M3 COSp1))
M1M2—M§ cos? pp

2
M, Sin Py My My—MF cos? py

(2.22)

Dagegen erhélt man fiir die partiell linearisierte Darstellung (2.18) deutlich tibersicht-
lichere Terme. Statt der bisher drei Tragheitsparameter M, My, M3 tritt nur noch der
dimensionslose Parameter
M;
o —

=L (2.23)
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

auf und es gilt

U1l 0
. (%1 0
T | —s?sinp, —(1+rcosp) | " (2.24)
0 1
<

Die in (2.8) angegebene partiellen Linearisierung lésst sich vor dem Hintergrund all-
gemeiner nichtlinearer Regelungssysteme als exakte Eingangs-Ausgangs-Linearisierung
auffassen [Isi95, Abschnitt 5.6], wobei der Ausgang hierbei durch die aktuierten Koordi-
naten gebildet wird, d.h. es gilt y := q. Im Unterschied zur exakten Eingangs-Zustands-
Linearisierung hat das lineare Teilsystem im Allgemeinen eine kleinere Zustandsdimension
als das Originalsystem. Die exakte Linearisierung erfolgt also nur teilweise (,,partiell®).
In [Spo94b] wird dieses Vorgehen als kollokierte Linearisierung durch Riickfithrung
bezeichnet, weil sich fiir ¢ = 1,...,m jeweils die i-te Komponente des Eingangs und
des Ausgangs auf das gleiche Gelenk beziehen, d.h. ,kollokiert“ - also am gleichen Ort
platziert - sind. Offensichtlich ist die Transformation des Systems (2.12) in die Darstellung
(2.18) immer und ohne Singularitdten moglich, unabhéngig von der konkreten Struktur
oder Parameterwerten. Fiir eine partielle Linearisierung basierend auf einer anderen Wahl
des Ausgangs y ist das, wie in Abschnitt 2.3.3 gezeigt, im Allgemeinen nicht der Fall.

2.3.2 Lagrange-Byrnes-Isidori-Normalform

In der partiell linearisierten Systemdarstellung (2.18) treten die (neuen) Eingangsgrofien
a nicht nur im linearen Teilsystem q = v, v = a, sondern, aufgrund der mechanischen
Verkopplungen, im Allgemeinen auch in den Gleichungen (2.18¢) fiir die nichtaktuierten
Konfigurationsvariablen auf. In diesem Abschnitt wird konstruktiv gezeigt, dass sich
diese Eingangsabhangigkeit des nichtlinearen Teilsystems durch eine geeignete Zustand-
stransformation stets beseitigen lésst, siche auch [KR15b].

Definition 2.5. Ein allgemeines eingangsaffines System
x = f(x) + G(x)a (2.25)

mit dem Zustandsvektor x(¢) € R” und dem Eingang a(t) € R™ befindet sich in Byrnes-
Isidori-Normalform (BI-NF), wenn das Vektorfeld f(x) und die n x m-Matrix G(x)
der Darstellung

Xl X9 0
| | o Im
o |~ 6m0 | T] 0 |2 (2.26)
5(4 f4 (X)
—_———— N —
f G
gentligen. <
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

Satz 2.6. Fir jedes mechanische System der Form (2.12) ezistiert ein globaler Diffeo-
morphismus®, welcher es in die BI-Normalform (2.26) tiberfihrt.

Beweis: Ausgangspunkt ist die zu (2.12) dquivalente partiell linearisierte Darstellung
(2.18). Der wesentliche Unterschied zu (2.26) besteht, neben einer anderen Sortierung, im
Auftreten des Blocks —M;;!Msa in (2.18c). Durch die Einfithrung des neuen Zustandes

— _ T :

z =W¥(x)= (& Y P \v,v/) , it (2.27)
—=izy T2 —izg TZ4

wi=u+ M| Mv (2.28)

wird erreicht, dass der Eingang a im zu w gehorenden Block nicht mehr auftritt:

W = —Mfll(Cl -+ Kl) — Mflll\/[na +M1711M12<af/+% (MI11M12> A%

v

a

= —Ml_ll(Cl -+ Kl) -+ % (Ml_llMlQ) V. (229)

Die gegeniiber (2.15) angepasste Sortierung der Zustandsdefinition (2.27) sichert die
Kompatibilitdt zur Definition der Normalform in (2.26). Die globale Invertierbarkeit,
d.h. die Existenz einer Riicktransformation x = ®(z) folgt aus der Struktur von (2.28),
da sich diese Gleichung ohne weiteres nach u auflsen lésst. Alle anderen (vektoriellen)
Zustandskomponenten erhélt man durch Umbenennung. Zusammen ergibt sich

p Z3 0
N L e T T S
u npX1 Zy4 — M1_11<C01(Z3,Z1)>M12<C01(Z3,Z1)>Z2
A\ Z9 0
(2.30)

Die Differenzierbarkeit der Koordinatentransformation folgt aus der vorausgesetzten
Differenzierbarkeit der kinetischen Energie 7'(6, 0). O

Thre spezielle Konstruktion unter Ausnutzung der Struktur der Bewegungsgleichung un-
terscheidet diese von anderen Varianten der BI-Normalform, siehe z.B. [OS01, Abschnitt
3.7] und den folgenden Abschnitt. Um diese Unterscheidung zu verdeutlichen, wur-
de in [KR15b] die Bezeichnung Lagrange-Byrnes-Isidori-Normalform (LBI-NF)
vorgeschlagen.

Die kompletten Bewegungsgleichung des Systems (2.12) lauten in der LBI-NF-Darstellung

q z)’ 0 v 0
. \Y I, 0 a
“Tlp |~ %3 E:; o)t w — M'Mipv o
W =4 0 ~MH €+ Ky) + 4 (M M) v 0
(2.31)

6Siehe Abschnitt A.7.
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

wobei die Tilde tiber den Funktionen Cy, Kl, 1\7111, M;, die vorherige Anwendung der
durch die Gleichungen (2.30) gegebenen Riicktransformation x = ®(z) ausdriickt. Bei-
spielsweise gilt C1 = C1(z) = C1(®(2z)) = C1(0,0) | 10.0)-0(x)-

Bemerkung 2.7. Aus (2.28) erkennt man, dass die physikalische Dimension von w
identisch zu der von u ist. Es handelt sich um eine gewichtete Summe von Gelenkge-
schwindigkeiten, welche sich als sogenannte Quasigeschwindigkeiten auffassen lassen,
siehe dazu z.B. [CB97, ZF14]. Fiir v = 0 gilt auBerdem w = u. <

Beispiel 2.8 (Fortsetzung von Beispiel 2.4 (Zweigelenkmanipulator); Implementierung:
[(1)]). Fir das System (2.24) ergibt sich durch Anwendung der Transformation ¥(x) fiir
die letzte Komponente des neuen Zustandsvektors

wy = uy + (1 + K cos(py))vy. (2.32)

Die Bewegungsgleichungen in der LBI-NF lauten dann

le (%1 0
o | 0 1
| wy — (1 + Kcospy)vy * o™ (2.33)
Wy Kvy (Kvp cospp — wy) sin py 0

Offensichtlich wird das nichtlineare Teilsystem nicht direkt durch den Eingang a; (Be-
schleunigung des ersten Gelenks) beeinflusst. <

Bemerkung 2.9. Fiir ein allgemeines System der Form (2.25) ist die Involutivitit” der
Eingangsdistribution eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Darstellung in
Byrnes-Isidori-Normalform [Isi95, Prop. 5.1.2]. Fiir mechanische Systeme der Form (2.16)
ist diese stets erfiillt: Die Eingangsvektorfelder g; (d.h. die Spalten der Matrix G) héngen
nur von den Konfigurationskoordinaten @ ab und haben gleichzeitig in den ersten n
Komponenten nur Nulleintrage. Dadurch verschwinden paarweise alle Lie-Klammern
zwischen diesen Vektorfeldern und somit ist die Distribution span{g, ..., g} involutiv.

<

Anmerkung zur BI-NF von Olfati-Saber

Die Dissertationsschrift [OS01] widmet sich u.a. ausfiihrlich verschiedenen Normalformen
fir unteraktuierte Systeme. In [OS01, Abschnitt 2.7] werden sogenannte normalisierte
Impulse als spezielle Systemgroen eingefithrt. Diese stimmen mit den zur Konstruktion
der LBI-NF in Abschnitt 2.3.2 definierten Gréfen w := p + MM »q iiberein.

Im Anschnitt 3.7 von [OS01] wird dann basierend auf der kollokierten partiellen Li-
nearisierung eine Normalform fiir unteraktuierte Systeme eingefiihrt, welche ebenfalls
kompatibel mit Definition 2.5 (Byrnes-Isidori-Normalform) ist. Allerdings wird diese

T Zur Definition der Lie-Klammer zweier Vektorfelder sowie zum Konzept einer (involutiven) Distribution
sieche Abschnitt A.11.
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

auf Koordinaten-Ebene konstruiert und nicht, wie in der vorliegenden Arbeit, auf Ge-
schwindigkeitsebene. Genauer gesagt wird eine np-dimensionale Funktion ®(p,q) der
Koordinaten gesucht, deren erste zeitliche Ableitung die normalisierten Impulse liefert
und deren zweite Ableitung unabhédngig vom Eingang ist. Eine solche Funktion existiert
genau dann, wenn die Spalten der Matrix

G(G) = ( _Ml_l <10n>qM12<0> ) (2'34)

eine involutive Distribution aufspannen (Beweis: siche [OS01, Abschnitt 3.7]). Motiviert
durch die Tatsache, dass wegen Satz 2.6 fir jedes System der Form (2.8) eine LBI-NF
existiert, stellt sich die Frage, ob diese Bedingung moglicherweise immer erfiillt ist.
Der Text geht auf diese Frage nicht ein, jedoch lédsst sich die Vermutung durch ein
Gegenbeispiel falsifizieren, sieche Abschnitt B.2.

Auch fiir Systeme, welche die Involutivitdtsbedingung erfiillen, ist die Berechnung von
®(p,q) im Allgemeinen nicht geschlossen moglich, da sie die Losung einer partiellen
Differentialgleichung erfordert.

2.3.3 Partielle Linearisierung und BI-NF basierend auf
allgemeinen Koordinaten

Nicht-kollokierte partielle Linearisierung und Tragheitskopplung

Aus Gleichung (2.13) ist ersichtlich, dass der (physikalische) Systemeingang 7 im Allgemei-
nen neben den Beschleunigungen der aktuierten Freiheitsgrade auch die Beschleunigungen
der nicht aktuierten Freiheitsgrade beeinflusst. Umgekehrt kann man also, unter be-
stimmten Bedingungen, den Eingang 7 derart vorgeben, dass fiir die nicht aktuierten
Freiheitsgrade eine gewiinschte Beschleunigung realisiert wird. In [Spo94a, Spo94b, Spo98]
wird dieser Prozess als ,nicht-kollokierte Eingangs-Ausgangs-Linearisierung“ bezeichnet
und systematisch behandelt. Als Bedingung fiir die globale Existenz der auftretenden Ko-
ordinatentransformationen wird die sogenannte starke Tragheitskopplung (strong inertial
coupling, [Spo94a, Definition 1]) angegeben. Diese Begriffsbildung wird im Folgenden
aufgegriffen und erweitert.

Definition 2.10. In dem mechanischen System (2.12) liegt genau dann starke (voll-
standige) Tragheitskopplung vor, wenn die Bedingung

rank Mi5(0) =n, VO € Q (2.35)

erfilllt ist. Hat Mj5(0) nur fiir fast® alle @ € Q vollen Zeilenrang, so spricht man
von schwacher (vollstindiger) Tragheitskopplung. Gilt hingegen rank M5(0) <
np V0 € Q liegt eine unvollstindige Tragheitskopplung vor. <

8D.h. die Menge der Ausnahmen hat das Maf null, [GZZZ13, S.331].
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

Aus (2.35) folgt unmittelbar, dass

Ng > Np (2.36)

eine notwendige Voraussetzungen fiir vollstandige Tragheitskopplung darstellt. Ob starke
oder schwache vollstandige Tragheitskopplung vorliegt, kann von den Systemparametern
abhéngen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.11 (Unteraktuierter Zweigelenkmanipulator (Fortsetzung von Beispiel 2.4);
Implementierung: [(1)]). Ausgangspunkt sind die Bewegungsgleichungen (2.21). Die
1 x 1-Matrix M;5(0) lautet

M5(0) = My + M;cosp; (229 M(1 + K cospy). (2.37)

Fir k > 1 gibt es also Konfigurationen fiir die ein Rangabfall auftritt:

1
M2(0) =0 < p; = tarccos () + 2km, mit k € Z. (2.38)
K

Mit anderen Worten: Fiir den unteraktuierten Zweigelenkmanipulator gilt entsprechend
Definition 2.10 fiir k < 1 starke vollstandige Tragheitskopplung und fiir x > 1 schwache
vollstdndige Tragheitskopplung. Wegen

M3 m2l182

/i — -_—
Mg JQ + mgsg

(2.39)

ist die Bedingung x < 1 fiir typische Lédngen- und Massenverhaltnisse nicht erfillt.
Beispielsweise erhélt man fiir die Annahme homogener Stédbe der Masse m und der Lange

l:

1
me=m, [ =1, 52251, Jo=—ml? = k=

(2.40)

Eine konstruktive Moglichkeit, starke Trégheitskopplung zu erreichen, ist die Verkleine-
rung von s, durch die Nutzung eines Gegengewichts, siehe z.B. [KLR11]. <

Liegt vollstandige Tragheitskopplung vor, kann man die erste Hyperzeile von Glei-
chung (2.12), ggf. bis auf Singularitdten, nach q auflésen und erhélt somit die aktiven
Beschleunigungen in Abhéngigkeit der als neuen Eingang auffassbaren passiven Beschleu-
nigungen p, der Konfigurationen und Geschwindigkeiten. Vollig analog zur Definition
der Lagrange-Byrnes-Isidori Normalform in Abschnitt 2.3.2 lasst sich auch fiir die nicht
kollokierte partielle Linearisierung eine einfache Transformation in BI-NF finden. Tat-
sichlich ldsst sich diese Situation als Spezialfall der folgenden Uberlegungen auffassen,
siehe insbesondere auch Bemerkung 2.14.
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

Partielle Linearisierung basierend auf allgemeinen Konfigurations-
koordinaten

Der fiir die partielle Linearisierung zugrunde gelegte allgemeine Systemausgang y (der
Dimension ng) wird nun als eine beliebige zeilenreguldre Linearkombination aus ak-
tiven und passiven Konfigurationskoordinaten angesetzt. Um eine vollstidndige Koor-
dinatentransformation zu erhalten werden mit k auflerdem noch n, komplementére
Konfigurationskoordinaten eingefiihrt:

k R1 Rz |Y
= ~ 2.41
<Y> <51 Sz)(@l)’ 241
————
€GL(np+nq)

wobei GL(n) die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen bezeichnet, siehe Abschnitt A.4.

Zur vereinfachten Darstellung wird dabei von einer konstanten Transformation ausge-

gangen. Die Ergebnisse lassen sich jedoch unter bestimmten Differenzierbarkeits- und

Regularitatsbedingungen auf konfigurationsabhéangige Block-Matrizen verallgemeinern.
Aus der entsprechend aufgeteilten inversen Darstellung von (2.41),

-(5)-(5 %)) 242

gewinnt man unmittelbar

a= S k+ Sy (2.43)
~—~ ~—
eanan eanan

Ziel ist es nun, eine Beziehung der Form q = ¢ (¥, 6,0) herzuleitenden, d.h. also den
bisherigen Eingang q aufler durch Konfigurationen und Geschwindigkeiten nur durch
die zweite Ableitung des Ausgangs y auszudriicken und diese damit beliebig vorgeben
zu koénnen. Um zu bestimmen, unter welchen Bedingungen das moglich ist, wird die 1.
Hyperzeile von (2.12)

M1 (0)p + My2(0)q + C1(6,0) + K,(60,8) =0 (2.44)

herangezogen und durch Einsetzen der zweifach nach der Zeit differenzierten Transforma-
tion (2.42) umgeformt zu

(M1 ()R + M12(6)S1) k+ (M11(8)Rz + M12(6)S2) § + C1 + Ky = 0 € R™. (2.45)

=:M;eR"P X"p =:M,eR"P*"q

Satz 2.12. Seien der Ausgang'y und die komplementiren Koordinalen k entsprechend
(2.41) gewdhlt. Eine Beziehung der Form q = (¥, 0, 0) existiert genau dann, wenn

M; = (M1 (0)Ry + M12(0)S1) € GL(ny) (2.46)

gilt, d.h. wenn My invertierbar ist.

18



2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

Beweis. Dass (2.46) eine hinreichende Bedingung darstellt ist offensichtlich: Wenn
M; ! existiert, kann man (2.45) nach k auflésen und in (2.43) einsetzen.

Die Notwedigkeit der Regularitit von M; ist dagegen nicht so einfach zu sehen. Denkbar
wire, dass in (2.43) nicht alle Komponenten von k eingehen und demzufolge (2.45) nicht
nach dem kompletten k aufgelést werden miisste. Diese Situation ldsst sich durch die
Wahl geeigneter Koordinaten erfassen. Mittels

k
k= (T, T, ( k1 ) (2.47)
—— 2
GL(np)

lassen sich neue Koordinaten einfithren, so dass ks nach dem Einsetzen von (2.47) in (2.43)
nicht mehr auftritt. Dass ist genau dann der Fall, wenn man fiir die zweite Hyperspalte
der Transformationsmatrix

STy =0 & T,=S" eR™™ mit ng :=ny, —rank S; > 0, (2.48)

d.h. ein Rechtsorthokomplement der Matrix S; ansetzt. Allerdings reicht es nun nicht,
die Gleichung (2.45)(2.47), d.h.

(Mnf{,l + M12S1> lel + M11R1T2k2 + (Muﬁz + M12S2) y + Cl + K1 - 07 (249)

nach Rl aufzulésen, denn darin tritt 1{2 noch auf. Man fiihrt also eine weitere Koordi-

natentransformation durch, um aus k, diejenigen Beschleunigungen ks zu isolieren, die
weder in (2.43) noch in (2.45) vorkommen. Dies geschieht mit der Transformation

N———— 2

k
k, = (U; Uy) ( f: ) : (2.50)
€GL(n1)

wobei man U, als Rechtsorthokomplement von (ﬁ1T2) wahlt, d.h. es gilt

R,T,U, = 0. (2.51)
Da T, und U, jeweils Hyperspalten von (reguldren) Transformationsmatrizen sind, hat
auch Ty - Uy vollen Spaltenrang. Andererseits ist ( 1}1 ebenfalls eine Hyperspalte

1
einer Transformationsmatrix, siche (2.42). Wegen (2.48) und (2.51) muss gelten

( Ry ) T,U, = 0. (2.52)

Das stellt jedoch einen Widerspruch zu den Regularititsforderungen dar. Mit anderen
Worten: Aus (2.43) und (2.45) lassen sich nicht gleichzeitig Linearkombinationen der
Komponenten von k eliminieren. Die Regularitit von M; ist also nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig. O
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Bemerkung 2.13. Aus Satz 2.12 wird deutlich, dass die oben getroffene Annahme
dimy = dimq = nq sinnvoll ist. Andernfalls wiirde dimk # n — nq = n, gelten und
M, € R *dimk wire nicht quadratisch. Im Fall dimk < ny, (enspricht dimy > ng) gibe
es in (2.45) mehr skalare Gleichungen als Komponenten von k, Das Gleichungssystem liefie
sich also nicht auflésen. Anders ausgedriickt: Eine gleichzeitige unabhéngige Vorgabe von
mehr als nq Beschleunigungen ist mit nq Stellgliedern nicht moglich. Im Fall dimk > n
(entspricht dimy < nq) hat M, keinen vollen Spaltenrang, d.h. das Gleichungssystem
(2.45) hat keine eindeutige Losung. Diese Situation wird im Folgenden untersucht. <

Bemerkung 2.14. In den Arbeiten von Spong [Spo94a, Spo94b, Spo98] wird naher auf
die oben erwahnte nicht-kollokierte Linearisierung eingegangen. Dabei wird unter der
Bedingung der starken Trégheitskopplung (und folglich nq > n,) der Ausgang y := p
gewéhlt und mithilfe der Moore-Penrose-Rechtsinversen von M,

-1
M, = M, (MpM7,) (2.53)

der Eingang a(= q) von (2.18) durch den neuen Eingang a,(= ¥) ausgedriickt:

a=q=-M] (Cl + Ky + My \IL ) (2.54)

:y:ay

Fir den Fall n, = nq ist dieses Vorgehen identisch mit der Wahl (siehe (2.41))

Rt R\ [ 0 I,
(5 5)-(25)
und dem oben beschrieben Vorgehen. Fiir diesen Spezialfall ergibt sich M; = M, und
MB = M1_21'

Allerdings wird bei der nicht-kollokierten partiellen Linearisierung nach Spong durch
die Festlegung y = p fiir Systeme mit mehr aktuierten als nichtaktuierten Freiheitsgraden
die Situation dimy = np < ng erzeugt, was einen scheinbaren Widerspruch zur Forderung
dimy = nq darstellt.

Aus dem Beweis von Satz 2.12 ist bekannt, dass sich fiir dimk > n, Gleichung (2.45)
nicht eindeutig nach k auflosen lasst: Die Anzahl der Bedingungen ist dann kleiner als die
Anzahl der Variablen, Es gibt also unendlich viele Losungen des Gleichungssystems (2.44)
beziiglich §. Anders ausgedriickt: Durch geeignetes Hinzufligen von weiteren Bedingungen
erreicht man eine eindeutige Losbarkeit. Beim Ansatz von Spong werden diese zusétzlichen
Bedingungen durch die Festlegung auf die Moore-Penrose-Rechtsinverse in der Riickfiih-
rung (2.54) eingebracht. Im Fall dimk > ny, gibt es unendlich viele Rechtsinversen. Die
Moore-Penrose-Konstruktion liefert aber diejenige Losung des Gleichungssystems mit
minimaler Norm [Ber09, Proposition 6.1.7]. Vor dem Hintergrund des hier betrachteten
Zugangs, kann man diese zusitzlichen Bedingungen fir bestimmte (Linarkombinationen
der) Komponenten von k aber als externe Vorgaben interpretieren. Das heift, effektiv
sind diese Komponenten von k Teil von ¥, also des neuen Eingangs. Zur Illustration
dieses Sachverhalts dient das folgende Beispiel. <
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Beispiel 2.15 (Translatorisches unteraktuiertes System mit n, = 1 und nq = 2; Im-
plementierung: [(2)]). Betrachtet wird die nichtkollokierte Linearisierung® des in Abbil-
dung 2.2 darstellte Systems aus drei iiber Federn miteinander verbundenen Korpern. Als

Abbildung 2.2: Lineares mechanisches System mit drei translatorischen Freiheits-
graden (np = 1, nq = 2).

Ausgang wird also y = p = p; gewahlt. Die Bewegungsgleichungen in der Form (2.12)
lauten

ma ma 0 D1 capr+ ¢ (P + ¢ — @) 0
ms mip+mg 0 gi | + Co (pl +q1 — CI2) =17, (2-56)
0 0 ms/) \go —co(p1+¢1 — q2) T2

woraus man Miy = <m2 O) und somit via (2.53) M, = (L O>T direkt ablesen kann.

m2
Fir das Riickfithrgesetz der nichtkollokierten partiellen Linearisierung nach Spong erhélt
man nun

(2.54) (—7,12 (eipr + e+ @ —q) + mﬂ‘)&))

a = 0 (2.57)

d.h. durch die Festlegung auf die Moore-Penrose-Pseudoinverse erfolgt implizit die
Vorgabe ¢o = 0. Damit ist ¢ aber effektiv Teil des Ausgangs, dessen Beschleunigung bei
der partiellen Linearisierung vorgegeben wird. Die Darstellung (2.41) mit

_ 0l1 0\ /m

bildet mithin einen allgemeineren Zugang zur Vorgabe von p;, weil der verbleibenden
Freiheitsgrad explizit in y auftritt. <

Sind die Voraussetzungen von Satz 2.12 erfiillt, kann unter Nutzung von (2.43), (2.45),
und (2.46) q in Abhéngigkeit von ¥ =: a, ausgedriickt werden:

=ZD1 D

(2.59)

9Dass dieses System bereits in der angegebenen Form durch lineare Gleichungen beschrieben wird,
verhindert die Anwendung der Methoden selbstverstdndlich nicht, aber sorgt fiir iiberschaubare
Ausdriicke.
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

was in einem zweiten Substitutionsschritt zur Beziehung

241) 5 .. — . (2.18c — _ _ .. = ..
k ( = ) Rlp + qu ( = ) —R1 (Mnl(Cl + Kl) — MHlMqu) + RQq.

259) = _ _ — — _ —
(229 -R; (M111(01 +K;) - M111M12D1) + RyDy + <R1M111M12 + RQ) D, a,

=:H; =:Hy

(2.60)

fithrt. Nun lasst sich eine partiell linearisierten Darstellung beziiglich des mittels (2.42)
definierten Ausgangs y explizit angeben:

k=r (2.61a)
y=s (2.61D)
r = H, + Hya, (2.61c)
$=ay, (2.61d)

wobei die ersten beiden Gleichungen definitorischer Natur sind und die zu y bzw. k
gehorenden Geschwindigkeiten einfiithren.

Dabei ist zu beachten, dass die Matrizen My, M5, C, K; in ihrer urspriinglichen
Form von @ und 0 abhéngen. Bei den eingefithrten Abkiirzungen M;, D;, H;, i = 1,2,
wurden von Beginn an die Argumente zugunsten einer iibersichtlicheren Notation weg-
gelassen, aber selbstverstandlich hédngen diese Matrizen im Allgemeinen auch von den
Konfigurationskoordinaten und ggf. von den Geschwindigkeiten ab. Fiir eine Darstellung,
die vollstédndig in den Koordinaten des zu (2.61) zugehérigen Zustandes

xy = (k,y,r,s) (2.62)

angeschrieben ist, nutzt man also noch die Transformation (2.42).

Eigenschaften der allgemeinen Eingangs-Ausgangs-Linearisierung

Strukturell gleichen sich die beiden partiell linearisierten Darstellungen (2.18) und (2.61).
Allerdings ist zu beachten, dass die in der kollokierten Eingangs-Ausgangs-Linearisierung
(2.18) auftretenden Ausdriicke fiir alle @ € Q wohldefiniert sind, wahrend bei schwacher
oder unvollstandiger Tragheitskopplung je nach Festlegung des Ausgangs in (2.41) fir
bestimmte Konfigurationen Singularitaten in der Rickfiihrung (2.59) auftreten kénnen.

Zusétzlich kann auch bei starker Tragheitskopplung das Phénomen der endlichen
Fluchtzeit auftreten [Rei96]. D.h., dass unter bestimmten Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0

aus einer bestimmten (beschrankten) Vorgabe des neuen Eingangs, wie z.B. a, < 0, gef.
Trajektorien resultieren, die nach endlicher Zeit gegen +oo streben und somit nicht fiir
alle t > 0 definiert sind. Fiir den unteraktuierten Zweigelenkmanipulator wurde dieses
Phéanomen in [Kno09, Abschnitt 2.5.1] untersucht.

Nach Kenntnis des Autors ist die Frage, unter welchen Bedingungen fiir (S; S,)
(siche (2.41)) endliche Fluchtzeit prinzipiell auftreten kann und welche Rolle konkrete
Anfangsbedingungen spielen, nach wie vor offen.
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2.3 Partielle Linearisierung und Byrnes-Isidori-Normalform

BI-NF basierend auf allgemeinen Konfigurationskoordinaten

Ausgehend von (2.61) ist es nun sehr leicht, nach dem gleichen Schema wie in Ab-
schnitt 2.3.2 eine Zustandsdarstellung in Byrnes-Isidori-Normalform zu bestimmen. Als
neuer Zustand wird

z = (y,s, k,w) mit (2.63a)
w =1 — Hjs (2.63b)

gewahlt und durch zeitliches Ableiten

w = H; + Hpa, — Hyay — (4Hy)s (2.64)
N———

=:0

iiberzeugt man sich von der Kompatibilitdt zur Definition 2.5.
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Kapitel 3
Linearisierung um Ruhelagen

3.1 Bestimmung der Ruhelagen

Eine Trajektorie eines dynamischen Systems ist genau dann eine Ruhelage, wenn alle
Zeitableitungen der Systemgrdéfien verschwinden. Setzt man diese Bedingung in die Sys-
temgleichungen ein, ergibt sich ein algebraisches Gleichungssystem, dessen Losungsmenge
die Menge aller Ruhelagen ist. Fir mechanische Systeme der Form (2.12) erhilt man
ein vergleichsweise einfaches algebraisches Gleichungssystem, wenn man die kollokiert
partiell linearisierte Darstellung (2.18)

p=u (3.1a)
q=v (3.1b)
u=—-M;]()(C.(6,0) +K.(0,0)) — M (0)M,5(0)a (3.1c)
v=a (3.1d)

als Ausgangspunkt wéhlt. Aus der Forderung, dass alle Zeitableitungen verschwinden
miissen, folgt unmittelbar a = 0 und 0 = col(u,v) = 0. Die Eintrége des n-dimensionalen
,Coriolis-Vektors C(8, 8) sind auf Grund von (2.9b) und (2.3) stets homogene Polynome
zweiter Ordnung in den Geschwindigkeiten. Mithin verschwindet C;(0,0) fiir alle 6 € Q.
Aus (3.1c) folgt

0 = M;'(6)(C1(6,0) +K;(6,0)) (3.2)
0
Die Matrix M ! ist regulir und ggf. in K, auftretende Reibungsterme verschwinden fiir
60 = 0 per Annahme. Fiir alle Ruhelagen muss deshalb schlieflich
| v (0)
0=K,(0,0) = —~= 3.3
1( ) ) ap ( )
gelten. D.h. Ruhelagen sind genau diejenigen Konfigurationen, fiir die die potentielle
Energie, aufgefasst als Funktion der passiven Koordinaten, einen stationdren Wert
annimmt. Entsprechend (2.19) ergibt sich fiir die verallgemeinerten Stellkrafte in der
Ruhelage

Tr = Ka(Orw, 0). (3.4)
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3.2 Taylor-Linearisierung um eine Ruhelage

Die Menge aller Ruhelagen Qgy, bildet eine Untermannigfaltigkeit der Konfigurations-
mannigfaltigkeit Q. In konkreten Beispielen kann sowohl Ory, = Q (siehe Beispiel 2.4),
als auch Ogy, = {} (z.B.: Korper im ebenen freien Fall mit senkrecht zur Gravitation
wirkender externe Kraft als Stelleingang) gelten.

3.2 Taylor-Linearisierung um eine Ruhelage

Sei Oy, € Ory fest. Ein naheligender und verbreiteter Analyse-Ansatz ist die Betrachtung
der linearen Approximation des dynamischen (mechanischen) Systems in einer Umgebung
der Ruhelage, siehe z.B. [Reil4]. Die Taylor-Linearisierung kann dabei auf verschiedene
Darstellungen des (nichtlinearen) Systems angewendet werden, ohne deren Aquivalenz
zu zerstoren. Insbesondere sind die Schritte , Auflosen von (2.8) nach 8¢ und , Taylor-
Linearisierung um eine Ruhelage“ vertauschbar. Grund hierfiir ist, dass per Ruhelagen-
Definition fg;, = 0 gilt und dadurch in der Linearisierung von (2.8) keine partiellen
Ableitungen von Termen aus der Massenmatrix M auftreten. Mit der Festlegung der auf
die betrachtete Ruhelage bezogenen Stellkréifte und Konfigurationskoordinaten,

T =T — TRL (3.5a)
0_ =0 — BRLa (35]3

aus der direkt @ = 6 und 6 = folgt, erhéalt man die linearisierten Bewegungsgleichungen

M6 + RO + KO = <IO ) 7, (3.6)
mit M := M(0g), R := EK(a 0) nd K := QK(e 9) (3.7)
o s ©\o6 ’ 0= OrL " ©\06 ’ 0= OrL . .
(7]

Beginnt man dagegen mit der aufgelosten Darstellung (2.13), miissen Produkt-Terme
linearisiert werden. Die partiellen Ableitungen der Terme aus M~! fallen aber auch hier
aufgrund der Ruhelagen-Bedingungen weg.

Bei (3.6) handelt es sich offensichtlich um ein System linearer DGLn zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Das durch diese Gleichungen beschriebene mechanische
System lisst sich somit als LTI-System! auffassen. Einige mechanische Systeme sind von
Natur aus linear, siehe etwa Beispiel 2.15. Fiir konservative Systeme ist das genau dann
der Fall, wenn die kinetische Energie T(6, 0) und damit die Massenmatrix unabhangig
von der Konfigurationen des Systems ist und in der potentiellen Energie V' (8) nur Terme
nullter und zweiter Ordnung in @ auftreten. Im Allgemeinen sind diese Bedingungen nicht
erfiillt und die Bewegungsgleichungen sind nichtlinear. Dann gelten die linearisierten
Systemgleichungen (3.6) nur ndherungsweise in einer Umgebung der Ruhelage. Allerdings
lédsst sich a priori nur schwer abschétzen, wie gut (d.h. wie zweckméfig) ein lineares
Modell ist.

'Engl. Abkiirzung fiir ,,Lineares zeitinvariantes System®.
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3.3 Stabilitats-Analyse konservativer linearer mechanischer Systeme

Bemerkung 3.1. Eine bewahrte Vorgehensweisen bei der Regelung mechanischer Sys-
teme besteht darin, ein lineares Entwurfsmodell zusammen mit dem realistischeren nicht-
linearen Systemmodell fiir die Simulation zu verwenden, siehe z.B. [Reil4, Kap. 10] bzw.
[KR14a]. Fur das dort behandelte einachsige System (siehe auch Abbildung 4.8) kann so-
gar eine Uberfithrung zwischen verschiedenen Ruhelagen auf Basis der LTI-Approximation
geplant und robust (gegeniiber Fehlern in den Anfangswerten und Systemparametern) sta-
bilisiert werden. Grund hierfiir ist, dass sich Anfangs- und Endruhelage nur im Wert einer
sogenannten zyklischen Koordinate unterscheiden, d.h. einer Koordinate die in 7(6, 0)
und V/(0) nicht auftritt, vgl. [Nol04, Definition 1.2.6]. Folglich liefern die Linearisierungen
um diese Ruhelagen jeweils die gleichen Systemmatrizen. Dies ist im Allgemeinen nicht
der Fall.

Bemerkung 3.2. Die Eigenschaft eines dynamischen Systems ,mechanisch® zu sein,
d.h. eine mit (2.8) kompatible Struktur zu haben, wird durch die lineare Approximation
der Systemgleichungen nicht gestort [RR12].

3.3 Stabilitats-Analyse konservativer linearer
mechanischer Systeme

Basierend auf (3.6) konnen fiir ein lineares mechanisches System nun zwei Analysepfade
eingeschlagen werden. Eine Moglichkeit ist die Darstellung des Differentialgleichungs-
systems zweiter Ordnung als polynomiale Matrix-Gleichung im Ableitungsoperator,
beispielsweise mit Hilfe der Laplace-Transformation und die Anwendung der fiir sol-
che Systeme verfiigharen Methoden. Dieser Weg wird in Abschnitt 4.8.2 beschritten.
Andererseits kann, wie im Fall von Gleichung (2.16), durch das Hinzufiigen von n de-
finitorischen Gleichungen fiir den Zusammenhang zwischen Konfigurationskoordinaten
und -geschwindigkeiten auf kanonische Art wie in (2.15) ein Zustandsvektor eingefiihrt
werden: x := col(0, ). Mit den Abkiirzungen

A =-M 'K, (3.8a)
Ay:=-M 'R und (3.8b)
~ =1
B:=M (1) (3.8¢)

erhalt man dann die lineare Zustandsdarstellung
: 0 I, 0\ _
X_<A1 A2>X+<B>T (39)

Offensichtlich gilt fiir konservative Systeme (siehe Definition 2.3) A, = 0. Beziiglich
der Eigenwertstruktur der Systemmatrix lasst sich dann folgendes feststellen:
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3.3 Stabilitats-Analyse konservativer linearer mechanischer Systeme

Satz 3.3. Se:
o I,
A = < A, 0 ) , (3.10)

X € R ein beliebiger Figenwert von Ay und v ein zugehériger Eigenvektor. Dann gilt
a) VX und —/\ sind Eigenwerte von A und
b) col(v, vV Av) und col(v, —/Av) sind jeweils zugehorige Eigenvektoren von A.

Beweis: Weil A; entsprechend (3.8a) symmetrisch ist, sind alle seine Eigenwerte rein
reell [Ber09, Proposition 4.4.5]. Die Eigenwerte von A folgen aus der charakteristischen
Gleichung
Da alle Blocke in der Blockmatrix kommuntieren? kann die Schur’sche Determinan-
tenformel (siche z.B. [Ber09, Fact 2.14.13] oder [Gan86, Abschnitt. 2.5]) angewendet
werden,
)\In _In _ 2 A

det < CA, AL ) = det(\“I, — Ay). (3.12)
Die Behauptung a) folgt nun aus der Tatsache, dass A im charakteristischen Polynom
nur in geradzahligen Potenzordnungen auftritt. Die Behauptung b) lisst sich direkt
nachrechnen:

(2 5) ) () - () -onlun). oo

]

Aus Satz 3.3 a) folgt unmittelbar, dass kein lineares konservatives mechanische System
asymptotisch stabil sein kann (sieche A.1), da niemals alle Eigenwerte in der linken
offenen Halbebene von C liegen. Genauer, kann man bezogen auf die mit Ay,..., A\,
bezeichneten Eigenwerte von A; bzw. die zugehérigen 2n Eigenwertpaare von A drei
Falle unterscheiden:

(a) Fir alle Eigenwerte von A, gilt \i,..., A\, < 0. Die Eigenwerte von A sind folglich
rein imaginar und treten in konjugiert komplexen Paaren auf. Die betrachtete Ru-
helage ist dann stabil im Sinne von Ljapunov aber nicht asymptotisch stabil. Die
Systemmatrix A ist diagonalisierbar, denn es gibt auf Grund von Satz 3.3 (b) und
der Symmetrie von A; genau 2n linear unabhéngige Eigenvektoren von A. Fiir 7 = 0
treten nur oszillierende Losungen mit beschrankter Amplitude auf.

2Zwei Matrizen A, B ,kommutieren®, wenn AB = BA gilt. Zwar gelten die beiden Versionen der
Schur’sche Determinantenformel allgemein auch fiir nichtkommutierende Teilmatrizen, allerdings
muss dann je einer der Diagonalblécke regular sein. Im vorliegenden Fall soll aber A = 0 nicht
ausgeschlossen werden, weshalb von der Kommutativitdt Gebrauch gemacht wird.
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3.3 Stabilitats-Analyse konservativer linearer mechanischer Systeme

(b) Mindestens ein Eigenwert von A ist identisch 0 und es gilt A; < 0 firrallei = 1,...,n.
Als Konsequenz ist die Systemmatrix A nicht diagonalisierbar, denn auf Grund von
Satz 3.3 ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes 0 (von A) doppelt so
grofl wie seine geometrische Vielfachheit. Es gibt dann Losungen fiir 7 = 0 deren
Amplitude linear in ¢t anwéchst. Das System ist also instabil im Sinne von Ljapunov.
Der einfachste Spezialfall dieser Situation liegt vor, wenn A4 einen einfachen und A
dementsprechend einen doppelten Eigenwert bei null hat. Dieser Umstand kann als
Doppelintegrator-Teilsystem interpretiert werden.

(¢) Mindestens ein Eigenwert von A; ist positiv. Dann ist die gleiche Anzahl von
Eigenwerten von A positiv und mithin gibt es fiir T exponentiell anwachsende
Losungen.

Offensichtlich unterscheidet sich das Verhalten der Losungen in den drei Féllen sehr
stark. Abbildung 3.1 veranschaulicht die drei Falle fiir ein System mit n,, = 1 und
ng = 0.

)

(a) (b) ()

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der drei moglichen Félle fiir die
(In-)Stabilitdt von Ruhelagen eines konservativen mechanischen Systems. a) Ljapu-
nov stabil, oszillierende Losungen mit konstanter Amplitude. b) Ljapunov instabil,
linear wachsende Zeitfunktionen als Losungen. ¢) Ljapunov instabil, exponentiell
wachsende Zeitfunktionen als Losungen.

Satz 3.4. Die Zuordnung einer Ruhelage zu den Fdllen (a), (b) bzw. (c) hangt allein
von der Matriz K ab.

Beweis: Zu zeigen ist, dass M auf die Anzahl der negativen, verschwindenden und
positiven Eigenwerte von A; keinen Einfluss hat. Ausgangspunkt dafiir ist die Zerlegung
der positiv definiten, symmetrischen und damit diagonalisierbaren Matrix M in das
Produkt zweier symmetrischer positiv definiter Matrizen,

M =M""M"?, (3.14)

welche sich direkt aus der Jordan-Normalform von M berechnen lisst. Weiterhin wird
ausgenutzt, dass das Spektrum eines Produkts von Matrizen der gleichen Dimensionen
nicht von der Multiplikationsreihenfolge abhéngt [Ber09, Fact 4.4.10]. Nun bezeichne in(H)
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3.4 Zur Steuerbarkeit linearer mechanischer Systeme

den sogenannten Trigheitsindex?® einer quadratischen Matrix H, d.h. das Zahlentripel,
bestehend aus der Anzahl der Eigenwerte mit positivem, negativem und verschwindendem
Realteil [Ber09, Abschnitt 4.4, S.245]. Die Behauptung ist damit dquivalent zu*

in(MK) = in(K). (3.15)

Der Tréigheitssatz von Silvester [Ber09, Korollar 5.4.7] besagt: Fiir zwei reelle symme-
trische Matrizen H, S gilt in(H) = in(S) genau dann, wenn es eine regulér reelle Matrix
R gibt, sodass

R”-H-R=S (3.16)

erfiilllt ist. Man sagt dann auch die Matrizen sind kongruent. Aus der Rechnung
Y T . (rrl/251/2 = . (el /2 =1 /2 . 1 /2\ T —=—1/2
in (MK) =in (MM K) =in (M"7"KM ") =in( (M) KM"). (3.17)

folgt die Behauptung nun, indem man im Trigheitssatz von Sylvester H := K und
R := M"? wihlt und Satz 3.3 beriicksichtigt. O

3.4 Zur Steuerbarkeit linearer mechanischer
Systeme

Eine zentraler Aspekt der regelungstechnischen Analyse ist die Frage nach der Steuerbar-
keit. Fiir lineare Systeme steht zur Uberpriifung dieser Eigenschaft u.a. das Kriterium
von Hautus zur Verfigung, siche z.B. [Reil4, Satz 8.1]: Ein durch (3.9) gegebenes System
ist genau dann steuerbar, wenn fiir alle s € C gilt:

rank(sly, — A, B) = 2n. (3.18)

Man stellt nun fest, dass ahnlich wie fiir die Stabilitit die aus der potentiellen Energie
herrithrende Steifigkeitsmatrix K eine entscheidende Rolle spielt.

Satz 3.5. Fine notwendige Bedingung fir die Steuerbarkeit des linearen mechanischen
Systems (3.9) lautet:
(nq =) rank B > dim Qpy,. (3.19)

Mit anderen Worten: Ein steuerbares lineares mechanisches System muss mindestens
so viele Eingangskomponenten aufweisen, wie Freiheitsgrade in der Wahl einer Ruhelage
bestehen.

Beweis: Genau wie fiir das nichtlineare Modell eine Eingangstransformation durchge-
fithrt werden kann, sodass der neue Eingang mit den Beschleunigungen der aktuierten
Konfigurationskoordinaten iibereinstimmt (siehe (2.18)), ist dies auch fiur das lineare

3Engl. nur ,inertia“.
4Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt direkt aus [Ber09, Fact 5.8.12]. Allerdings wird das Ergebnis
dort nicht bewiesen, sodass eine ausfithrliche Begriindung hier sinnvoll erscheint.
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3.4 Zur Steuerbarkeit linearer mechanischer Systeme

Zustandsraummodell (3.9) moglich. Dabei dndern sich im Allgemeinen gegeniiber (3.9)
sowohl die Systemmatrix als auch die Eingangsmatrix. Man erhélt die Struktur

P 00 I, O P 0

. lal_ 00 0 I, q 0

v 00 00 v L.,
———

:;A ZCB

Durch die Eingangstransformation bleiben sowohl der Rang der Eingangsmatrix als auch
die Ruhelagemannigfaltigkeit erhalten. Fiir Ruhelagen muss in der Darstellung (3.20),
wie bereits in Abschnitt 3.1 festgestellt, a = 0 gelten. Die Ruhelagenmannigfaltigkeit
des linearisierten Systems ist folglich durch ker A gegeben, und demnach gilt dim Qgy, =
dimker A. Aus dem Hautus-Kriterium folgt nun fiir s = 0, dass der Rangabfall von
A welcher gerade der Dimension von ker A entspricht, durch B ausgeglichen werden
muss. [
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Kapitel 4

Exakte Linearisierung und
differentielle Flachheit im Kontext
mechanischer Systeme

4.1 Allgemeine Bemerkungen

Eine Alternative zu der letzten Kapitel betrachteten im Allgemeinen nur ndherungs-
weise gliltigen Taylor- bzw. Jacobi-Linearisierung stellt die exakte Linearisierung durch
Rickfithrung dar. In Abgrenzung zur exakten Eingangs-Ausgangs-Linearisierung wird
auch von , Eingangs-Zustands-Linearisierung“ gesprochen, sieche z.B. [Unb98, Abschnitt
9.3]. Dabei wird eine Transformation der Zustandskoordinaten zusammen mit einer zu-
standsabhéngigen Eingangstransformation vorgenommen, sodass die Systemgleichungen
in den neuen Koordinaten ein lineares steuerbares System bilden. Man unterscheidet
dabei zwischen statischer und dynamischer Linearisierung. Bei der exakten Linearisierung
durch statische Riickfithrung darf die Eingangstransformation nur von den Zustandskom-
ponenten des Originalsystems abhéngen. Die Zustandsdimension bleibt also unveréndert.
Bei der exakten Linearisierung mittels dynamischer Riickfiihrung hingegen héangt die
Eingangstransformation von zusatzlichen Zustandsgréfien ab. Dem Originalsystem werden
zusétzliche Differentialgleichungen hinzugefiigt und folglich tibersteigt die Dimension des
neuen Zustands die des urspriinglichen.

Aufgrund dieses zusatzlichen Freiheitsgrades ist die Klasse der dynamisch linearisierba-
ren Systeme eine echte Obermenge der Systeme, die durch statische Riickfithrung exakt
linearisierbar sind. Fiir Systeme mit einem Eingang sind beide Klassen jedoch identisch
[ST95].

Wéhrend zur Uberpriifung eines Systems auf statische Linearisierbarkeit seit lingerem
Verfahren bekannt sind, siehe Abschnitt 4.2, ist dieses Problem fiir die dynamische
Linearisierung trotz zahlreicher Detailergebnisse nach wie vor offen.

Eng mit der exakten Linearisierung verkniipft ist das Konzept der ,differentiellen
Flacheit®. Tatsdchlich wird in [Lev07] gezeigt, dass die Klasse der flachen Systeme
aquivalent zur Klasse der dynamisch linearisierbaren Systeme ist.

Der Begriff , differentielle Flachheit“ bezeichnet die spezielle Eigenschaft eines dyna-
mischen Systems, in einem bestimmten Sinn dquivalent zu einem linearen steuerbaren
System zu sein: Ein System ist genau dann flach, wenn es eine umkehrbar eindeutige
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4.1 Allgemeine Bemerkungen

Abbildung seiner Trajektorien auf die Trajektorien eines linearen steuerbaren Systems
gibt. Zwischen beiden Systemen besteht dann eine sogenannte , Lie-Backlund-Aquivalenz®
[FLMR99]. Die Klasse der differentiell flachen Systeme liegt ,,zwischen® der Klasse der
lokal steuerbaren und der Klasse der durch statische Riickfithrung eingangs-zustands-
linearisierbaren Systeme, siehe z.B. [SSK14| bzw. Satz 4.7 und Abschnitt 4.5. Abbil-
dung 4.1 visualisiert diese Einordnung. Fiir den Spezialfall linearer Systeme (aufgefasst
als Teilmenge allgemeiner nichtlinearer Systeme) fallen die Eigenschaften Steuerbarkeit
und Flachheit zusammen [FLMR95, Theorem 2.

( allgemeine nichtlineare Systeme \

é )

lokal zugéngliche Systeme

( lokal steuerbare Systeme \

dynamisch exakt
linearisierbare
bzw. flache Systeme

statisch exakt
linearisierbare
Systeme

\& z )

Abbildung 4.1: Klassifikationsschema (,, Taxonomie®) von Regelungssystemen zur
Einordnung differentiell flacher Systeme. Eine formalen Definition der jeweiligen
Eigenschaften wird in den folgenden Abschnitten gegeben.

Ein flaches System ist durch die Existenz eines flachen Ausgangs y = (y1,...,Ym)
gekennzeichnet. Dabei handelt es sich um ein Tupel spezieller Systemgrofien, welches
einerseits keinerlei Einschrinkung in Form von Differentialgleichungen unterliegt und
andererseits die Losungen des dynamischen Systems vollstandig parametriert.

Ist ein solcher flacher Ausgang bekannt, erleichtert dies die Planung von Solltrajek-
torien erheblich. Auf Grund der Parametrierbarkeit kann das dafiir im Allgemeinen zu
losende Randwertproblem auf ein deutlich einfacheres Interpolationsproblem zuriick-
gefiihrt werden, siche auch Abschnitt 5.3. Auch der Entwurf von (Folge-)Reglern und
Beobachtern wird mit Hilfe eines flachen Ausgangs deutlich einfacher, da z.B. lineare
Methoden verwendet werden kénnen.

Die fiir allgemeine dynamische Systeme definierte Flachheits-Figenschaft ist offen-
sichtlich auch fiir mechanische Regelungssysteme sehr niitzlich. Tatsachlich stammen
viele der in der Literatur diskutierten flachen Systeme aus der Mechanik, siehe z.B.
[IMRS95, FRA13] und [MMRO03, Abschnitt 7.1].

Zur Ausnutzung der Flachheit fiir die Losung von konkreten Steuerungs- und Regelungs-
aufgaben steht seit geraumer Zeit ein leistungsfahiges und weitestgehend vollstandiges
Theoriegebaude zur Verfugung, siehe z.B. [RRZ97, Rot97, Hag03, KS15]. Die Kenntnis
eines flachen Ausgangs fiir das jeweilige System wird dabei allerdings stets vorausgesetzt.
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4.1 Allgemeine Bemerkungen

Fiir viele praktisch relevante Systeme ist ein flacher Ausgang bekannt, oft sogar mit
einer guten physikalischen Interpretation wie z. B. raumfesten Schwerpunktskoordinaten
[IMRS95]. Tatséchlich ist davon auszugehen, dass die meisten flachen Ausgénge fiir Modelle
physikalischer Systeme bisher heuristisch auf Basis eines vertieften Systemverstandnisses
gefunden wurden [Fral4, S. 2.

Dariiber hinaus wurden in der jiingeren Vergangenheit Algorithmen zur systematischen
Bestimmung flacher Ausgéinge vorgeschlagen, siehe z.B. [Lé11, Frald, SS14b, SSK15, FF-
KR16]. Allerdings ist die praktische Anwendbarkeit dieser Algorithmen fiir nichtlineare
Mehrgrofiensysteme begrenzt, da sie entweder die symbolische Losung partieller Differen-
tialgleichungen erfordern, und/oder nicht in endlich vielen Schritten zu einem Ergebnis
kommen miissen. Diese Algorithmen sind daher in erster Linie als hinreichende Bedin-
gungen fiir Flachheit zu verstehen, siche z.B. [Fral4, Abschnitt 4.4]. Mit ihnen kann man
jeweils fiir bestimmte Beispielsysteme einen flachen Ausgang finden und somit Flachheit
nachweisen.

Wiinschenswert wére natiirlich ein Kriterium, d.h. eine zugleich notwendige und
hinreichende Flachheitsbedingung, welches fiir ein gegebenes System mit moglichst
geringem, in jedem Fall aber endlichem Aufwand abgepriift werden kann. Anders als der
Titel des Beitrags [Lé11] ,,On necessary and sufficient conditions for differential flatness*
vermuten lasst, ist ein solches Kriterium bisher nicht bekannt. Fiir den dort vorgestellten
Algorithmus ist nicht sichergestellt, dass in endlich vielen Schritten eine Aussage getroffen
werden kann: , Nevertheless [...] this algorithm remains in theory doubly infinite. It is
therefore much simpler to check flatness than to prove non flatness., siehe [Lél1, S. 72].
Die Quelle [Sch14, S. 43] auflert sich dhnlich: ,the severe problem of how to check a
system for the flatness property and to compute the flat outputs y algorithmically has not
been fully understood, so far.“

Diese Situation hat zur Folge, dass es viele Systeme gibt, fiir die beziiglich der Systemei-
genschaft Flachheit Unklarheit herrscht. Weder ist die Existenz eines flachen Ausgangs
gezeigt, noch ist nachgewiesen, dass ein solcher nicht existieren kann, siehe Abbildung 4.2.

Vor diesem Hintergrund widmen sich die folgenden Abschnitte verschiedenen not-
wendigen bzw. hinreichenden Existenzbedingungen fiir flache Ausgénge insbesondere
in Bezug auf unteraktuierte mechanische Systeme der Form (2.8). Fir diese Systeme
wird in Abschnitt 4.8 dann die strengere Eigenschaft der Konfigurationsflachheit und ihr
Zusammenhang zur ,allgemeinen Flachheit” untersucht.

Da ein Teil der folgenden Uberlegungen jedoch unabhingig davon ist, ob das unter-
suchte System eine mechanische Struktur hat oder nicht, bilden zunéachst allgemeine
nichtlineare Mehrgroflensysteme den Ausgangspunkt. Fiir solche Systeme existieren, je
nach Anwendungsfall verschiedene Darstellungsformen. Am weitesten verbreitet ist die
eingangsaffine Zustandsdarstellung

i=1
G(x)T
mit x(¢) € X CR™ und 7(t) € R™,
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bisher bekannte (hypothetisches) bisher bekannte
hinreichende Flachheitskriterium  notwendige
Flachheitsbedingungen Flachheitsbedingungen

)
4 ~ , 4 N
sicher / sicher
flache nichtflache
Systeme // Systeme
“ y, ‘k / \ y
| W
Systeme mit bisher allgemeine
unklarem Flachheitsstatus nichtlineare
Systeme

Abbildung 4.2: Veranschaulichung der ,Liicke* zwischen hinreichenden und
notwendigen Flachheitsbedingungen. Die gestrichelte Linie markiert die Grenze
zwischen flachen und nichtflachen Systemen, aber nur fiir Systeme innerhalb der
grinen Umrandung kann die Flachheit nachgewiesen bzw. innerhalb der roten
Umrandung ausgeschlossen werden.

wobei X als offene und konvexe Teilmenge des R™ vorausgesetzt wird. Weithin wird
angenommen, dass die Matrix G(x) fir alle x € X’ vollen Spaltenrang besitzt. Andern-
falls gidbe es eine Redundanz unter den Eingangsgrofien, und das Systemmodell wére
regelungstechnisch nicht sinnvoll.

Um bestimmte Methoden aus der Literatur (insbesondere aus [Lé11, Rud15, Fral4])
anwenden zu kénnen, ist die gegentiber der Zustandsraumbeschreibung (4.1) allgemeinere
Darstellung als implizites unterbestimmtes Differentialgleichungssystem

F(x,%,...,x")=0 (4.2)
mit x(t) € XCR™ , F(x(t),...,x(t)") € R" und m = ny — ng

zweckmaBiger!, wobei X wie oben als offene und konvexe Teilmenge vorausgesetzt wird.
Dabei stellen die Komponenten (z1,...,x,,) von nun statt Zustandskomponenten x
allgemeine Systemvariablen bzw. -groflen dar. Die natiirliche Zahl m gibt die Unter-
bestimmtheit des DGL-Systems an, das heifit, die Differenz zwischen der Anzahl der
Systemgrofien und der Anzahl der Gleichungen. Sie entspricht also gerade der Anzahl an
frei wahlbaren Systemgrofien.

Fiir mechanische Systeme der Form (2.8) sind die beiden Varianten bereits in Kapitel 2
festgehalten. Die Gleichungen (2.16) entsprechen mit x = (6,0) der Darstellung (4.1).
Andererseits ist die durch die obere Hyperzeile von (2.12) gegebene Systemdynamik der

!Den Ubergang von der Darstellung (4.1) erreicht man z.B. durch Elimination der Eingangsgrofien.
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4.1 Allgemeine Bemerkungen

nichtaktuierten Koordinaten, also
(M11(0) M5(6))8 + C,(0,0) + K,(0,8) = 0, (4.3)

mit v = 2 und x = @ = col(p, q) dquivalent zur Darstellung (4.2). Die untere Hyperzeile
kann aus dieser Perspektive als Definitionsgleichung der Eingangsgrofien T aufgefasst
werden und es gilt ng = nyp.

In beiden Systemdarstellungen wird jede Losung eindeutig durch einen Zeitverlauf
t — x(t) reprasentiert, welcher die jeweilige Systemgleichungleichung, d.h. (4.1) bzw.
(4.2), erfillt.

Definition 4.1 (siehe z.B. [RRZ96], [Rud15, Abschnitt 2.1]). Ein System der Form
(4.1) bzw. (4.2) heifit (differentiell) flach, wenn es ein m-Tupel (y1, ..., ym) =: y gibt,
welches folgende Bedingungen erfillt:

1) Jede Trajektorie des Systems ¢ — x(t) legt den Verlauf von y iiber eine Abbildung
y = hy(x,%, ..., x")) eindeutig fest?. Dabei ist die Ordnung k, der in h, auftretenden
Zeitableitungen von x begrenzt.

2) Jeder Trajektorie des flachen Ausgangs t — y(¢) ist eindeutig eine Trajektorie ¢ — x(t)
von (4.1) bzw. (4.2) mittels einer Abbildung der Form x = h,(y,y,...,y")) mit
kx < 00 zugeordnet.

3) Die Komponenten von y sind bis auf Differenzierbarkeitsanforderungen frei wihlbare
Zeitfunktionen, d.h. aus den Systemgleichungen (4.1) lassen sich keine Bedingungen
in Form von Differentialgleichungen allein in den y; herleiten.

Das m-Tupel y heiit dann flacher Ausgang. <

Bemerkung 4.2. Wie viele andere Fachtermini ist auch die Bezeichnung ,.flach“ nicht
eindeutig. In [OS01, Abschnitt 2.5] werden mechanische Systeme mit konstanter Massen-
matrix als flache mechanische Systeme eingefiihrt. <

Aus Bedingung 2) der Flachheitsdefinition folgt unmittelbar, dass durch eine Trajektorie
t — y(t) auch der Verlauf des Eingangs eindeutig festgelegt ist. Die entsprechende
Abbildung

T=h(y, ¥, ..., y"") (4.4)

erhélt man, in dem man (4.1) nach dem Eingang 7 auflést und fiir x und x die Parame-
trierung mittels hy und %hx einsetzt. Aus dieser Uberlegung ergibt sich somit

Kr = kx + L. (4.5)

2 Alternativ wéren in hy () auch Eingangsableitungen (inkl. Ordnung 0) als Argumente zuléssig. Diese
kénnen aber auch durch x und héhere Ableitungen ausgedriickt werden.
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4.2 Fingangs-Zustands-Linearisierung durch statische Riickfiihrung

4.2 Eingangs-Zustands-Linearisierung durch
statische Riickfiihrung

Wie aus Abbildung 4.1 hervorgeht, bilden die statisch linearisierbaren Systeme eine
Unterklasse der flachen Systeme. Man kann also diese Eigenschaft als hinreichende Be-
dingung fiir Flachheit auffassen. Andererseits ist das Konzept der exakten Linearisierung
durch statische Riickfiihrung auch ohne expliziten Bezug zur Flachheit relevant. Letztlich
ermoglichen beide Perspektiven die Wahl geeigneter Koordinaten, in denen die Analyse-
und Entwurfsaufgaben einfacher losbar sind.

Ahnlich wie bei der Flachheit ist die statische Linearisierbarkeit eines Systems aqui-
valent zur Existenz eines geeigneten (,linearisierenden*) Ausgangs. Mit Hilfe der in
Abschnitt A.9 erlauterten Lie-Ableitung kann einem Systemausgang die folgende Eigen-
schaft zugewiesen werden:

Definition 4.3 ([Isi95, Abschnitt 5.1]). Ein Ausgang

y = (h(x),..., hp(x)" (4.6)

eines Systems der Form (4.1) hat an der Stelle x° den (vektoriellen) relativen Grad
r=(ry,...,m,)" € NT wenn gilt:

1) Fir alle x aus einer Umgebung von x° ist
Lo Lihi(x) =0 (4.7)
mit 1 <17,7 <mund 0 < k <r; — 2 erfillt.
2) Die sogenannte Entkopplungsmatrix

Lo L3 hi(x°) ... Lg, L5 hy(x°)
R, = : : : (4.8)
Lo L7 hn(x°) o0 Lg L3 i (x°)

ist regular. <

Anschaulich entspricht r; der minimalen Anzahl an formalen Zeitableitungen, ausge-

driickt mit Hilfe der Lie-Ableitungen (siehe A.9) entlang der Vektorfelder f und g;, des
(ri)

%

von mindestens einer Komponente des Eingangs T
abhingt und gleichzeitig der Ausdruck col(le), ...,ym)) nach den Eingingen aufgelost
werden kann. Dann kann man einen neuen Eingang 7 einfiihren, sodass jede Eingangs-
komponente 7; mit genau einer Ausgangskomponente y; liber eine Integratorkette der
Léange r; verkniipft ist. Daher rithrt die Bezeichnung Entkopplungsmatrix, siehe z.B.
[VNO7, S. 116]. Um auch Situationen zu erfassen, in den R, nicht regulir und somit der
relative Grad nicht wohldefiniert ist, kann man auf den folgenden schwécheren Begrift

zurtickgreifen.

Ausgangs y; = h;(x), sodass y
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4.2 Fingangs-Zustands-Linearisierung durch statische Riickfiihrung

Definition 4.4 ([DMGMO0, Definition 2.5]). Der Vektor t := col(?y,...,7,) € N7
heifit (vektorieller) relativer Beobachtungsgrad (engl. ,vector observation relative
degree*), wenn er die Bedingung 1) aus Definition 4.3 erfiillt und zudem die Matrix R;
keine Nullzeile besitzt. <

Im Unterschied zum relativen Grad ist der relative Beobachtungsgrad somit immer
wohldefiniert. Ist Entkopplungsmatrix R; regulédr, dann gilt r = 7.

Definition 4.5. Der vektorielle relative Grad r heifit vollstandig, wenn > " 7, = ny
gilt. <

Mit diesen Begriffen kann nun die statische Linearisierbarkeit ndher untersucht werden.

Definition 4.6 (Siehe z.B. [Isi95, Abschnitt 5.2]). Ein durch (4.1) gegebenes System
heifit genau dann statisch® eingangs-zustands-linearsierbar, wenn es durch eine
diffeomorphe Zustandstransformation x = ®(xX) und eine (zustandsabhéngige) Ein-
gangstransformation 7 = a(X) + B(X)7 in ein steuerbares lineares System mit dem
Zustand x und dem Eingang 7 tberfiithrt werden kann. <

Die Existenz einer solchen Zustandstransformation ist dquivalent zur Existenz eines
Ausgangs (4.6) mit vollstandigem relativen Grad, siehe [Isi95, Lemma 5.2.1]. Man erhélt
eine mégliche Wahl fiir die Transformation ®~!(x) durch die Funktionen £3h;(x) fiir 0 <
j < r;—1, d.h. durch die Komponenten des Ausgangs und entsprechender Zeitableitungen.

Satz 4.7. Jeder Ausgang y = h(x) des Systems (4.1) mit vollstindigem relativem Grad
ist ein flacher Ausgang.

Beweis: Zu zeigen ist, dass sich alle Komponenten des Zustands x (und damit auch
alle sonstigen Systemgrofien) durch y und seine Zeitableitungen ausdriicken lassen. Dazu
wird der sogenannte Brunovsky-Zustand z eingefiihrt?, dessen Komponenten sich iiber
die Ausgangsabbildung und deren Lie-Ableitungen definieren:

Zig = ®ip(x) = LEhy(x) miti=1,...,m und k=0,...,r;— L (4.9)

Wegen >, r; = ny stimmt die Anzahl der Komponenten von z mit der von x tiberein.
Zudem ist die Transformation ®(x) = col(®o(x),. .., P ,,—1(x)) invertierbar [Isi95, S.
231], sodass die gesuchte Parametrierung durch x = ®~1(z) mit z = col(y{”, ..., y{rm=1)
gegeben ist. O]

Typischerweise ist die Existenz eines Ausgangs mit vollstdndigem relativem Grad a
priori unklar. Mit Hilfe der iiber die Summe von Vektorraumen rekursiv definierten

Distributionen

Ay = span{gi,...,&m} (4.10a)
Ak = Ak,1 + [f, Akfl], fur k = 1, e, = 1 (410b)

3In der Literatur wird in diesem Zusammenhang das Attribut ,statisch® iiblicherweise weggelassen, weil
es aus dem Zusammenhang hervorgeht. In der vorliegenden Arbeit erscheint seine explizite Angabe
zur besseren Abgrenzung von dynamischer Zustandslinearisierung jedoch ratsam.

4Siche z.B. [Rud03, Abschnitt 2.9].
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4.2 Fingangs-Zustands-Linearisierung durch statische Riickfiihrung

lasst sich jedoch ein abpriifbares Kriterium fiir statische Eingangs-Zustands-Linearisier-
barkeit angeben, wobei der Rang und die Involutivitat bestimmter Distributionen A,
ausschlaggebend sind. Die dafiir erforderlichen mathematischen Konzepte (Lie-Klammer,
Involutivitat, etc.) sind in Abschnitt A.11 im Anhang erlautert.

Satz 4.8 (Siehe z.B. [Isi95, Theorem 5.2.3]). Gelte dim G(x°) = m. Dann ist das System
(4.1) in einer Umgebung von X° genau dann statisch eingangs-zustands-linearisierbar,
wenn in dieser Umgebung gilt:

1) Die Distributionen Ay, ..., A,_1 haben eine konstante Dimension.
2) Es gilt dim A,,_; = n.
3) Die Distributionen Ay, ..., A,_o sind involutiv.

Bemerkung 4.9. Wie in Bemerkung 2.9 bereits festgestellt, ist Ag(x°) fiir mechanische
Systeme aus strukturellen Griinden immer involutiv. Dariiber hinaus ist Bedingung 2)
aquivalent zur starken lokalen Zuganglichkeit des Systems, siehe Satz 4.30. <

Beispiel 4.10 (Wagen-Pendel-System; Implementierung: [(3)]). Betrachtet wird das in
Abbildung 4.3 darstellte System, bestehend aus einem horizontal verschieblichen Wagen
und einem iiber ein passives Drehgelenk daran angebundenen Pendel. Zur Vereinfachung
wird in diesem, wie in den folgenden Beispielen ein Pendel ohne Beschrankung der
Allgemeinheit als mathematisches Pendel modelliert, d.h. seine Tragheitseigenschaften
seien durch seine Masse und den Abstand zwischen Gelenk und Schwerpunkt festgelegt.
Das Tréagheitsmoment eines physikalischen Pendels kann iiber die sogenannte dquivalente
Pendellange erfasst werden, siehe z.B. [Lin09, Abschnitt B1]. Weiterhin werden die in
der Abbildung dargestellten Rader des Wagens ignoriert.

=1 ]
EEED

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des Wagen-Pendel-Systems, bestehend
aus einem horizontal verschieblichen Wagen und einem iiber ein passives Drehgelenk
daran angebundenen Pendel.

Die Modellbildung entsprechend der Abschnitte 2.2, 2.3 fiihrt auf die Systemgleichungen
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in kollokiert partiell linearisierter Form (2.18):

Ul 0
=] 4l LY ar, (4.11)
sy S1n Py T COS D1
0 1
£x) £1(0)

wobei der Zustandsvektor durch x = (p; ¢ wy Ul)T gegeben ist und a; die Wagen-
beschleunigung und damit den (neuen) Eingang bezeichnet. Die zur Auswertung von
Satz 4.8 zu untersuchenden Distributionen lauten

Ap=span {gi}, As=span{gi,[f, &}, Ay=span{gy,[f &1 adigi}
und Az =span {gl, [f,g.], adf g1, ad} g} : (4.12)

Nun lédsst sich leicht tiberpriifen, dass

0 0 é Cos p1
(g1, ads g1] = 2 0 ¢ A, = span 1 0 _.1 (4.13)
’ — 3z SIpCosp —2cospr “sinp,
0 1 0

gilt und demnach die Involutivitatsbedingung verletzt ist. Das Wagen-Pendel-System ist
also nicht statisch eingangs-zustands-linearisierbar. Wegen nq = 1, ist damit die Flachheit
des Systems ebenfalls ausgeschlossen. <

Beispiel 4.11 (Elastisch gekoppelte Korper mit aktuiertem Pendel; [(4)]). Untersucht
wird nun das in Abbildung 4.4 dargestellte mechanische System mit drei Freiheitsgraden.

K3 Q@
-z | ¢
S3
Q1 €2
§ - K,y \/\/\/\ | K2 \Dw
O O O O

—_—

P1

Abbildung 4.4: Zwei horizontal bewegliche elastisch gekoppelte Korper (K, Ks)
mit einem Pendel (K3). Auf K; wirkt die Kraft 7, (aktuiertes Schubgelenk). Das
als Punktmasse modellierte Pendel ist mit Ky tiber ein aktuiertes Drehgelenk
(Drehmoment 75) verbunden. Der Korper K; hat jeweils die Masse m;.
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Die Bewegungsgleichungen entsprechend (2.12) lauten

cap1 + mo (P1 + G1) + ms (P1 + Gi — G253 COS o + 553 8in ¢o) 0
mydy + ma (P1 + G1) + mg (P1 + G1 — G253 cos 2 + ¢3s3sings) | = | 1 (4.14)
—gm3ss Sin gz — M3P183 COS ga — M1 83 COS Ga + M3(aSs T2

und bzw. in partiell linearisierter Form

U1 0 0
U1 0 0
. U2 O O ay
X = (62P1+m383v§ sinqz) + ] masscosg (a ) . (4.15)
B mo+m3 ma+m3 2
0 1 0
0 0 1
Die Distributionen Ay fir £ =0, ...,5 lassen sich automatisiert aufstellen und haben an

einem generischen Punkt x° die Dimensionen:

( dim Ap(x°) dimA;(x°) dimAy(x°) dim Agz(x°) dimAg(x°) dim Aj (XO)) =
2 4 5 6 6 6).
(4.16)

Es muss folglich nur die Involutivitdt von A; und A, tiberpriift werden, die sich durch
direkte Berechnung der entsprechenden Lie-Klammern verbunden mit einer Rangpriifung®
bestétigen lasst. Somit ist das System eingangs-zustands-linearisierbar und damit auch
flach. Einen intuitiven“ flachen Ausgang stellen die Absolutkoordinaten des Pedelschwer-
punkts

y = <y1> = (p1+q1 — s3singa s3cosq)’ (4.17)
Y2 N
=:h1(x) =:ha(x)

dar, denn die Parametrierung aller Systemgroflen durch y und seine Zeitableitungen
lisst sich folgendermaflen bestimmen®: Der Winkel ergibt sich direkt aus ¢ = arccos i’—;
Damit kann man die Definitionsgleichung fiir y; nach der Summe p; 4+ ¢; auflésen. Aus
der ersten Zeile der Systemgleichung (4.14) ldsst sich mit diesen Ausdriicken (und ihren
Ableitungen) p; mit Hilfe der bekannten Federsteifigkeit ¢; gewinnen.

Hervorzuheben ist nun, dass dieser Ausgang y = (h1(x), ha(x))? keinen wohldefinierten
vektoriellen relativen Grad aufweist: Einerseits gilt Lq,Lehy(x) = —mass (Wf;’i?;?)) # 0
und Lg, Leho(x) = —s3singy # 0, d.h. man erhélt entsprechend den Definitionen 4.3
und 4.4 einen ,Kandidaten® # = (2,2)7 fiir den vektoriellen relativen Grad. Andererseits

5Zur Umsetzung der Rangpriifung siche Abschnitt B.4.
SFiir die detaillierten Rechnungen siehe [(4)].
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taucht die erste Eingangskomponente in y nicht auf, man erhélt also die singulére
Entkopplungsmatrix (siehe (4.8))

L thl L ‘thl 0 —MaS3 o2
R = g1 22 — (ma+ms3) . 4.1
( Eglﬁfhg £g2£fh2 > (0 —S3 sin q2 ( 8)

Mit anderen Worten: Im Mehrgrofienfall hat auch fiir ein statisch linearisierbares Sys-
tem ein flacher Ausgang nicht ,,automatisch“ vollstdndigen relativen Grad. Die synonyme
Verwendung der Bezeichnungen ,linearisierender Ausgang® und ,flacher Ausgang*, siehe
z.B. [FLMRO95, Abschnitt 3.2], ist also im allgemeineren Kontext einer Linearisierung
durch dynamische Riickfiithrung zu verstehen, was durch die weitere Betrachtung dieses
Systems in Beispiel 4.13 verdeutlicht wird. Weitere Moglichkeiten zu zeigen, dass (4.17)
einen flachen Ausgang darstellt, bestehen im Aufstellen der Parametrierung (siehe Bei-
spiel 5.4) oder in der in Abschnitt 4.4 erlauterten Analyse des Variationssystems (siehe
Beispiel 4.20).

Nattrlich muss aber fir das System (4.15) notwendigerweise ein Ausgang y mit
71+ 179 = 6 existieren, denn die Bedingungen aus Satz 4.8 sind — wie oben gezeigt — erfiillt.
Die Konstruktionsregel aus dem zugehorigen Beweis in [Isi95, Abschnitt 5.2] liefert fiir
das System (4.14) die Funktion 3; = Bl(x) = mas3singy — (p1 + ¢1) (Mg + m3) mit dem
zugehorigen skalaren relativen Grad 7, = 4 (siehe [(4)]). Als zweite Komponente kann
dann beispielsweise s = hy(x) = ¢o mit 7, = 2 gewihlt werden. Fiir die zugehorige
Entkopplungsmatrix aus (4.8) erhélt man

- Lo L3hy Lo, LC3h —cy 853 o5
R=( J&7t0t Zestil ) = (2 matmy TRE2 ) 4.19
(ﬁglﬁfhg Lo, Leho 0 | (4.19)

welche fiir ¢y # 0 immer regulér ist. <

4.3 Eingangs-Zustands-Linearisierung durch
dynamische Riickfiihrung

Eine Verallgemeinerung des Vorgehens aus dem letzten Abschnitt besteht darin, fiir das
Regelungssystem (4.1) den neuen Eingang 7 statt iiber eine statische Zustandsriickfithrung
wie in Definition 4.6 mittels einer dynamische Zustandsriickfithrung

T=o(x,2,T) (4.20a)
z=@(x,z,7) mitz(t) € R"™ (4.20Db)
einzufiihren. Die Erweiterung des Systems um n, Zustandskomponenten stellt dabei einen

erheblichen Entwurfsfreiheitsgrad dar, der dazu genutzt werden kann, um das System in
eine lineare Darstellung zu transformieren.

Definition 4.12. Das System (4.1) heilt dynamisch eingangs-zustands-linearisier-
bar, wenn es eine dynamische Riickfiihrung der Form (4.20) gibt, sodass das resultierende
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System mit dem Zustand X := col(x,z) und dem Eingang 7 statisch eingangs-zustands-
linearisierbar im Sinne von Definition 4.6 ist. Die entsprechende Riickfithrung heifit dann
linearisierende dynamische Zustandsriickfithrung (kurz: linearisierende Riickfiih-
rung). <

Wie bei der differentiellen Flachheit und im Unterschied zur exakten Linearisierung
durch statische Riickfiihrung, ist bisher kein allgemeines Kriterium bekannt, um fiir ein
beliebiges System zu entscheiden, ob es dynamisch eingangs-zustands-linearisierbar ist
oder nicht.

Tatséchlich stimmt nach [Lev07] die Menge der dynamisch eingangs-zustands-linea-
risierbaren mit der Menge der flachen Systeme iiberein. Der Flachheitsbegriff ist aber
durch das Konzept der freien Parametrierbarkeit aller Systemgréfien und durch die Un-
abhéngigkeit von einer Zustandsraumdarstellung fiir viele Fragestellungen zweckméafiger
und wird, nach Einschitzung des Autors, in der jlingeren Literatur bevorzugt.

Zur Verdeutlichung der Zusammenhéange wird im Folgenden skizziert, wie sich fiir ein
flaches System zu einem gegebenen flachen Ausgang y eine linearisierende Riickfithrung
bestimmen lasst. Dieses Vorgehen wird meist als dynamische Erweiterung bezeichnet.
und uw.a. in [KB0O, Abschnitt 6.8] auf algorithmischer Ebene niher beschrieben.

Betrachtet man den relativen Beobachtungsgrad 1 (siehe Definition 4.4) des flachen
Ausgangs y, so kénnen prinzipiell drei moglichen Situationen auftreten: Rz ¢ GL(m)“
(d.h. r ist nicht wohldefiniert), ,Rs € GL(m) und r vollstdndig“ sowie ,R;y € GL(m)
und r nicht vollstandig”. Den letzten Fall kann man jedoch unmittelbar ausschlieflen:
Ware der relative Grad nadmlich wohldefiniert aber nicht vollstindig, dann wére dies
gleichbedeutend mit der Existenz eines durch y nicht beobachtbaren Teilsystems (der
sogenannten internen Dynamik, siehe [Isi95, Abschnitt 5.3]) und stiinde damit im Wider-
spruch zur Parametrierbarkeit aller Systemgrofien durch den flachen Ausgang y. Der Fall
eines vollstdndigen relativen Grades korrespondiert wiederum mit einem statisch eingangs-
zustands-linearisierbaren System, siche Abschnitt 4.2. Erfiillt das untersuchte System
diese Eigenschaft nicht, bleibt nur die Moglichkeit eines nicht wohldefinierten relativen
Grades, es gilt also Ry ¢ GL(m). Man kann dann durch eine Eingangstransformation
einen neuen Eingang Ty so einfithren, dass dadurch gerade die ersten m; Spalten von
R; linear unabhéngig sind und alle nachfolgenden Spalten identisch verschwinden. Die
zugehorigen Komponenten 7y (g, . .., T, o) des transformierten Eingangs werden nun als
Zustandskomponenten aufgefasst

Zip) =Ty miti=1,...,my (4.21)
und ihre Zeitableitungen als neue Eingangsgréfien interpretiert
Zipnp =17 miti=1,...,m. (4.22)

Dieser Prozess wird Prolongation [NR13] genannt. Man erhélt somit ein erweitertes
System, fiir welches y aber immer noch ein flacher Ausgang ist. Durch dieses Anfiigen von
Integratoren an den zu den m; linear unabhéngigen Spalten gehérenden Eingangskompo-
nenten wird erreicht, dass alle Komponenten des relativen Beobachtungsgrades t fiir das
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4.3 FEingangs-Zustands-Linearisierung durch dynamische Riickfiihrung

erweiterte System grofler sind als fiir das urspriinglich betrachtete. Es konnen dann wieder
die beiden Fiélle ,relativer Grad nicht wohldefiniert* und ,vollstdndiger relativer Grad*
auftreten, wobei man im ersten Fall (ggf. nach einer erneuten Eingangstransformation)
jeweils wieder einen Integrator vor die entsprechenden Eingangskomponenten schaltet.

Dieses Vorgehen kann solange fortgesetzt werden, bis ein wohldefinierter und damit
wegen der vorausgesetzten Flachheit vollstandiger relativer Grad erreicht ist. Dabei
werden schrittweise die Funktionen av und ¢ aus (4.20) erzeugt.

Beispiel 4.13 (Fortsetzung von Beispiel 4.11; Implementierung: [(4)]). Wie in (4.18)
festgestellt, ist die zu dem in (4.17) definierten Ausgang y = (hy(x), ha(x))T = (p1 +q1 —
38N ¢a, 83 cos ¢2)7 gehorende Matrix R 2,2) strukturell singuldr und folglich der relative
Grad nicht wohldefiniert. Die notwendige Eingangstransformation besteht hier in der
Vertauschung der beiden Komponenten des Eingangs 7o) = (a} ) bzw. der Eingangsvek-
torfelder (g2(x) g1(x)) = (g1(x) g2(x)), wodurch sich

. ,Cglﬁfhl £g2£fh1 . —m283% 0
R@:?)—(.cgl.cfhg Lolehs | ~\ —sysing, 0] (4.23)

und damit my = 1 ergibt. Nun wahlt” man z; j := 71 und fithrt mit
211 = T (4.24)

einen neuen Eingang entsprechend (4.22) ein. Daraus ergibt sich das erweiterte System mit

dem Zustandsvektor (p1 q1 g2 P1 ¢1 ¢o z1,n;)" und den Drift- bzw. Eingangsvektorfeldern
D 0 0
G 0 0
G2 - 0 0
f[l] = %217[1] _002p1+72123£2732 sin ga bzw. (gL[l],gZ[l]) = 8 _11 . (425)
<1,[1] 0 0
0 1 0
Da sich durch
2 2 COSs
R(3 3 _ ( Egl,[l] Lgm hl ng’[llﬁgl] hl > _ <—m253m2+37213 0) ' (426)
7 Eglﬂ[l] Ef[l] h2 EgQ,[l] Ef[l] h2 —S3 SlIl QQ 0

die gleiche Situation wie in (4.23) ergibt, muss ein weiterer Prolongationsschritt durchge-
fithrt werden:

21,[2] 1= T[] (4.27a)
2.’17[2] = Tl,[Z]- (427b)

"Die im i-ten Schritt neu eingefiihrten Zustands- und Eingangskomponenten sowie die sich dadurch
ergebenden neuen Vektorfelder werden jeweils durch den (zusétzlichen) Index [i] gekennzeichnet. Au-
Berdem ist zu beachten, dass der Eingang des Systems (4.15) mit (a; a2)? = a bezeichnet wurde, weil
es sich um die partiell linearisierte Darstellung handelt. Daher gilt nach der Eingangstransformation

(Frjo) To,0) == (a2 a1)”.
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4.4 Flachheitsanalyse auf Basis des Variationssystems

Als achtdimensionalen Zustandsvektor erhalt man nun folglich (p1 ... ¢o 21 212)"
und als neue Vektorfelder

fiy = | “1 |, baw. (g =Y 1. (4.28)
Z9 0 0
0 10

wobei die finf ausgelassenen Komponenten aus (4.25) hervorgehen. Fir dieses System
ergibt sich die Matrix

2 2 __ M283COS g2 Co
R(4 Y _ ( ;Cgl,[Q] E;‘m hl £g2,[2] E;[Q] hl ) _ ( mo+ms m2+m3> (4 29)
y _ 1 Cc2 ) :
‘Cgl,[z] Ef[l] h2 Egz,[z] Eflll hQ S3 S11 g2

ma+ms3

bis auf eine Singularitit bei

(m2 +ms =+ \/ng + 2moms + m%)) (4.30)
)

q2,singular = —2atan <

regular ist.
Damit ergibt sich fiir die dynamische Riickfithrung entsprechend (4.20) mit n, = 2,
T = (r,pa1)" und z = (21, 21,2)) "

ay _ aq
=o(x,2z,T) = 4.31a
() = atxan = (. ) (1.310)
() = o(x g ) = (P2 4.31b
(20 = otz = (2 (4.310)
Die erste Eingangskomponente des partiell linearisierten Systems (4.15) (d.h. die Be-

schleunigung des Korpers Kj) bleibt also unverandert, wahrend die zweite Ableitung

der Winkelbeschleunigung as, d.h. also q§4), als neue (virtuelle) Einangskomponente 74

gewahlt wird. 4

4.4 Flachheitsanalyse auf Basis des
Variationssystems

Ausgangspunkt fiir die folgenden, hauptsichlich auf [Lé11, Fral4] basierenden Uberle-
gungen ist die implizite eingangsfreie Systemdarstellung (vergl. (4.2))

F(x,x%,...,x") =0, (4.32)

in der v die hochste auftretenden Ableitungsordnung bezeichnet. Zusatzlich wird die
»milde Annahme* [Lé11] getroffen, dass die Komponenten Fi, ..., F,. von F meromorphe
Funktionen (siehe Abschnitt A.12) sind, die von der Mannigfaltigkeit

X =X xR™x...xR™ (4.33)

v mal
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4.4 Flachheitsanalyse auf Basis des Variationssystems

in die reellen Zahlen abbilden. Die verallgemeinerte Losungsmenge der vektoriellen
Systemgleichung (4.32) wird mit F bezeichnet, siehe Definition A.12. Diese enthalt alle
Punkte (x, X ) € X, die mit (4.32), sowie mit beliebig hohen Zeitableitungen, d.h.
F(x, ... 7*” ) fur alle k € Ny kompatibel sind.

Als mathematlsche Werkzeuge werden im weiteren Verlauf Differentialformen und
Matrizen mit sogenannten Schiefpolynomen im Zeitableitungsoperator < als Eintrage
sowie zugehorige Rechenoperationen wie auflere Ableitungen und Keilprodukte verwendet.
Diese Konzepte sind im Anhang in den Abschnitten A.13, A.16 und A.17 mit Verweisen
auf die entsprechende Literatur zusammengefasst.

Durch Anwendung der dufleren Ableitung auf F erhélt man die aus ng Komponenten
bestehende Vektor-1-Form

dFy
OF OF F
dF(x,%,...,x") = : a—x dx + I dx+ ...+ ) dx™, (4.34)
dF. ~~ ——
nF Po P, P,

welche sich auch mit einer Polynommatrix im Zeitableitungsoperator % als Koeffizienten-
matrix schreiben lasst,

dF(x,%,...,x7) = (Po+ Py 2+, +P,- (4))dx = Pp (4)dx, (435

wobei die Vertauschbarkeit der Operatoren 2 2 und d ausgenutzt wurde.

Dieses System von 1-Formen wird als ,Variationssystem® (engl. variational system)
bezeichnet® [Lé11, VA13]. Im Allgemeinen hingen die Eintrage der Matrizen Py, ..., P,
noch von x, . ..,x ab, aus Griinden der iibersichtlicheren Darstellung wird, wie in den
zitierten Quellen auch, diese Abhéngigkeit jedoch meist nicht explizit notiert. Unter
bestimmten Umstanden ist ein Kenntlichmachen der Koordinatenabhéangigkeit aber
sinnvoll. Dazu dient die Notation P . Als zusitzliche Voraussetzung an das System
wird noch gefordert dass P, fiir einen generischen Punkt aus X, vollen Zeilenrang haben
muss. Das entspricht der lokalen Auflosbarkeit von F nach den hochsten Ableitungen,
also nach x).

Bemerkung 4.14. Fiir mechanische Systeme der Form (2.8) ist diese Forderung stets
erfiillt, denn mit x := 0 gilt v = 2 und aus der Gleichung fiir den nichtaktuierten Teil
(4.3) folgt

P2 = (MH(X) Mlg(X)). (436)
Alternativ konnte man auch z.B. mit x := col(6, 8) eine implizite Darstellung 1. Ordnung

wahlen, allerdings wiirde aufgrund der zu berticksichtigenden definitorischen Gleichungen
dann ng := 2np + ng statt ng := np gelten. <

8In [Fral4] werden die 1-Formen dF noch (formal) auf Vektorfelder angewendet. Deswegen wird dort
die Bezeichnung ,, Tangentialsystem® benutzt.
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4.4 Flachheitsanalyse auf Basis des Variationssystems

Die Polynommatrix Py (%) kann in einem gewissen Sinne als eine ,verallgemeinerte

Jacobimatrix“ beziiglich der Komponenten von x aufgefasst werden. Diese Bezeichnung
wird im Folgenden beibehalten.

Die Flachheitsanalyse in [Lé11, Fral4] beruht nun auf der Untersuchung der Poly-
nommatrix Pg (%), wobei die in Abschnitt A.17 erklarten Begriffe Hyperregularitiat,
Unimodularitat und F-Unimodularitit eine zentrale Rolle spielen. In folgendem
Satz sind verschiedene relevante Ergebnisse und Folgerungen aus den genannten Quellen
zusammengefasst.

Satz 4.15. (1) Fir jedes lokal zugingliche System (4.32) (siehe Definition 4.27) ist
Pr (%) hyperrequldr.

.o . . d dMFXNx . .
(2) Fiir jede hyperregulire Matriz Py (%) e K [%} gibt es eine ,,unimodulare
Vervollstandigung“ (siehe Definition A.15) Q (i) ek {%

mXnx
: )

(3) Ist das System (4.32) flach und y = hy(x,%...) ein beliebiger flacher Ausgang,
dann bildet die Koeffizientenmatriz Q (%) der dufseren Ableitung der Ausgangsab-
bildung dhy, = Q (%) dx (d.h. die verallgemeinerte Jacobimatriz von hy ) eine F-

unimodulare Vervollstindigung zu Py (%).

Beweis: Aussage (1) geht fiir die Systemordnung v = 1 direkt aus [Lé11, Proposition
3] hervor, siche auch [Rud03, Abschnitt 2.3] und [Fral4, Abschnitt 4.3]. Den Fall v > 1
kann man durch die Einfithrung neuer Systemgrofien iiber definitorische Gleichungen
auf den Fall erster Ordnung zuriickfithren. Der Grad der Unterbestimmtheit m, d.h. die
Differenz zwischen der Anzahl an Systemgrofien ny und der Anzahl an Gleichungen ng
andert sich dadurch nicht.

Aussage (2) lasst sich uber die Hermite-Form (siche Abschnitt A.17) begriinden: Per

s C . L. .. . d d]mixnz.
definitionem existiert fiir jede hyperregulare Matrix P (E) ek {E} mit ny < ng

. . . n2 Xng
eine unimodulare Matrix Ug € U [%} sodass

P (%) Ur (%) = (Inuomx(nz—m)) (4-37)

gilt. Daraus kann man eine mogliche unimodulare Vervollstandigung direkt ablesen. Diese
ergibt sich aus den ny — n; unteren Zeilen von Ulgl:

Q - (O(ng—n1)><n1 ) Ing—n1)Uf{1; (438)

denn dann gilt
(B)Un=L, = (B)-uglcul4]™™. (4.39)

Eine mathematisch strenge Begriindung von Aussage (3) lasst sich zum Beispiel mit
den differentialgeometrischen Methoden aus [Fral4] formulieren. An dieser Stelle wird
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4.4 Flachheitsanalyse auf Basis des Variationssystems

die Argumentation nur skizziert. Ausgangspunkt sind zwei aus der Flachheitsdefinition
4.1 resultierende Beobachtungen: Erstens erhélt man fiir jeden beliebigen Zeitverlauf
t — y(t) mittels der Parametrierung x = hy(y,y,...) eine Trajektorie der Systemgrofien
t — x(t), welche die Systemgleichungen (4.32) lost. Es gilt also stets F o hy = 0. Sei nun

die verallgemeinerte Jacobimatrix von hy mit Gy, (%) bezeichnet, d.h. es gilt

dx = dhy = Gy () dy. (4.40)

Da die Abbildung hy von y,y usw. abhéngt, hingt die Matrix G,y naturgemafl von den
y-Koordinaten ab. Auf Grund der Kettenregel der Differentialrechnung und der Tatsache,
dass y,y usw. beliebig wéhlbar sind, folgt dann aus F o hy(y,y,...) = 0 unmittelbar

PF<X> (%)lxzhx(y,y,...) Gy (%) = Onpxm- (4.41)

Um bei dem Produkt der Jacobimatrizen eine Darstellung in gemischten Koordinaten zu
vermeiden wurde in Py die Parametrierung x = hy(y,y,...) eingesetzt. Umgekehrt
kann man aber auch y mit Hilfe der Ausgangsabbildung hy durch x,x usw. ausdriicken.

Damit erhalt man G<x> (%) = Gy (%)‘y:hy(x,x,...)' Da aber nicht jeder Punkt in X,

zu einer Losung des Systems (4.32) gehort, muss man, um eine zu (4.41) dquivalente

Gleichung zu erhalten, die Punkte (x,X,...) auf die verallgemeinerte Losungsmenge F
von (4.32) (siehe (A.35)) einschréanken:

(Prg (5) - G ()] = Onexm: (442)

Die Spalten von G (%) spannen also unter der Bedingung (x,X,...) € F den Rechts-

nullraum von Pp (%) vollstandig auf, siche [Fral4, Abschnitt 4.3.1].
Als zweite Beobachtung stellt man fest, dass sich aus der Anwendung von hy, auf obige
Trajektorie ¢ — x(t) wiederum die urspriingliche Trajektorie fiir den flachen Ausgang

t — y(t) ergibt. Mit anderen Worten gilt:
hy o hy = id,, (4.43)

wobei zu beachten ist, dass x und y im Allgemeinen unterschiedliche Dimensionen
aufweisen. Die Invertierbarkeit erfordert die Einbeziehung entsprechender Zeitableitungen.

Betrachtet man wiederum die Differentiale der involvierten Abbildungen erhélt man mit
y = hy(x,%,...), dy = dhy = Qx (%) dx und (4.40) die Beziehung

(Quo () Goo (£))], = T (w40
d.h. unter Einschrinkung der Koordinaten auf die Losungsmenge des Systems ist Q die

Linkspseudoinverse des Rechtsorthokomplements von Pg. Die Behauptung (3) folgt nun
aus dem auf der Hermite-Normalform beruhenden Satz A.17 auf S. 155. []
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Beispiel 4.16 (Akademisches Beispiel zum Unterschied zwischen unimodularer und F-
unimodularer Vervollstandigung; Implementierung: [(5)]). Die Tatsache, dass die zu einem

bestimmten flachen Ausgang y = hy(x, %, ...) gehorende verallgemeinerte Jacobimatrix

Q (%) nicht unbedingt eine (,,global®) unimodulare Vervollstdndigung, sondern ggf. nur
eine F-unimodulare Vervollstandigung von Pg darstellt, soll durch ein akademisches

Beispiel illustriert werden. Gegeben sei das implizite nichtlineare System

mit den Systemgrofen x = (1 zo x3)7. Wie man leicht erkennt, erhdlt man mit
Fy := Fy — @3- F} = iy — a3 das lineare implizite System (2) = 0, welches eine
Integratorkette bildet und fiir das y = hy(x) = 2 einen flachen Ausgang darstellt.
Als verallgemeinerte Jacobimatrix der Ausgangsabbildung h,, ergibt sich Q = (1 0 0).
Betrachtet man das System wieder in der gegeben Form (4.45), gilt fir die verallgemeinerte

Jacobimatrix von F

4 -1 0
d) dt
Pr (i) (;tggt 4 F(xx)d-1) (4.46)

und somit fiir die vervollstandigte Gesamtmatrix

a 0

d At . .
(Prdi)) | i d s Ao 1| (147

1 0 0

Aufgrund der Blockstruktur <f; ]3) hat diese Matrix genau dann eine polynomiale
Inverse, wenn der Block B eine polynomiale Inverse hat. Da es sich bei diesem um eine
Dreiecksmatrix handelt und ein Diagonaleintrag Fj(x, X)% + 1 lautet, ist sofort klar,
dass Q nur eine F-unimodulare Vervollstdndigung von P ist. Es sei allerdings explizit
darauf hingewiesen, dass Pg (%) trotzdem hyperregular ist und dementsprechend auch

»global“ unimodulare Vervollstandigungen besitzt, siehe [(5)]. <

Entscheidend fiir die Flachheitscharakterisierung des Systems ist nun, der folgende Satz,
der in einem gewissen Sinne die Umkehrung von Aussage (3) aus Satz 4.15 beinhaltet.

Satz 4.17. Das System (4.32) ist genau dann flach, wenn es eine unimodulare Vervoll-
standigung Q (%) von Pg (%) qibt, fiir die

w = (Q (%)))f dx mit (4.482a)
dw =0 (4.48D)

gilt. Ein zugehoriger flacher Ausgang y = hy(x,X%,...) des Systems mit dhy, = w ist dann
durch die Integration der 1-Formen w gegeben.
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Beweis: Mit der durch Satz A.20 festgestellten Aquivalenz der Smith-Form-Perspektive
und der unimodularen Vervollsténdigung folgt die Behauptung aus [Lé11, Theorem 3]
(worauf sich auch [Frald, Satz 4.1] bezieht). O

Bemerkung 4.18. Ein wesentlicher Aspekt des Beweises ist, dass das Verschwinden
der duleren Ableitung die Integrierbarkeit der m 1-Formen in w impliziert. Dies ist eine
Folge des Lemmas von Poincaré (siche Satz A.3). <

Bemerkung 4.19. Die Einschrankung der Vektor-1-Form w auf die Losungsmenge F
(siche (A.35)) heifit, dass die Integrabilitatsbedingung (4.48) nur unter der Berticksichti-
gung der Systemgleichungen gelten muss, siehe [Lé11, S. 63]. Erhélt man beispielsweise
die 1-Form w; = ef1(x% dwl so ist deren duBere Ableitung dw; = " 13X qFy A dxy zwar
im Allgemeinen verschieden von Null, jedoch gilt d(w:|z) = dda; = 0.

Zur praktischen Uberpriifung dieser Bedingung 16st man F (und ggf. dessen Zeitab-
leitungen) geeignet auf und setzt die so erhaltenen Ausdriicke in Qx, (%) ein. Wegen

der Voraussetzung des vollen Zeilenrangs von P. lasst sich ohne Beschrankung der

Allgemeinheit F lokal nach 2", .

,x,(]F) auflosen. Aus der Kettenregel folgt die lokale
Auflosbarkeit von F*) nach [l?l’H_ ) . ,:vg];“). Man wahlt also Kk € Ny so, dass v+ &
mindestens so grof ist, wie die hochste in Qx, (%) auftretende Ableitungsordnung von
x. Damit gilt in jedem Fall kK < co. Dann setzt man sukzessive die durch das Auflésen

gewonnenen Ausdriicke in Q) (%) ein, beginnend mit der hochsten Ableitungsordnung.

Tritt in Qx) ( dt) eine bestimmte Variable xgk) mit 1 <7 < ng und k£ < v+ k nicht auf,
dann spielt die entsprechend aufgeloste skalare Systemgleichung fiir die Einschrankung
auf F keine Rolle. Von der auf diese Weise gemafl (4.48a) bestimmten Vektor-1-Form w
bildet man schlieBlich die auere Ableitung (4.48b). <

Beispiel 4.20 (Fortsetzung von Beispiel 4.13; Implementierung: [(4)]). Es wird erneut
das in Abbildung 4.4 dargestellte System mit @ = (p; ¢ ¢2)7 =: x betrachtet. Als
implizite Systemdarstellung der Form F (8,0, 8) = 0 ergibt sich

(ma +ms) (P1 + G1) + Mas3Ga oS g2 — m3ssds sin g + cpy = 0. (4.49)
Durch Bilden der Jacobimatrizen beziiglich 8, 8, 0 erhélt man die (1 x 3)-Polynommatrix
2 2 2
PF (%) = (C+(m2+m3)~<%) (mg—i—mg,)-(%) —(§¢i2+542> 232+ jt—i-c (;,i) ) (450)
mit den Abkiirzungen § := mgsssin gound ¢ := mg3S3 cos gs.

Aus Beispiel 4.11 ist bekannt, dass die Position des Pendelschwerpunkts im Inertialko-
ordinatensystem

_[p1+q— s3sing
y = < 55 COS 4o ) (4.51)
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einen flachen Ausgang darstellt. Durch Bilden der verallgemeinerten Jacobimatrix erhélt
man die (2 x 3)-Matrix
(1 1 —s3cosqo
Q= (0 0 —s3 sinq2> ’ (4.52)

welche in diesem Fall nur Polynome nullten Grades in % als Eintrage besitzt. Diese stellt
eine unimodulare Vervollstandigung zu Pg (%) dar, denn es existiert eine polynomiale

Inverse zu (I()QF) (siche auch Abschnitt A.17.2 und [(4)] fiir die Detailrechnung):

. EAN iyt 7305 o D my (A
J _1 —(ma+ms)-( 4 mada+ gt +2made gt ey | 4
PF(*> 1 2 2 2
dt = = d . + . d d
( Q e | -1 cz+(m2+m3)-($> —m3q2—62ta:lnq32q2 —2m3q2~a—t;272qz~(a) : (453)
0 0 -2

s3singy
Aus Q ergeben sich unmittelbar die beiden 1-Formen, die den flachen Ausgang des
Tangentialsystems bilden:

w1 = dpy + dg; — s3 €08 gadgo, (4.54a)
Wy = —83 8in gadgs. (4.54b)

Wegen dw; = 0 und dws = 0 sind beide Formen auch ohne Einsetzen der Systemglei-
chung direkt integrabel (siehe Abschnitt A.14) und man erhalt mit

Y1 =Dp1+ @1 — s3singo, (4.55a)
Y2 = 53 COS Q2 (4.55b)

einen flachen Ausgang des Systems. Dieser entspricht aufgrund des Ansatzes fiir Q
selbstverstandlich wieder den Koordinaten des Pendelschwerpunkts im Intertialsystem.

Andere integrable unimodulare Vervollstandigungen existieren natiirlich auch, aller-
dings hat die hier verwendete den Vorzug, dass sich mit (4.53) noch vergleichsweise
ibersichtliche Inverse der vervollsténdigten Gesamtmatrix angeben lasst. <

Sowohl in [Lé11] als auch in dem darauf basierenden Aufsatz [VA13] wird die Matrix

Q (%), anstatt sie als unimodulare Vervollstandigung der Systemmatrix P (%) aufzu-

fassen, iiber eine zweimalige Smith-Zerlegung definiert. Es lasst sich leicht zeigen, dass
beide Formulierungen gleichwertig sind, siehe dazu Satz A.20 im Anhang. Allerdings
erscheint dem Autor die Charakterisierung von Q als unimodulare Vervollstindigung
zweckméfiger, insbesondere vor dem Hintergrund des folgenden Satzes.

Satz 4.21. Sei P (%) ek [%}mm mit ny < ng hyperreguldir und Q (%) eine unimodula-

re Vervollstandigung zu P % , dann ldasst sich jede andere unimodulare Vervollstandigung
Q (%) durch
Q(4) =1L (2)P(4)+12(4)Q(%) mit (4.56a)
Lo e K[4]™™ ™ und Ly eu[£) ™ (4.56D)

ausdricken.
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4.4 Flachheitsanalyse auf Basis des Variationssystems

Beweis: Wegen der Voraussetzung Ly € U [%} (namm)x(nam) gilt (Il’fll [?2) eu [%]mxm,

. I, 0 . . . .
denn man kann mit < [-1g, L_1> direkt eine polynomiale Inverse angeben. Weil das
TH2 M1 by

Produkt zweier unimodularer Matrizen per definitionem ebenfalls unimodular ist, erhéalt
man also

o wla) - (5) - (39wt

ngxXng

GL{[%] nach Vor- eu[%]nzxﬂa

aussetzung:
d.h. Gleichung (4.56) liefert in jedem Fall eine unimodulare Vervollstandigung,.
Sei nun umgekehrt Q (%) eine beliebige unimodulare Vervollstandigung zu P (%) , dann

X
muss wegen der geforderten Unimodularitat von (5) eine Matrix (X; X;i ) celu (%)nz "
existieren, die der Beziehung

CE) - (@ @) e

gentigt. Wahlt man die Blockgrofie derart, dass die Diagonalblocke V11, Voo quadratisch
mit n; bzw. (ny —ny) Zeilen sind, kann man sofort Vi; = I,; und Vis = 0y, x(ny—ny)

ablesen. Als Hyperspalte einer unimodularen Matrix muss (X;i) = (ng) hyperregular

sein (siehe Lemma A.14 auf S. 154). Daraus folgt direkt die Unimodularitat von Vas.
Fiir die Eintrage der Matrix Vg, gibt es keine Einschrankung. Man kann nun in (4.56b)
L; = V5 und Ly = Vg, setzen und damit den Beweis abschlieflen. Eine analoge
Argumentation findet sich in [Reil4, Satz 7.2] fiir lineare zeitinvariante Systeme. [

d
dt

d
dt

Aus den bisherigen Uberlegungen dieses Abschnitts lisst sich nun die folgende Aussage
ableiten:

Satz 4.22. Gegeben sei ein System der Form (4.32) mit zugehdriger hyperreguldrer

Systemmatriz Pg (%) des Variationssystems. Sei ferner Q (%) etne beliebige unimo-

dulare Vervollstaindigung zu Py (%). Dann ist das System genau dann flach, wenn
Lie {%}mxw und L, € U [%}mxm existieren, sodass
d ( (Ly (4) Pr (4) + L. (2) @ (2)) dx> L —0 (4.59)
qgilt.
Beweis: Mit der aus Satz 4.21 resultierenden Festlegung® Q (%) =1 (%) Pr (%) +
L, (%) Q (i) wird die Behauptung dquivalent zu Satz 4.17. O]

9Als Spezialfall von Bedingung (4.56b) gilt also n1 = ng, ny = ny und ny — ng = m.
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4.4 Flachheitsanalyse auf Basis des Variationssystems

Definition 4.23. Fiir jede unimodulare Vervollstindigung Q (%) von Pg (%) sind

die m 1-Formen w = (Q (%))’f dx eindeutig festgelegt. Sie werden als ein flacher
Ausgang des Variationssystems bezeichnet [L.é11, Abschnitt 4.3]. <

Da als Konsequenz von Satz (4.22) fiir jedes lokal zugédngliche System unendlich viele
flache Ausginge des zugehorigen Variationssystems existieren, ist also die entscheidende
Frage, ob es unter diesen einen gibt, der ,integrabel” ist, d.h. dessen Koeffizientenmatrix
Gleichung (4.48) erfiillt.

Bemerkung 4.24. Satz 4.22 ist dquivalent zu Theorem 3 in [Lé11]. Allerdings wird
dort eine andere Darstellung verwendet: Statt ausgehend von einer beliebigen unimo-
dularen Vervollstandigung Q (%) von Py (%) zur Parametrierung aller unimodularen
Vervollstandigungen die Gleichung (4.56) (mit P = Pg) anzusetzen, wird auf den Sum-
manden Ly (%) Py (%) verzichtet, vgl. [Lé11, Definition 7]. Dafiir werden die 1-Formen
w = (Lg (%) Q (%)) ‘F dx derart eingeschrénkt, sodass nicht nur die (beliebig oft abge-
leiteten) Systemgleichungen erfiillt sein miissen, was der Definition von F geméafl (A.35)
entspricht, sondern zusétzlich noch die Gleichungen dF = 0, dF =0, ..., dF" = 0 fir
beliebige Ableitungsordnungen k vorausgesetzt werden, siehe [Lé11, S. 63]. Mit anderen
Worten: Die Integrabilititsbedingung dw = 0 gilt ,modulo® dF, dF usw. Im Aufsatz
[VA13], der explizit auf den Methoden aus [Lé11] aufbaut, wird bei der Angabe der
hinreichenden und notwendigen Flachheitsbedingung (Gleichung (47) in der Quelle) nur
die Einschrinkung auf F (Gleichung (20)) erwiihnt, jedoch sind, nach Uberzeugung des
Autors, fiir den notwendigen Teil der Aussage die Vektor-1-Formen dF, dF, ... mit zu
berticksichtigen. <

Formal stellt Satz 4.22 eine notwendige und hinreichende Bedingung dar. Allerdings
ist dem Autor kein Verfahren mit endlich vielen Operationen bekannt, mit dem man im
allgemeinen Fall iber die Existenz der Matrizen L; und Ly entscheiden kann. Sowohl
die beiden in [Lé11, Abschnitt 4.7] vorgeschlagenen Prozeduren als auch der Ansatz aus
[Frald, Abschnitt 4.4] lauft ggf. auf fortwéhrendes Probieren hinaus, wobei mit jedem
Schritt entsprechende Ableitungsordnungen zu erhohen sind, was jeweils eine erhebliche
Steigerung des Rechenaufwandes mit sich bringt.

Wie bereits in Abschnitt 4.1 erwéhnt, lasst sich also Satz 4.22 (bzw. die analogen
Aussagen in [Lé11, Frald]) in erster Linie als hinreichende Bedingung nutzen. Damit ist
es fiir zahlreiche Beispiel-Systeme systematisch moglich, die Flachheitseigenschaft nachzu-
weisen, u.a. auch mechanische Systeme wie z.B. das ebene Modell eines Senkrechtstarters
(,PVTOL“!% siehe [Fral4, Abschnitt 5.1.10] und Abbildung B.1 auf Seite 168), oder fiir
das in Beispiel 4.20 betrachtete System aus zwei Wagen und einem Pendel. Andererseits
lasst sich aus dem notwendigen Teil des Satzes eine — nach Kenntnis des Autors in der
Literatur bisher nicht beschriebene — notwendige Flachheitsbedingung herleiten. Diese ist
Gegenstand des Abschnitts 4.7. Zuvor werden jedoch einfachere notwendige Bedingungen

0Engl. Abkiirzung fiir ,planar vertical takeoff and landing aircraft*.
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4.5 Steuerbarkeit fiir nichtlineare (mechanische) Systeme

fiir differentielle Flachheit diskutiert und auf mechanische Systeme angewendet: Einer-
seits die lokale Steuerbarkeit (bzw. Zuganglichkeit) in Abschnitt 4.5 und andererseits die
sogenannte , Regelflichen-Bedingung in Abschnitt 4.6.

4.5 Steuerbarkeit fiir nichtlineare (mechanische)
Systeme

Wie oben erwahnt (vgl. auch Abbildung 4.1), sind die steuerbaren Systeme eine echte
Obermenge der flachen Systeme [FLMR95, Proposition 4]. Dieser Einordnung liegt die
folgende Begriffsfestlegung zugrunde.

Definition 4.25 (vgl. [NvdS90, Definition 3.2]). Ein System der Form (4.1) heifit
steuerbar (engl. ,controllable”), wenn fiir jedes Paar von Zustdnden x;,xs € X’ eine
Eingangstrajektorie existiert, welche x; in x5 iiberfiihrt. <

Bemerkung 4.26. Jedes implizite dynamische System der Form (4.2) mit der System-
ordnung v > 1 ldsst sich durch die Einfithrung neuer Systemgrofien iiber definitorische
Gleichungen eindeutig in ein implizites System erster Ordnung transformieren. Der Grad
der Unterbestimmtheit, d.h. die Differenz zwischen der Anzahl an Systemgrofien und der
Anzahl an Gleichungen dndert sich dadurch nicht. In einem zweiten Schritt konnen nun
stets Eingangsgrofien eingefiihrt und das System (lokal) nach den abgeleiteten Variablen
aufgelost werden, sodass man eine explizite Darstellung der Form (4.1) erhélt. Zwischen
allen Trajektorien dieses transformierten Systems und denen des Ausgangssystems besteht
eine eineindeutige Zuordnung. Man sagt auch, die Systeme sind Lie-Béacklund-dquivalent
bzw. dquivalent durch endogene Riickfiihrung [FLMR99]. Mit Hilfe dieser Aquivalenz-
relation kann man den Begriff der Steuerbarkeit sowie die im folgenden eingefiihrten
Konzepte von dem transformierten System der Form (4.1) auf das urspriingliche System
(4.2) in impliziter Darstellung iibertragen. <

Fiir nichtlineare Systeme ist die Entscheidung iiber Steuerbarkeit naturgemafl kompli-
zierter als fiir lineare. Einerseits konnen sich die entsprechenden Eigenschaften entlang
einer Trajektorie a&ndern, man erhélt also im Allgemeinen nur lokale Aussagen. Anderer-
seits muss man zwischen den Begriffen Zugénglichkeit und Steuerbarkeit unterscheiden,
die fiir lineare Systeme dquivalent sind. Grund hierfiir ist, dass aufgrund (punktsymme-
trischer) nichtlinearer Terme (wie z.B. ,2**) Vektorfelder ihren Richtungssinn ggf. nicht
andern konnen. In diesem Abschnitt sollen die aus Sicht des Autors fiir die Betrachtung
nichtlinearer mechanischer Systeme wichtigsten Ergebnisse zusammenfasst werden. Einen
vergleichsweise umfassenden Uberblick iiber die Theorie der Steuerbarkeit im Nichtlinea-
ren unter besonderer Beriicksichtigung mechanischer Systeme ist in [BL04, Abschnitt
7.0] zu finden. Diese Referenz dient (zusammen mit [NvdS90, Abschnitt 3.1]) zugleich als
Bezug fiir die verwendete Terminologie.

Sei xg € X und U eine Umgebung von x. Mit RY(x¢, T) wird die Menge aller Punkte
bezeichnet, die ausgehend von einem Zustand x, durch Trajektorien der Lange T', welche
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4.5 Steuerbarkeit fiir nichtlineare (mechanische) Systeme

U nicht verlassen, erreicht werden konnen. Die Vereinigungsmenge

RY(x0) == |J RY(x0,T) (4.60)
T<T
erlaubt nun die folgende Festlegung;:

Definition 4.27 (vgl. [NvdS90, Definition 3.10]). Ein System der Form (4.1) heifit
lokal zugiinglich (engl.: ,locally accessible®) von xy, wenn RY(xo), fiir alle T > 0
eine nichtleere offene Teilmenge des Zustandsraums X enthélt. Das System heifit lokal
zuganglich, wenn diese Eigenschaft fiir alle xq € M gilt, wobei M eine offene nichtleere
Teilmenge von X ist. <

Anschaulich gesprochen, lassen sich fiir ein solches System die durch x, verlaufenden
Trajektorien nicht auf eine Untermannigfaltigkeit des Zustandsraumes einschranken.

Um ein System auf lokale Zuganglichkeit zu iiberpriifen, definiert man zunéachst die Dis-
tribution A, := span{f, gi,..., g}, wobei die Vektorfelder g;(x), ..., gmn(x) die Spalten
von G(x) bezeichnen. Der involutive Abschluss Ay := inv(A,) wird Zugénglichkeits-
Distribution (engl.: accessibility distribution) genannt''. Dabei handelt es sich um die
kleinste involutive Distribution, die A, enthélt [Isi95, Bemerkung 1.3.9].

Satz 4.28 (,,Zuganglichkeits-Rang-Bedingung“ (engl.: accessibility rank condition)). Das
System (4.1) ist lokal zugdnglich, wenn dim Az(x) = n fir alle x € M gilt.

Beweis: siehe z.B. [NvdS90, Korollar 3.11]. O

Bemerkung 4.29. Die Einschriankung auf eine nichtleere offene Teilmenge M des
Zustandsraumes X’ erlaubt dabei den Umgang mit singuléren Punkten. Diese sind zwar
in X aber, bei geeigneter Wahl nicht in M enthalten, siehe auch Beispiel 4.33. <

Neben der lokalen Zugéanglichkeit existiert noch das Konzept der starken lokalen
Zugianglichkeit, siehe [NvdS90, Definition 3.18]. Diese Verschérfung der Bedingung
basiert darauf, dass man dabei die Menge RY(xg,T') betrachtet, statt, wie oben, die
Menge RY%(x¢). Es wird dabei also gefordert, dass die entsprechenden Punkte exakt zum
Zeitpunkt T erreicht werden, statt zu irgendeinem Zeitpunkt 7 < 7.

Auch diese Eigenschaft lasst sich mittels einer spezieller Distributionen untersuchen.

Zunéchst wird A := span{gi, ..., g, } definiert. Diese erweitert man zu Ay, sodass gilt:
a) Ag C Ay, (4.61a)
b) [&1,82] € Asz, V81,82 € Ay, (4.61Db)
C) [f,g] € Agz, Vg € Agy. (461C)

Die Bedingungen a) und b) legen fest, dass Agz den involutiven Abschluss von Ag umfasst,
wihrend c¢) ggf. die Hinzunahme weiterer Richtungen erfordert!?. Zu beachten ist, dass —
im Unterschied zu Ay — f kein Element von Ayy sein muss.

Analog zu Satz 4.28 lasst sich nun folgendes Ergebnis zeigen:

UEine alternative Bezeichnung ist Zuginglichkeits-Lie-Algebra, siehe z.B. [HRK16] bzw. [NvdS90,
Definition 3.7].
12Bedingung c) wird auch als f-Invarianz von Ay bezeichnet, vgl. [Isi95, Abschnitt 1.6]
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4.5 Steuerbarkeit fiir nichtlineare (mechanische) Systeme

Satz 4.30. Das System (4.1) ist lokal stark zuganglich, wenn dim Ayz(x) = n fir alle
x € M gilt.

Beweis: siche [NvdS90, Theorem 3.21]. O

Eine Moglichkeit, diese Bedingung fiir ein gegebenes System konkret zu tiberpriifen,
ist die folgende: Man betrachtet den Rang der Matrix mit den n - m Spalten

Qs(x) == ( g ... 8m adeg ... adi g, ) (4.62)

Fiir lineare zeitinvariante Systeme stimmt diese Matrix (bis auf das Vorzeichen einiger
Spalten) mit der Kalmanschen Steuerbarkeitsmatrix tiberein. Fiir nichtlineare Systeme
gilt zumindest rank Qs = n = dim Az = n und damit ist das System (4.1) dann
stark lokal erreichbar. Die Umkehrung gilt nicht, denn in (4.61b) sind noch (iterierte)
Lie-Klammern der Vektorfelder g;, ¢ = 1, ..., m untereinander zuléssig, in (4.62) dagegen
nicht.

Bemerkung 4.31. Fiir die Auswertung der Bedingung aus den Satzen 4.28 und 4.30
ist offensichtlich die Bestimmung von Réngen vom Matrizen notwendig, deren Eintrage
durch symbolische Ausdriicke gegeben sind. Auf die sich daraus ergebenden praktischen
Herausforderungen wird in Abschnitt B.4 eingegangen sowie ein algorithmischer Ansatz
vorgestellt, um den generischen Rang einer Matrix zu bestimmen. <

Bemerkung 4.32. In [Isi95, siche S.86] und weiteren Quellen wird eine andere Termino-
logie verwendet. Die Eigenschaft ,zuganglich“ wird dort mit ,schwach steuerbar® (engl.:
weakly controllable) bezeichnet und Satz (4.28) tridgt den Namen , Steuerbarkeits-Rang-
Bedingung“ (engl.: controllability rank condition). <

Die obigen Definitionen von (starker) Zuganglichkeit schlieflen nicht aus, dass xy auf
dem Rand der Menge der erreichbaren Punkte liegt. Fordert man hingegen, dass die
Menge aller Punkte, die mittels durch x, verlaufender Trajektorien erreichbar sind, eine
offene Umgebung um x; bilden, so heifit das System (4.1) lokal steuerbar (engl. locally
controllable).

Offensichtlich ist lokale Zugéanglichkeit eine notwendige Bedingung fiir lokale Steuer-
barkeit. Fur driftfreie Systeme, d.h. f(x) = 0, ist Satz (4.28) zugleich notwendig und
hinreichend [NvdS90, Proposition 3.15]. Die in dieser Arbeit hauptsichlich betrachte-
ten Lagrange’schen mechanische Systeme sind aber aufgrund der zur Konstruktion der
Zustandsdarstellung bendtigten definitorischen Gleichungen niemals driftfrei.

Nach Kenntnis des Autors existiert — trotz vieler weiterfithrender Detailergebnisse
bislang kein universelles Steuerbarkeits-Kriterium fiir Systeme der Form (4.1), siehe z.B.
[Son88|.

Speziell fiir mechanische Systeme gibt es u.a. Ergebnisse basierend auf Riemannscher
Geometrie, siche [LM99] und [BL04, Abschnitt 7.3f]. Die dafiir zugrunde gelegten mathe-
matischen Konzepte gehen allerdings tiber den Rahmen der vorliegenden Arbeit hinaus.
In [BL04, Abschnitt 7.4] werden drei Beispielsysteme untersucht. Die dort getroffenen
Aussagen sind auch ohne die Kenntnis der verwendeten Methode wenig iiberraschend:
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4.5 Steuerbarkeit fiir nichtlineare (mechanische) Systeme

Der Modell eines Spring-Roboters wahrend der Flugphase ist nicht steuerbar, weil fir
ihn Drehimpulserhaltung gelten muss. Das ebene Modell eines Luftkissen-Fahrzeugs und
das (nichtholonome) Modell einer aktuierten rollenden Miinze sind steuerbar, denn sie
sind wie in [Fral4, Beispiele 5.1.10 und 5.1.11] nachgewiesen, sogar differentiell flach,
siehe Abschnitt 4.1.

Im Folgenden werden die Bedingungen aus den Satzen 4.28 und 4.30 auf zwei unterak-
tuierte Beispielsysteme angewendet.

Beispiel 4.33 (Zweigelenkmanipulator (Fortsetzung von Beispiel 2.11); Implementierung:
[(1)]). Zunédchst wird das System auf lokale Zugénglichkeit untersucht. Ausgangspunkt
sind die zum Zustand x = (p; ¢ p1 ¢1)7 gehorenden Vektorfelder der partiell lineari-
sierten Darstellung

p1 0

_ ¢ o 0
f= —KG7 sin py und g=1_, cospy — 1|’ (4.63)

0 1

welche zusammen die Distribution A, aufspannen. Zur Uberpriifung der lokalen Zu-
ganglichkeit ist deren involutiver Abschluss zu bestimmen. Dazu werden sukzessive
passende Lie-Klammern ergénzt. Da span{f, g, [f, g]} noch nicht involutiv ist, bildet man
beispielsweise

P1 0 Kcospr+1 0
_ q1 0 -1 0
Span{f7 g, [fa gL [gu [fa g]]} = Span <—mjf sinp; —rcosp1—1 wp1 sinp1+2k41 sinp; —k2 sin 2py )
0 1 0 0
=:Da(x)
(4.64)

Diese Matrix hat an einem generischen Punkt'® x € R?* vollen Rang. Damit ist einerseits
die Involutivitat klar, d.h. es gilt (lokal) Az = inv(4A,) = span Ds(x). Anderseits ist
wegen dim Ay = n das System auf der Menge M, = {x € R? : det Dy(x) # 0}
lokal zuginglich. Dabei ist zu beachten, dass wegen det Dy(x) = 3¢y sin 2p; cos p; +
k2py sin 2p; + k2¢; sin 2p; neben anderen Zustinden alle Ruhelagen des Systems nicht
Teil von M, sind. Da Satz 4.28 nur eine hinreichende Bedingung darstellt, kann damit
iiber Zustdnde auerhalb von M, keine Aussage getroffen werden.

Zur Untersuchung der starken lokalen Zugéanglichkeit werden ausgehend von Ay =
span {g} sukzessive Lie-Klammern der Form [f, -] ergénzt bis die Bedingungen (4.61)
erfiillt sind. Man erhilt dann die Matrix D3(x) = (g, [f, g], [f, [f,g]], [f, [f, [f, g]]]), deren
Eintrdge recht umfangreiche Ausdriicke sind (siehe [(1)]). Auch diese Matrix besitzt den
generischen Rang 4, d.h. das System ist auf der Menge My := {x € R* : det D3(x) # 0}
stark lokal zuganglich. <

Beispiel 4.34 (Acrobot; Implementierung: [(6)]). Betrachtet wird das in Abbildung 4.5
dargestellte sogenannte ,,Acrobot® -System, siehe z.B. [HM90, BS92, Spo95].

13D h. fast iiberall, bis auf Singularititen. Siche auch Abschnitt B.4.
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4.5 Steuerbarkeit fiir nichtlineare (mechanische) Systeme

Abbildung 4.5: Das Acrobot-System. Wie der unteraktuierte Zweigelenkmanipu-
lator (siehe Abbildung 2.1) besteht das System aus zwei Korpern, die untereinander
bzw. mit der Umgebung iiber je ein Drehgelenk verbunden sind. Die beiden Dreh-
achsen sind parallel zueinander und stehen senkrecht zur Gravitationsrichtung.

Die Modellbildung erfolgt nach der in Kapitel 2 beschriebenen Methodik. Mit den
Abkiirzungen

e . 2 . 2 2 — .
R1 = l152m2, Rg 1= JQ + SoMMo, R3 1= Jl + llmg + S1My, Kg ‘= (81 + l1>m27 Ry5 :=— Sy

(4.65)
lauten die Vektorfelder der partiell linearisierten Systemdarstellung
D1 0
¢ 0
f = (—olcospira—rs cos(pi+a)+rdrsing 2p1+41) | und g = —K1COSq1—F2 . (4.66)
2K1 cos q1+ka2+K3 2K1 cos qurng +kK3
0

Zur Untersuchung der lokalen Zugénglichkeit wird wieder der involutive Abschluss von
A, = span {f, g} gebildet. Es ldsst sich leicht iiberpriifen, dass einerseits span {f, g, [f, g|}
nicht involutiv ist, und andererseits span {f, g, [f, g, [g, [f, g]|} vollen generischen Rang
hat. D.h. das System ist lokal zuganglich.

Analog zu diesem Vorgehen lasst sich auch iiberpriifen, dass die Spalten der Matrix
(g,adr g, ad? g, ad} g) linear unabhingig sind, d.h. auch die Bedingung fiir starke lokale
Erreichbarkeit ist erfiillt. Auf die Angabe der Resultate wird aus Platzgriinden verzichtet
und stattdessen auf [(6)] verwiesen.

Interessant ist noch die Frage, was sich dndert, wenn man den Acrobot, z.B. durch
horizontale Anordnung, mit g = 0 betrachtet. Dann ist bereits span {f, g, [f, g|} involutiv
und aus Satz 4.28 lasst sich die lokale Zuganglichkeit nicht mehr folgern. Tatsédchlich
kann man fiir den zu dieser Distribution gehthrenden Annihilator

(span {f, g, [f,g]})" = span{w; } (4.67)

leicht eine Basis

w1 = —K1 (2p1 + ¢1) sinqudgr + (2r1 cos i + ko + K3)dpr + (K1 cosqr + ka)dgr  (4.68)
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bestimmen, die dw; = 0 erfiillt und demnach das Differential der Erhaltungsgrofie

/wl = E(x) = k1 (2p1 + ¢1) cosq1 + P1 (2r1 cos g1 + Ko + K3) + ¢1 (K1 cos q1 + K2)
(4.69)

darstellt. Aus physikalischen Sicht handelt es sich bei der Grole F(x) um den Gesamtdre-
himpuls des Systems, denn der Acrobot ist nur iiber das passive Gelenk mit der Umgebung
verbunden. Dadurch kann fiir ¢ = 0 kein Drehmoment von auflen auf das System wirken
und es kann kein Drehimpulsaustausch erfolgen. Der Drehimpuls hédngt dann nur von
den Anfangswerten ab, wodurch nur ganz bestimmte Bereiche des Zustandsraumes!?
erreichbar sind. Der Rest des Zustandsraumes ist fiir das System nicht erreichbar. <

4.6 Die Regelflachen-Bedingung fiir mechanischer
Systeme

Als zweite notwendige Flachheitsbedingung neben der Steuerbarkeit wird in diesem
Abschnitt die sogenannte Regelflichen-Bedingung®® zunichst allgemein und dann speziell
fiir mechanische Systeme betrachtet. Dabei stellt sich einerseits heraus, dass die Bedingung
bei Anwendung auf die vollstdndigen Systemgleichungen stets erfiillt ist. Andererseits
wird gezeigt, dass die Lagrange-Byrnes-Isidori-Normalform eine Moglichkeit bietet, um
Systemgrofien und -gleichungen so zu eliminieren, dass unter bestimmten Umsténden die
Nichtflachheit nachgewiesen werden kann.

4.6.1 Direkte Anwendung

Ausgangspunkt zur Formulierung der Bedingung sind allgemeine dynamische Systeme in
impliziter Darstellung erster Ordnung, welche aus der Systembeschreibung (4.2) stets
mit Hilfe von definitorischen Gleichungen gewonnen werden kénnen.

Satz 4.35. Sei das durch
F(x,x) =0 (4.70)

gegebene System flach und gelte ferner fir feste Werte x* r* € R™x
F(x*,r*) =0. (4.71)
Dann ezistiert 0 # b € R™ sodass fiir alle A € R
F(x*,r"+ Ab) =0 (4.72)

qgilt.

4 Namlich die mit den Anfangswerten vertrigliche durch F(x) = konst gegebene Niveaumenge.

15Engl: ,ruled surface“ oder ,ruled manifold condition“. Im Zusammenhang mit der Regelungstheorie
lohnt es sich darauf hinzuweisen, dass die Bezeichnung vom lateinischen Wort ,regula* herriihrt,
welches in diesem Zusammenhang die Bedeutung , Lineal“ tragt [Tas15, S.116]. Alternativ existiert
auch die Bezeichnung ,,geradlinige Flache®, siehe z.B. [Kiil3, Definition 3.20].
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4.6 Die Regelflichen-Bedingung fiir mechanischer Systeme

Beweis: Siehe z.B. [Rou94, Rud15].

Bemerkung 4.36. Die in den Quellen benutzte Beweisidee geht laut [MMRO3, Abschnitt
4.2.7] auf David Hilbert zurtick und besteht im Wesentlichen darin, dass die Systemgrofien
x durch den flachen Ausgang und seine Zeitableitungen parametriert werden kénnen.
Folglich muss das auch fiir x gelten, wobei auf Grund der Kettenregel die hochste
Ableitung des flachen Ausgangs dann nur affin auftreten kann. <

Satz 4.37. Das Ergebnis der in Satz 4.35 festgelegten Bedingung wird durch die An-
wendung einer durch einen Diffeomorphismus gegebenen Koordinatentransformation
®: X - X, ®(z) = x nicht verandert.

Beweis:!® Seien die Gleichungen (4.70)-(4.72) erfiillt und somit x*, r* und b festgelegt.
Wenn die Systemgleichungen (4.70) mit Hilfe der Jacobimatrix ®'(z) in neuen Koordinaten
ausgedriickt werden,

0 =F(®(z), ®'(2)z) = F(z,2), (4.73)

erhélt man aus den Beziehungen
z" =& (x*), ri:=(®(z")'r* und b, :=(®'(z"))"'b (4.74)

wobei &1 die Umkehrtransformation und (®'(z*))”" die inverse Jacobimatrix bei z*
bezeichnen, unmittelbar wieder eine affin-lineare Parametrierung'”:

F(z*,r,+ \b,) =0 VAeR. (4.75)

Somit gilt: Wenn die Bedingung in einer Koordinatendarstellung erfiillt ist, dann auch in
allen anderen dazu diffeomorphen Koordinatendarstellungen. O]

Eine direkte Anwendung der Regelflichen-Bedingung auf mechanische Systeme fiihrt
zu folgendem (unbefriedigenden) Resultat:

Satz 4.38. Die in Satz 4.35 festgelegte notwendige Bedingung ist fir alle mechanischen
Systeme der Form (2.8) erfillt.

Beweis: Wegen Satz 4.37 kann alternativ zur Systemdarstellung (2.8) auch die partiell
linearisierte Zustandsdarstellung betrachtet werden. Wahrend erstere , typischer® fiir die
Darstellung mechanischer Systeme ist, erleichtert letztere die Argumentation. Zunéchst
wird die partiell linearisierte Bewegungsgleichung (2.18) in die implizite Form (4.70)
iiberfihrt,

0O=p—u (4.76a)
0=qg-v (4.76b)
0=nu-—f, (x)—f,(x)v, (4.76¢)

16Djese Uberlegung entstammt einem persénlichen Gespriich des Autors mit Prof. J. Rudolph und B.
Kolar im Marz 2015.
1"Im Englischen wird diese auch ,Ruling“ genannt.
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4.6 Die Regelflichen-Bedingung fiir mechanischer Systeme

wobei konsistent zu (2.15) x = col(p, q, u, v) gilt. Die konkreten Ausdriicke in f,,, (x) und
fu, (x) lassen sich direkt aus (2.18c) ablesen, spielen aber im Weiteren keine Rolle. Wichtig
ist allein, dass (4.76) affin in v und damit in % ist. Es werden nun x* = col(p*, q*, u*, v*)
und r* = col(r}, ry, 5, ry) so gewdhlt, dass (4.71) im konkreten Fall erfillt ist:

qQTur v
O=r,—u (4.77a)
0= I‘Z —v* (477}3)
0 =1}, — £y, (x*) — fu,(x")rs. (4.77¢)

Nun wird in dieser Gleichung die Substitution
r*:=1"+\b (4.78)

durchgefiihrt. Es resultieren Gleichungen, die von b := col(by, by, by, by) € R*" erfiillt
werden miussen. Aufgrund der Affinitét von Gleichung (4.77c¢) in r} erhélt man

I’ 4 Aby = fu, (x*) + fu, (x7)(r% + Aby) “H by = £, (x*)bs. (4.79)

D.h. mit b = col(0,0, f,,(x*) - by, by) ist die Regelflichen-Bedingung fiir beliebige
b, € R"a erfiillt. O

Bemerkung 4.39. In Referenz [Rud15, Abschnitt 6.1] wird die Bedingung aus Satz 4.35
fiir Systeme formuliert, die durch gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung
beschrieben werden. Mit einer analogen auf Affinitat basierenden Argumentation kann
dann die zu Satz 4.38 dquivalente Aussage bezogen auf die direkt aus den Lagrange-
Gleichungen resultierende Darstellung (2.8) begriindet werden. Als Vorbereitung fir die
nachfolgenden Erlauterungen ist jedoch der hier dargestellte Weg zweckmaéfiger. <

Beispiel 4.40 (Fortsetzung von Beispiel 4.10 (Wagen-Pendel-System); Implementierung:
siche [(3)]). Zur Illustration wird das EingroBensystem aus Abbildung 4.3 betrachtet.
Ausgehend vom Zustand x = (p1 ¢1 wy v1)T und den partiell linearisierten Systemglei-
chungen

(751 0
. v 0
x=| 4 - +| (4.80)
sy S1n Py s COS X1
0 1
erhélt man zunachst die eingangsfreie implizite Darstellung
P1 uy 0
@ |- Uy — 0 =0 (4.81)
Uy —S% sin pq —i cos p1
F(x,%)

(entspricht Gleichung (4.76)). Nun ersetzt man x durch x* und % durch r* und fordert
dass die Systemgleichungen F(x*,r*) = O fiir diese Werte gelten. Nach der Regelfldchen-
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4.6 Die Regelflichen-Bedingung fiir mechanischer Systeme

Bedingung muss nun b = (b,, b, bu, b,)" € R?* existieren, sodass fiir beliebige A\ € R
die Gleichung F(x*,r* + Ab) = 0 erfiillt ist. Mit anderen Worten muss gelten:

Ty + Abp, uy 0 |
re + N | = 0r |- 0 (Foy + by, ) = 0. (4.82)
Tuy + Ay, —Z sinpj —i Ccos p}

Durch Berticksichtigung der Beziehung F(x*,r*) = 0 ergibt sich

Abp, 0 '
F(x*,r*+ Ab) —F(x",r*) = | Ab, | — 0 (Aby,) =0, (4.83)
Aby, — é cos p}
] T
was unmittelbar auf die allgemeine Losung b = (O 0 — %bvl bm) fihrt.

Das heifit, das nichtflache Eingrofiensystem Wagen-Pendel (siehe Beispiel 4.10), erfiillt
— wie alle mechanischen Systeme — die Regelflichen-Bedingung, wenn sie direkt auf die
partiell linearisierten Systemgleichungen angewendet wird. <

4.6.2 Elimination auf Basis der LBI-Normalform

Ein (vorschnelles) Fazit der Sitze 4.37 und 4.38 konnte lauten, dass diese Bedingung
untauglich ist, um die Nichtflachheit mechanischer Systeme zu zeigen. Allerdings kann
durch geeignete Elimination von Systemgrofien die Situation grundlegend veréndert
werden, weil dann die abgeleiteten Groflen im allgemeinen nicht mehr nur affin in den
Systemgleichungen auftreten'®. Dieses Vorgehen wird bereits in [FLMR95, Abschnitt
5.3|, [MMRO3, Abschnitt 4.2.7] und [Rud15, Abschnitt 6.1.3] auf verschieden mecha-
nische Beispielsysteme angewendet. Die folgenden Erlauterungen sollen diesen Prozess
systematisieren. Gleichzeitig werden die Grenzen dieser Methode aufgezeigt.

Ausgangspunkt ist jetzt die Systemdarstellung in LBI-Normalform (siehe (2.31))

q v 0 q
v 0 L, : %
p | 7| .2 g |2 mit z= D und (4.84)
W f,.(z) 0 w
f.5(2) \ _ R W _~M1_11MI2Y i (4.85)
£, (2) M (Cr + Ky) + 5 (M M) v ) ‘

wobei zur Vereinfachung Quasi-Konservativitat entsprechend Definition 2.3 vorausgesetzt
wird. Dann hangt der Vektor K; nur von den Konfigurationsvariablen 8, aber nicht von
den Geschwindigkeiten u, v ab.

18Tn Hinblick auf Satz 4.37 sei angemerkt, dass sich durch die Elimination von Systemgréflen eine neue
Systemdarstellung ergibt, die nicht diffeomorph zu Ausgangsdarstellung ist.
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4.6 Die Regelflichen-Bedingung fiir mechanischer Systeme

Analog zur Herleitung von (4.76) werden die Gleichungen v = a als Definitionsglei-
chungen fiir den Eingang a aufgefasst und demnach ignoriert, denn a tritt nirgendwo
auf. Daraus resultiert die implizite Darstellung

0=q-v (4.86a)
0=p—1,(2) (4.86Db)
0=w—f,,(2), (4.86¢)

in der aber nun, entsprechend der Konstruktion der LBI-Normalform und im Unterschied
zu (4.76), v nicht mehr vorkommt. Deshalb kann (4.86a) als (verktorielle) Definitions-
gleichung fiir v aufgefasst und mithin v eliminiert, d.h. durch q ersetzt werden.

Von den urspriinglich 2(np, 4+ nq) skalaren Gleichungen sind dann noch 2n, geblieben:

p—f.(2,4) =p—w+M(O)M,(0)q (4.87a)
w— £, (2.4) = w — M;/(0) (Ci(2.4) + Ki(2)) — & (M (0)M12(0)) 4, (4.87b)

=:N(z,9)

0
0

wobei z := col(p, q, w) die 2n, + nq verbleibenden Systemgrofen zusammenfasst, und
die Tilde tiber den Funktionen jeweils die angepasste ,,Signatur® beziiglich der Funktions-
Argumente symbolisiert.

Zur Auswertung der Regelflichen-Bedingung wird nun, wie oben, davon ausgegangen,
dass

R

0=ry —f,,(z", 1)) (4.88a)
0=r}, —f,(z",1)) (4.88b)

erfiillt ist. Notwendige Bedingung fir die Flachheit des Systems ist dann die Existenz
von b = col(by, bg, by) # 0, sodass fiir alle A € R gilt:

0 =, + Ab, — £, (2,1}, + Abg) (4.89a)

0 =1, + Aby, — £, (z*, 1, + Aby). (4.89b)

Da b, nur in Gleichung (4.89a) auftritt, kann man aus dieser Gleichung zusammen mit
(4.88a) und (4.87a) den linearen Zusammenhang

by = —M;/(8")Mi(6")b, (4.90)

ablesen. Ausschlaggebend zur Auswertung der Flachheitsbedingung ist demnach allein die
np-dimensionale Gleichung (4.89b), denn dort tritt A linear und quadratisch auf. Grund
dafiir ist das lineare und quadratische Auftreten der Komponenten von ¢ in (4.87b).
Um die Bedingung (4.89b) zu erfiillen, miissen alle Koeffizienten beziiglich A\! und \?
verschwinden. Es ergeben sich also 2np, Gleichungen fiir die Koeffizienten, die einerseits
von den festen Werten z* und r* und andererseits von den ny, + nq freien Parametern
by und by anhangen. Offensichtlich treten die Parameter by, nur in den Gleichungen
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4.6 Die Regelflichen-Bedingung fiir mechanischer Systeme

fir A' auf und zwar mit der Jacobimatrix I, , siehe (4.89b). Diese Gleichungen sind
also fiir eine beliebige Wahl von by erfiillbar. Es verbleiben die n, Gleichungen fiir die
Koeffizienten von A\*. Weil alle A*>-Terme aus Termen der Form X - by, - A - by, resultieren,
ist fiir jede der n,, skalaren Gleichungen von (4.89b) der Koeffizient von A seinerseits
ein homogenes' Polynom vom Grad zwei in den n, Komponenten von by. Aus der
Forderung, dass in allen Gleichungen der A\2-Anteil verschwinden muss, erhélt man also
ein Gleichungssystem der Form

Nq TNq

Zzak,z‘,j by by, =0, mitk=1,... np, (4.91)

i=1j=1
bzw. in Matrix-Schreibweise

Ok1,1  --- Oklng bq1
(bgrs -+ -5 bgny) : : : =0, mitk=1,...,np, (4.92)

Uk,nq,l Uk,nq,nq bqnq

.1
=1H,

wobei sich die o0y, ; z.B. durch Koeffizientenvergleich beziiglich der Eintrége von bg
aus (4.89b) ergeben. Da die Vektoren by, und b, durch lineare Abhéngigkeit von by
eindeutig festgelegt sind, ist die Regelflichen-Bedingung fiir das reduzierte System genau
dann erfillt, wenn dieses Gleichungssystem eine nichttriviale Losung by € R™ \ {0} hat.
Andernfalls ist gezeigt, dass das System nicht flach ist. Wegen der Homogenitét, ist die
Existenz einer nichttrivialen Losung gleichbedeutend mit der Existenz unendlich vieler
nichttrivialer Losungen, da sich ein Skalierungsfaktor stets ausklammern lasst.

Beispiel 4.41 (Fortsetzung von Beispiel 4.40 (Wagen-Pendel-System); Implementierung:
[(3)]). Es gilt weiterhin n, = nq = 1. Fiir die LBI-Normalform-Darstellung des Systems
wird der Zustand z = col(q1, v1, p1, w1) verwendet:

U1 0
: 0 1
7 = —%COSpl + wy + 0 ai. (493)
2
0

. v . .
—ZLginp; + -4 sinp;y cos p; — L2 sinpy
ED) S5 52

Im ersten Eliminationsschritt wird die Wagengeschwindigkeit v; als neue Eingangsgrofie
aufgefasst und dadurch die Gleichung v; = a; tiberfliissig. Dies ist moglich, weil a; als
Konsequenz der LBI-Normalform auf das nichtlineare Teilsystem keinen direkten Einfluss
hat. Der neue Eingang v; kann im zweiten Schritt durch ¢; ersetzt werden. Man erhélt
dann die eingangsfreie implizite Darstellung

] —@ cospy + wy
]‘)1 o 9 qj 4282 : Gw o = X ) (4.94)
wy —>sinpy + é sinpy cospy — £ sinp, 0
=F(z,z)

9Ein Polynom heiBt homogen, wenn alle Monome den gleichen Grad haben.
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welche Gleichung (4.87) entspricht. Nun ist zu priifen, ob unter der Annahme von
F(z*,r*) = 0 ein b € R? existiert, sodass fiir alle A € R gilt F(z*,r* + Ab) = 0. Auf das
Beispielsystem angewendet erhalt man

] +Abg * *
T+ Abp, — ., JCcospy +w; 0
* - . ¥4 Abg )2 . ri4+Abg, )W . = .
T, T+ Abuy —Zsinp] + (i +ba)” 3 2) sin p} cos p} — GRELID 52‘“) L sin p} 0

=:F(z,2)
(4.95)
Durch Einsetzen der aus F(z*,r*) = 0 resultierenden Beziehungen fiir col(r;, , 77 ) ergibt
sich
Ab — 28 cos ] 0
P - 272 52 w* = . 4.96
()\bw1> (2/\ 1bq;§+/\ by sin pj cos pj — 7/\12‘;12 1 sinpf) (0) ( )

Ausschlaggebend fiir die Regelflichen-Bedingung sind A%-Terme in der unteren Gleichung.
Da im vorliegenden Beispiel n, = nq = 1 gilt, vereinfacht sich das Gleichungssystem
(4.92) zu

o w2 !
o sinpj cos pj b2, = 0. (4.97)
—_—

01,1,1

Da z* und somit p} beliebig gewéhlt sein darf, ist b,, = 0 die einzige Losung von (4.97)
und es folgt b, = 0 und b,, = 0 unmittelbar aus dem Koeffizientenvergleich fir A! in
Gleichung (4.96). Damit ist die (vorab bekannte) Nichtflachheit des Systems (vergleiche
auch Beispiel 4.10) mit der Regelflachen-Bedingung gezeigt. <

Die vorangegangen Uberlegungen dienen im wesentlichen der Herleitung des Systems
von , Entscheidungsgleichungen® (4.92). Da f, , hur von Termen bis maximal zweiter Ord-
nung von den Komponenten von ¢ abhéngt (siche (4.87b)), lassen sich die Koeffizienten
ok,i; auch direkt, d.h. ohne die Substitution q := rq + Abq, bestimmen:

1 anzzl,k (Z*a q)
2 3(]']-8% ’

Okij = mit k=1,...,np und 4,5 =1,...,ng, (4.98)

wobei f,,, die k-te Komponente von f,, bezeichnet. Die Matrix Hy aus (4.92) ist somit
die Hessematrix der skalaren Funktion f,, ,(-,-) beziiglich des zweiten Arguments:

0 fa, , (2°.4) 0 fa, . (2".4)
g T Odng 90
H,, = : - : . (4.99)
82f247k(z*7q) 82f247k(z*7(.1)
Dirding T i,

Es lasst sich nun der folgende Zusammenhang zwischen den Eigenwerten dieser Matrizen
und der Flachheitseigenschaft herstellen.
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Satz 4.42. FEin mechanisches System ist nicht flach, wenn mindestens eine der aus der
LBI-Normalform des Systems resultierenden Matrizen Hy, ... H,  (siche (4.99)) positiv
oder negativ definit ist.

Beweis: Ein mechanisches System erfiillt die Regelflichen-Bedingung genau dann,
wenn fir k = 1,...,np die Gleichungen zweiter Ordnung bngbOl = 0 eine gemeinsame
nichttriviale Losung b € R™a besitzen. Dafiir muss notwendigerweise jede einzelne dieser
Gleichungen eine Losungsmenge als Teilmenge von R \ {0} besitzen. Fiir positiv bzw.
negativ definite Matrizen ist dies per definitionem dieser Eigenschaften ausgeschlossen. [

Beispiel 4.43 (Fortsetzung von Beispiel 4.41 (Wagen-Pendel-System); Implementierung:
[(3)]). Die Anwendung der Regelflichen-Bedingung auf das Wagen-Pendel-System in
LBI-Normalform verkiirzt sich durch diese Sichtweise deutlich. Nach der Bestimmung
des Vektorfeldes f, (siehe (4.93)) bestimmt man

10%f,, (z",q) 1
i ’ — — ginp* ¥ £, 4.100
01,1,1 2 04,00, 59 sin pj cos p; # ( )
woraus sich wegen der Forderung (4.92) sofort die Nichtflachheit des Systems ergibt. Alter-
nativ kann man auch oy ;; auch als (1 x 1)-Matrix %Hl auffassen und die Nichtflachheit
aus Satz 4.42 folgern. <

Fir den Fall, dass keine der Matrizen Hy, ..., H,, positiv oder negativ definit ist, hat
jede der Gleichungen bngbq = 0 eine nichttriviale reelle Losung. Fiir die Regelflachen-
Bedingung stellt sich die Frage, ob diese Losungsmengen eine Schnittmenge haben, die
nicht nur den Koordinatenursprung von R"s enthalt.

Um die einzelnen Losungsmengen zu beschreiben, bietet sich eine Diagonalisierung der
Matrizen Hy an. Aufgrund ihrer Symmetrie ist das immer moglich [Ber09, Fact 5.9.15].
Bezeichne Vy, die (nq X ng)-Matrix deren Spalten von den normierten Eigenvektoren von
H,, gebildet werden, dann gilt einerseits VI = V! und andererseits

VngVk = diag(}’\k,h e S\k,nq) = Jk, (4101)

wobei die Eintriage dieser Diagonalmatrix die Eigenwerte von Hj, sind. Nun kann man
fir jedes k € {1,...,np} mit by, = V,;lbOl angepasste Koordinaten einfiihren und erhalt
dadurch jeweils eine Gleichung in der keine gemischten Terme zweiter Ordnung mehr
auftreten:
Tiq
0 "2 bTH,by = BIVIH,V,bg "LV BIIby, = 3 A b2 (4.102)
i=1
Der Fall J, = 0 und damit Hy = 0 soll im Folgenden ausgeschlossen werden, da dann
die entsprechende Gleichung fiir alle by erfiillt ist und demnach keine Einschrankung
darstellt.
Bei der rechten Seite von Gleichungen (4.102) handelt es sich (egal in welcher Dar-
stellung) um eine sogenannte quadratische Form. Deren Nullstellenmenge bildet eine
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Untermannigfaltigkeit des R"a der Dimension nq — 1. Eine mathematische Beschreibung
dieser Untermannigfaltigkeiten ist fiir allgemeine nq € Ny ein nichttriviales Problem
der reellen algebraischen Geometrie (siehe z.B. [BPR03, Abschnitt 4.3]) und wird im
Rahmen dieser Arbeit nicht néher betrachtet. Fiir ng = 2 lasst sich aber eine einfache
geometrische Interpretation finden. Gleichung (4.102) stellt dann den Spezialfall einer
Kegelschnittgleichung dar, siche z.B. [WK77, Kapitel 21]. Als Losungsmengen kommen
hier wegen der vorausgesetzten Indefinitheit von H; nur Geraden in Frage. Zur Verein-
fachung wird fir £ = 1,2 ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit Ak 1 > 0 und )\k 2 <0
angenommen. Dann lasst sich folgendes Ergebnis festhalten:

Satz 4.44. Ein mechanisches System (2.8) mit ng = 2 ist nicht flach, wenn fir alle 2-
Tupel (Oé, 6) < {(1’ 1)7 (17 _1)7 <_17 1)7 <_17 _1)} gllt

o ay/ _5‘1,2 5\/ —5\2,2
D, p:= det (Vl ( \/E , Vs \E #0. (4.103)

Beweis: Gleichung (4.102) lisst sich iiber den Zwischenschritt Ay 152 ; = —Aj 203, in die
Beziehung

/\k:2

k1

ey = + Do (4.104)

umformen. Das heifit, man erhélt zwei Geradengleichungen, welche wegen by = Vb in
den urspriinglichen Koordinaten durch

lA)éik(s) = Vi ( i\/;—)\m ) s mit s € R beliebig (4.105)
k1

gegeben sind. Das betrachtet System ist folglich nicht flach, wenn keine der beide Geraden

fir £ = 1 identisch zu einer der beiden Geraden fiir £k = 2 ist. Dies wird algebraisch

dadurch ausgedriickt, dass die Matrix in (4.103) jeweils vollen Rang haben muss. Die

zugehorige Determinante (siehe (4.103)) darf also nicht verschwinden. O

Bemerkung 4.45. Eine andere Moglichkeit, um fiir nq = 2 die Geradengleichungen zu
erhalten, ist ein parametrischer Ansatz. Dafiir bietet sich eine Normierung der Gleichungen
(4.92), zum Beispiel auf den Koeffizienten des Monoms bgl an:

0= 02, + 6112 bgy b1y + Gr02 02, = (byy + crbyy) (b, + dibg,). (4.106)

Es verbleiben dann die zwei Parameter 612 und 429 pro Gleichung (d.h. fiir k£ = 1,2),
aus denen sich mittels Koeffizientenvergleich die Parameter ¢; und dj der beiden Geraden
bestimmen lassen. Nach kurzer Zwischenrechnung erhélt man

o oF
Cr = O-kéLQ -+ k41 2 — Uk,2,2 (4107&)
~ =2
o
dk = 57@,1,2 —C = O-kéla — ]1172 — 5’k’272. (4107]3)
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Das System ist nicht flach, wenn keine der Geraden identisch zu einer anderen ist. Dafiir
muss {c1,d;} N {ea,da} = {} gelten. <

Beispiel 4.46 (Doppelpendel mit aktuiertem Aufhéngepunkt; Implementierung: [(7)]).
Betrachtet wird ein ebenes Doppelpendel mit passiven Gelenken (np, = 2) dessen Auf-
héngepunkt translatorisch vollsténdig aktuiert ist (nq = 2), siche Abbildung 4.6. Von
diesem System ist einerseits bekannt, dass es einen flachen Ausgang besitzt, wenn das
zweite Pendelgelenk im Schwerpunkt des ersten Pendelgliedes platziert ist [MRS95].
Andererseits ist in [FLMR95, Abschnitt 5.3] auf Basis eines impliziten Modells basierend
auf verallgemeinerten Impulsen gezeigt, dass fiir allgemeine Parameter die Regelfldchen-
Bedingung verletzt ist.

Abbildung 4.6: Doppelpendel mit in der Ebene translatorisch vollsténdig aktu-
iertem Aufhdngepunkt (Korper K;). Eine Verdrehung des Korpers K ist nicht
zugelassen.

Beide Ergebnisse konnen mit dem hier vorgestellten Ansatz bestatigt werden. Aus
der Modellbildung und der Transformation in LBI-Normalform erhélt man die (2 x 1)-
Matrix f,, und daraus die Hessematrizen H; und H,. Aufgrund der Komplexitat der
Ausdriicke in deren Eintragen werden fiir die Modellparameter mq, mq, 1, s1, So und die
noch auftretenden Zustandskomponenten pq, py zuféllige Zahlenwerte eingesetzt:

Symbol ‘ Iy ‘ my ‘ o ‘ y4! ‘ Y2 ‘ S1 ‘ S2
Wert (gerundet) | 0.3063 | 0.7871 | 0.4593 | 0.9897 | 0.7869 | 0.6958 | 0.8025.
(4.108)

Fiir die Determinanten aus (4.103) erhdlt man dann
Dyy ~ 51176, D_j;~ —1.2538, D;_, ~0.4070, D_,_; ~5.6011.  (4.109)

Da keine der Determinanten verschwindet, ist die Regelflachen-Bedingung nicht erfiillt,
das System ist also (fiir die generische Wahl der Modellparameter) nicht flach.
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4.6 Die Regelflichen-Bedingung fiir mechanischer Systeme

Wird vor dem Einsetzen der numerischen Werte aus (4.108) die Substitution /; := s;
vorgenommen, ergibt sich stattdessen

Dy ~=4.717, D_y3~—1.041, D;_1 =0, D_;_;~5.2005. (4.110)

Fiir diese spezielle Parameterwahl (das zweite Gelenk befindet sich dann im Schwerpunkt
des ersten Gliedes) erfiillt das System demnach wegen D; _; = 0 erwartungsgemafl die
Regelflachen-Bedingung. <

Beispiel 4.47 (Mechanismus mit fiinf Freiheitsgraden und drei Stellgrofien; Implementie-
rung: [(8)]). Betrachtet wird das in Abbildung 4.7 dargestellte ebene dynamische System,
welches aus den vier Starrkorpern Ky, ..., Ky besteht. Der Korper K; ist translatorisch
vollstandig aktuiert. An diesen ist tiber ein passives Drehgelenk das Pendel K3 gekoppelt
und tber ein aktuiertes Schubgelenk der Korper Ky. Das Pendel Ky ist wiederum tiber
ein passives Drehgelenk an Ky gekoppelt. Es gilt also ng = 3 und n, = 2.

a3
lg I —

b2

K,
),
(2 72
K4

K| L

Q e

%q_l

q2

5l o)

b1
Ks

Abbildung 4.7: Mechanismus aus vier Kérpern. Uber die beiden gegeniiber der
Umwelt wirkenden Krafte 71 und 7 ist der Koérper K; translatorisch vollstédndig
aktuiert. Eine Verdrehung ist nicht zulassig. Zwischen K; und Kj wirkt die Stellkraft
73. Mit jedem der beiden Korper ist jeweils iiber ein passives Drehgelenk ein Pendel
(Korper K3 und Ky) verbunden.

Aus der Modellbildung, Transformation in LBI-Normalform und Anwendung von (4.92)
erhélt man zwei Gleichungen zweiter Ordnung in drei Variablen mit den zugehérigen
Hessematrizen:

2sinp; cosp;  sin’p; —cos’p; 0

1

H, = . sin?p; —cos?p;  —2sinpicosp; 0|, (4.111a)
4 0 0 0
L [ 2sinpacosp sin p, — cos?py  2sin py cos py

H, = 2 sin?py — cos?py,  —2sinpycospy  sin?py — cos?ps | . (4.111b)
5

2sinpycospy  sin®py —cos®py,  2sinpy cos po
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Fiir die Eigenwerte dieser Matrizen erhalt man

1
spec(H;) = 8—2{—1,0, 1}, (4.112a)
1
1
spec(Hy) = 552 {—\/sin2 (2p2) + 8 + sin (2p2), 0, 1/sin? (2py) + 8 + sin (2p2)} ,
5
(4.112b)

wobei gemeinsame Faktoren ,ausgeklammert* wurden. Beide Matrizen haben sowohl
positive als auch negative Eigenwerte, sind also indefinit. Satz 4.42 macht demnach keine
Aussage iiber die Flachheit des Systems und es ist zu erwarten, dass die Losungsmengen
der beiden Gleichungen zweiter Ordnung

b /Hibg =0 und b H;by =0 (4.113)

eine nichttriviale Schnittmenge besitzen. Um diese Vermutung zu bestétigen, ist es nicht
notwendig, die anspruchsvolle algebraische Aufgabe zu losen, diese Schnittmenge explizit
zu bestimmen. Um zu zeigen, dass sie aufler der trivialen Losung weitere Elemente enthalt,
reicht es, fiir feste Werte von py, ps einen Vektor by # R? ungleich dem Nullvektor zu
finden, der beide Gleichungen erfiillt. Dies ist (ndherungsweise) durch die numerische
Losung des Minimierungsproblems

(bgsiHlbqf + (bgnggbO2 + exp(—b/bg) — min (4.114)

moglich, wobei der dritte Summand einen , Strafterm® beziiglich der trivialen Losung
by = 0 darstellt. Fiir die zufillig gewdhlten Werte p* &~ (0.5248 0.0767)" erhéilt man
als eine mogliche Losung by ~ (1.2270 0.7105 8.0132)", siehe [(8)]. Aufgrund der
homogenen Struktur der Gleichungen (4.92) ist jedes by - A fiir alle A € R ebenfalls eine
Losung. Mit anderen Worten: Das System erfiillt die Regelflichen-Bedingung. <

Bemerkung 4.48. Ein alternativer Ansatz zur Uberpriifung der Regelflichen-Bedingung
besteht darin, ausgehend von der Darstellung zweiter Ordnung (2.12) in der Einfithrung
neuer (,Impuls-artiger”) Systemgrofien

W= Mllp + Mqu- (4115)

Auch in den Gleichungen fiir w tritt der Eingang a nicht auf, sodass die aktuierten
Geschwindigkeiten v aus den Bewegungsgleichungen eliminiert werden konnen. Die-
ser Weg wird in [Rud15, Abschnitt 6.1.3] fiir das EingroBensystem ,,Acrobot* und in
[FLMR95, Abschnitt 5.3] ein Doppelpendel mit vollstdndig aktuiertem Aufhédngepunkt
(siehe Beispiel 4.46) beschritten. Eine systematische Untersuchung dieses Zugangs ist
dem Autor allerdings nicht bekannt. <

Fazit

Das fiir die Auswertung der Regelflachen-Bedingung ausschlaggebende Gleichungssystem
ist durch (4.92) zusammen mit der Festlegung (4.98) gegeben. Dabei handelt es sich um
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4.7 Eine notwendige Integrabilititsbedingung

np Bilinearformen in den ng freien Parametern by = (b, ... bgng, )T. Demnach kann
man die Félle ng > np und ngq < np, unterscheiden.

Fir ng > np ibersteigt die Anzahl der freien Parameter die Anzahl der Gleichungen,
und es ist nach dem Gaufischen Fundamentalsatz der Algebra (siehe z.B. [HSZ03, Ab-
schnitt 2.6.1]) zu erwarten, dass unendlich viele Losungen der Gleichung existieren. Da
allerdings nur reelle Losungen fiir by relevant sind, ist nicht ausgeschlossen, dass auch in
diesem Fall eine Aussage getroffen werden kann. Ein Moglichkeit dazu stellt Satz 4.42
dar.

Fir ng < np liegen mindestens genau so viele Gleichungen wie freie Parameter vor.
Typischerweise hat das Gleichungssystem (4.92) dann nur die triviale Losung, d.h. in
diesen Fallen besteht eine bessere Aussicht darauf, Nichtflachheit mittels der Regelfléchen-
Bedingung tatsichlich nachweisen zu konnen. Voraussetzung dafir ist, dass in (4.87b),
also nach Einsetzen der aus (4.87a) resultierenden Substitution p = w — M;;'Mq,
tatsachlich Terme zweiter Ordnung beziiglich q auftreten. Das ist insbesondere dann
nicht der Fall, wenn die kinetische Energie (und damit die Massenmatrix) nicht von den
Konfigurationskoordinaten @ abhéngt, siche Abschnitt 2.2.

Damit lasst sich zusammenfassend festhalten, dass die Transformation in LBI-NF
zusammen mit der Elimination der Systemgrofien v fiir bestimmte aber bei weitem nicht
fiir alle mechanischen Systeme eine Aussage beziiglich ihrer Nichtflachheit ermdoglicht.
Hinzu kommt, dass fiir die relevanten Systeme mit?® n, > ng > 2 sowie einer ausreichend
nichtlinearen Verkopplungsstruktur die Modellgleichungen bereits einen erheblichen
Umfang annehmen, der ohne Computer-Algebra-System kaum zu bewéltigen ist und
auch bei Nutzung eines solchen ggf. an praktische Grenzen in Form von Rechenzeit stofit.

4.7 Eine notwendige Integrabilitatsbedingung

4.7.1 Allgemeine Systeme

Ergénzend zu den bereits aus [FLMR95] bekannten und in den beiden vorherigen
Abschnitten betrachteten notwendigen Flacheitsbedingungen, wird in diesem Abschnitt
eine weitere hergeleitet, welche nach Kenntnis des Autors bisher in der Literatur nicht zu
finden ist. Diese beruht auf der in Satz 4.22 festgehaltenen Tatsache, dass die Existenz eines
flachen Ausgangs (eines nichtlinearen Systems) die Existenz eines ,integrablen“ flachen
Ausgangs des zugehorigen Variationssystems impliziert. Es soll jedoch vorweggenommen
werden, dass diese ,neue Bedingung in ihrer vorliegenden Formulierung keine Ergebnisse
liefert, die nicht auch mit den bisher bekannten notwendigen Bedingung erhalten werden
konnen. Auf mogliche Ansétze, die Bedingung weiterzuentwickeln wird in Abschnitt 7.2
eingegangen.

Der fiir die Herleitung (zusétzlich) notwendige mathematische Hintergrund ist wieder-
um im Anhang zusammengefasst, insbesondere in den Abschnitten A.18 (zu Polynom-

20Fiir den Fall ng = 1 steht mit der Uberpriifung auf statische Eingangs-Zustands-Linearisierbarkeit
(siehe Abschnitt 4.2) bereits ein Kriterium zur Verfiigung, wodurch die Regelflichen-Bedingung fiir
diese Systeme prinzipiell iiberfliissig wird. Allerdings ist sie ggf. leichter auszuwerten.
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Matrizen mit 1-Form-wertigen Eintrdgen) und A.15 (zu Differentialformen auf sogenannte
Jet-Biindeln).

Ausgangspunkt ist der Satz 4.22 aus Abschnitt 4.4: Betrachtet man einen beliebigen
flachen Ausgang des Variationssystems, d.h. die m 1-Formen*' w := (Q (%) dx) - dann

lautet eine andere Formulierung fiir die Integrabilitatsbedingung (4.59)

d( <L1 (4)dF + 1L, () w) L) =0 mit Lyeu[4]"". (4.116)

Da die maximale Polynomordnung beziiglich % in Ly und Ly a priori nicht bekannt

ist, werden die Vektor-1-Formen dF und w tiber der in Abschnitt A.15 eingefiihrten
unendlichdimensionalen Mannigfaltigkeit

X =X XR™ xR™ x ... (4.117)

abzahlbar oo oft

definiert, was die Berticksichtigung von Zeitableitungen beliebiger (endlicher) Ordnung
erlaubt.

Entsprechend (4.116) ist die zu untersuchende Vektor-1-Form wvor der Integrabili-
tatsprifung mittels duflerer Ableitung auf die Losungsmenge F einzuschrianken. Fiir
die nachfolgenden Untersuchungen erweist es sich jedoch als zweckméfig, wenn die
Einschriankung nach der dufleren Ableitung vollzogen wird. Dazu lésst sich folgendes
festhalten:

Lemma 4.49. Sei N € N, und F : RY — R, z — F(z) eine skalare meromorphe
Funktion. Dann gilt fiir jede 1-Form n € A! (RN) :
d (77|F(z):0> =0 = (dpA dF)|F(z):O = 0. (4.118)

Beweis: Sei 7] := 1|,y geschlossen®”. Offensichtlich muss die Differenz von 7 und 7
bei der Einschrinkung auf die Losungsmenge F'(z) = 0 verschwinden, d.h. es gibt eine
Funktion @ : R x RY — R mit

n=1n+a(F(z),z)dz und (4.119)
a(0,z) =07 vz e RY. (4.120)
Durch Anwendung der d&ufleren Ableitung auf n erhélt man
_ da -
dn= dn +daAdz = ——=dF + & | Adz (4.121)
~ OF
= —_—
da
) . day Oy Oy,
mit o= <8de Edz o dz> , (4.122)

21Man beachte, dass im Sinne einer méglichst einfachen Notation die Symbole w und @ bzw. Q und Q
in diesem Abschnitt gegeniiber Abschnitt 4.4 ihre Rollen getauscht haben.
22D h., es gilt dfj = 0, siehe Definition A.2.
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d.h. die 2-Form dn ergibt sich aus dem (Keil-)Produkt der 1-Form-wertigen Zeilen-
bzw. Spaltenvektoren dax und dz. Weil (4.120) fiir alle z € RY gilt, miissen unter der
Einschrankung auf F(z) = 0 alle partiellen Ableitungen nach z1, ..., z,, verschwinden.
Mit anderen Worten gilt:

&y = 0€ (A (RV))7™ (4.123)

Bildet man das Keilprodukt auf der rechten Seite der Implikation (4.118), erhalt man
also

- Ja
(dn A dF) \F(z = (@ AdzZAdF)|pg o+ (aFdF Adz A dF) = 0, (4.124)
(4.123) (=)=0
=0
denn im zweiten Summand tritt der Faktor dF' A dF = 0 auf. O

Weil die Polynommatrizen Ly ( dt) und Ly ( dt) in (4.116) a priori nicht bekannt sind,
bzw. unklar ist, ob sie iiberhaupt existieren, eignet sich die bisherige Formulierung nicht
um den notwendigen Teil von Satz 4.22 auszuwerten. Mit Hilfe von Lemma 4.49 ist
nun aber die Herleitung einer notwendigen Bedingung moglich, in der nur bekannte
bzw. berechenbare Grofien auftreten. Zur Erleichterung der Notation dienen dabei die
folgenden Hilfsgrofien:

Wi = 4y, mit w” :=w; und i=1,...,m (4.125a)
Q= w§’“) L Aw® fir ke Ny (4.125Db)
dF( = ddF (k=1) mit dFj(O) =dF; und j=1,...,np (4.125c)
O =dFY AL AAEY o fir ke N (4.125d)
Qp:=1=: P fir k<O. (4.125¢)

Satz 4.50. Gegeben sei das System (4.32) mit zugehoriger verallgemeinerter Jacobimatriz
Pg (dt) und einer beliebigen unimodularen Vervollstindigung Q (%). Dieses System kann

nur dann flach sein, wenn fir die Vektor-1-Form w = Q (%) dx zwei Zahlen k,l € N
existieren, sodass fir allei =1,...,m gilt

(dw; AQoA .. AQADPGA ... ADp)|F = 0. (4.126)

Beweis: Fiir ein flaches System gilt Gleichung (4.116). Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit kann man die Existenz einer natiirlichen Zahl r voraussetzen, sodass die Ein-
schrinkung auf F (siehe (A.35)) der Beriicksichtigung der Gleichungen F@(x, ..., x0+)
fir = 0,...,r entspricht. Mit anderen Worten, Zeitableitungen der Systemgleichungen,
welche die Ordnung r tibersteigen, spielen fiir die Frage nach der Integrabilitdat keine
Rolle. Wegen Lemma (4.49) kann man aus Gleichung (4.116) also die Beziehung

(d(L1 (4)dF + L, (i)w) /\CIDO/\.../\CI%)

=0 (4.127)

]:
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folgern??. Die Anwendung der duleren Ableitung auf die Produkte innerhalb der Klammer
nach den in Abschnitt A.18 festgelegten Regeln liefert unter Berticksichtigung von
d(dF) =0

=0. (4.128)

<<dL1 (i)/\dF—i—dLQ(i)/\w—l—Lg(i)dw)/\@0/\.../\<I>r>
-

Nun kann man den Summand mit dw auf die andere Seite bringen und mit —L5 ! (i)

dt
von links durchmultiplizieren:

(dw APy A ... AP =

=
_ ( (L21 (%) dr, (%) AdF + L;* (%) dL, (%) /\w) ADA ... A @T)
e =)

Die mit 1 bezeichnete Vektor-2-Form stellt dabei offensichtlich eine Linearkombination
der 1-Formen in dF und w dar. Die Koeffizienten dieser Linearkombination werden dabei

von den Eintriagen der Matrizen L, (%) und L, (%) gebildet, d.h. von 1-Form-wertigen

Polynomen im Zeitableitungsoperator %. Sei nun {; der hochste in L; (%) auftretende

(4.129)

F

Polynomgrad und sei [ := max(l;,r), dann gilt
L (4)AdFA®A .. AD; =0, (4.130)

denn in jeder Zeile dieser Vektor-Differentialform tritt mindestens ein Faktor des Typs
dFY) mehrfach auf. Aus (4.129) folgt also

(dw A A ... ADp)| 7= — (Lo (%) /\w/\@o/\.../\q);)‘F. (4.131)

Ganz analog sei nun k der hochste in Ly (%) auftretende Polynomgrad. Dann gilt

Ly ($)wA QA AQ =0 (4.132)

Da das Vorzeichen fiir eine verschwindende Differentialform egal ist, kann man die
Keilproduktfaktoren beliebig tauschen und erhalt dann insgesamt

(dw AQoA ... AQADGA ... ADp)|-=0, (4.133)

was der Behauptung entspricht. ]
Im EingroBenfall (d.h. es gilt m = 1) vereinfacht sich die Situation erheblich:

ZGenau genommen wendet man Lemma 4.49 fiir jede der np - (r + 1) skalaren Gleichungen einzeln an
und wéhlt N und z passend.
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Korollar 4.51. Seim = 1. Das System (4.32) kann nur dann flach sein, wenn fiir jeden
flachen Ausgang des Variationssystems wy eine Zahll € N existiert, sodass gilt

(dwr Awi APy A ... ADPp)| 2= 0. (4.134)

Beweis: Die Aussage folgt als Spezialfall direkt aus dem Beweis von Satz 4.50. Die
den flachen Ausgang des Variationssystems definierende Vektor-1-Form w besteht nun
aus genau einer (skalaren) 1-Form wy, die zugehérige Matrix Q(4) hat die Dimension

1x1
1 X nx und die Matrix Ly € U [%} - ist ein Skalar. Damit die Unimodularitit gewahr-
leistet bleibt, muss Ly beziiglich % den Polynomgrad 0 haben und darf nicht identisch
verschwinden. Es gilt also k = 0 und somit Qy A ... A Q; = w;. [

Bemerkung 4.52. Bei der Herleitung von Gleichung (4.126) aus der notwendigen
und hinreichenden Bedingung (4.116) wurden an mehreren Stellen Umformungsschritte
vorgenommen, die im Allgemeinen nicht umkehrbar sind. Das betrifft einerseits die
Anwendung von Lemma 4.49 und andererseits den Einbezug weiterer Faktoren in das
Keilprodukt, wodurch sich jeweils die ,,Wahrscheinlichkeit erhoht“, dass das Ergebnis
0 lautet. Insbesondere wird dabei fir m > 1 die auf der Unimodularitdt von Lo (%)

basierende spezielle Struktur von Ly (%) (siehe (4.129)) ignoriert. Folglich ist (4.126) nur
eine notwendige Bedingung. Ist sie erfiillt, ist der Flachheitsstatus des Systems weiterhin
unklar.

Um mittels Satz 4.50 die Nichtflachheit eines Systems nachzuweisen, muss man zeigen,
dass Gleichung (4.126) fiir alle k,I € Ny verletzt ist. Fiir ein gewihltes Tupel (,1)
rechnet man dazu zunéchst das entsprechende Keilprodukt aus und priift dann fiir alle
nicht verschwindenden Koeffizienten, ob sich durch Einsetzen der geeignet aufgelosten
Systemgleichungen bzw. deren Ableitungen Null ergibt. Ist das nicht der Fall, erhoht
man die Ableitungsordnungen und priift erneut. Weil fiir den Eingroflenfall immer
k = 0 gelten muss, ldsst sich ggf. ablesen, dass eine Erhohung von [ nicht zu einem
Verschwinden des Keilprodukts fithren kann, wie die beiden folgenden Beispiele belegen.
Da mit dem Kriterium fiir statische Eingangs-Zustands-Linearisierbarkeit (siehe Satz 4.8)
fir Eingroflensysteme mit einfacheren Methoden tiber die (Nicht-)Flachheit entschieden
werden kann, ist die Untersuchung dieser Klasse hauptséchlich von theoretischem Interesse,
bzw. dient zur Illustration der Methode.

Fiir den Mehrgroenfall (d.h. m > 1) ist die Situation komplizierter. Dieser wird in
Abschnitt 4.7.2 ndher untersucht. Durch die Einschrankung auf die Klasse der mechani-
schen Systeme konnen dabei weitere Annahmen getroffen werden, was die Untersuchung
erleichtert. <

Beispiel 4.53. (Akademisches Eingroflensystem, entnommen aus [Lé11, Abschnitt 5.4];
Implementierung: [(9)]) Betrachtet wird das Eingrofensystem

1
F(x,%) = Fi(x,%) = iy — 5533 = 0. (4.135)
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Durch Bilden des totalen Differentials dF(x,%) = Pg (%) dx erhalt man die verallgemei-
nerte Jacobimatrix

Pr (L) =(0 0)+ (=i 1)2. (4.136)

Man iiberzeugt sich leicht, dass die mit der Zeile (#; — 1) ergénzte Systemmatrix unimo-
dular ist, denn das Produkt

1 24\ [—id 4 i 0

dt dt dt _
(0 1)( & —1) \i; -1 (4.137)
——

Eu[%]QxQ

ist unabhangig von % sowie reguldr und deshalb unimodular. Alternativ kann man ohne
Weiteres auch direkt eine Inverse der ergénzten Systemmatrix angeben (siehe [(9)]). Als

flachen Ausgang des Variationssystems erhélt man also

N—— F

=w1
Um die notwendige Bedingung aus Korollar 4.51 zu tiberpriifen, wird zunachst

dwl AN W1 A (I)() = (dl’l N dJIl) N (j?ld.fl — dIQ) VAN (—xldxl + d.Z'Q)
oy
= —di‘l A diL‘l A dl’Q A d[L’Q (4139)

gebildet. Offensichtlich &ndert das nach Gleichung (4.134) formal notwendige Einsetzen
der Systemgleichungen (d.h. die Einschrankung auf F) nichts, weil im einzigen auf-
tretenden Koeffizienten (-1) gar keine Variablen vorkommen. Im néchsten Schritt ist
dw; Aw; AdF; A dE) zu priifen. Wegen

ist sofort klar, dass
dw1 A w1 VAN dF1 /\dF1 = —dZL‘l VAN dZL‘l N dlL‘Q A dl’g A dl’g 7& 0 (4141)
R
0 1

gilt. Auf Grund von dF® = dxgﬂ) + ... lésst sich diese Argumentation direkt auf
beliebig hohe Ableitungsordnungen tibertragen. Mit anderen Worten, die entsprechenden
Keilprodukte konnen nie verschwinden und das System ist somit nicht flach.

In [Lé11, Abschnitt 5.4] wird das gleiche Beispiel untersucht, ebenfalls mit w; ent-
sprechend (4.138). Die Bestimmung des flachen Ausgangs des Variationssystems erfolgt
dabei mit Hilfe der Smith-Normalform, statt wie hier durch ,direktes Ablesen® der uni-
modularen Vervollstandigung?*. Danach werden mit relativ aufwendigen Rechenschritten

24 Alternativ wire auch die Nutzung des in [Fral4] vorgeschlagenen Algorithmus méglich.
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([Lé11, S.82-85]), welche die Konstruktion und Losung einer partiellen Differentialglei-
chung einschliefien, Bedingungen fiir Ly (%) hergeleitet?®, die mit der Unimodularitit von

L, (%) unvereinbar sind. Das Ergebnis ist also erwartungsgemafl das gleiche, allerdings
ist nach Auffassung des Autors der hier vorgestellte Ansatz deutlich einfacher. <

Beispiel 4.54 (Wagen-Pendel-System; Implementierung: [(3)]). Als mechanisches Bei-
spiel wird das in Abbildung 4.3 dargestellte System untersucht. Die implizite Sys-
tembeschreibung zweiter Ordnung entsprechend (4.3) lautet mit den Systemgrofien

x=0= (pla(h)T
F(0,0,0) = mys, (gsinp; + p1sy + 1 cospy) = 0, (4.142)
woraus sich durch Anwenden der dufleren Ableitung die Systemmatrix

P (%) = (mzsz (gcospy — g sinp,) 0) + (mgsg MaSo cospl) (%)2 (4.143)

Po P2

ergibt. Eine unimodulare Vervollstandigung dazu lasst sich mittels des in [Fril5] imple-
mentierten Algorithmus aus [Fral4] bestimmen. Dieser liefert die 1 x 2 Matrix

3 .2 . 52 62 cog2 G i 2 T
Q d\ _ —gs2 cos” p1—P185 Sin p1 cos p1—p7 85 Cos” p1+G1 2 sin p1 cos® p1
dt) — \ —gcos* pi—p1s2sinp1 cos? p1—2p3sa sin? pi cos p1 —p3sa cos® p1+4i sinpi cos® p1
+ ( —2;5155 sin p1 cos p1 )T d (4 144)
—2p1 89 sinpj cos? p1 ai’ ‘

wobei sich die Unimodularitat der Gesamtmatrix (5) sich durch die explizite Berechnung

der Inverse bestétigen lésst, siehe [(3)]. Mit w1 = Q (%) dx erhdlt man die zugehorige 1-
Form. Zur Uberpriifung von (4.134) bildet man die 4-Form

= =dw Aw AdF, = 4mYpy syt sin® py cos® prdgr Adgy Adpy Adgy + ... £ 0 (4.145)

4
sind sehr umfangreiche Ausdriicke, weswegen nur einer der einfachsten Koeffizienten

angegeben wurde. Im Unterschied zum vorherigen Beispiel ist dieser Koeffizient nun von
den Systemgrofien abhéngig. Allerdings verschwindet auch er unter Einschrankung auf F
nicht identisch, denn er hangt einerseits nicht von p; oder hoheren Zeitableitungen von
p1 ab, aber andererseits lasst sich Fl(i) fir alle ¢ > 0 nach pgiﬂ) auflosen.

Es gilt also in jedem Falle §| 7 # 0. Analog zu Beispiel 4.53 stellt man nun

iiber den sechs Basis-1-Formen dpy,...,d§;. Die meisten der (6) = 15 Koeffizienten

AdF = mys2dpi™® + ... (4.146)

fest. Damit ist ohne weitere Rechnung klar, dass die Folge von Keilprodukten (4.134)
niemals verschwinden kann, denn jeder neue Faktor ®; = dFl(i) enthalt mit dp§i+2) eine
Basis-1-Form als Summand, die bis dahin noch nicht auftrat. Das System ist also — wie
bereits in Beispiel 4.41 gezeigt — nicht flach. <

%5n [Lé11] heift die entsprechende Matrix M, siehe S. 85 ebd.
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4.7.2 Anwendung auf mechanische Systeme

Motiviert durch die beiden vorangegangenen Beispiele wird in diesem Abschnitt auch
fir den Mehrgroflenfall aus Satz 4.50 eine mit endlich vielen Schritten tiberpriifbare
notwendige Flachheitsbedingung hergeleitet. Ausgehend von einem nichtverschwindenden
Keilprodukt ,vom Typ (4.126)“ ist dabei zu zeigen, dass auch durch die Hinzunahme
beliebiger weiterer Faktoren €2, und ®; das Keilprodukt niemals verschwindet. Dabei
darf natiirlich im Gesamt-Keilprodukt jeder Index fiir €.y und @,y nur jeweils einmal
auftreten.

Zur Vereinfachung wird diese Herleitung auf mechanische Systeme der Form (2.8)
eingeschrankt. Dann gilt (vgl. auch Bemerkung 4.14 und Beispiel 4.54): x = 0, ny = n,
m = ng, Nr = Np, ¥ =2 und Py = (My;(x) Mja(x)).

Fir die Untersuchung der Struktur der Keilprodukte wird die folgende Notation
vereinbart. Sei p € A"(X,,), dann bezeichnet ordgg(u) die héchste beziiglich der Basisfor-
men d@ auftretende Ableitungsordnung. Beispielsweise gilt ordge(3d6; — 5dé4) = 2 und
ordag(dfs A db; A d@ém) = 5. Mit dieser Notation lassen sich aus den Festlegungen (4.125)
die folgenden Beziehungen direkt ablesen:

ordgg(dF;) = ordgg(Py) =y =2 firi=1,...np (4.147a)
Orddg(Qk) = Orddg(Qo) + k. (4147(3)

Fiir die Untersuchung von Gleichung (4.126) ist die Reihenfolge der Faktoren im Keil-
produkt irrelevant, weil durch ihre Vertauschung ggf. hervorgerufene Vorzeichenwechsel
nichts an der Aussage gleich/ungleich 0 &ndern. Es bietet sich deshalb eine Umsortierung
der Faktoren an, sodass jeweils alle in Frage kommenden 1-Formen der gleichen Ordnung
nebeneinander stehen. Mit der Festlegung

kq, := ordae () (+1250) ordge(wi A ... A wpg) (4.148)

kann man weitere zweckméflige HilfsgroBlen einfithren:

Fk = Qk*kﬂo VAN (I)k,Q (4149&)
Ei,O = dwi AN FO (4149b)
Ei,k = Ei,kfl A Fk fur k > 1. (4149C)

Dabei ist die Festlegung (4.125¢) zu beachten, d.h. falls k — kg, und/oder k — 2 negativ
ist, treten die entsprechenden Differentialformen im jeweiligen Keilprodukt nicht auf. Mit
der Festlegung

kE* = max(kq,, 2) (4.150)
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gilt dann also:

Ty =1 fir &k < min(kq,,2) (4.151a)
Ty € A™(X,)  fiir ko, <k <2 (4.151b)
TpeA™(X.) fir 2<k< ko, (4.151c)
Ty € A"(X,, fir k> k* (4.151d)
ordag(l'x) =k fir k> k" (4.151e)

Ab T'g« handelt es sich also in jedem Fall um eine n-Form, wahrend fir kleinere k der
Grad von I'y niedriger ist. Die Differentialform =, ist nach (4.149) nun gerade das
Produkt aus dw; und allen in Frage kommenden 1-Formen, deren Ableitungsordnung
beziiglich der Basisformen den Wert & nicht tibersteigt. Weil ordge(dw;) von der maximalen
Ableitungsordnung in den Koeffizienten von w; abhéngt, gilt

ordag(Z; ) = max(k, ordge(dw;)), bzw.
Orddg(EiJ@) =k fur k Z orddg(dwi). (4.152)

Durch die eingefiihrte Notation kann man nun Satz 4.50 in die folgende hinreichende
Bedingung fiir Nichtflachheit umformulieren:

Korollar 4.55. Das betrachtete mechanische System ist nicht flach, wenn fiir alle k > 0
und mindestens ein i € {1,...,nq} gilt: Z; 1|7 # 0.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 4.50 unmittelbar durch Anwendung der
Definitionen (4.125) und (4.149). O

Aus der rekursiven Festlegung von =, 5 in (4.149) gilt fiir den Grad r(k) dieser Diffe-
rentialform aus AZ®(X_ ) die Formel

r(k) := 2+ max(0,nq - (k — ko, + 1)) + max(0,np - (k — 1)). (4.153a)

Der erste Summand resultiert dabei aus der 2-Form dw;, der zweite aus den (ab der
Ordnung k = kq, als Faktoren auftretenden) nq-Formen € und der dritte aus den (ab
der Ordnung k = 2 auftretenden) ny-Formen ®y.

Die Anzahl der in Z; ;, als Faktoren auftretenden Basis-1-Formen df;, . .., d6,, do,, . .., dg)
lasst sich mit

s(k) :=n+n - max(ordge(dw;), k) (4.153Db)

nach oben abschitzen?®. Offensichtlich ist fiir & > k* (siehe (4.150)) in den in (4.153)
auftretenden max-Funktionen stets das zweite Argument ausschlaggebend.

Mit anderen Worten: Z;  ist eine r(k)-Form in s(k) Variablen?’. Um zu entscheiden,
ob diese r(k)-Form verschieden von 0 € A”®)(X ) ist, bietet es sich an, eine geeignete

26Dje tatsichliche Anzahl kann kleiner sein, wenn bestimmte Koeffizienten verschwinden.
2"Der zu w; gehérende Index i wird zur leichteren Lesbarkeit in den GréBen r(k) und s(k) unterdriickt,
da er fiir die Auswertung von Korollar 4.55 auf einen Wert fixiert ist.
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Basisdarstellung einzufiithren. Zweckméfigerweise lassen sich dabei die einzelnen Basisele-
mente durch entsprechende Nummerierung moglichst einfach referenzieren, weswegen die
folgenden Notationen vereinbart werden:

Seien r > 2 und N > n natirliche Zahlen. Dann bezeichnet

Ty ={(i1<...<i):iy,....ir€{l,...,N}} c{1,..., N}’ (4.154)

die Menge aller aufsteigend sortierten r-Tupel, welche im Folgenden auch Indextupel
genannt werden, vgl. [AF01, S. 1].

Sei p eine r-Form mit ordgg () =: &, d.h. es gilt p € A"(X,,). Fir p ldsst sich dann die
Basisdarstellung

p= Y ¥ (4.155)

€Ly (k4 1)n

angeben, wobei fiir alle o aus Z,. (,41), die ¢, € K die Koeffizientenfunktionen und
U, € A"(X,) die Basiselemente darstellen. Letztere stehen mit den zu den Konfi-
gurationskoordinaten @ gehoérenden 1-Formen df folgendermaflen in Zusammenhang:
Mittels

dy; = dof"” mit j=((i—1)modn)+1 undk=(i—j)/neN (4.156)

lasst sich die Standardbasis dé;, ..., d6s, .. ., dQT(f) von A'(X,) durchgehend nummerie-
ren?®. Demnach gilt z.B.

Ay i=dby, Ay, = db,, Ay = db1,  derry, = dOL. (4.157)
Fiir ein festes o € 7, (x41)n gilt nun die Festlegung
U, = d@ba(l) VANPIRAAN dwg(r), (4158)

wobei o (j) das j-te Element des (r-elementigen) Indextupels o bezeichnet. Mit Hilfe
dieser dem Indextupel o zugeordneten Basis-r-Form wird nun die Abbildung coefty, :
A" (X,) — K derart eingefiihrt, dass sie fiir eine r-Form p entsprechend (4.155) gerade
den zu ¥, gehorenden Koeffizienten

coeffy, (1) = ¢co (4.159)

liefert?. Beispielsweise gilt3°

coeff g, g, (6102 cos 0 d6y A dfy — 67 sin 6 d03 A dfy ) = —67 sin B, (4.160)

28Der Vollstéindigkeit halber sei die Umkehrung dieser Nummerierung angegeben: dﬂgk) = d¢p g

29Tn einem umfassenderen differentialgeometrischen Rahmen liefe sich diese Abbildung sukzessive durch
sogenannte ,verjiingende“ oder ,kanonische“ Produkte von u mit r geeigneten Basis-Vektorfeldern
auffassen, siehe z.B. [Frald, S. 15] oder [SS14a]

30Hier wird r = 2, k¥ > 2 und n > 3 angenommen, wobei die genauen Werte fiir £ und n fiir das Beispiel
nicht relevant sind.
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Weiterhin werden fiir » = n, d.h. also fiir n-Formen, diejenigen Basiselemente, die aus dem
geordneten Produkt aller 1-Formen mit der Ableitungsordnung k bestehen, gesondert
mittels

Ok = Uinkitnmkim = O AL A AP (4.161)

-----

bezeichnet.

Wegen (4.150) ist '+ ist aus der Folge Iy, I'y, ... diejenige Differentialform mit dem
kleinsten Index, die den Grad n besitzt. Von dieser n-Form wird der Koeffizient beziiglich
des Basiselements mit den hochsten Ableitungsordnungen mit

¢* = coeffg,, (Iy) = Coeﬁggk*)/\m/\g’(nk*) (Tg+) (4.162)

bezeichnet. Hohere Ableitungsordnungen der Basis-1-Formen kénnen wegen ordgg(I'y+) =
k* (siche (4.151e)) nicht auftreten.

Bemerkung 4.56. Es ist zu beachten, dass A”®) (X)) fiir alle 7 > 0 ein unendlichdi-
mensionaler Vektorraum ist (vgl. Abschnitt A.15), weil prinzipiell beliebig hohe Ablei-
tungsordnungen der Basis-1-Formen d@ auftreten kénnen. Allerdings ist jedes =; j, fiir
k > 0 ein Element des endlichdimensionalen Unterraums A% (X, ) c AZ®) (X ). Fiir die
Dimension von A" (X,) und damit gleichbedeutend fiir die Anzahl der Koeffizienten
von Z; j, gilt dann entsprechend [AF01, Kap. 1, Satz 1]

s(k) r(k)!
r(k)> ~ r(k)(s(k) — (k) (4.163)

wobei (siehe (4.153)) r(k) den Grad der Differentialform Z; j; festlegt und s(k) die Anzahl
(potentiell) beteiligten Basis-1-Formen bis maximal zur Ableitungsordnung k. Mit anderen
Worten: Die r(k)-Form =, ; hat im Allgemeinen (fgg) Basiselemente und folglich ebenso
viele zugehorige Koeffizienten. <

dlm AZ(}C) (Xk:) = <

Beispiel 4.57 (Ebenes einachsiges Fahrzeug; Implementierung: [(10)]). Zur Illustration
von Gleichung (4.163) und der bisher eingefithrten Konzepte und Notation wird das
in Abbildung 4.8 dargestellte ebene Modell eines einachsigen Fahrzeugs bzw. eines
Einradfahrers unter dem Einfluss der Schwerkraft betrachtet, siche auch [FRW09] und
[Fral4, Abschnitt 5.1.9]. Eine alternative Motivation zur Systemmodellierung stellt ein
wzweirddriges Schienenfahrzeugs zum Transport von Schiittgut“ dar, siehe [KR14a].
Ausgangspunkt ist wiederum die Modellbildung, wie in Abschnitt 2.2 beschrieben,
sodass man mit Gleichung (4.3) dann eine implizite Systembeschreibung der Form
F(6, 0, 9) = 0 mit n = 3, np = ng = 1 und nq = 2 vorliegt. Aus Konsistenzgriinden zu
[Frald, Abschnitt 5.1.9] — und weil sich dadurch einfachere Ausdriicke ergeben — werden
im Folgenden allerdings statt der fiir die Modellbildung giinstigen Gelenkkoordinaten
D1, q1, g2 die Absolutwinkel g := pq, 1 := p1 + ¢1 und @5 := p1 + q1 + ¢ verwendet. Um
die Symbolik moglichst iibersichtlich und konsistent zu den obigen Erlauterungen zu
halten, wird dennoch
0 = col(0y,0,,03) := col(po, p1, P2) (4.164)
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Ks

Kao )

K 1 \ P1

Abbildung 4.8: Schematische Darstellung eines ebenen einradrigen Fahrzeugs. Der
Mechanismus besteht aus den drei iiber zwei aktuierte Drehgelenke verbundenen
Starrkorpern Ky, Ky, K3. Die Bindung des Rades K; an die Umgebung erfolgt
durch reines Rollen.

festgelegt.
In [Frald, Abschnitt 5.1.9] ist fiir dieses System die Polynommatrixdarstellung

P(%) de = (ag bo—l—bl%‘f‘bg (%)2 CO+01%+CQ' (C(th)Q) de (4165)

angegeben, wobei die Symbole as, by, by, ba, ¢g, ¢1, co umfangreichere Ausdriicke in den Sys-
temgroflen und -parametern abkiirzen. Dartiber hinaus wird mit dem dort beschriebenen
Algorithmus die Matrix

az ba, C2
= ) 4.1
Q <—CL201 — 202@2 Cle — 202b2 — b261 —262é2> ( 66)
als unimodulare Vervollstandigung von P (%) bestimmt3!. Daraus resultiert direkt ein
flacher Ausgang des Variationssystems w mit

wry\ agdé’l + bgdez + 02d93
- —Q92C1 — 202@2(191 + Cgbl — 202b2 - bgCl + d6’2 — 262&2(183 '

w = Q\fde = <w2
(4.167)

Es lasst sich leicht feststellen, dass die Einschrankung auf F hier keine Auswirkungen hat:
Einerseits lasst sich die (wegen n, = 1 skalare) Systemgleichung (4.3) nach ¢ auflosen,
andererseits tritt in Q die Grofle g aber gar nicht auf.

Weil zudem keine Ableitungen der Basis-1-Formen d#,, df, und df; auftreten, gilt

ko, = orddg(w1 A wg) = 0. (4.168)
=0

31Fiir die Herleitung des Modells, der Polynommatrixdarstellung und fiir eine Uberpriifung der Unimo-

dularitéit der Gesamtmatrix (§ ) siehe [(10)]. Anzumerken ist dass diese Matrix, im Gegensatz zum

allgemeinen Fall, hier nur Polynome vom Grad null in % enthalt.
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Durch direkte Berechnung (vgl. [(10)]) erhilt man
dw; Awy Awy =0, (4.169)

d.h. die Auswertung der notwendigen Bedingung ist nur fiir ¢ = 2 relevant. Zudem ergibt
sich ordgg(dws) = 1, denn die Ausdriicke ¢1, as, bg, ¢2 hangen von 0 ab. Zusammen mit den
Festlegungen fur §(k:) und r(k) in (4.153) und den aus der Systemstruktur resultierenden
Werten np, =1 und nq = 2 erhalt man damit folgende Resultate fiir die Anzahl der der
Koeflizienten von =5, nach Gleichung (4.163):

maximale Ableitungsordnung in I'y: k 0O(1(2| 3| 4

maximale Anzahl an Basis-1-Formen: s(k) 61691215 ...

Grad der Differentialform =j : r(k) 416191215 ... (4.170)
Anzahl der Koeffizienten: (fg:;) wj1j1) 1] 1

Offensichtlich gilt fiir dieses System fiir Ableitungsordnungen k£ > 1 die Beziehung
r(k) = s(k). Die Differentialformen =, bilden dann also sogenannte Pseudoskalare
[Hes99, GLD93], d.h. r-Formen in r Variablen. Diese werden jeweils durch einen einzigen
Koeflizient beschrieben. <

Beispiel 4.58 (Planar verschiebliches Pendel mit elastisch angekoppelter Zusatzmasse;
Implementierung siche [(11)]). Betrachtet wird nun das in Abbildung 4.9 dargestellte
System mit np = 2,nq = 2, d.h. mit insgesamt vier Freiheitsgraden.

D2
_

lg O—O -
o T ]

q2 H P\ 52
REERRRRY T 4
2l ;m

OR

C3

Abbildung 4.9: Mechanisches System mit vier Freiheitsgraden (np, = 2,nq = 2).
Das System besteht aus den drei Starrkorpern Ky, Ko, Kj, die sich wie folgt in
der Ebene bewegen kénnen: Der Korper Ky hat zwei translatorische Freiheitsgrade
q1, g2, welche jeweils durch die Stellkréfte 71 bzw. 7 aktuiert sind. Der rotatorische
Freiheitsgrad von Kj ist gesperrt. Das Pendel (K3) ist tiber ein passives Drehgelenk
(Koordinate p1) an K; gekoppelt. Der Korper Kj ist tiber ein passives Schubgelenk
(Koordiante ps) mit K; verbunden, welches mit einer Elastizitdt ausgestattet ist.
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Die Modellbildung erfolgt wie oben beschrieben, sodass man die implizite Systemdar-
stellung

F(6 0) _ mgsgﬁl + MoSo cOs P1G1 + Mo Se Sin p1s + gMeSe Sin py — 0 (4.171)
’ mspa + M3y + C3p2 '

erhélt. Aus dieser ergibt sich die verallgemeinerte Jacobimatrix

P (i) — (mgsz(gcosplfth sinpi+Ga2 cospr) 0 0 O) + (mgs% 0 maszcospy mQSQSinpl) (i 2
dt 0 c3 00 0 ms3 ms 0

t (4..172)

Mit Hilfe des Algorithmus’ aus [Fral4|, dessen Implementierung in [Fril5, FFKR16]
beschrieben ist, lasst sich eine unimodulare Vervollstandigung Q und damit ein flacher
Ausgang des Variationssystems

w = (2;) = Q|,df = (dp"’:d%> (4.173)

angeben®?, wobei wy durch einen umfangreicheren Ausdruck mit ordge(ws) = 0 gegeben
ist (siehe [(11)]). Offensichtlich ist w; = dpy+dg; direkt integrabel, weshalb wiederum der

Fall ¢ = 2 untersucht wird. Fiir dieses System gilt dann zusammengefasst ng = np = 2,
ko, “19 () ynd ordge(dws) = 2, woraus sich zusammen mit den Definitionen (4.153) fur

r(k) und s(k) die folgenden Werte ergeben:

maximale Ableitungsordnung in I'y: k 0 1] 2 3 4

maximale Anzahl an Basis-1-Formen: s(k) 12| 1212 16| 20
Grad der Differentialform = : r(k) 4 6|10 14| 18
Anzahl der Koeffizienten: (fgg) 4951924 | 66 | 120 | 190 | ... .
(4.174)
Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel erhélt man hier also eine sehr grofie Anzahl
an Koeflizienten. <

Korollar 4.55 fordert nun, dass Z; x| 7 # 0 fiir alle £ > 1 gelten muss. Um eine Bedingung
zu erhalten, die sich durch eine endliche Anzahl an Rechenoperationen tiberpriifen lasst,
muss man zeigen, dass es fiir alle £ > 1 von den insgesamt (fgz;) Koeffizienten mindestens
einen gibt, der nicht identisch verschwindet.

Koeffizient beziiglich der hochsten Ordnung

Definitionsgemaf gilt =, j, (4. 145¢) Zik—1 AT, d.h. die (fgg) Koeffizienten von =; ;, hangen

im Allgemeinen von den Koeffizienten der vorhergehenden Folgenglieder Z, ; mit k <k

32Die Unimodularitit der Gesamtmatrix kann durch direkte Berechnung der Inversen bestéitigt werden.
Wie schon in Beispiel 4.57 hat auch hier die Einschrankung auf F keinen Einfluss, denn die beiden
skalaren Gleichungen in F (0,6, 0) lassen sich nach p auflésen, aber in Q tritt weder j; noch ps auf.
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ab und sind demnach nur rekursiv zu ermitteln. Dadurch wird der Nachweis, dass es
stets mindestens einen nichtverschwindenden Koeffizient gibt, erheblich erschwert. Eine
Ausnahme stellen die Koeffizienten zur jeweils hochsten Ableitungsordnung dar. Mit der
bisher etablierten Notation (siche insbesondere die Definition von ¢* in (4.162)) lasst sich
dazu das folgende Ergebnis festhalten:

Lemma 4.59. Fir k > k* gilt coeffg, (I'y) = ¢*.

Beweis: Fiir k = k* entspricht die Behauptung der Definition (4.162) von ¢*. Fir
k > k* nutzt man die Produktregel der Differentiation. Zunachst werden die n Faktoren
von 'y durchgehend nummeriert:

4.149a
Fk ( = ) M1 VANIRAN Hi.n, (4175)
mit ;= wﬁk_k%) firi=1,...,nq und i = dFZ-(k_Q) firi=1,...,np. Jede dieser
1-Formen hat die Struktur
firi = 2 d0P + by ;dO*Y + Tn.O., (4.176)

wobei in T.n.O. alle Summanden niedrigerer®® Ableitungsordnung beziiglich d@ zu-
sammengefasst sind. Die Zeilenvektoren ay;, by ; € K™ enthalten die entsprechenden
Koeffizientenfunktionen. Die Anwendung der Zeitableitung ergibt

%,uk,i = ,L'L]m’ = Hk+1,i = ak7,~d0(k+1) + (a,m + bkﬂ)dO(k) + T.n.O. (4177)

und die wiederholte Anwendung liefert
l
(L) pri = 14y = prri = 2, dOEHD 4 (1 a; + by )dOEH"D £ Tn 0. (4.178)

Fasst man (4.176) als Definitionsgleichung fiir die Koeffizientenvektoren ay ;, by ; beziiglich
der Basis-1-Formen mit der hochsten bzw. zweithdchsten Ableitungsordnung auf, lasst
sich aus Gleichung (4.178) fiir £ > k* und | > 0 die Berechnungsvorschrift

Ak = Ak (4179&)

)

bk+l,i =1 fi;m + bk»i (4179b)

ablesen. Bildet man nun die 2-Form pu4; A ftx41,; und betrachtet die Koeffizienten dieser
Zweiform beziiglich der Basiselemente®* dg*+) A d*+D fiir beliebige r, s € {1,...,n},
so ist klar, dass diese unabhangig von [ sind und nur Terme aus a;; und a;; ent-
halten. Das gleiche gilt fiir Keilprodukte mit mehr als zwei Faktoren aus der Menge
{th411, - - tkt1n } und folglich auch fur die n-Form I'yy; = pigi1 A+ .- A pgg1. Diese hat
unter ihren zahlreichen Basiselementen genau eines, dessen Faktoren alle aus der Menge

33Genauer gesagt, mit niedrigeren Ableitungsordnungen als die explizit angeschriebenen Terme sie
besitzen.

34D.h. beziiglich derjenigen Basiselemente von A?(X__), deren Faktoren jeweils beide die héchste mégliche
Ableitungsordnung (k + 1) aufweisen.
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{a6"*) . de%*+} stammen, d.h. aus der Menge der Basis-1-Formen mit der (hochst-
moglichen) Ableitungsordnung k + [. Dieses Basiselement entspricht dann gerade der n-
Form Oy, siehe (4.161). Mit anderen Worten: Der zum Basiselement Oy, gehérende
Koeflizient von I'y4; ist unabhéngig von I. Es gilt also coeffg, ,(I'r1i) = coeffg, (I'y) fiir
k> k* und [ > 0 und damit ist die Behauptung erfillt. O

Aus Lemma 4.59 kann man nun eine konkret iiberpriifbare hinreichende Bedingung
fiir Nichtflachheit folgern:

Satz 4.60. Das betrachtete mechanische System ist nicht flach, wenn fiir mindestens ein
ie{l,....,nq} gilt

C*

L0, (4.180a)
L#0. (4.180b)

Ei,k*
Beweis: Aus Lemma 4.59 und Voraussetzung (4.180a) folgt
Tprs1 = Opepq + Lpegr # 0, (4.181)

wobei fk hier alle Summanden mit Basis-n-Formen erfasst, die anders als O« (siche
(4.161)) nicht ausschlielich aus dem Produkt von Basis-1-Formen mit der hochstmégli-

chen Ableitungsordnung k* + 1 bestehen. Da die Basis-1-Formen d6* ™ .. dg¢*"+1 in
=ik nicht auftreten, gilt

Eikt1|r = (Zipr A Diega)| 7
= (" Zipr N Opey1)| 7 + (Ezk A fk) -
20

£0. (4.182)

Diese Argumentation ldsst sich, wiederum mit Hilfe von Lemma 4.59, induktiv fortsetzen,
sodass Z; g+ 7 # 0 fiir alle [ > 0 gilt und mit Korollar (4.55) die Behauptung folgt. [

Die Auswertung der in Satz 4.60 formulierten hinreichenden Bedingung fiir Nicht-
flachheit ist fiir eine gegebene unimodulare Vervollstandigung Q (%) vergleichsweise
einfach. Sie lduft im wesentlichen darauf hinaus, die zu Q (%) gehorenden 1-Formen

w zu bestimmen, mittels (4.148) und (4.150) die Konstanten kg, und k* abzulesen und
dann durch ggf. wiederholte Anwendung von % die n-Form

T =y A Awny AR AL AdEE D (4.183)
auszurechnen. Von dieser interessiert fiir die Uberpriifung von (4.180a) nur der zu
Op = d@gk*) A...ANdO%) gehérende Koeffizient ¢* bzw. dessen Einschrinkung auf . Im

nachsten Schritt ist dann noch das Keilprodukt (4.180b) zu evaluieren, wobei bis auf dw;
alle notwendigen Groflen bereits als Zwischenergebnis vorliegen.

Wie eingangs bereits angekiindigt, ist der Nutzen der durch Satz 4.60 ausgedriickten
notwendigen Flachheitsbedingung stark begrenzt. Wie in den beiden folgenden Beispielen
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gilt auch fiir alle anderen im Rahmen der Arbeit untersuchten Systeme ¢* = 0. Die
Vermutung liegt nahe, dass es dafiir systematische Ursachen gibt. Die sich daraus
ergebenden offenen Fragen sind im Abschnitt 7.2 zusammengefasst.

Beispiel 4.61 (Fortsetzung von Beispiel 4.57 (einachsiges ebenes Fahrzeug); Implemen-
tierung: [(10)]). In (4.168) wurde bereits kq, = 0 festgestellt, demnach gilt laut (4.150)
k* = 2. Der entscheidende Koeffizient ¢* fiir dieses System ergibt sich also aus

c* = coeffe, (I's) = coeff i, \qg g, (T'2) mit To =1 Ay AdFy. (4.184)

Die 3-Form I'y lésst sich mit CAS-Unterstiitzung direkt berechnen. Die (g) = 84 Koeffi-
zienten bestehen entweder aus umfangreichen Ausdriicken oder verschwinden identisch.
Insbesondere gilt ¢* = 0. Grund hierfiir ist, dass bereits in der 2-Form &, A dF; keine

Basiselemente mit ausschliellich der hochsten Ableitungsordnungen auftreten.
Die hinreichende Bedingung fiir Nichtflachheit aus Satz 4.60 ist mithin nicht erfiillt
und es bleibt weiter offen, ob fiir dieses System ein flacher Ausgang existiert oder nicht.
<

Beispiel 4.62 (Fortsetzung von Beispiel 4.58 (Planar verschiebliches Pendel mit Zu-
satzmasse); Implementierung: [(11)]). Im Zusammenhang mit (4.174) wurde kq, = 1
bestimmt, sodass ebenfalls k* = 2 gilt. Analog zum vorhergehenden Beispiel, allerdings
mit dem Unterschied np, = 2, ist die 4-Form I'y ausschlaggebend fiir ¢*. Es tritt auch hier
das gleiche Problem auf, denn aus (4.172) und (4.173) lasst sich

ordag (@ A dFy) = ordag ((dp + dgy + Tn.0.) A (dfa + dés + cadpa)) <2 (4.185)

direkt ablesen®. Es gilt also wieder ¢* = 0 und folglich kann auch fiir dieses Beispiel die
vom Autor vermutete Nichtflachheit nicht nachgewiesen werden. <

4.7.3 Resiimee

Durch die Umformulierung der allgemeinen Integrabilitiatsbedingung (4.59) aus Satz 4.22
zur Keilproduktbedingung (4.126) aus Satz (4.50) wurde einerseits eine leichter abpriif-
bare Bedingung erhalten, andererseits jedoch die Unimodularitiatsforderung fiir den
(Polynommatrix-wertigen) integrierenden Faktoren nicht beriicksichtigt. Folglich wurde
aus der notwendigen und hinreichenden Bedingung nur eine notwendige (siche Bemer-
kung 4.52). Um aus den a priori unendlich vielen zu tiberpriifenden Gliedern der Folge
Zi0,Zi1, - - (siche (4.149) und Korollar 4.55) eine vergleichsweise einfache Bedingung zu
erhalten, wurde die Betrachtung dann auf den hochsten Koeffizienten ¢* eingeschrankt,
weil dieser nach Lemma 4.59 unabhéngig von der maximal berticksichtigten Ableitungsord-
nung k ist. Fiir die betrachteten Beispielsysteme erwies sich die so erhaltene notwendige
Flachheitsbedingung (siehe Satz 4.60) allerdings als zu schwach. Insofern stellen die

35Es sei angemerkt dass die beteiligten 1-Formen ¢; und dFy jeweils Basis-1-Formen bis zur Ableitungs-
ordnung zwei aufweisen. D.h., a priori wiirde man eine entsprechende Ableitungsordnung auch fiir
das Keilprodukt erwarten.
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Resultate aus Abschnitt 4.7 im Wesentlichen ein negatives Ergebnis dar. Andererseits
bietet der in Satz 4.50 formulierte prinzipielle Zugang immerhin fiir den Eingrofienfall
eine erhebliche Vereinfachung gegentiber der in [Lé11] vorgeschlagenen Herangehensweise
(siche Beispiel 4.53). Dariiber hinaus ergeben sich aus Sicht des Autors relevante Fragen
fiir weitere Untersuchungen. Diese sind in Abschnitt 7.2.2 festgehalten.

4.8 Konfigurationsflachheit

4.8.1 Allgemeine mechanische Systeme

Bei mechanischen Systemen der Form (2.8) nehmen die Konfigurationskoordinaten 6 in
der Menge aller moglicher (allgemeiner) SystemgroBen offensichtlich eine herausgehobene
Stellung ein. Trajektorien fiir 8(+) enthalten mehr Information als Trajektorien fir die
zugehorigen Geschwindigkeiten @(-) oder andere aus Ableitungen entstehende GroBen.
Daher liegt die Vermutung nahe, dass dieser ,hohere Informationsgehalt® auch fiir die
Flachheitsanalyse eine Rolle spielen kann.

In [RM96] (bzw. in der iiberarbeiteten Version [RM98]) wurde der Begriff der Konfigura-
tionsflachheit eingefiihrt, wobei das Konzept in der etwas élteren Publikation [MRS95, S.
1] bereits benannt ist. Im vorliegenden Kontext ist folgende Definition zweckmafig:

Definition 4.63. Gibt es fiir ein entsprechend der Definition 4.1 flaches mechanisches
System?®® einen flachen Ausgang, der nicht von 6 oder héheren Ableitungen abhéngt, gilt
also y(t) = hy(0(t)), so heiflen das System und der entsprechende Ausgang konfigura-
tionsflach. <

Bemerkung 4.64. Fiir den Mehrgrofienfall, d.h. nq > 2, existieren fiir jedes konfigu-
rationsflache System immer auch nicht konfigurationsflache Ausgénge. Sei z.B. (y1,y2)
ein konfigurationsflacher Ausgang. Dann ist (91, 92) = (y1, y2 + 1) ebenfalls ein flacher
Ausgang, der aber offensichtlich nicht konfigurationsflach ist. Folglich kann allein mit der
Existenz eines flachen Ausgangs der von 6 oder hoheren Zeitableitungen abhéngt, die
Eigenschaft Konfigurationsflachheit keinesfalls ausgeschlossen werden. <

Bemerkung 4.65. Fir ein vollstandig aktuiertes System gilt nq = n bzw. 8 = q. In
diesem Fall besteht die partiell linearisierte Darstellung (2.18) aus n Doppelintegratoren.
Offensichtlich lassen sich dann die Trajektorien fiir alle Konfigurationskoordinaten @ frei
wahlen und auflerdem alle Systemgrofien inklusive der Eingénge direkt aus den Trajekto-
rien fiir die Konfigurationskoordinaten berechnen. Damit gilt: Jedes vollstandig aktuierte
mechanische System ist konfigurationsflach und y = 6 = q ist ein konfigurationsflacher
Ausgang. <

Durch die Einschrankung auf y = hy(0) lasst sich die Existenzfrage beztiglich konfi-
gurationsflacher Ausgénge leichter beantworten als im allgemeinen Fall, d.h. fiir einen
beliebigen flachen Ausgang. In [RM98] wird ein endlich abpriifbares Kriterium, also eine

36D h. in der allgemeinen Systemdarstellung (4.2) gilt x = 6 und v = 2.
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zugleich notwendige und hinreichende Bedingung, angeben, mit dem die Frage nach der
Konfigurationsflachheit fiir konservative, holonome mechanische Systeme mit n, = 1 (d.h.
n Freiheitsgraden und n — 1 Stellgréfien) beantwortet werden kann. In [SI12] wird dieses
Kriterium auf Systeme mit n, > 1 verallgemeinert. In beiden Arbeiten wird ausgiebig
auf Argumente und Methoden der Riemannschen Geometrie zuriickgegriffen. Ist das
Kriterium fiir Konfigurationsflachheit nicht erfiillt, kann — nach bisherigem Kenntnisstand
— immer noch ein flacher Ausgang existieren, der dann aber notwendig von 6 oder hheren
Ableitungen abhéngt.

Gleichzeitig ist festzuhalten, dass alle (dem Autor bekannten) Beispiele fiir entspre-
chend Definition 2.3 (quasi)-konservative flache mechanische Systeme in der Literatur
konfigurationsflach sind, siehe z.B. [MRS95, FRA13]. Aus diesen Uberlegungen motiviert
sich die folgende Vermutung.

Vermutung 4.66. Jedes flache quasi-konservative mechanische System ist konfigura-
tionsflach. 4

Sollte sich diese Hypothese belegen lassen, wiirde mit dem oben erwdhnten Kriterium
fiir Konfigurationsflachheit fiir eine bedeutende Klasse von regelungstechnisch relevan-
ten Systemen ein echtes Flachheitskriterium zur Verfiigung stehen und damit kénnte
die Menge an Systemen mit unklarem Flachheitsstatus (siche Abbildung 4.2) deutlich
reduziert werden.

Bemerkung 4.67. Bis auf [RM96, RM98, SI12] und den eigenen Beitrdgen [KR14c,
KR15a] sind dem Autor keine Quellen in der wissenschaftlichen Literatur bekannt, die sich
explizit mit Konfigurationsflachheit auseinandersetzen. Insbesondere die oben formulierte
Hypothese scheint bisher kein signifikantes Forschungsinteresse geweckt zu haben. <

4.8.2 Konfigurationsflachheit linearer Systeme

In diesem Abschnitt wird unter der Nutzung der Argumentation in [KR14c, KR15a]
gezeigt, dass die Vermutung 4.66 zumindest fiir den linearen Fall zutrifft.
Die Einschrankung auf lineare mechanische Systeme der Form (siehe auch (3.6) und

(4.3))
F(0,0,0) = (M, M,,)0 +R,0 +K,0 =0 (4.186)

ist ein naheliegender Ansatz, denn dadurch ergeben sich erhebliche Vereinfachungen:
Wie bereits in Abschnitt 4.1 erwédhnt, ist fiir lineare Systeme Flachheit dquivalent
mit Steuerbarkeit [FLMR95, Satz 2] und damit leicht tberpriifbar. Aulerdem lassen
sich die in den Abschnitten (4.4) und (4.7) verwendeten Polynommatrix-Methoden
deutlich unkomplizierter anwenden, weil die Koeffizienten der Polynome nun aus R
statt aus I stammen, d.h. reelle Zahlen anstelle von meromorphen Funktionen der
Systemgrofien sind. Dadurch kann z.B. zur Unimodularitéatspriiffung einer Matrix ihre
Determinante herangezogen werden, siche auch Abschnitt A.17. Dariiber hinaus ist die
Integrabilitatsanforderung (4.48b) an den flachen Ausgang des Variationssystems trivial
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erfiillt, denn jede 1-Form w mit konstanten Koeffizienten erfiillt dw = 0 und ist folglich

integrabel.

Da sich Vermutung 4.66 nur auf quasi-konservative Systeme bezieht, kann R, (30 0

vorausgesetzt werden. Durch die Anwendung der d&ueren Ableitung auf (4.186) erhélt
man dann

f::_B;:__\ 2 ggL
dF — ((MM M) (4) + K, ) a6, (4.187)

)

. . . . d d npXn
und somit unmittelbar die Polynommatrix Pg (E) eR [E}

Zunéchst wird nun Konfigurationflachheit als spezielle unimodulare Vervollstandigung
charakterisiert.

Lemma 4.68. Das durch die Polynommatriz Py (%) beschriebene lineare mechanische
System (4.186) ist konfigurationsflach, wenn es eine rein reelle Matriz Q € R™*™ gibt,

die P (%) zu einer unimodularen Matriz vervollstandigt. Mit anderen Worten:

det ( PF(ggt) ) = konst # 0. (4.188)

Ein konfigurationsflacher Ausgang ist dann durch y = Q6 gegeben.

Beweis: Eine von % unabhéangige unimodulare Vervollstandigung Q € R"a*™ stellt
einen Spezialfall der in Satz 4.17 beschrieben Situation dar. Sie ist gleichzeitig die
verallgemeinerte und die klassische Jacobimatrix der linearen Abbildung hy(6) = Q8, die
offensichtlich nicht von Zeitableitungen von @ abhéngt. Entsprechend der Definition 4.63

ist y = Q8 ein konfigurationsflacher Ausgang. O]

Um zu zeigen, dass aus der Quasi-Konservativitat von System (4.186) immer die
Existenz einer rein reellen Q-Matrix entsprechend Lemma 4.68 folgt, ist es zweckmafBig,
die z.B. in [Wol74, Kai80, Reil4] etablierten Methoden wie etwa das Hautus-Kriterium
direkt verwenden zu kénnen. Diese Methoden beruhen auf einer Laplacetransformation
der linearen Systemgleichungen (4.186). Ersetzt man den Zeitableitungsoperator % durch
die Laplace-Variable s, dann liefern beide Zugénge die gleiche Polynommatrix

R 4.187
Pp (&) 2Pp(s) "= Pos® + P (4.189)

und fiir die linearen Systemgleichungen erhélt man dann die auch als ,,Kerndarstellung*,
siehe z.B. [Wil07], bezeichnete Form

Pr(s)8(s) =0, (4.190)

wobei O(s) die laplacetransformierten Systemgrofien 6(t) bezeichnet,
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Die Steuerbarkeit des Systems (4.186) kann vorausgesetzt werden, denn sonst wére es
nicht flach und damit auch nicht konfigurationsflach. Auf Ebene der Polynommatrix Pg(s)
ist Steuerbarkeit dquivalent zur Hyperregularitit wobei im vorliegenden zeitinvarianten
Fall die Bezeichnung Linksteilerfreiheit tiblich ist, siche auch Abschnitt A.17.1. Mit dieser
Vorbereitung lasst sich nun auf das folgende etablierte Resultat zuriickgreifen:

Lemma 4.69 (Verallgemeinertes Hautus-Kriterium). Die Polynommatriz Pg(s) €
R[s]™*™ ist genau dann linksteilerfrei (bzw. hyperregulir), wenn rank Pg(s) = np Vs € C
gilt.

Beweis: Siehe z.B. [Reil4, Abschnitt 6.4]. O

Aus der Quasi-Konservativitéit resultiert die Tatsache, dass in den Systemgleichungen
nur Ableitungen 2. und 0. Ordnung und somit in Pg(s) nur gerade Potenzen der Laplace-
Variablen s auftreten. Mit der Substitution

5:=s" (4.191)
kann demzufolge die Bedingung (4.188) in
det < stg Po ) = konst # 0. (4.192)

umformuliert und somit die fiir das Determinantenproblem formal zu beriicksichtigenden
Koeffizienten halbiert werden.

Bei P35 + Py € R[§]"*" handelt es sich um eine sogenannte lineare Matrizenschar.
Dabei unterscheidet man zwischen regularen und singularen Matrizenscharen, siehe z.B.
[Gan86, Kapitel 12]. Der erste Fall bezeichnet quadratische Matrizen, deren Determinante
nicht das Nullpolynom ist, der zweite Fall umfasst alle anderen Matrizenscharen und
somit auch die rechteckige Matrix Py§ 4+ Py. Fiir diese mathematischen Objekte steht
das folgende Untersuchungswerkzeug zu Verfiigung;:

Lemma 4.70. Jede singulire Matrizenschar A(3) := Ay + A8 mit Ay, Ay € R™M*"
kann mit Hilfe der requldren Zahlenmatrizen U € GL(ny) und V € GL(ny) durch

Axon(3) = UA(3)V (4.193)

in die sogenannte Kronecker-Normalform tberfihrt werden, die sich durch die fol-
gende Block-Diagonal-Struktur auszeichnet:

Axron(8) = blockdiag(0, L, (8), . .., Le, (3), L7 (3), ..., Ly (3), Ag + Ay3)  (4.194)

= @) . (4.195)
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Dabei ist O € RN N2 eine passend geformte Nullmatriz, die Ly (3)-Blicke haben die

Struktur
E+1

Li.(3) = k (4.196)

und der Block Ag + A435 ist eine requlire Matrizenschar.

Beweis: Siche [Gan86, Kap. 12]. O

Fiir den Block O sind insbesondere auch die Félle Ny, Ny = 0 zulassig. Der Fall Ny =0
bedeutet dann z.B., dass der L.,-Block zwar in der ersten Zeile von Ak,on(5) beginnt
aber die ersten N, Spalten Nullspalten sind. Um zum Nachweis der Existenz einer rein
reellen unimodularen Vervollstandigung entsprechend (4.192) zu dienen, reicht es, die
Normalform auf die speziellen Eigenschaften von Py + P8 einzuschranken.

Lemma 4.71. Sei ny < ny. Wenn die Schar A(S) = Ay + A5 linksteilerfrei (d.h.
hyperregular) ist und auferdem rank Ay = ny gilt, dann treten in der zugehdrigen
Normalform keine L (3)-Blicke und kein regulirer Block auf. Ferner gilt Ny = 0 und
Ny +a=n9 —ny.

Beweis: Da U, V regular sind, gilt
rank A(S) = rank Ag,on(3). (4.197)

Aus Lemma 4.69 folgt nun, dass in Ak, () fiir alle § € C vollen Zeilenrang aufweisen
muss. Diese Bedingung ist nur fiir die L.-Blocke und die Nullmatrix mit N; = 0 erfiillt.
Insbesondere kann der regulire Block Ay + A3 nicht auftreten, denn einerseits giibe es
fiir A; # 0 mindestens einen Eigenwert 5* € C, fiir den es zu einem Rangabfall kommt.
Andererseits stiinde A; = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung rank A; = n,. Da
Axon(8) also nur aus Ny Nullspalten und « L.-Blocken mit jeweils einer ,iiberschiissigen*
Spalte besteht (siehe (4.194) und (4.196)), ergibt sich insgesamt ein Spalteniiberschuss
ny — Ny von Ny + «. O

Nach diesen Vorbereitungen lasst sich, wie angekiindigt, die Vermutung 4.66 fiir den
linearen Fall beweisen.

Satz 4.72. Fir quasi-konservative lineare mechanische Systeme der Form (4.186) sind
Flachheit und Konfigurationsflachheit dquivalent.

Beweis Ausgangspunkt ist die Kronecker-Normalform Py,.,(5) der Matrix Py + P33,
An Stelle von (4.192) wird also

det ( Picron (5) > = konst # 0. (4.198)
QKron
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mit der rein reellen Matrix Qg,on betrachtet. Da die Schar Pg+ P»5 die Voraussetzungen
von Lemma 4.71 erfillt und Pg,on(8) somit die sehr einfache Struktur

Pxyon(5) = blockdiag(O, Le, (5), ..., L., (3)) (4.199)
No e1+1

: :0...01 s
= .. : (4.200)
eat+1
1 50...0
0...01 s

annimmt, lasst sich direkt eine unimodulare Vervollstdndigung angeben: Zunachst wahlt
man zu jedem der L.-Blocke gerade den Koordinateneinheitsvektor aus R sodass
die 1 gerade unter der letzten Spalte des jeweiligen Blocks platziert ist, in der aufler
Nulleintradgen nur einmal § auftritt. Damit sind «a Zeilen von Qg,on festgelegt. Die noch
fehlenden Ny Zeilen werden dann mit der Blockmatrix (In,, On,x,) aufgefiillt.

Die Unimodularitat der so vervollstandigten Gesamtmatrix (ngf)) folgt aus der
Berechnung der Determinante mit Hilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes, ange-
wendet auf die unteren ngy = Ny + o Zeilen. Im nachsten Schritt berechnet man die
Determinante der verbleibenden oberen Dreiecksmatrix mit ausschliefSlich 1-Elementen
auf der Diagonalen und erhélt

det [ Frxeen(3) ) _ 4y (4.201)
QKron
Die Umkehrung der Transformation (4.193) lésst sich nun auf die Gesamtmatrix erweitern,
Po + P2§ U_l 0 PKron(g) —1
_ v 4.202
( Q ) ( 0 Inq> ( QKron ( )
woraus sich unmittelbar
Py + P53 +1
det = ————— = konst # 0 4.203
¢ ( Q ) detUdetv  Romst? (4.203)

ergibt. Damit ist gezeigt, dass unter den angegebenen Voraussetzungen stets eine rein reelle
unimodulare Vervollstindigung Q = Qgyon V! und somit stets ein konfigurationsflacher
Ausgang existiert. |

Bemerkung 4.73. Ein dhnliches Problem (Vervollstandigung einer rechteckigen zu einer
unimodularen Polynommatrix durch nur mit Zahlen besetzten Zeilen) entsteht bei der
Frage, ob bei einem System in Zustandsraumdarstellung immer ein flacher Ausgang®’
existiert, der nur von den Zustandskomponenten abhéngt, vgl. [Reil4, Satz 6.17]. <

3"Dort als Tupel von ,BasisgréBen bezeichnet.
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Offensichtlich dient die ggf. aufwendig zu bestimmende Transformation in die Kronecker-
Normalform nur zum Beweis, dass stets eine passende rein reelle Matrix Q € R"a*"
existieren muss. Fiir die tatsdchliche Berechnung eines konfigurationsflachen Ausgangs
ist diese Transformation nicht erforderlich. Stattdessen kann die Matrix Pg(s) sukzessive
durch geeignete Zeilen erganzt werden, sodass die Hyperregularitit erhalten bleibt, was
sich mit dem Hautus-Kriterium (siche Lemma 4.69) tiberpriifen lasst. In der letzten Zeile
kann dann ein Ansatz mit n freien Parametern eingesetzt werden, um die Bedingung
(4.192) zu erfiillen. Da die freien Parameter nur in einer Zeile auftreten, lassen sie sich dann
aus einem linearen Gleichungssystem bestimmen. Dieses Vorgehen ist in den folgenden
beiden Beispielen illustriert.

Beispiel 4.74 (Zwei visko-elastisch gekoppelte Wagen; Implementierung: [(12)]). Be-
trachtet wird das in Abbildung 4.10 dargestellte Eingroflensystem aus zwei translatorisch
beweglichen Korpern, die tiber eine lineare Feder elastisch gekoppelt sind. Auf den lin-
ken Korper wirkt die Stellgrofie. Um den Einfluss von nichtkonservativen Termen zu
verdeutlichen, sind im Modell zuséatzlich zwei viskose Dampfungselemente enthalten.

q1 R
§ do - dy
T1
- K4 Ko
C1

Abbildung 4.10: Lineares mechanisches System mit zwei translatorischen Frei-
heitsgraden und einer Eingangsgrofe.

Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten in der Form (2.8) (bzw. fiir dieses
System dquivalent (3.6))

maop1 + meGy + dip1 + c1ps _ (0 (4.204)
mep1 + (m1 + ma)§1 + dod Gy '

Daraus erhélt man durch Weglassen der unteren Zeile unmittelbar die implizite Darstel-
lung (4.186) und durch Bilden der Jacobimatrizen beziiglich 8, 8 und 6 die polynomiale
Systemgleichung (siche (4.190))

(Cl +dis+ m252 m232> (gigi;) =0. (4205)

Pr(s)

Das Hautus-Kriterium (Lemma 4.69) ist genau dann erfiillt, wenn may, ¢; # 0 gilt.
Als Ansatz fiir eine unimodulare Vervollstandigung, die rein reell (also unabhéngig
von s) ist, wird

Q = (a1 agp) € RY? (4.206)
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verwendet, woraus sich als Determinante der Gesamtmatrix

Pr(s c1 4+ dis + mas® mos?

(4.207)

ergibt. Die Bedingungen fiir die Existenz eines linearen konfigurationsflachen Ausgangs
liest man direkt ab, da die Koeffizienten zu s? und s' verschwinden miissen.

aso — ayo =0, (4.208a)
a270d1 =0. (4208[))

Offensichtlich gibt es fir d; # 0 nur die triviale Losung a; ¢ = azo = 0. Damit wére die
Determinante gleich Null und Q keine unimodulare Vervollsténdigung.

Betrachtet man nun aber den quasi-konservativen Fall d; = 0 ergeben sich unendlich vie-
le Losungen fir das Gleichungssystem (4.208a). Einen physikalisch gut interpretierbaren
flachen Ausgang erhélt man mit a; o = aso = 1:

y1=Q0=(11) (21) =m+a. (4.209)

Dieser flache Ausgang entspricht offensichtlich gerade der Absolutposition des nicht
aktuierten Korpers.

Natiirlich kann auch fiir d; # 0 ein flacher Ausgang angegebenen werden. Dieser hingt
dann aber von den Geschwindigkeiten ab, siche [(12)] fiir die Detailrechnung:

d? di . dy.
! )pl — 71p1 — 71 qi1. (4210)
C1 C1

y1=q + (1 —
C1Mo

<

Beispiel 4.75 (Linearisiertes Modell des einachsigen Fahrzeugs aus Beispiel 4.57; Imple-
mentierung: [(13)]). Als MehrgroBenbeispiel wird nun das in Abbildung 4.8 dargestellte
ebene einachsige Fahrzeug mit drei Freiheitsgraden untersucht. Die Bewegungsgleichungen
dieses Systems sind nichtlinear und durch Anwendung der in [RM98] vorgeschlagenen
Methode lésst sich zeigen, dass es nicht konfigurationsflach ist.

Durch Linearisierung des Systems um die durch 8 = (p; 0 0)7 festgelegte Ruhelage,

. 2
erhdlt man die implizite Darstellung Py8 + P,0 = (PO + P, - (%) ) 6 = 0 mit

Py = (—gmlsl +gma (=i — s2)  —gmusy + gma (I — s2) _9m252) , und (4.211a)

Py = (J012+lgmo+m1(lo+81)2+m2(l0+11+82)2 Jiz+misi(lo+s1)+ma(li+s2)(lo+Hl1+s2) J2+m282(lo+l1+52))
(4.211D)

wobei abkiirzend Jy1o = Jy + J1 + Jo bzw. Ji5 := J; + Jy geschrieben wurde. Da die
Eintrage von Py, Py nicht von p] abhéngen ist dieses linearisierte Modell auch fiir die
Uberfithrung zwischen verschiedenen Ruhelagen verwendbar, siehe [LR06, KR 14a].
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4.8 Konfigurationsflachheit

Zur Vereinfachung werden nun fiir die Systemparameter Zahlenwerte (konsistent zu
[KR15a]) eingesetzt und der Ubergang zum Laplacebereich vollzogen:

Pr(s) = Py+ Pps® = (—40+ 2135 —40 +14.25* —10+4.15%). (4.212)

Gesucht ist nun die Vervollstindigungsmatrix Q € R?*3, sodass (Pgs)) unimodular ist.

Dazu kann man die erste Zeile von Q = (8;) fast beliebig wahlen. Lediglich muss die

Matrix (Pa(ls)> linksteilerfrei (d.h. hyperregular) sein. Da durch y; = Q160 bereits eine
Komponente des flachen Ausgangs festgelegt wird, kann man diesen Freiheitsgrad nutzen
und y; entsprechend der zu l6senden Steuerungsaufgabe festlegen. Mit Q; = (1 —1 1)
erhdlt man y; = p; — ¢1 + ¢2 und damit gerade den Absolutwinkel des Korpers Kj
gegeniiber der Gravitationsrichtung, siehe Abbildung 4.8. Die zweite Zeile bestimmt man
dann durch den parametrischen Ansatz

—40 +21.3s* —40+ 14.2s* —10+4.1s? '
det 1 -1 1 = d = konst # 0, (4.213)
aq (05} as

woraus sich durch Koeffizientenvergleich

86 183

— g — - —n — —— 4.214
a; = as 1555d und  ay as 31100[ ( )
ergibt. Da der konkrete Wert der Determinante ohne Bedeutung ist, kann man die
Parameter a3 und d so wahlen, dass man gy, mithilfe einfacher Dezimalbriiche angeben

kann. Beispielsweise liefern a3 = 0 und d = —31.1
y2 = 1.72p; + 1.83¢:. (4.215)

Die Tatsache, dass eine Losung fiir die Parameter aq, as, as gefunden wurde rechtfertigt

Pr(s)
nachtréiglich die Wahl fiir Q;. Wére (Pg(ls)) nicht linksteilerfrei, dann kénnte < él )
auch nicht unimodular sein, siehe Lemma A.14. ’

Selbstversténdlich sind auch andere Festlegungen fiir Q; moglich, siehe [KR14a, KR15a]
bzw. [(13)]. <
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Kapitel 5
Entwurf von Solltrajektorien

5.1 Motivation und Uberblick

Um ein regelungstechnisches System von einem gegebenen Anfangszustand in einen
gewlinschten Endzustand zu iiberfithren, gibt es im Wesentlichen zwei Anséitze.

Der erste besteht darin, den gewiinschten Endzustand mittels einer geeigneten Riickfiih-
rung in eine (lokal) asymptotisch stabile Ruhelage zu verwandeln und die Uberfiihrung
dann der Eigendynamik des riickgefiihrten Systems zu tiberlassen. Dieses Vorgehen lasst
sich als ,,Fihrungssprungantwort® auffassen und ist fiir viele Systeme, vor allem fiir
lineare, vergleichsweise einfach umzusetzen. Nachteil dieses Ansatzes ist, dass wichtige
Eigenschaften der Uberfithrungstrajektorie, wie die Amplitude der Stellsignale und die
Dauer der Uberfithrung nur indirekt iiber die Reglerparameter beeinflusst werden konnen
bzw. unmittelbar von den im Entwurf unberiicksichtigten Anfangswerten abhiangen. Dar-
tiber hinaus ist zu beachten, dass im allgemeinen (nichtlinearen) Fall je nach Konstellation
von Anfangs- und Endzustand eine stabilisierende Riickfithrung mit entsprechend grofiem
Einzugsbereich ggf. nur schwer bestimmt werden kann bzw. gar nicht existieren muss.

Der zweite Ansatz ist, explizit eine Uberfithrungstrajektorie fiir das System und die
gegebene Konstellation aus Anfangs- und Endwerten zu planen und die so bestimmten
zeitabhangige Stellsignale auf das System aufzuschalten. Im Allgemeinen erfordert dies die
Losung einer nichtlinearen dynamischen Randwertaufgabe (RWA?!) mit unendlichen vielen
Freiheitsgraden, namlich gerade dem Verlauf der StellgroBen, sowie der Uberfithrungszeit.
Dieser Prozess wird als Trajektorienplanung oder auch als Steuerungsentwurf bezeichnet,
siehe z.B. [LaV06, Kapitel 14] fiir eine allgemeine Einordnung.

Vorteile einer expliziten Trajektorienplanung sind potentiell bessere Ergebnisse z.B. in
Form von kiirzerer Uberfiihrungszeit und geringerem Uberschwingen sowie eine grofere
Flexibilitat z.B. durch Berticksichtigung von Beschrankungen und/oder Optimalitétsfor-
derungen?. Nachteilig ist der zusitzliche Aufwand fiir Entwurf und Implementierung.

Bemerkung 5.1. Auf Grund von externen Stérungen sowie von Modell- und Anfangs-
fehlern treten bei der Anwendung einer reinen Steuerung im Allgemeinen Abweichungen
zwischen den geplanten und tatsachlichen Verldufen der Systemgrofien auf. Um die-
sen Abweichungen entgegenzuwirken wird deshalb oft zusétzlich noch eine geeignete

! Auch: Randwertproblem, engl. boundary value problem (bvp).
2Diese Aspekte werden in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht betrachtet. Stattdessen sei auf [Gral5]
und die dort angegebenen Referenzen verwiesen.
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5.1 Motivation und Uberblick

Rickfithrung der Systemgrofien implementiert. Man spricht dann von einer Trajektorien-
folgeregelung (engl. trajectory tracking control [RPK13]). Da bei diesem Ansatz Steuerung
und Regelung und damit Fithrungs- und Storverhalten unabhéngig voneinander ausgelegt
werden kénnen, ist auch von einer Zwei-Freiheitsgrade-Regelung (engl.: Two-Degree-of-
Freedom-control) die Rede [Kre99]. <

Zur Losung der Randwertaufgabe existieren unterschiedliche Anséitze, von denen
einige in den folgenden Abschnitten ndher untersucht werden. Ausgangspunkt fiir die
Problemformulierung ist die allgemeine eingangsaffine Zustandsdarstellung

x =f(x)+ G(x)T (5.1)
mit x(t) € X CR™, f(x) e R™, G(x) e R™ ™ 7(t) e R™

Betrachtet werden die Trajektorien auf dem Zeitintervall [0, 7] mit den (gewtnschten)
Randwerten
(5.2)

Xson(0) =1 x5, und xeon(7) =: xion.

Konkret gesucht ist also eine Stellgrofientrajektorie 7 : [0,7] — R™, die das System aus
dem Anfangs- in den Endzustand tberfiithrt. Die Herausforderung besteht darin, die
System-DGLn zu l6sen, ohne a priori den Verlauf des Eingangssignals zu kennen. Diese
Problemstellung ist grundsatzlich von einer Anfangswertaufgabe (AWA) zu unterscheiden.
Bei einer AWA ist der Verlauf des Stellsignals 7(-) gegeben, dafiir liegen Randwerte
nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 vor. Gesucht ist dann der Verlauf der Zustandskomponenten
x:[0,7] — X.

Fiir lineare Systeme kann man die Losung der Anfangswertaufgabe in Abhéngigkeit des
Eingangsverlaufs explizit angeben. Diese Losung lasst sich unter bestimmten Bedingungen
direkt nach dem Eingangssignal oder nach darin enthaltenen freien Parametern auflosen
und somit eine Losung der Randwertaufgabe bestimmen, siehe Abschnitt 5.2.

Fir differentiell flache Systeme kann auf Grund der Parametrierbarkeit aller System-
groBen durch den flachen Ausgang die RWA auf ein Interpolationsproblem zuriickgefiihrt
werden. Dieser Zugang ist Gegenstand von Abschnitt 5.3.

Fir allgemeine Systeme, die weder linear noch flach sind, sind im Kontext der Trajek-
torienplanung zwei Herangehensweisen relevant [AMRS88b]: Einerseits das sogenannte
Schiefiverfahren und andererseits das Kollokationsverfahren. Beide Ansétze beruhen auf
einer Algebraisierung der Randwertaufgabe: Die Stellgrofentrajektorie 7(-) wird nicht in
einem unendlichdimensionalen Funktionenraum gesucht, sondern es wird ein Ansatz mit
endlich vielen freien Parametern verwendet. In Abschnitt 5.4 wird auf das Schiefiverfahren
in knapper Form und ausfiihrlicher auf das Kollokationsverfahren eingegangen. Dartiber
hinaus wird mit PyTrajectory eine Software-Umsetzung des Kollokationsverfahrens
vorgestellt.

Unter bestimmten Umstéanden lédsst sich die Randwertaufgabe auch durch den Ein-
bezug einer geeigneten Riickfithrung 16sen. Dazu wird in Abschnitt 5.5 eine Methode
beschrieben, welche die bei (quasi-)konservativen mechanischen Systemen vorhandene
Zeitumkehrsymmetrie zusammen mit der Stabilisierung einer Ruhelage ausnutzt, um
eine StellgroBentrajektorie zu berechnen.
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5.2 Trajektorienplanung fiir lineare Systeme

5.2 Trajektorienplanung fiir lineare Systeme

In diesem Abschnitt wird zunéchst auf den in vielen Lehrbiichern (siehe z.B. [Reil4, Ab-
schnitt 8.2] und die dort zitierten Referenzen) vorgestellten Ansatz zur Trajektorienbe-
rechnung fiir steuerbare lineare Systeme eingegangen. Anschliefend wird der Fall der
Ruhelageniiberfithrung fiir nicht steuerbare Systeme betrachtet. An einem konkreten
Beispiel wird ein parametrischer Ansatz als Alternative zur ,Lehrbuchvariante® diskutiert.

Fiir ein lineares Zustandssystem der Form
x(t) = Ax(t) + B (t) mit A € R™*"™ B e R™*™ (5.3)

mit Zustandsdimension ny und Eingangsdimension m kann man die Zustandstrajektorie
in Abhéngigkeit des Anfangswertes x* und des Eingangsverlaufs 7(-) mit Hilfe der
Matrixexponentialfunktion darstellen als

x(t) = exp(At)x* + [ “exp (A (t — 7)) Br (7) . (5.4)

Ist das System steuerbar, kann fiir einen gegebenen Endzustand x(7') =: x' mit Hilfe
der als Gramsche Matriz bezeichneten konstanten ny, X n.-Matrix

Wi = /OTeXp (A(T-7))B-BTexp (A (T - 1)) di (5.5)

eine Eingangstrajektorie konstruiert werden, die x* in x! innerhalb der Zeit T iiberfiihrt
[Reil4, Abschnitt 8.2]:

7 (t) = BT exp (A (t - f))T Wt (XT - exp(AT)x*) . (5.6)

Die Matrix Wy besitzt genau dann eine Inverse W' fiir 7' # 0, wenn das betrachtete
System (wie vorausgesetzt) steuerbar ist [Lun97, Abschnitt 3.2.1].

Die durch (5.6) beschriebene Steuerung ist natiirlich nur einer von unendlich vielen
moglichen Verlaufen der Stellgrofe. Jede Eingangstrajektorie 7(-), die

[ esp (A (t= 1)) B () di =0 (5.7)

erfillt, kann auf Grund der Linearitét des Systems zu 7(-) addiert werden, ohne dass
sich dadurch der erreichte Endzustand zum Zeitpunkt 7" andert.

Ist das System (5.3) nicht steuerbar, so kann man es z.B. mit Hilfe der ,Kalman-
Zerlegung“ (siehe z.B. [Lud95a, Satz 5.28], [Kai80, Abschnitt 2.4.2]) in ein vollstandig
steuerbares und ein vollstdndig nicht-steuerbares, d.h. autonomes, Teilsystem aufspalten.
Fiir ersteres lasst sich dann das beschriebene Verfahren zur Trajektorienplanung anwenden.
Fiir ein nicht steuerbares System ist deshalb eine Uberfithrung zwischen x* und x' nur
dann méglich, wenn der Endzustand x' in der von x* aus erreichbaren Teilmenge des
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5.2 Trajektorienplanung fiir lineare Systeme

Zustandsraumes liegt, siehe [Lud95a, Gl. (5.87)]. Zudem muss das nicht-steuerbare
Teilsystem stabil® sein, sonst divergiert das System fiir fast alle Anfangsbedingungen.
Auch eine Riickfithrung kann dieses Problem nicht beheben.

Bei der Trajektorienplanung sind insbesondere Uberfithrungen zwischen Ruhelagen
relevant. Vor diesem Hintergrund stellt sich die Frage, ob man das System (5.3) von jeder
Ruhelage in jede andere iiberfithren kann. Mit Hilfe der Steuerbarkeitsmatrix

Q.= (B,AB,...,A"'B) (5.8)
lasst sich nun festhalten:

Satz 5.2. Fir das lineare dynamische System (5.3) sind alle Ruhelagen genau dann in
einander tuberfihrbar, wenn gilt:

ker A C im Q. (5.9)
Beweis: Hinreichender Teil: Aus 0 = Ax + Br ergibt sich die Menge aller Ruhelagen
Xp i ={xe€e X CR™ : Ax € imB} = ker A + (im A NimB). (5.10)

Weil (im A Nim B) C im B C im Qg ohnehin per Konstruktion erfillt ist, impliziert die
Bedingung (5.9) unmittelbar Ay, C im Qg, d.h. alle Ruhelagen befinden sich in dem vom
Ursprung aus erreichbaren Teilraum des Systems (5.3) und lassen sich somit ineinander
iberfithren.

Notwendigkeit: Wenn X € ker A mit x ¢ im Qg existiert, kann Qg keinen vol-
len Rang haben, das Systeme ist also nicht steuerbar. Auflerdem ist klar, dass dann
dim (kerA N (im QS)L) > 0 gelten muss, d.h. das nicht steuerbare Teilsystem besitzt
dann Ruhelagen aufierhalb des Koordinatenursprungs (bezogen auf die Koordinaten der
Kalmanzerlegung). Dieser nichtsteuerbare Anteil einer Ruhelage kann also durch das
Eingangsignal nicht beeinflusst und folglich auch nicht beliebig vorgegeben werden. []

Beispiel 5.3 (Wagen mit rutschender Last; Implementierung: [(14)]). Betrachtet wird
das in Abbildung 5.1 dargestellte System aus zwei translatorisch verschiebbaren Korpern
K; und Ky, siehe auch [SB94]. Auf K; wirkt die Stellkraft 71, und zwischen beiden
Koérpern wird eine viskose Reibung angenommen. Potentialkréfte sind nicht vorhanden.
Das System kann als einfaches Modell eines Wagens mit rutschender Last aufgefasst
werden.

Als Bewegungsgleichungen erhélt man

map1 + magy + dipr =0 (5.11a)
mapy + (M1 +ma)ds =1 (5.11Db)

3Das Gesamtsystem heifit dann stabilisierbar [Hau70].

99



5.3 Trajektorienplanung fiir flache Systeme

q1

§ P1 I{2 d1

Abbildung 5.1: Zwei translatorisch verschiebbare Korper, die iiber nur viskose
Reibung gekoppelt sind.

bzw. in Zustandsdarstellung mit x = (py, g1, p1, ¢1)7

0 0 1 0 0 00 1 O 0
_ 00 0 1 0 00 0 1 0
=14 0 _dl(;;l:;:m 0 X + _m% =100 -1 0 X + | (5.12)
00 4 0 L 00 % 0 1
mi 1
:;A =:B

wobei auf der rechten Seite die auf SI-Einheiten* normierten Parameter m; = my = 1
und d; = % eingesetzt wurden, um im Folgenden tibersichtlichere Ausdriicke zu erhalten.
Dass dieses System nicht vollstdndig steuerbar ist, kann man mit Hilfe von Satz 3.5
direkt ablesen: Durch Nullsetzen der beiden Geschwindigkeiten und des Eingangs in
(5.12) ergibt sich eine zweidimensionale Ruhelagen-Mannigfaltigkeit (p; und ¢; sind frei
wahlbar). Gleichzeitig gibt es aber nur eine Eingangskomponente.

Zur Uberpriifung, ob alle Ruhelagen ineinander iiberfithrbar sind, werden entsprechend

Satz 5.2 die Steuerbarkeitsmatrix und eine Basis fur ker A bestimmt:

o -1 1 -1 10
o 1 -5 3 B 0
Q 11 - Bk ker A = span 00 (5.13)
P 00

Uber eine Rangbestimmung lisst sich nun leicht feststellen, dass Bedingung (5.9) nicht
erfiillt ist. Tatséchlich lisst sich die p;-Komponente bei der Uberfithrung zwischen
Ruhelagen nicht verdndern. Beispielhaft wird in [(14)] mit Hilfe der Kalman-Zerlegung
der Eingangsverlauf () = —3.591¢ + 0.565¢" 4+ 1.796 bestimmt, welcher fir 7' = 3
die Ruhelagen x* = (0 0 0 0)" und x' = (0 1 0 0)7 in einander tberfiihrt, siche

Abbildung 5.2. <

5.3 Trajektorienplanung fiir flache Systeme

Wie aus der Definition 4.1 hervorgeht, ist die zentrale Eigenschaft flacher Systeme, dass
alle Losungen durch die (bis auf Differenzierbarkeitsanforderungen) beliebig wihlba-
ren Trajektorien des flachen Ausgangs parametriert werden konnen. Dadurch lasst sich

4Franzosisch fiir Systéme international d’unités (Internationales Einheitensystem).
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5.3 Trajektorienplanung fiir flache Systeme
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Abbildung 5.2: Verlaufe der Zustandsgroflen wahrend der Ruhelagenitibertiih-
rung. Als Konsequenz der Verletzung von (5.9) gilt hier (und fiir jede andere
Ruhelageniiberfithrung): p;(0) = py (7).

das Randwertproblem auf ein vergleichsweise einfaches Interpolationsproblem fiir die
Komponenten des Ausgangs zurtickfithren. Gesucht ist also eine Trajektorie fiir den
flachen Ausgang, welche einerseits die Randbedingungen (5.2) erfillt, und andererseits
hinreichend glatt ist, um daraus realisierbare Stellsignale zu generieren. Die Differen-
zierbarkeitsanforderungen hingen dabei vom betrachteten System, von der gewiinschten
Glattheit des Stellsignals und vom gewéhlten (bzw. gefundenen) flachen Ausgang ab.
Ausschlaggebend ist dabei die hochste in der Abbildung h, (siehe (4.4)) auftretenden
Ableitungsordnung des flachen Ausgangs y.

Zur Beschreibung solcher Trajektorien setzt man typischerweise (siehe z.B. [Rud15,
Abschnitt 3.2.1]) fiir jede Komponente des flachen Ausgangs ein Polynom

o(t) == Z cit' (5.14)

an und bestimmt die freien Parameter durch Einsetzen der Randbedingungen aus einem
linearen algebraischen Gleichungssystem. Die dafiir notwendigen Randwerte der Kompo-
nenten des flachen Ausgangs und seiner Ableitungen erhélt man durch das Einsetzen der
urspriinglich fir @ und @ gegebenen Randbedingungen in die flache Ausgangsabbildung
y =h,(0,6,...) und ihre Zeitableitungen. Alternativ konnen die Randbedingungen auch
gleich fiir den flachen Ausgang vorgegeben werden. Das bietet sich besonders dann an,
wenn der flache Ausgang eine einfache physikalische Interpretation hat, also z.B. bei
konfigurationsflachen mechanischen Systemen.

Zur Nlustration des Vorgehens wird im Folgenden die Trajektorienplanung fiir ein
flaches unteraktuiertes System exemplarisch durchgerechnet. Weitere Anwendungen
dieses Zugangs explizit fiir mechanische Systeme sind beispielsweise in [KS13, KR14a] zu
finden. Fiir eine ausfithrlichere Betrachtung der Trajektorienplanung fiir flache Systeme,
auch unter Berticksichtigung von Beschrédnkungen, sei auf [Lé09, Kapitel 7] sowie auf
[Rot97, Hag03] verwiesen.
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5.3 Trajektorienplanung fiir flache Systeme

Beispiel 5.4 (Fortsetzung von Beispiel 4.11; Implementierung: [(4)]). Betrachtet wird
das in Abbildung 4.4 dargestellte System aus zwei elastisch gekoppelten Wagen mit
aktuiertem Pendel. Als flacher Ausgang werden wieder die Absolutkoordinaten des
Pendelschwerpunktes gewéhlt (siche (4.17)):

_ (?Jl) ~ hy () = (]71 + a1 —s3 sinq2> . (5.15)

S3 COS (2

Zunachst sind die Parametrierungen des Zustands und des Eingangs durch den flachen
Ausgang, hy(y,y,...) bzw. h.(y,y,...) zu bestimmen. Aus der Definition von gy, erhélt
man direkt gy = arccos (i’—i) Damit kann man aus der Definition von y; den Ausdruck

Py Ty = 1+ /53— v (5.16)

gewinnen. Mit Hilfe dessen zweifacher Ableitung lasst sich dann aus der Systemgleichung
cop1 +my (P1 + Gi) +ms (ﬁl + G1 — G253 c08 (q2) + G553 sin (CI2)) =0 (5.17)

(siehe (4.14)) der Ausdruck

L mays (. 03\ mads R 1
p1,y=<— 32<y2+ 222 - 32—{—(—m2—m3) y1—ﬁ—72— 232
Co 2,y Q2,y 2,y

zur Parametrierung von p; herleiten. Aus (5.16) folgt dann direkt ¢y y. Die vollstdndige
Parametrierung des Zustandes x = (p1 ¢1 ¢2 P1 ¢1 ¢o)” héngt dann wegen p1 y und ¢y
offensichtlich bis zur Ableitungsordnung drei von y ab. Die Eingangsparametrierung erhélt
man direkt aus den Bewegungsgleichungen (4.14). Dafiir muss man (erwartungsgemaf}) die
Ableitungsordnung noch um eins erhéhen, d.h. die Ausdriicke p; y, G1,y und Gsy berechnen.
Nun kann man aus dem gewiinschten Verlauf ¢ — y(¢) die Stellgroflen berechnen.

Handelt es sich wie hier um einen konfigurationsflachen Ausgang (d.h. hy, hangt
nicht von @ oder héheren Ableitungen ab), so ist es oftmals zweckmafig, zundchst eine
,Pfadplanung“ durchzufithren, d.h. den Verlauf des flachen Ausgangs auf der Konfigu-
rationsmannigfaltigkeit in Abhéngigkeit eines Kurvenparameters A € [0, 1] festzulegen
und anschliefend die Zeitskalierung durch den Verlauf ¢ — A(t) zu bestimmen. Dieses
Vorgehen wird z.B. in [Rud15, KRD16| zur Trajektorienplanung fir (nichtholonome)
Fahrzeugmodelle verwendet.

Fiir eine moglichst einfach nachvollziehbare Berechnungen wird als Wunschpfad fiir
den flachen Ausgang die Gerade

ya(h) = ((i) 1= N+ (iz) )\> 0.8 (5.19)

angesetzt. Der Skalierungsparameter 0.8 bewirkt dabei, dass die aus der Kinematik des
Systems bei go = 0 resultierenden Singularitaten vermieden werden. Der Verlauf ¢ +— A(¢)
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5.3 Trajektorienplanung fiir flache Systeme

wird als vier mal stetig differenzierbares stiickweise definiertes ,, Transitionspolynom*
vorgegeben, welches innerhalb von 1s den monotonen Ubergang von konstant 0 auf
konstant 1 bewirkt:

0 furt < 0.5
70t° — 630t% 4 2430t7 — 5250t% + 6977.25t> — 5906.25t*+

At) =
®) 3189.38¢% — 1063.13t% + 199.34t — 16.09 fiir 0.5 <t < 1.5
1 sonst.
(5.20)
Unter der Annahme der Parameterwerte m; = my = m3z = 1lkg, s3 = 1lm und

Ccy = 100% ergeben sich daraus durch Ableiten und Einsetzen schliefflich die in Ab-
bildung 5.3 (links) dargestellten Eingangsverldufe. Simuliert man das System (4.14) mit
diesen Eingangsverldufen und dem zur Planung konsistenten Anfangszustand xs(0) =
h, (yA(O), v(0),¥(0), yf\3)(0)) erhilt man wie zu erwarten das vorgegebene Systemver-
halten: eine Gerade in der x-y-Ebene des Anschauungsraumes. Weicht der Anfangszustand
ab, so ergeben sich auf Grund des Fehlens einer Folgeregelung auch entsprechend stark

abweichende Verlaufe, sieche Abbildung 5.3 rechts.
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Abbildung 5.3: Links: Geplante Verlaufe fiir die Eingangsgréfien 7, 7. Auf Grund
des gewihlten Anfangs- und Endzustandes nimmt 75 vor und nach der Uberfiih-
rung den Wert —msssg - sin(arccos(+0.8)) ~ —5.9 Nm an. Rechts: Position des
Pendelschwerpunktes in der z-y-Ebene. (a): Simulationsergebnis mit dem zur Tra-
jektorienplanung konsistenten Anfangswert x(0) = x.on(0) = (0 0.6 36.9° 0 0 0)7,
(b): ¢2(0) = ga,50n(0) — 3°, (¢): ¢2(0) = g2.5on(0) + 3°. Die Simulation umfasst jeweils
0.5s vor und nach der eigentlichen Uberfithrung wodurch in den Fillen (b) und (c)
die aus den Anfangsfehlern resultierenden Abweichungen erkennbar werden.
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5.4 Trajektorienplanung durch Bestimmung einer
numerischen Naherungslosung der
Randwertaufgabe

5.4.1 Schief3verfahren

Das Prinzip des Schieverfahrens® besteht darin, ausgehend von einem parametrischen
Ansatz fiir die Stellgroflentrajektorie und einer Startschéitzung fiir die freien Parameter,
das Anfangswertproblem numerisch fiir das Intervall [0,7] zu 16sen und aus diesem
Simulationsergebnis® eine entsprechende Modifikation der Ansatz-Parameter und damit
der Stellgroflentrajektorie abzuleiten. Dieser Prozess wird iterativ fortgesetzt, bis der
Endzustand x(7") im Rahmen einer festzulegenden Toleranz mit XIOH ibereinstimmt
[PTVFO07, Abschnitt 18.1].

Bemerkung 5.5. Aus diesem Prinzip erklart sich auch die Bezeichnung des Verfahrens:
Ein ,,Schuss® ist die Losung eines Anfangswertproblems. Die ,,Schussrichtung® (festgelegt
durch die Ansatzparameter) wird iterativ korrigiert, bis das ,Ziel“ (der gewiinschte
Endzustand) hinreichend gut getroffen ist.

In [SHO1, WSH10] wird das Schieverfahren auf die Trajektorienplanung unteraktuierter
Manipulatoren angewendet. Allerdings ist dieser Ansatz auf stiickweise konstante Ein-
gangssignale eingeschrankt. Dariiber hinaus hat sich in eigenen Untersuchungen gezeigt,
dass die Konvergenz stark von den Systemparametern (insbesondere Reibung) abhangt
[Kno09, Abschnitt 3.3]. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird das Schiefverfahren
deshalb nicht nédher betrachtet.

5.4.2 Kollokationsmethode: Ubersicht

Bei der Kollokationsmethode werden neben dem Eingangssignal 7 auch die Verlaufe der
Zustandskomponenten x; mit einem Ansatz beziiglich der Zeit parametriert. Um die so
eingefithrten Parameter zu berechnen, werden die Systemgleichungen zu bestimmten
Zeitpunkten im Intervall [0,7], den sogenannten Kollokationspunkten, ausgewertet.
Daraus resultiert ein im Allgemeinen nichtlineares algebraisches Gleichungssystem in
den Parametern der Ansatzfunktionen fiir x(-) und 7(-). Nach dessen Losung kann
man mit dem so bestimmten Verlauf 7(-) das Anfangswertproblem mittels Simulation
16sen, um den zu dieser Eingangstrajektorie zugehorigen ,tatsachlichen* Verlauf x(-) und
insbesondere den Endzustand x(7") zu erhalten. Stimmt der so gefundene Endzustand mit
dem Zielzustand Xiou im Rahmen einer vorgegebenen Toleranz tiberein, so hat man eine
Néaherungslosung gefunden und das Verfahren ist beendet. Andernfalls wird iterativ die

5Engl. ,,Shooting Method*.

6Als Simulationsergebnis wird hier nicht nur der Endzustand x(7') aufgefasst. Neben den Systemglei-
chungen (5.1) kénnen simultan weitere Differentialgleichungen gelost werden, die den Einfluss der
Parameter auf den Endzustand beschreiben. Die so bestimmte ,,Sensitivitdtsmatrix“ ist wesentlicher
Teil des Simulationsergebnisses [SHO1].
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Anzahl der Kollokationspunkte sowie der Freiheitsgrade im Ansatz fiir x(-) erhoht und
mit der bisherigen Losung als Startschétzung fiir die freien Parameter weitergerechnet
[AMRS8b, Abschnitt 9.3].

Bei der sogenannten Methode der finiten Differenzen wird x auf der rechten Seite von
(5.1) nicht durch zeitliche Ableitung der parameterabhéngigen Ansatzfunktion repra-
sentiert, sondern durch einen Differenzenquotienten angenahert, siehe [Gra06, Anhang
BJ]. Laut [AMRS88Db, Satz 5.73| sind beide Zugénge unter bestimmten Umstédnden sogar
aquivalent, weshalb sie in der Literatur oft nicht getrennt betrachtet werden, siehe z.B.
[Kel76, AMR88b, MLD].

In [GHZ05, GZ06, Gra06, GTZ07] wurde dieser Ansatz zur Trajektorienplanung naher
untersucht und erfolgreich auf verschiedene Beispiele angewendet. Auf Implementie-
rungsebene wurde dabei die z.B. in [SKR00, KS01, MLD] beschriebene Funktion bvpéc
des Softwarepakets MATLAB benutzt, um das Randwertproblem zu lésen und die freien
Parameter fiir den Ansatz fiir 7(-) zu bestimmen.

5.4.3 Konstruktion eines Kollokationsverfahrens zur
Trajektorienplanung fiir nichtlineare Systeme

Fir das im letzten Abschnitt beschriebene Randwertproblem, d.h. die Bestimmung eines
Stellgrofienverlaufs fiir das System (5.1) bei vorgegebenen Anfangs- und Endwerten,
soll nun ein konkretes Kollokationsverfahren hergeleitet werden. Dieses stellt die mathe-
matische Grundlage des Softwarepakets PyTrajectory [KSK15] dar. Anlass fiir dessen
Entwicklung waren die technischen und lizenzrechtlichen Beschrankungen, die sich aus
der Einbettung von bvp4c in das proprietare Softwarepaket MATLAB ergeben.

Als Ansatzfunktionen fiir die Zeitverlaufe der Zustandskomponenten x; werden kubische
Splines ¢t — S;(t) auf dem Intervall [0, 7] verwendet, also stiickweise definierte kubische
Polynome, siehe z.B. [HSZ03, Abschnitt 7.3.1.6]. Legt man die Anzahl der Abschnitte
auf ny € N, fest, ergeben sich ny — 1 Ubergangsstellen. Die Ubergangsbedingungen sind
dabei per Konstruktion so gewahlt, dass die gesamte Spline-Funktion iiberall zweimal
stetig differenzierbar ist. Es miissen also in jeder Ubergangsstelle drei Bedingungen
erflillt werden. Da ein kubisches Polynom vier Koeffizienten hat, verbleibt pro Spline-
Abschnitt noch zunéchst ein freier Parameter. Weitere Bedingungen resultieren aus den
Vorgaben am Rand. Diese Beziehungen lassen sich in einem unterbestimmten linearen
Gleichungssystem

Lz=r, L € R™"xm2 (5.21)

mit n; Gleichungen und n, > n; Unbekannten erfassen”, wobei z alle Koeffizienten aller
Abschnitte enthélt.

Die Matrix L kann als zeilenregulér vorausgesetzt werden, d.h. ggf. vorhandene redun-
dante Gleichungen wurden bereits eliminiert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann
man eine Sortierung von z voraussetzen, sodass der durch die letzten n; Spalten von L

"Die Konstanten n1,ns € N hingen natiirlich von der Anzahl der Spline-Abschnitte und der Anzahl
der Randbedingungen ab, sind aber fiir die folgenden prinzipiellen Erlduterungen nicht von Belang.
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gebildete Block Ly regulér ist. Aus der passend gewéhlten Unterteilung von z = col(w, W)
kann man (5.21) iiber

(L, Ly) @) =r (5.22)
w =Ly (r—Lyw) (5.23)

umformen. Die ny — ny Komponenten von w sind nun frei wahlbar und Gleichung (5.23)
stellt sicher, dass die Rand- und Glattheitsbedingungen erfillt sind.

Dieses Vorgehen kann ohne Weiteres auf die Spline-Funktionen aller Komponenten
des Zustandes z;(-) = S;(-) mit i = 1,...,ny und des Eingangs 7;(-) = S, +;(-) mit
j =1,...,m ausgeweitet werden. Daraus resultieren dann die vektorwertigen Spline-
Funktionen Sy : [0, 7] — R™ fir den Zustand und S; : [0, 7] — R™ fiir den Eingang. Die
insgesamt vorhandenen freien Parameter aller Komponenten-Splines werden im Vektor
w zusammengefasst. Setzt man diesen Ansatz in die Systemdifferentialgleichungen (5.1)
ein, erhélt man durch Auswertung fiir konkrete Zeitpunkte t = t; das im Allgemeinen
nichtlineare algebraische Gleichungssystem

0 = Sy (t:, W) — £(Sx(t;, W) — g(Sx(t;, W))S-(t;, W) (5.24)

in den Ansatzparametern w € R"3. Offensichtlich ist die Anzahl an skalaren Gleichungen,
die man zur Bestimmung von w heranziehen kann, proportional zur Anzahl von Auswerte-
Zeitpunkten, d.h. Kollokationsstellen. Diese miissen nicht mit den Grenzen der Spline-
Abschnitte tibereinstimmen, sondern kénnen frei gewdhlt werden. Durch eine Wahl von
ny € Ny und die Festlegung von t; = n%T mit ¢ = 0,...,ny erhdlt man ny - (ng + 1)
skalare algebraische Gleichungen:

F(w) =0 mit dimF = ny - (ng + 1). (5.25)

Fiir eine eindeutige Bestimmung von w ist es notwendig, iiber mindestens so viele
unabhéingige Gleichungen wie freie Parameter zu verfiigen. Falls mehr Gleichungen zu
erfilllen sind, wird im Allgemeinen keine exakte Losung existieren. Da der Spline-Ansatz
die tatsachliche Losung von (5.1) jedoch ohnehin nur approximieren kann, ist eine exakte
Erfilllung der Kollokationsbedingungen auch nicht unbedingt notwendig. Alternativ zu
(5.25) kann man daher n4 so wéhlen, dass (n4 4+ 1) - nx > ng gilt, und dann die freien
Parameter w, aus dem nichtlinearen Quadratmittelproblem

Wies = argmin [F(w)|? (5.26)

w

bestimmen.
Eine verbreitete Losungsmethode fiir diese Klasse von Problemen ist der sogenannte
Levenberg-Marquardt-Algorithmus (LM-Algorithmus), siehe z.B. [Puj07]. Dieses iterative
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Verfahren liefert im Verfahrensschritt k + 1 zu einem aktuellen Argument-Wert w,, einen
neuen Wert wy,; sodass

|F' (W) - (Wes1 — Wi) + F(We)|? + 1 - [Wi1 — Wi|* — min (5.27)

gilt, wobei F’ die Jacobimatrix von F symbolisiert. Der Parameter p wird als Regularisie-
rungsparameter bezeichnet. Die Prisenz des Terms u? - |[Wy, 1 — Wy |? unterscheidet dieses
Verfahren vom Gaufi-Newton-Verfahren. Er sorgt, vereinfacht gesagt, fiir ein grofleres
Einzugsgebiet des Minimums, hat aber eine im Vergleich zu Gau-Newton langsamere
Konvergenz zur Folge. Den optimalen Wert fiir wy, 1 erhélt man aus dem Ableiten von
(5.27) nach wy1, anschlieBendem Nullsetzen und Umstellen:

\7_Vk+1 = V_Vk — (F/(V_Vk)TF,(V_Vk) + ,UJQIn:),)_l : F,(Wk)TF(V_Vk) (528)

Das LM-Verfahren bricht im Schritt & entweder ab, wenn der Gleichungsfehler |F(wg)|
kleiner als eine vorgegebene (,absolute®) Toleranz ist, oder sich keine nennenswerte
Anderung F(w;) — F(wy_,) ergibt, also eine ,relative* Toleranz unterschritten wird. Es
gilt dann wye := Wy,

Bemerkung 5.6. Der LM-Algorithmus liefert wie fast alle nichtlinearen Optimierungs-
verfahren nur ein lokales Minimum, siehe z.B. [NW06, Abschnitt 10.3]. Die gefundene
Losung hangt somit im Allgemeinen von der Startschiatzung wg ab. <

Bemerkung 5.7. In Gleichung (5.28) treten zwei rechenaufwendige Operationen auf: Die
Matrixinversion (bzw. das Losen des linearen Gleichungssystems) sowie die Auswertung
der Funktion F(-) und der Jacobimatrix F'(-). Bei der Implementierung der Auswertung
ist es vorteilhaft zweistufig vorzugehen: Zunéchst werden aus dem aktuellen w; die
Funktionswerte von Sy durch Auswerten einer linearen Gleichung (siehe (5.23)) bestimmt
und dann in die nichtlinearen Vektorfelder f und g eingesetzt. Ein analoges Vorgehen ist
fiir die Auswertung von F’ moglich.

Der alternative Weg, die Komposition aus nichtlinearen Systemgleichungen und linearen
Bestimmungsgleichungen fiir Sy zu bilden, der durch die Notation F(wy,) suggeriert wird,
hat sich als langsamer und speicherintensiver herausgestellt. <

Aus dem Ergebnis w,,s des LM-Algorithmus léasst sich der Eingangsverlauf t +—
T(t) = S+ (t, Wyes) bestimmen und mit diesem die zu den Randbedingungen kompatible
Anfangswertaufgabe l6sen. Wie in Abschnitt 5.4.2 beschrieben, wird der so erhaltene
Endzustand x(7) mit x!, verglichen. Ist der Betrag der Abweichung kleiner als eine
vorgegebene Toleranz, so ist das Verfahren beendet. Andernfalls wird ny (die Anzahl
der Spline-Abschnitte) um einen ganzzahligen Faktor (voreingestellter Wert: 2) erhéht
und das LM-Verfahren erneut angewendet. Die Startwerte wy werden dabei aus der
vorhergehenden LM-Lésung derart bestimmt, dass die neuen (héher aufgelosten) Splines
fir jeden Zeitpunkt aus [0, 7] mit den bisherigen iibereinstimmen. Neben der inneren
Iteration iiber & in Gleichung (5.28) wird also noch eine duflere Iteration fiir die Anzahl
der Spline-Abschnitte durchgefiihrt.
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Fiir die Implementierung in PyTrajectory wurde fiir den ersten Schritt dieser aufleren
Iteration ny = 10 und wy = (0.1,...,0.1)7 festgelegt. Optional kann man wgy mit
Pseudozufallszahlen initialisieren lassen und hierfiir einen ,Saat“-Wert (engl.: seed)
iibergeben.

Im Folgenden wird exemplarisch die Anwendung des beschriebenen Kollokationsver-
fahrens auf ein unteraktuiertes mechanisches System betrachtet. In der Dokumentation
[KSK15] des Softwarepakets PyTrajectory wird auf eine Reihe weiterer mechanischer
Beispielsysteme inklusive Implementierung und Ergebnissen eingegangen.

Beispiel 5.8 (Ebener Mechanismus mit finf Freiheitsgraden mit drei StellgroBen (siehe
auch Beispiel 4.47); Implementierung: [(15)]). Betrachtet wird das in den Abbildungen 4.7
bzw. 5.4 (rechts unten) dargestellte System mit zwei nichtaktuierten rotatorischen und
drei aktuierten translatorischen Freiheitsgraden. Ausgangspunkt sind die kollokiert partiell
linearisierten Bewegungsgleichungen der Form (2.18). Der Eingang des Systems wird
dann durch a = (G; ¢o ¢o)T gebildet, d.h. bezogen auf Gleichung (5.1) gilt T := a. Als
Systemparameter werden die Pendellingen s3 = 0.25m und s, = 0.5m, sowie g = 9.81 3
gewahlt und die Vorgabe fir die Randbedingungen lauten x* = 0;9x; und Xiou =
col(m,m,3,0,0.4,05x1). Durch die Anwendung des beschriebenen Kollokationsverfahrens
erhilt man fiir eine Uberfithrungszeit 7' = 2s nach drei dufieren Iterationen® eine im
Rahmen der voreingestellten Toleranzen hinreichend genaue Losung, siehe Abbildung 5.4.

<

Bemerkung 5.9. Natiirlich ist a priori nicht garantiert, dass fiir die konkrete Rand-
wertaufgabe iiberhaupt eine Losung existiert. Ist dies nicht der Fall, 1auft die duflere
Iteration des Algorithmus theoretisch immer weiter. Da die Anzahl der Spline-Abschnit-
te na jeweils um einen ganzzahligen Faktor erhoht wird, steigt die Anzahl der freien
Parameter exponentiell, sodass der Algorithmus praktisch auf Grund von Speicherbe-
schrankungen abbricht. Dies erfolgte auf der verwendeten Hardware (ca. 4GB verfiigbarer
Arbeitsspeicher) typischerweise bei Werten von 1000 < na < 2000.

Aus einem solchen Abbruch, des Algorithmus kann allerdings umgekehrt nicht gefolgert
werden, dass tatséichlich keine Losung existiert. Einerseits ware ist es denkbar, dass mit
anderen Startschitzungen und einer anderen Uberfithrungszeit durchaus eine Lésung
gefunden wird. Andererseits ist die zwingende Konvergenz des Verfahrens (unabhéngig von
der Speicherproblematik) nicht nachgewiesen. Die in [KSK15] dokumentierten Beispiele
belegen jedoch die praktische Tauglichkeit des Zugangs. <

5.4.4 Beriicksichtigung von Integratorketten

In der bisher beschrieben Form wird fiir jede Systemgrofie (d.h. Zustands- oder Ein-
gangskomponente) eine eigene Spline-Funktion S;(-) angesetzt. Allerdings treten neben
allgemeinen nichtlinearen verkoppelten Differentialgleichungen in den skalaren Kompo-
nenten von (5.1) oft Beziehungen der Form #; = z; bzw. &; = 7; auf. Das ist insbesondere

8D.h. die Losung wurde fiir einen Ansatz mit 40 Spline-Abschnitten pro Systemgrofe gefunden. Mit
na = 10 bzw. na = 20 wurden dagegen vom Algorithmus noch keine hinreichend genaue Losung
gefunden.
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Abbildung 5.4: Trajektorienplanung durch Losung einer RWA mit PyTrajectory.
Dargestellt sind die Eingangsverldaufe a = S, (t), die Verlaufe der Koordinaten
0 = col(p, q) die aus der Losung des Anfangswertproblems unter Verwendung dieser
StellgroBe resultieren, sowie die Konfiguration des Systems im Anschauungsraum
fiir ausgewahlte Zeitpunkte.

dann der Fall, wenn es sich um ein mechanisches System in der partiell linearisierte
Form (2.18) handelt. Dann treten ng Integratorketten der Lange zwei (§; = v; = a;) und
np Integratorketten der Lange eins (p = u;) auf. Es ist naheliegend, diese Integrator-
Beziehungen bereits direkt im Spline-Ansatz zu beriicksichtigen, d.h. fir die Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen tatséchlich die entsprechende Ableitung des Splines in
die Systemgleichungen einzusetzen. Die zu den Integratorketten gehérenden Komponen-
ten der Systemgleichung sind dann per Konstruktion erfiillt. Aulerdem reduziert sich
die Anzahl der freien Parameter auf weniger als die Hélfte, da statt 2n, + 3nq Spline-
Funktionen fiir alle Zustands- und Eingangskomponenten nun nur noch n, + ngq Splines
fiir die Konfigurationskoordinaten angesetzt werden miissen. Das fiir die Auswertung von
(5.28) zu losende Gleichungssystem ist damit deutlich kleiner und ein LM-Schritt somit
deutlich schneller.

Nachteilig bei der expliziten Bertiicksichtigung von Integratorketten im Ansatz ist,
neben dem zusétzlichen Implementierungsaufwand fiir die Erkennung der Ketten und die
Behandlung der Randbedingungen fiir die Ableitungen, die verringerte Differenzierbar-
keitsordnung fiir die Zeitverlaufe der Geschwindigkeitskomponenten und des Eingangs.
Die Ansatzfunktionen fiir die ¢; sind zweifach stetig differenzierbare stiickweise kubische
Polynome. Folglich sind die Zeitverlaufe der a; = ¢; stiickweise lineare Funktionen und
somit nur noch stetig. Aulerdem wurde in numerischen Experimenten festgestellt, dass
zur Unterschreitung vorgegebener Fehlerschranken oft mehr Spline-Abschnitte benotigt
werden, wenn die Beriicksichtigung der Integratorketten aktiviert ist. Dadurch kann
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die Ersparnis an Rechenzeit und Speicherbedarf reduziert bzw. auch tiberkompensiert
werden. In anderen Féllen wiederum iiberwiegen die Vorteile.

Beispiel 5.10 (Fortsetzung von Beispiel 5.8; Implementierung: [(15)] und [(16)]). Wen-
det man die Elimination von Systemgrofien durch die explizite Berticksichtigung der
Integratorketten auf das System mit fiinf Freiheitsgraden und drei Stellgrofien aus Ab-
bildung 4.7 an, lasst sich die Zahl der Splines von 2n, 4+ 3ng = 13 auf np +ng = 5
reduzieren. Fihrt man mit diesem Ansatz das Kollokationsverfahren durch, ergibt sich
eine qualitativ andere Losung, was insbesondere beim Vergleich der Eingangssignale
deutlich wird, siehe Abbildung 5.5.

10+ — a2 s
Y ) 2
i= 0 i=
S —5f 4 <
—10H — @ — a3 |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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Abbildung 5.5: Trajektorienplanung durch Losung einer RWA mit PyTrajectory.
Dargestellt sind die Eingangsverldufe a = S, (¢) fir die in Beispiel 5.8 betrachtete
Ruhelageniiberfithrung. Links: Separate Spline-Funktion fiir jede Zustands- bzw.
Eingangskomponente (identischer Verlauf zu Abbildung 5.4). Rechts: Separate
Spline-Funktionen nur fiir die Konfigurationskoordinaten. Die anderen Systemgro-
en werden durch die Berticksichtigung der Integratorketten ausgedriickt. Fiir den
Eingangsverlauf ergeben bei Verwendung kubischer Splines dann stiickweise lineare
Funktionen.

In Bezug auf die Rechenzeit bestatigt sich die Erwartung: Fiir jeden Iterationsschritt
im Levenberg-Marquardt-Verfahren ergibt sich bei der Verwendung von 40 Spline-Ab-
schnitten eine Verringerung der Rechenzeit® von ca. 0.18s auf 0.06s, d.h. eine Reduktion
auf rund ein Drittel.

Allerdings wird durch die Elimination der abgeleiteten Systemgrofien fiir dieses Beispiel
die Konvergenz tendenziell verschlechtert. Das wird deutlich, wenn man die gleiche
Randwertaufgabe wiederholt mit (z.B. 100 mal) unterschiedlichen Startschatzungen fiir
wy losen lasst. Wahrend ohne Elimination eine hinreichend gute Losung stets mit 40
Spline-Abschnitten gefunden wird, ist mit Berticksichtigung der Integratorketten oft eine
Erhohung von na auf 80 oder 160 notwendig und auch dann gibt es noch 19% der Falle, in
denen das Verfahren nicht (hinreichend schnell) konvergiert, siche Abbildung 5.6 (oben).

Selbst in jenen 42% der Falle, in denen na = 40 ausreicht, sind im Schnitt mehr LM-
Schritte notwendig bis die Toleranz erreicht wird. Deshalb liegt, trotz des Geschwindig-

9Gemessen auf einem 2500 MHz-Prozessor-Kern.
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keitsvorteils eines einzelnen LM-Schrits, auch dann die durchschnittliche Gesamtrechenzeit
mit 7s knapp tiber dem Vergleichswert von 6s (ohne Elimination).

Anders stellt sich die Situation beim Acrobot-System aus Abbildung 4.5 dar. Fir
dieses bereits in Beispiel 4.34 untersuchte System wird die Ruhelageniiberfithrung von
X = (37 0 0 0)” nach x! = (37 0 0 0)”, d.h. von der nach unten ausgestreckten
in die nach oben ausgestreckte Konfiguration, betrachtet und als Ubergangszeit T' = 2s
angesetzt.

Aus der Losung des Randwertproblems mit und ohne Integratorkettenberticksichtigung
fiir jeweils 100 zufallig gewédhlte Startschéitzungen fiir wy ist zu erkennen, dass fiir dieses
Problem die Beriicksichtigung der Integratorketten erhebliche Vorteile in Bezug auf
die Rechenzeit bringt. Zudem wird die Wahrscheinlichkeit, dass das Verfahren nicht

konvergiert, erheblich reduziert, siche Abbildung 5.6 (unten).
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Abbildung 5.6: Vergleich der erforderlichen Spline-Abschnittszahl na und durch-
schnittlichen Rechenzeiten. Links mit und rechts ohne Beriicksichtigung der In-
tegratorketten. Oben fiir das in Beispiel 5.8 betrachtete System mit n = 5 und
ngq = 3. Unten fiir das Acrobot-System. Das Symbol , X“ steht in den Diagrammen
jeweils fiir die Anzahl der mit maximal 160 Spline-Abschitten nicht konvergierten
Losungsversuche.
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Fazit

Es lasst sich mithin festhalten, dass mit dem vorgestellten Kollokationsverfahren das
Problem der Trajektorienberechnung fiir nichtlineare mechanische Systeme prinzipiell
gelost werden kann. Die benotigte Rechenzeit zur Bestimmung eines Schritts im Optimie-
rungsverfahren (5.28) lasst sich durch die Beriicksichtigung von im Modell vorhandenen
Integratorketten deutlich reduzieren. Allerdings beeinflusst diese Veranderung auch die
Konvergenzeigenschaften des Gesamtverfahrens. Da diese Beeinflussung abhéngig vom
System und den Randbedingungen in positiver oder negativer Weise erfolgen kann, ist
es fiir ein konkret zu losendes Problem empfehlenswert, iiber die Zweckméafigkeit der
Integratorketten-Elimination jeweils empirisch zu entscheiden.

5.5 Trajektorienplanung mittels
Zeitumkehrsymmetrie

In diesem Abschnitt wird eine weitere Moglichkeit zur Trajektorienbestimmung vorgestellt.
Sie beruht auf der fundamentalen Eigenschaft konservativer mechanischer Systeme, dass
ihr Verhalten in vorwérts und riickwérts laufender Zeit identisch ist. Fir autonome
mechanische Systeme ist diese sogenannte Zeitumkehrsymmetrie seit langem bekannt
und wird z.B. in dem physikalisch orientierten Ubersichtsaufsatz [LR98] behandelt.

Die Begriffswahl erklart sich vor dem Hintergrund, dass im Kontext von dynamischen
Systemen eine Abbildung, die Losungen des Systems auf (andere) Losungen des selben
Systems abbildet, als Symmetrie bezeichnet wird [MRO1, Col12]. Man unterscheidet
dabei zwischen kontinuierliche und diskrete Symmetrien, wobei die Zeitumkehrsymmetrie
zu den diskreten Symmetrien gehort.

Die Zeitumkehrsymmetrie lasst sich mit zwei Gedankenexperimenten veranschaulichen:
Betrachtet man eine Film-Sequenz eines schwingenden ungeddmpften Pendels, so ist
es unmoglich zu entscheiden, ob die Sequenz vorwéarts oder riickwérts abgespielt wird.
Gleiches gilt fiir eine Filmsequenz, die einen Korper im freien Fall zeigt: Die gleiche
Bildabfolge (das heifit die gleiche Trajektorie auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit)
wiirde man erhalten, wenn man den Korper mit passend nach oben wirkender Anfangsge-
schwindigkeit beim Aufsteigen gefilmt héatte, und diese Aufnahme riickwérts abspielen
wiirde.

Im regelungstechnischen Kontext liegt aufgrund der frei vorgebbaren Eingangsgrofien,
eine andere Situation, als die in der Physik betrachtete vor. Fiir allgemeine dynamische
Systeme der Form

x =f(x)+ G(x)r  mit x(t) € ¥ CR™ und 7(¢) € R™ (5.29)

(entspricht Gl. (4.1)) ist also zu untersuchen, unter welchen Bedingungen sie Zeitum-
kehrsymmetrie aufweisen, und wie der Verlauf des Eingangssignals auf die neue Losung zu
ibertragen ist. Nachdem in den beiden folgenden Abschnitten die Analyse im Vordergrund
steht, geht Abschnitt 5.5.3 auf die Anwendung dieser Eigenschaft zur Trajektorienplanung
ein.
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5.5 Trajektorienplanung mittels Zeitumkehrsymmetrie

5.5.1 Zeitumkehrsymmetrie fiir allgemeine nichtlineare
MIMO-Systeme

Sei T > 0 eine reelle Konstante. Mit Fr wird im folgenden die Menge der glatten,
d.h. hinreichend oft differenzierbaren, Funktionen mit Definitionsbereich [0,7] und
Wertebereich X x R™ bezeichnet. Diese Menge enthalt die Menge der Losungen des
Systems (5.29) im entsprechenden Intervall als echte Teilmenge. Um nun die Umkehrung
der Zeitrichtung fiir Trajektorien zu beschreiben, wird die Inversionsabbildung ?T im
Intervall [0, T fiir ein beliebiges ¢ € Fr durch die Beziehung

Tr: Fr — Fo, <?To cp) (t) = (T — 1) (5.30)
eingefiihrt.

Definition 5.11. Eine Trajektorie ¢ € Fp des Systems (5.29) mit ¢t — ¢(t) =
col(x(t), 7(t)) heifit zeitumkehrbar, falls es eine diffeomorphe!® Transformation ¥
des Zustands und des Eingangs mit

U X XR" = X xR”, (x,7) (\I/x(x), xpT(T)> (5.31)

gibt, so dass die transformierte Trajektorie ¢ = W(¢) durch Anwendung der Inversions-
abbildung ?T zu einer Losung von (5.29) wird. <
Mit anderen Worten: Gelte ¢ := ¥ (), ¢ =Tro @ und somit @(t) = col(x(t), T(t)) =
col(x(T —t),7(T —t)), dann ist ¢ genau dann eine zeitumkehrbare Trajektorie, wenn

auch ¢ die Systemgleichungen 16st, also die Gleichung
x(t) = £(x(t)) + G(x(t))7(t) (5.32)

fir alle t € [0, T erfiillt ist. Es sei darauf hingewiesen, dass die Abbildungen ¥ und ?T
vertauschbar sind, denn erstere wirkt nur punktweise auf Funktionswerte der jeweiligen
Trajektorie. Weiterhin sei angemerkt, dass jede Ruhelage eine zeitumkehrbare Trajektorie
ist. Fur ¥ kann man dann z.B. die identische Abbildung ansetzen. Interessanter sind
nattirlich Systeme, die noch weitere zeitumkehrbare Trajektorien besitzen.

Definition 5.12. Ein System der Form (5.29) weist Zeitumkehrsymmetrie auf bzw.
heifit zeitumkehrsymmetrisch, wenn alle Losungen mit der selben Eingangs-Zustands-
Transformation ¥ zeitumkehrbar sind. <

Satz 5.13. ! Das System (5.29) ist zeitumkehrsymmetrisch, wenn es eine Zustand-
stransformation Uy gibt, sodass fir alle x € X gilt

F(W () = WL (x) - F(x) (5.33)
G(U,(x)) = -V (x) - G(x). (5.33b)
Als zugehdrige Eingangstransformation ergibt sich dann die identische Abbildung ¥, = id.

0Genauer wird gefordert, dass ¥, und W, jeweils fiir sich diffeomorph sind, siehe auch Abschnitt A.7.
'Diese Charakterisierung der Zeitumkehrsymmetrie wurde durch Prof. F. Woittennek im September
2011 angeregt.
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Beweis: Sei ¢ € Fr eine Losung von (5.29) und gelte weiterhin ¢ = Vo ?To ¢ und
somit

xX(t) == Uy (x(T —t)), (5.34a)
T(t) =71(T —t). (5.34Db)
Dann erhalt man durch passendes Einsetzen

X(t) = LW (x(T —t)) = -V - %x(T — t)

G2 g . (F(x(T = 1) + G(X(T — 1)) - 7(T — 1)) (5.35)
P2 (W(x(T 1)) + G(V(T — 1)) - T(T 1)
(5.34)

= f(x(t)) + G(x(t)) - T(t).

Mit anderen Worten: Aus den Gleichungen (5.33) und (5.34) lasst sich Gleichung (5.32)
herleiten. Die Trajektorie ¢ ist also tatsdchlich eine Losung des Systems (5.29). ]

Offensichtlich stellt Satz 5.13 nur eine hinreichende Bedingung dar. Systeme, die die
Voraussetzungen dieses Satzes nicht erfiillen, konnen dennoch Zeitumkehrsymmetrie
aufweisen, beispielsweise unter Einbezug einer anderen Eingangstransformation W..
Ein einfaches Beispiel hierfiir liefern Eingréfen-Systeme der Zustandsdimension ny
in Regelungsnormalform'?. Durch eine passende lineare Eingangstransformation lisst
sich das System als reine Integratorkette der Lange n auffassen. Fir diese lasst sich
mit dem Ansatz Uy(x) = diag(—1,1,...,(—=1)™)x und ¥, = (—1)™ - id und einer zu
obigem Beweis analogen Argumentation Zeitumkehrsymmetrie konstruktiv nachweisen.
Da ein Mehrgrofiensystem in Regelungsnormalform (siehe z.B. [Lud95b, Abschnitt 8.2])
sich durch Eingangstransformationen leicht entkoppeln lisst, ist diese Uberlegung ohne
weiteres auch auf den Mehrgrofienfall iibertragbar.

In den Abschnitten 4.2 und 4.3 wurden nichtlineare Systeme diskutiert, die im Sinne
einer eineindeutigen Abbildung zwischen den Trajektorien dquivalent zu linearen steuer-
baren und damit zu Systemen in Regelungsnormalform sind. Folglich weisen alle statisch
oder dynamisch exakt eingangs-zustands-linearisierbaren Systeme Zeitumkehrsymmetrie
auf. Die Transformationen ¥V, und W, sind dann im Allgemeinen nichtlinear.

Eine allgemeine Charakterisierung zeitumkehrsymmetrischer Regelungssysteme sowie
ein damit verbundenes abpriifbares Kriterium bleibt im Rahmen dieser Arbeit offen, siehe
Abschnitt 7.2.5. Im folgenden Abschnitt wird statt allgemeiner nichtlinearer Systeme der
Form (5.29) eine spezielle Klasse von mechanischen Systemen betrachtet. Durch diese
Einschrinkung lassen sich starkere Aussagen treffen.

5.5.2 Zeitumkehrsymmetrie fiir quasi-konservative
mechanische Systeme

Im Kapitel 2 war der Ausgangspunkt fiir die Modellbildung die Lagrange-Funktion
L(6,0) =T(6,0) — V(0) als Differenz von kinetischer und potentieller Energie. Um im

12Zur Definition der Regelungsnormalform siehe z.B. [Lud95a, Abschnitt 6.1.2].
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Weiteren die in den Lagrange-Gleichungen auftretenden Ableitungen genauer spezifizieren
zu konnen, wird der folgende (tibliche) Sprachgebrauch vereinbart.

Definition 5.14. Fiir alle ny,ny € N, heifit eine Funktion g : R™ — R", die fiir
alle x € R™ die Beziehung p(—x) = p(x) bzw. p(—x) = —p(x) erfiillt, gerade bzw.
ungerade.

Satz 5.15. Jedes konservative mechanische System der Form (2.8) ist zeitumkehrsym-
metrisch. Als Transformation bezogen auf die Zustandsdefinition x = (0,80) dient dafir

Ue(x) = (% 9. )% ¥, =id (5.36)

Beweis: Die Voraussetzung von Konservativitat bedeutet, dass in den Bewegungs-
gleichungen eine Abhingigkeit von @ nur iiber die Eintrage von C(0, ) auftritt. Aus
physikalischen Griinden ist die kinetische Energie T'(0, -) fir alle Konfigurationen beziig-
lich der Geschwindigkeiten eine gerade Funktion, siehe (2.3). Aus den Gleichungen (2.9b)
und (2.13) folgt dann, dass auch C(8, -) und damit f;(8, -) gerade Funktionen sind. Setzt

man nun die Transformation (5.36), die sich auch als Wy ( (g) ) = (fé) schreiben lasst,

in das Driftvektorfeld f(x) = (fg(g 9)) aus der zusammengefassten Zustandsdarstellung
(2.17) ein, erhélt man

£ () = (1 0%0)) = (c00) = (o L) £2). (5.37a)

Da die in G(x) zusammengefassten Eingangsvektorfelder nicht von 0 abhingen, resultiert
(wegen der Besetzungsstruktur von G) analog

G(Ty(x)) (5.37b)
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Die Gleichungen (5.37) entsprechen nun gerade den Bedingungen (5.33) aus Satz 5.13. [

Korollar 5.16. Die Transformation (5.36) liefert auch fir quasi-konservative Systeme
in der kollokierten partiell linearisierten Darstellung eine Zeitumkehrsymmetrie.

Beweis: Unter der Quasikonservativitits-Voraussetzung (siehe Definition 2.3) ist K
in (2.18) nicht von @ abhéngig, d.h. in dieser Gleichung tritt @ nur in C;(6,6) auf und
damit gilt eine zum Beweis von Satz 5.15 analoge Argumentation. O

Bemerkung 5.17. Viele mechanische Systeme weisen noch eine weitere diskrete Sym-
metrie auf: Wenn 7'(-,0) und V (-) gerade Funktionen sind, gelten zusétzlich zur eben
nachgewiesenen Beziehungen (5.37) noch die Beziehungen

f(—x) = —f(x) (5.38a)
G(—x) = G(x). (5.38b)
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Daraus resultiert eine weitere Abbildung zwischen Losungen:

3 _ i x® ) = (O

U(p)=—¢ baw. W(X0)=(24). (5.39)
Im Unterschied zur Abbildung ¥ aus (5.36) invertiert ¥ die Vorzeichen aller Zustands-
komponenten und des Eingangs. Dass daraus ebenfalls wieder eine Losung des Systems
(5.29) entsteht, lasst sich durch Einsetzen und Differenzieren analog zu oben leicht zeigen.

Konsequenterweise liefert nun die Verkettung beider Transformationen ¥ o ¥ := ¥

zusammen mit der Zeitrichtungsumkehr [ 1 aus Gleichung (5.30) ebenfalls wieder eine
Abbildung zwischen Losungen. Im Unterschied zu den Beziehungen aus Satz 5.13 erhélt
man dann die Berechnungsvorschrift

x(t) = (0" L) x(T = 1) (5.40a)
F(t) = —7((T —1)). (5.40D)

Dieser Ansatz fiir eine zeitumkehrsymmetrische Losung wurde in [KR11] vorgestellt.
Aufgrund der dafiir zusatzlichen Symmetrie-Anforderungen an L(-,0) und V() ist er
allerdings weniger allgemein als die Variante aus Satz 5.15. <

5.5.3 Ruhelageniiberfiihrung mittels Zeitumkehrsymmetrie
und Riickfiihrung

Betrachtet wird nun wieder das System (5.29) und es wird die Existenz einer Transforma-
tion ¥ angenommen, sodass Zeitumkehrsymmetrie entsprechend Definition 5.12 vorliegt.
Das Verlassen einer gegebenen Ruhelage x' des Systems ist im Allgemeinen deutlich
leichter umzusetzen, als diese Ruhelage aus einem gegebenen Anfangszustand zu erreichen,
denn unter allen moglichen Eingangssignalverlaufen existiert nur einer, fiir welchen das
System in der Ruhelage verbleibt. Die Zeitumkehrsymmetrie kann man sich nun zu Nutze
machen, indem man simulativ die Zielruhelage verlédsst und das System in einen einfacher
zu erreichenden Zustand x* {iberfiihrt. Im Anschluss kann dann die Eingangstrajektorie
zeitlich invertiert werden, sodass bei entsprechender Wahl des Anfangszustandes die
gewlinschte Zielruhelage erreicht wird.

Der Zustand x# muss dabei im Allgemeinen keine Ruhelage sein. Bei dem in [KR15b]
vorgestellten manéverbasierten Ansatz zur Bewegungsplanung des unteraktuierten Zwei-
gelenkmanipulators (siche Abbildung 2.1) wird die Zeitumkehrsymmetrie u.a. auch fiir die
Auslegung des finalen Bremsmanovers ausgenutzt, sodass das System gerade dann seine
kinetische Energie komplett verloren hat, wenn es sich in der gewiinschten Konfiguration
befindet. Der Zustand x* ist dabei Teil eines sogenannten ,Parkregimes“, d.h. einer
Trajektorie in der alle Zustandskomponenten bis auf eine konstant bleiben. Eine spezielle
Konfiguration kann dabei durch Abwarten erreicht werden.

Im Folgenden wird nun aber der Spezialfall betrachtet, dass es sich bei x* = x* um
eine Ruhelage handelt, und diese sich mittels einer Riickfithrung derart asymptotisch
stabilisieren lasst, sodass ihr Attraktivitatsgebiet (sieche Abschnitt A.2) einen erheblichen
Teil des Zustandsraumes umfasst. Die Trajektorienplanung besteht dann aus den folgenden
Schritten:
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Algorithmus 5.18. 1. Entwurf eines Reglers ,R1“ zur asymptotischen Stabilisierung
der Ruhelage x* fiir grole Abweichungen.

2. Entwurf eines Reglers ,R2“ zur asymptotischen Stabilisierung der Ruhelage xT.

3. Simulation des mit R1 riickgefithrten Systems mit dem Anfangswert'® x' + Ax fiir
das Zeitintervall [0, Ts3] und Aufzeichnung des daraus resultierenden Stellgrofen-
verlaufs t — 7g3(t).

4. Bestimmung des neuen StellgroBenverlaufs rg5(-) := ¥,0 ?ng o Ts3(+).

5. Anwendung des StellgroBenverlaufs 7g5(+) auf das Originalsystem mit dem Anfangs-
wert x* im Intervall [0, Tgs3].

6. Aktivierung des Reglers R2 (,Einfangen® des Systems).

Erlauterung: Bezeichne t — xg3(t) bzw. t — xg5(t) jeweils die aus Schritt 3 bzw. 5
resultierende Zustandstrajektorien. Wegen der vorausgesetzten Zeitumkehrsymmetrie
tiberfithrt der Eingangsverlauf 7g5(-) das System bei der Wahl des Anfangszustandes
x(0) = xg3(T53) in den Zustand x(7s3) = x' + Ax und damit in die Néhe der Zielruhelage.
Weil R1 ein asymptotisch stabilisierender Regler ist, gilt auflerdem xg3(7s3) — x* fiir
Ts3 — oo. Auf Grund der stetigen Abhéngigkeit der Losung eines (hinreichend glatten)
dynamischen Systems von den Anfangswerten (siehe z.B. [Kha02, Abschnitt 3.2]) folgt
daraus, dass sich mit steigender Simulationsdauer Ts3 auch xg5(7s3), d.h. der Endzustand
von Schritt 5, dem Zustand x' + Ax anndhert. Wenn im Schritt 3 Ax hinreichend klein
gewahlt wurde, dann liegt also xg5(7s3) im Einzugsbereich der durch R2 stabilisierten
Ruhelage.

Mit dem Entwurfsfreiheitsgrad Ax kann das Einschwingen im Schritt 3, beeinflusst
werden, sodass die Konvergenz nach x* schneller bzw. tiberhaupt erreicht wird. Einen
weiteren Entwurfsfreiheitsgrad stellt der Zeitpunkt der Aktivierung des Reglers R2
dar. Ggf. kann es sinnvoll sein, dafiir Tss < Ts3 zu wahlen, um damit eine schnelleres
Einschwingen zu erreichen.

Beispiel 5.19 (Wagen-Pendel-System, siehe auch 4.10; Implementierung: [(17)]). Be-
trachtet wird das in Abbildung 4.3 dargestellte System aus einem Pendel mit horizontal
verschieblichem Aufhéngepunkt. Neben der Stabilisierung einer instabilen (,,oberen*)
Ruhelage ist die Uberfiihrung von einer unteren in eine obere Ruhelage ein oft betrachtete
Regelungsaufgabe, siehe z.B. [AF00] und die dort zitierten Referenzen. Im Folgenden
wird der oben beschriebene, auf der Zeitumkehrsymmetrie des Systems beruhende Ansatz
fir diese Aufgabe angewendet.

Ausgangspunkt sind die Systemgleichungen (4.11) in kollokiert partiell linearisierter
Form und der Zustandsvektor x = (p; ¢; u; v1)’. Auf Grund von Satz 5.15 weist das
System Zeitumkehrsymmetrie auf und es gilt ¥, = id.

13Der Vektor Ax sollte betragsmiilig klein sein und stellt einen Entwurfsfreiheitsgrad dar.
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Neben der Erdbeschleunigung g = 9.817 ist der Achsabstand des Schwerpunktes
ss = 0.5m der einzige relevante Systemparameter. Durch Jacobi-Linearisierung um die
Ruhelagen x* =0 und x" = (7 0 0 0)7 erhilt man die Systemmatrizen

0 010 0 0 010 0
0 00 1 0 0 00 1 0
Ar=1 1962 0 0 o = 20| P2 A2= 1960 0 0 0| 2= |20
0 000 1 0 000 1

(5.41)

Fiir diese lasst sich nun jeweils eine lineare statische Riickfithrung bestimmen, welche
die Eigenwerte des geschlossenen Kreises entsprechend einer vorgegebene Konfiguration
platziert.

Fir den Regler R1 werden die Eigenwerte (—1.5 £ 1.2j, —1.3 & 3.4j) vorgegeben und
als Abweichung Ax von der Zielruhelage x' fiir Schritt 3 wird —15 verwendet. Diese
Werte wurden empirisch derart gewéhlt, dass das System moglichst schnell zur Ruhe
kommt und die Wagenposition dabei innerhalb einer angenommenen Positionsbegrenzung
von 2m bleibt. Zusétzlich muss x' + Ax im Einzugsbereich der mittels R2 stabilisierten
Ruhelage x' liegen, was sich leicht per Simulation bestitigen lisst. Abbildung 5.7 stellt
die Ergebnisse der Simulationen fiir Schritt 3 (links) und die Schritte 5 und 6 (rechts)
grafisch dar.

Simulationsergebnisse zur Motivation der Wahl von Ax und Tg5 konnen der Beispiel-

rechnung [(17)] entnommen werden. <

Bemerkung 5.20. Der in diesem Abschnitt vorgestellte Ansatz kann natiirlich mit
anderen Methoden zur Trajektorienplanung kombiniert werden. Z.B. muss man am Ende
von Schritt 3 nicht unbedingt abwarten bis die asymptotische Konvergenz die Trajektorie
hinreichend nahe an x* gefiihrt hat, sondern kann, weil sich das System in der Nahe der
Ruhelage ndherungsweise linear verhélt, auch den in Abschnitt 5.2 beschriebenen Ansatz
verwenden, um den verbleibenden Abstand in endlicher Zeit zu iiberwinden. <
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Abbildung 5.7: Trajektorienplanung mittels Zeitumkehrsymmetrie. Links: Schritt
3. Stabilisierung des Systems in der Ruhelage x* = 0 ausgehend vom Anfangswert
x! + Ax = (7 0 0 0)". Nach Tg3 = 65 wird die verbleibende Abweichung von
x* als hinreichend klein eingestuft. Rechts: Schritte 5 und 6. Reaktion des Systems
mit dem Anfangszustand x* auf den Eingangsverlauf 7g5(+) :?TS3 o Ts3(+) fiir das
Intervall [0, Ts5] = [0, 753 — 0.5s]. Ab dem Zeitpunkt ¢t = 5.5s (graue Line) ist der
Regler R2 aktiv (Schritt 6). Aus dem Umschalten resultiert ein moderater Sprung
in der Stellgrofle a.
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Kapitel 6

Erzeugung von Grenzzyklen mit
vorgebbarer Frequenz und

Amplitude durch Rickfiithrung

6.1 Motivation und Uberblick

Typischerweise wird in der Regelungstheorie die Stabilisierung von gewiinschten Tra-
jektorien — und als Spezialfall davon die Stabilisierung von Ruhelagen — betrachtet.
Bei der praktischen Umsetzung solcher Regelungen kann es jedoch zu Schwierigkeiten
kommen. Ein bei unteraktuierten mechanischen Systemen haufig auftretender Effekt ist
das Auftreten von Dauerschwingungen aufgrund von Lose und/oder trockener Reibung
[SLI1, Abschnitt 5.2], [F693, Kapitel 4], [Adal4, Kapitel 2]. Systemtheoretisch lassen
sich diese als stabile Grenzzyklen auffassen. In den meisten technischen Systemen ist
dieses Verhalten unerwiinscht. Allerdings kann es unter Umsténden sinnvoll sein, wenn
die Dauerschwingung nicht zu verhindern ist, wenigstens ihre Frequenz und Amplitude
geeignet vorzugeben.

Unter bestimmten Umstianden koénnen stabile Grenzzyklen auch dem erwiinschten
Verhalten entsprechen, etwa zu Testzwecken fiir Identifikations-, Beobachter- oder Re-
gelungseinrichtungen. Beispielsweise existiert im Zusammenhang mit der adaptiven
Regelung die Bedingung einer ,fortwédhrenden Anregung“ (,,persistent excitation®), siehe
z.B. [SLI1, Abschnitt 8.2]. In [Buc07] werden Grenzzyklen zur adaptiven Regelung von
Schreitmaschinen eingesetzt.

Neben diesen moglichen Anwendungen ist die gezielte Erzeugung von stabilen Grenz-
zyklen durch eine geeignete Riickfithrung auch eine interessante akademische Frage,
siehe z.B. [BI88]. Obwohl komplexe dynamische Systeme seit vielen Jahren eine aktives
Forschungsgebiet sind, und etliche Biicher zu dem Thema zur Verfligung stehen, siehe z.B.
[GH86, AP90, Far94, AVK11], hat die Erzeugung von Grenzzyklen bisher vergleichsweise
wenig Aufmerksamkeit erfahren.

In [BM95] wird die Stabilisierbarkeit von Grenzzyklen in allgemeinen nichtlinearen
eingangsaffinen Systemen untersucht, wahrend im nachfolgenden Beitrag der selben
Autoren [BMS96] explizit die Erzeugung eines stabilen Grenzzyklus fiir ein steuerbares
lineares System im Mittelpunkt steht. Der gewahlte Ansatz basiert dabei auf der Transfor-
mation in die Regelungs-Normalform, sodass sich die Systemdynamik als eine Reihe von
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6.2 Polplatzierung und reelle Jordan-Normalform

Integratorketten darstellt [Son98, Abschnitt 4]. Diesem System wird dann die Dynamik
einer auf die Systemdimension angepassten Version der so genannten Liénard-Gleichung
aufgepragt und es wird gezeigt, dass das so riickgefithrte System einen eindeutigen und
asymptotisch stabilen Grenzzyklus hat.

Ein alternativer Ansatz besteht darin, eine oszillierende Solltrajektorie vorzugeben und
diese mit einem Folgeregler zu stabilisieren. Dies ist zum Beispiel mit flachheitsbasierten
Methoden moglich.

Im Folgenden wird stattdessen der auf [KR12a] basierende und in [KR12b, KR12c,
KR13, KR14b] weiter ausgearbeitete Ansatz vorgestellt, der eine explizite Trajektori-
enplanung und eine Koordinatentransformation als Entwurfsschritt umgeht und damit
vergleichsweise einfach anzuwenden ist. Amplitude und Frequenz der resultierenden Dau-
erschwingung treten dabei als explizite Verfahrensparameter auf. Obwohl das Entwurfs-
verfahren durch mechanische Systeme motiviert ist, setzt es die fiir diese Systemklasse
kennzeichnenden strukturellen Eigenschaften nicht voraus. Dementsprechend erfolgt die
Darstellung des Entwurfs anhand eines allgemeinen linearer Systems.

6.2 Polplatzierung und reelle Jordan-Normalform
Ausgangspunkt ist das allgemeine lineare Eingangsgrofiensystem in Zustandsdarstellung
x=Ax+br  mitx(t),beR™, AgcR™"

wobei 7 die skalare Eingangsgrofle darstellt.

Es wird angenommen, dass dieses System stabilisierbar! ist, und mindestens ein
steuerbares Teilsystem der Dimension 2 aufweist. Folglich kann fiir das System stets
eine lineare statische Zustandsriickfiihrung 7 = kT x gefunden werden, sodass von den
Eigenwerten der Systemmatrix des geschlossenen Kreises genau ein konjugiert komplexes
Paar bei +jw auf der imagindren Achse liegt und alle anderen Eigenwerte negativen
Realteil haben, siehe z.B. [Son98, Theorem 13]. Wendet man die Eingangstransformation

r=kix+ 7 (6.1)
an, ergibt sich das neue System
% = (A + bk]) x + b, = Ax + br, (6.2)
=A

mit dem Eingang 75, dessen Systemmatrix das oben beschriebene Spektrum aufweist
und welches von nun an betrachtet wird. Setzt man die neue Eingangsgrofie m = 0,
ergibt sich das ,autonome® System x = Ax, welches aufgrund des Eigenwert-Paars bei
+jw unendlich viele periodische Losungen aufweist. Die zugehorigen Losungen sind peri-
odisch mit einer Periodendauer von 2mw™!. Sie werden auch als geschlossene Orbits
bezeichnet. Die Amplitude der resultierenden Dauerschwingungen héangt dabei von den

ID.h. falls ein nicht steuerbares Teilsystem existiert, muss dieses asymptotisch stabil sein [Hau70].
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6.2 Polplatzierung und reelle Jordan-Normalform

Anfangsbedingungen ab. Im néchsten Abschnitt wird eine nichtlineare Riickfithrung fiir
79 hergeleitet, welche von den unendlich vielen geschlossenen Orbits genau einen asymp-
totisch stabilisiert und dabei die Amplitude der resultierenden Schwingung festlegt. Dazu
erweist sich eine Koordinatentransformation in die sogenannte reelle Jordan-Normalform
als zweckmafig, welche im Folgenden néher betrachtet wird.

Seien \; = jw, Ay = —jw, A, ... \,, die Eigenwerte der Systemmatrix A. Im Sinne
einer moglichst einfachen Darstellung wird dabei vorausgesetzt, dass alle Eigenwerte die
algebraische Vielfachheit Eins haben. Dann existieren mit vy, ..., #,,_ ny linear unabhan-
gige zugehorige Eigenvektoren. Mit Hilfe der reguliren Matrix V := (01, Do, ..., 1y, st
nun eine Transformation von A in die (allgemeine) Jordan-Normalform méglich:

VAV =] (6.3)

Bekanntermaflen hat J wegen des Ausschlusses mehrfacher Eigenwerte Diagonalstruktur,
was prinzipiell eine getrennte Betrachtung der damit korrespondierenden Teilsysteme
erlauben wiirde. Durch die komplexwertigen Eintrage in J und V werden jedoch anschau-
liche Schlussfolgerungen tiber die Systemdynamik erheblich erschwert. Dieses Problem
ldsst sich durch die Verwendung der reellen Jordan-Normalform (siehe z.B. [Ber09, Ab-
schnitt 5.3]) beheben, wobei ausgenutzt wird, dass o; und &, per Konstruktion konjugiert
komplex sind. Dadurch kann man mittels

” ::;(1)1 + ) = Re(in) (6.42)
1 . - -
vy ::2—j(ul — ) = Im(9), (6.4b)

zwel reelle Vektoren definieren. Thre lineare Hiille sei
U := span(vy, vs) (6.5)
und stellt offensichtlich einen Untervektorraum des R™* dar.

Satz 6.1. Der Unterraum U hat die Dimension zwei und ist invariant beziglich der
durch x — Ax gegebenen linearen Abbildung.

Beweis: Durch direkte Berechnung ergibt sich

1. . 1. .
Ay, = §A(V1 + 1) = 5(]0”/1 — Jwir)

W - . . o, N . -
=1 | Re(i) +j Im(i) | — 22 [ Re(i)) —j Im ()
2 —— —— 2 —— ——
= —wy (6.6)

und aus einer analogen Rechnung folgt Avy, = wry. Weil vy, 0y Eigenvektoren zu un-
terschiedlichen Eigenwerten sind, sind sie linear unabhéngig. Aus der Regularitit der
Transformation (6.4) kann damit direkt dim U = 2 gefolgert werden. O
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6.2 Polplatzierung und reelle Jordan-Normalform

Neben A » haben A und damit auch J im Allgemeinen noch weitere konjugiert komplexe
Eigenwertpaare, sodass insgesamt n, derartiger Paare vorliegen. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit, kann man eine passende Sortierung voraussetzen, sodass fiir 1 < i < ny
jeweils \o;_1 = p; + ju; und Ag; = p; — jp; ein solches Paar bilden.

Zum i-ten konjugiert komplexen Paar tritt in J ein entsprechender Diagonal-Block der
Form diag(p; + 7, pi — jpi) auf. Durch die Ahnlichkeitstransformation

L1 pi + It 0 L1 —j pi i
21 . . . - S = 6.7
<J —J>< 0 pi—m)2 Ly —Wi  pi (6.7)
— —
=T-1 =T

erhalt man den zugeordneten Block der reellen Jordan-Normalform. Die Matrix T kann
dabei als ein Operator aufgefasst werden, der, angewendet auf ein Paar konjugiert
komplexer Vektoren, ihren Real- und Imaginérteil durch geeignete Spaltenoperationen
voneinander separiert. Damit ist Gleichung (6.4) dquivalent zu

(v1,v9) = (04, 1) T. (6.8)

Diese Aufteilung verallgemeinernd, ldsst sich mit der Festlegung

T := blockdiag | T,..., T, 1,...,1 (6.9)
—_———— ——
ny mal nx—2ny mal
die reelle Transformationsmatrix

V:=VT = (v,vs,...,1,) (6.10)

definieren, deren Spalten entweder aus dem Real- bzw. Imaginérteil eines konjugiert kom-
plexen Eigenvektorpaares bestehen, oder, fiir die reellen Eigenwerte, aus dem Eigenvektor

selbst.
Zusammen mit der Inversen U := V! ergibt sich die Ahnlichkeitstranformation von
A in die reelle Jordan-Normalform:

UAV::JT:<’; g),mitj:< 0 “’) (6.11)

—w 0

und J € RO==2x(=x=2) Dje spezielle Struktur von J ist der Spezialfall des Blocks aus
(6.7) mit Ay o = p1 £ jps = 0% jw. Alle weiteren Eigenwerte sind in J enthalten.
Durch die Koordinatentransformation

z(t) = Ux(t), bzw. x(t)= Vz(t) (6.12)
kann die Systemdynamik (6.2) in die Normalform

z = UAVz + Ubn, = J,.z + b, (6.13)
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6.2 Polplatzierung und reelle Jordan-Normalform

mit b, := Ub tberfithrt werden. In dieser Koordinatendarstellung wird der lineare Un-
terraum U (siehe (6.5)) von den ersten beiden Koordinateneinheitsvektoren (1,0, ..., 0)"
und (0,1,0,...,0) aufgespannt, denn die Spalten von V = (v, v, ...) werden als Basis
benutzt. Damit liegt eine Aufspaltung der Systemdynamik (6.13) in zwei Teilsysteme
nahe:

z=2Jz+br, mit z(t)eR? (6.14a)
z=Jz+br, mit z(t)eR™2 (6.14D)

wobei der Zusammenhang zu (6.13) durch z = col(z,z) und b, = col(b, b) hergestellt
wird.

Satz 6.2. Firt — oo konvergieren die Trajektorien des autonomen Systems (wahlweise
reprasentiert durch (6.2), (6.13) oder (6.14), jeweils mit 5 = 0) gegen den Unterraum U.

Beweis: Per Konstruktion hat J aufer dem Paar auf der imaginiren Achse alle
Eigenwerte von A und ist damit eine Hurwitz-Matrix. Das zweite Teilsystem konvergiert
folglich gegen 0 wahrend die Trajektorien des ersten Teilsystems den Unterraum U
aufgrund dessen Invarianz (siehe Satz 6.1) nicht verlassen. ]

Projiziert man die Trajektorien des autonomen Systems auf U, erhalt man beziiglich
der Normalform-Koordinaten Kreise mit dem anfangswertabhéngigen Radius 4/(]z(0)]),

denn die quadratische Form z’z ist eine Erhaltungsgréfie bzw. ein erstes Integral (siche
Abschnitt A.3), wie sich leicht tiberpriifen lasst:

9(777) =2 (37 + 1)z 2o, (6.15)

Der Wert dieses ersten Integrals legt offensichtlich die Amplitude der zugehorigen Schwin-
gung fest. Mit Hilfe der Matrix

L I2 0 Ny X Mix
E._<0 0>ER (6.16)

kann die fiir ¢t — oo auftretende Schwingungsamplitude auch fiir das Gesamtsystem
(6.13) ausgedriickt werden:
7'% =z Ez. (6.17)

Aus dem Satz vom regulidren Punkt, siehe z.B. [Jan05, Sektion 1.4], ist bekannt, dass
die zu einem gegebenen Wert a* > 0 gehorende Niveaumenge

Wy :={z € R™ : 2" Ez = o*} (6.18)

eine (nx — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™* ist. Diese schneidet den Un-
terraum U in jedem Fall transversal, siche Abbildung 6.1. Dadurch ergibt sich die
Kodimension der Schnittmenge

On =W, NU (6.19)
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6.3 Asymptotische Stabilisierung eines Grenzzyklus

aus der Summe der Kodimensionen der beiden Untermannigfaltigkeiten:
codim(O,+) = codim(Wy,+) + codim(U) =1+ (n —2) =n — 1. (6.20)

Das heifit, O,+ ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Genauer gesagt, ist O«
z|? = a* gehorende geschlossene Orbit des autonomen Systems:

gerade der zu

z2€0y & Z7—a" =0. (6.21)

In Abbildung 6.1 sind die geometrischen Zusammenhénge schematisch dargestellt.

Oy

21
~

Abbildung 6.1: Schematische Visualisierung der Mengen U, W, und ihres
Schnitts O

6.3 Asymptotische Stabilisierung eines Grenzzyklus

Ziel soll es nun sein, zunéchst die asymptotische Stabilisierung eines gewiinschten ge-
schlossenen Orbits in Normalform-Koordinaten zu erreichen, und im Anschluss die so
hergeleitete Riickfithrung in die Originalkoordinaten zuriickzutransformieren.

Die Herleitung der Rickfithrung erfolgt dabei iiber die Methode der ,Regelungs-
Ljapunov-Funktion®, siehe z.B. [Son98, 5.7]. Ein zweckméBiger Kandidat fiir eine solche
Funktion kann aus der geometrischen Anschauung konstruiert werden. Die Funktion
777 — o entspricht dem quadratischen Abstand eines Punktes in U zum gewiinschten
geschlossenen Orbit O,«. Das Vorzeichen dieses Ausdrucks gibt dabei an, ob der Abstand
nach auflen (+) oder innen (—) gerichtet ist. Da fiir eine Ljapunov-Funktion positive
Definitheit Voraussetzung ist, bietet es sich an, dieses Vorzeichen durch Quadrieren
der Differenz zu eliminieren. Fir die Komponente in z-Richtung liegt ein klassischer
quadratischer Ansatz nahe, denn es gilt z € O, = z = 0. Aus diesen Uberlegungen,
motiviert sich das folgende Ergebnis:
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6.3 Asymptotische Stabilisierung eines Grenzzyklus

Satz 6.3. Sei A\, <0 der betragsmapig kleinste Realteil eines Eigenwerts von J und gelte
ferner |b|, ks > 0. Dann stellt

_ k2|6|2 =T )2 17T7
V(z) = Y (z Z—« ) +52 z (6.22)
fiir das System (6.14) beziglich des geschlossenen Orbits O, eine lokale Regelungs-
Ljapunov-Funktion und

m(2) = —ky (2% — a”) 2"b (6.23)
eine lokal asymptotisch stabilisierende Riickfiihrung dar.

Beweis: Entsprechend Definition 5.7.1 in [Son98] muss die Funktion V' drei Bedingungen
erfiillen. Zunachst stellt man fest, dass V' proper ist, d.h. dass es fiir jedes € > 0 eine
Umgebung? um O, gibt, auf der V(z) < ¢ erfiillt ist. Ebenso gibt es eine Umgebung
von O,s, auf der V(z) > 0 fir alle z ¢ O, gilt, d.h. V ist eine lokal positiv definite
Funktion. Die dritte Bedingung besagt, dass es fiir jeden Anfangswert in einer passenden
Umgebung einen Eingangsverlauf geben muss, sodass der Wert von V' entlang der
aus diesem Eingangsverlauf resultierenden Trajektorie ¢ — z(¢) monoton abnimmt.
Um das nachzuweisen, berechnet man zunéchst die Lie-Ableitung von V entlang des
eingangsabhangigen Vektorfeldes J,z + b, aus (6.13):

V= L3a4b,m)V = L3V + Ly V1

(6.14) k?2|5|2 =Tx ~T3s =T 75 (—T_ k2|6|2 ~Tx ~T~>
= zz—a" )z Jz+z Jz+ |z b+ —F———(2z2—a" )z b|mn (624
el g =)
Wegen z7J% = 0 (siche (6.15)) verschwindet der erste Term und man erhalt
’ =T 75 =T k2|5|2 =T \ 5T
V=zJz+ Zb+|A|(Z Z—Oé)Zb T2. (625)

Aus der Tatsache, dass alle Eigenwerte von J einen negativen Realteil haben, und der
speziellen Struktur dieser Matrix folgt direkt, dass der erste Summand niemals positiv
ist. Setzt man nun die Riickfithrung (6.23) fir 7 ein, ergibt sich

V=2"Jz-2"b-k (2'2—a")2"b - k%';"'? (72— ") 2T6)2 . (6.26)

Mit Hilfe der Abschitzungen z'Jz < —|\,| - |Z|? und —z"b < |Z| - |b| < 2-|z| - |b| gilt

damit

V< — <|)\ Hi|2 _9. kg’il . ‘B‘ (iTZ . Oé*) b X k§|5|2 ((ZTZ . a*> ZTB)Q)
A b

— - <M|z| _ halb ("2 — o) zTB) <0. (6.27)

Al

2 Typischerweise werden in der Analysis Umgebungen von Punkten in metrischen Réumen betrachtet,
siehe z.B. [HSZ03, Abschnitt 1.3.2.2]. Hier wird der Begriff aus topologischer Sicht verwendet: Eine
Umgebung von O, ist eine offene Menge, die O,+ enthélt.
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6.3 Asymptotische Stabilisierung eines Grenzzyklus

Damit ist die Stabilitdt des Grenzzyklus im Sinne von Ljapunov bereits gezeigt. Um
asymptotische Stabilitat nachweisen zu konnen, wird der Satz von LaSalle herangezogen,
siehe z.B. [SLI1, Abschnitt 3.4.3]. Dieser sagt aus, dass die grofite invariante Teilmenge
der Menge aller Punkte, fiir die V(z) = 0 gilt, asymptotisch stabil ist. Aufgrund der
Definitheit von J folgt unmittelbar

V(iz)=0 = z=0, (6.28a)

d.h. V kann nur in U verschwinden, genauer gesagt auf der Teilmenge Oy« U {z e R?:

z"b = 0}. Zunichst wird untersucht, ob der durch z7b = 0 definierte eindimensionale

Unterraum invariante Teilmengen enthélt. Dabei kann man sich wegen z7b = 0 (6 2V

7o = 0 auf die Dynamik des autonomen Teilsystems (6.14a) in U beschranken. Unter
diesen Umstdnden bestehen die Trajektorien, wie oben festgestellt, aus Kreisen um den
Ursprung, sodass fiir alle z # 0 der betrachtete Unterraum wieder verlassen wird und
somit der Ursprung die einzige invariante Teilmenge des Unterraums ist. Andererseits ist
auf Grund von (6.21) und (6.15) klar, dass O, eine invariante Menge ist. Das heifit nach
dem Satz von LaSalle konvergieren alle Trajektorien, die nahe genug an O,- beginnen,
asymptotisch gegen die Menge O,+ U {0}. Schliellich kann man noch zeigen, dass der
Ursprung selbst eine instabile Ruhelage des mit (6.23) riickgefithrten Systems ist, indem
man die lineare Approximation des Teilsystems (6.14a) betrachtet:

=3z +br "2 3z + bhebz(a" — |2]?) = (J + kea*BbT)Z — ko|z[*PbTZ.  (6.2)

linear T.h.O.

Die zwei Eigenwerte der linearen Approximation ergeben sich aus der charakteristischen
Gleichung

det(ALy — (J + ko BBT)) = (A — by1) (A — boo) + (W — boy )W+ b)) =0 (6.30)

wobei die Abkiirzung b,] = a*kob; b fir 7,7 = 1, 2 eingefithrt wurde. Wegen der Voraus-
setzung o, ko > 0 gilt by, Doy > 0. Dadurch Verletzt (6.30) immer die Stodola-Bedingung
fiir die Vorzelchen der Koeffizienten eines Hurwitz-Polynoms, siche z.B. [Reil4, Abschnitt
3.5.2]. Damit koénnen die Trajektorien nur gegen O, konvergieren. O

Bemerkung 6.4. Tatséchlich ist der Fakt, dass der Ursprung eine (instabile) Ruhelage
des riickgefiithrten Systems ist, der einzige Grund, weswegen Satz 6.3 als lokale statt als
globale Aussage formuliert ist. <

Bemerkung 6.5. Fir den Spezialfall, dass, anders als in Satz 6.3 vorausgesetzt, ]f)] =0
gilt, kann man ebenfalls die Riickfithrung (6.23) verwenden. Fiir den Stabilitdtsnachweis

ko
4| Ar|

iiber (6.22) der Skalierungsfaktor |b|? weggelassen wurde. Die negative Semidefinitheit
von V folgt dann direkt (vgl. (6.26)) ohne zusétzliche Abschétzungen. <

2
eignet sich dann z.B. die Ljapunov-Funktion V(z) = (iTZ — a*) + %ZTZ, WO gegen-
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6.3 Asymptotische Stabilisierung eines Grenzzyklus

Bemerkung 6.6. Zur Unterstreichung der geometrischen Motivation der Ljapunov-
Funktion (6.22) dient die Darstellung einer ihrer Niveaumengen in Abbildung 6.2. Jede
Niveaumenge ist dabei homeomorph zu S! x S"~2, was als verallgemeinerter Torus
interpretiert werden kann. In dieser Notation reprasentiert S! den Einheitskreis und S¥
die k-dimensionale Einheitskugel. Dabei ist zu beachten, dass der k-Torus, d.h. das k-
fache Kartesische Produkt S' x ... x S* fiir £ > 1 nicht homeomorph zu S* ist, siche
auch [AMR88a, Abschnitt 3.2]. <

| {z : V(z) = konst}

Oy

\N|

21
~

Abbildung 6.2: Visualisierung einer Niveaumenge der Ljapunov-Funktion V. Die
Niveaumengen bilden (verallgemeinerte) Tori.

Mit Hilfe der Transformation (6.12) und der in (6.16) definierten idempotenten® Matrix
E kann man die Riickfithrung (6.23) auch leicht in die originalen Koordinaten umrechnen.
Zusammen mit der linearen Riickfithrung (6.1) erhélt man schlieBlich

=E

e e ~ _
7(x) = kix — koy(x? U'EUx — o*)x’ UTEUb = k] x — ky(x"Ex — o*)x"Eb. (6.31)

Bifurkationsanalyse

Der Parameter o* in der Rickfithrung (6.23) entspricht dem Quadrat der Amplitude der
resultierenden Dauerschwingung (bezogen auf z-Koordinaten). Lasst man nun, anstatt
wie bisher a* > 0 zu fordern, auch nichtpositive Wert fiir o* zu, stellt sich die Frage,
welche Konsequenzen sich dann fiir das riickgefiihrte System ergeben. Zur Beantwortung
dieser Frage bieten sich ebenfalls die Koordinaten der reellen Jordan-Normalform an.

3D.h., es gilt E-E = E [Ber09, Definition 3.1.1].
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6.3 Asymptotische Stabilisierung eines Grenzzyklus

Durch Einsetzen der Riickfiihrung und Sortieren erhilt man aus (6.13) unmittelbar

_ ( g 0 ) 2 — kb, (272 — ) 27D)

_ ( 03 >z—k2br(( a")b"%) +T.h.0.

linear
_( I+ kabb” 0
- koabb” J

=R(a*)

[
S i

> z+ T.h.O. (6.32)

Das Spektrum von R in Abhéngigkeit des Parameters a* lasst sich leicht angeben.
Aufgrund der Block-Dreicks-Struktur gilt

spec R(a) = spec(J + kyabb’) U spec(J) (6.33)

Der Einfluss von o* auf die beiden Eigenwerte des z-Teilsystems wird durch das charak-
teristische Polynom (6.30) beschrieben, dessen Nullstellen

R 72 4 72 12 1 h2)\2 .
)\172 = kQQ* bl —;— b2 + \/(k’ga*)2<bl_zb2) - (kQOf*ble)Q - (.L)Z + (kga*b1b2)2 (634)

lauten. Aus dieser Gleichung ist direkt ablesbar, dass fiir kleine Werte von [a*| ein

konjugiert-komplexes Eigenwertpaar mit dem Realteil koar* ; 2 vorliegt. Aufgrund der
vorausgesetzten Steuerbarkeit des z-Teilsystems gilt b # 0 und somit ergeben sich fiir
die drei moglichen Werte von sgn(a*) € {—1,0,1} die in Abbildung 6.3 dargestellten
Phasenportraits. Diese lassen sich nicht durch Homeomorphismen in einander umformen
und sind demzufolge nicht topologisch dquivalent [Kuz98, Definition 2.5]. Das riickgefiihrte
System weist also eine sogenannte Andronov-Hopf-Bifurkation beziiglich des Parameters
a* auf, vgl. [SLI1, S. 10] bzw. [Kuz98, Definition 3.2].

© ©@ «

a*<0 *

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung der verschiedenen Typen von Phasen-
portraits in Abhéngigkeit von sgn(a*): stabiler Fokus fiir a* < 0, Zentrum fir
a* = 0 und instabiler Fokus (mit stabilem Grenzzyklus) fiir o > 0.
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6.4 Simulation und experimentelle Ergebnisse

Die im Abschnitt 6.3 hergeleitete Riickfithrung wird nun auf ein unteraktuiertes System
angewendet.

Beispiel 6.7 (Wagen-Pendel-System; Implementierung: [(18)]). Betrachtet wird das in
Abbildung 4.3 dargestellte System aus einem horizontal verschieblichen Wagen (Ver-
schiebung ¢;) mit angebrachtem Pendel (Winkel p;). Ausgangspunkt ist die partiell
linearisierte Bewegungsgleichung (4.11) mit dem Zustandsvektor x = (p; ¢ 0 0)7.
Durch Linearisierung um die Ruhelage xg;, = (7 0 0 0)T ergeben sich die Systemmatrizen

0
< 0
A=|, und b = (6.35)

s

N

o oo o
—el—-o O

0
1
0
0

@)
o O O

Zur Vereinfachung der weiteren Berechnungen werden die Parameterwerte g = 9.81ms ™2

und s; = 0.5m eingesetzt und alle Gréflen werden auf SI-Einheiten normiert. Durch
den Riickfithrvektor kT = (—21.62 2.0 —3.0 3.0) werden die Eigenwerte der neuen
Systemmatrix A (siehe (6.2)) bei —1, —2 und +j \/g platziert. Durch eine Berechnung

der Eigenvektoren erhélt man

—0.15575 0.1557j —0.0755 0.2039 0 —0.1557 —0.0755 0.2039
V — [ —0.1557j 0.1557j 0.7031 —0.398 wmd V (6.10) 0 —0.1557 0.7031 —0.398

= | 06897 0.6897 0.0755 —0.4077 = loe6897 0 00755 —0.4077 | -
0.6897 0.6897 —0.7031 0.7961 0.6897 0  —0.7031 0.7961

(6.36)
Mit U = V! ergibt sich dann direkt die Riickfithrung* (6.31):
T = —543.5497kyp} — 418.6239kop?p1 + 145.9809kop3qy + 276.1663kopigy + ... . (6.37)

Wendet man diese auf das nichtlineare Modell (4.11) an, ergeben sich fiir o = 10 die in
Abbildung 6.4 dargestellten Simulationsergebnisse. Diese Resultate zeigen einerseits, dass
die Stabilisierung prinzipiell auch fiir das nichtlineare Originalsystem funktioniert und
andererseits, dass die Verstarkung ks hinreichend grof§ sein muss, um die Nichtlinearitaten
zu kompensieren. Welchen genauen Einfluss ko bzw. die durch ki platzierten Eigenwerte
auf das Attraktivititsgebiet des periodischen Orbits haben bleibt allerdings offen, siehe
dazu auch Abschnitt 7.2.6. <

Experimentelle Uberpriifung

Zur experimentellen Uberpriifung wurde das vorgestellte Regelungskonzept auf einem
Versuchsstand des Herstellers AMIRA (siche Abbildung 6.5) umgesetzt. Dieser besteht
aus einem Gleichstrommotor, welcher iiber ein Zahnradgetriebe und einen Zahnriemen
mit einem Schlitten verbunden ist, der auf einer Schiene gleitet und an dem ein Pendel

4Der vollstindige Ausdruck kann [(18)] entnommen werden.
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Abbildung 6.4: Simulationsergebnisse fiir das Wagen-Pendel-System mit der
Riickfiihrung (6.31). Anfangsauslenkung Ap; gegentiber xgy,: Schwarz und Rot: 5°,
Blau: 10°, Griin: 15°. Verstarkung ko: Rot: 0.02, sonst 2.0. Offensichtlich divergiert
das System fir ky = 0.02. Auflerdem ist die aus a* = 10 resultierende Amplitude
(ca. £25°) bereits so groB, dass die im Entwurf vernachlassigten Nichtlinearitéten
zu einer Deformation des Grenzzyklus gegeniiber der zu erwartenden Ellipse fiithren.

Abbildung 6.5: Versuchsstand fiir das Wagen-Pendel-System.

befestigt ist. Uber Inkrementalgeber sind der Pendelwinkel p; und die Schlittenposition
g1 messbar, durch numerisches Differenzieren erhilt man in hinreichend guter Naherung
die jeweiligen Geschwindigkeiten.

Die effektiv vom Antrieb auf den Schlitten ausgeiibte Kraft ist neben dem Motormoment
noch von anderen Groéflen abhangig: Einerseits wirkt eine betréachtliche Reibung zwischen
Schlitten und Schiene sowie im Getriebe, andererseits wird zusammen mit dem Schlitten

131



6.4 Simulation und experimentelle Ergebnisse

eine Kabelkette mitbewegt und dabei verformt. Durch beide Effekte wird die Antriebskraft
in Abhéngigkeit der der Schlittengeschwindigkeit reduziert.

Identifikation eines Modells fiir den Antrieb

Um den Aufwand einer expliziten Modellierung dieser Phidnomene zu umgehen, wurde
fiir den Zusammenhang zwischen Motorspannung Uy, Schlittengeschwindigkeit ¢; und
resultierender Beschleunigung ¢; ein einfaches phdnomenologisches Modell angesetzt und
dessen Parameter identifiziert. Ausgangspunkt war die Aufzeichnung des Signals ¢; als
Antwort auf Eingangsspriinge mit unterschiedlicher Hohe fiir Uy;.

Fiir eine einzelne Sprungantwort ergibt sich ein Verlauf, welcher der Sprungantwort
eines PT1-Gliedes entspricht®: Bei konstanter Spannung nimmt die Beschleunigung mit
zunehmender Geschwindigkeit ab, bis sich schliefllich eine stationdre Geschwindigkeit
einstellt, siche Abbildung 6.6. Daraus motiviert sich das Modell

G = aqi + BUwm, (6.38)

wobei sich die Parameter o und ( als Anstieg bzw. Achsenabschnitt besonders einfach
aus der ,Geraden-Darstellung® in Abbildung 6.6 (rechts) ablesen lassen.

3.0
25
% 2.0
Z 15
< 10
=05

0.0

0O 05 10 15 20 25 3.0
1

4 6 8 1C
tins gi1(t) in ms~

Abbildung 6.6: Sprungantworten fiur das ideale PT1-Glied (6.38) mit o = 2
und 3 = 3. Links: Zustandsgrofie des PT1-Gliedes (¢;) aufgetragen tiber der Zeit.
Rechts: Ableitung der ZustandsgroBe (g;) aufgetragen iiber der Zustandsgrofie. Die
Beschleunigung ist zunachst maximal und sinkt mit fortschreitender Zeit immer
weiter ab.

Aus dem Vergleich der Messergebnisse fiir verschiedene Sprunghdhen ergibt sich allerdings
eine Diskrepanz zum PT1-Modell, siche Abbildung 6.7: Einerseits dndert sich der Anstieg
erheblich in Abhéngigkeit von Uy und andererseits resultiert aus betragsmaflig kleinen

®Dieses Beobachtung stimmen mit dem erwarteten Verhalten fiir einen Gleichstrommotor unter Vernach-
lassigung der Dynamik des elektrischen Teilsystems tiberein. Zur Identifikation von PT1-Modellen
siehe auch [Ise92, Abschnitt 21.1].
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Abbildung 6.7: Gemessene Sprungantworten der Schlittengeschwindigkeit ¢,
fir verschiedene Werte von Uy. Aufgetragen ist §; tiber ¢;. Links: positive
Eingangspannungen (Uy € [1.9V,4.4V]). Rechts: negative Eingangspannungen
(Um € [—4.1V, —1.6V]).

Spannungen keinerlei Bewegung. Zudem zeigte sich eine erhebliche Richtungsabhéngigkeit.
Fiir positive Spannungen setzte die Bewegung bei ca. 1.8V ein, fiir die entgegengesetzte
Bewegungsrichtung bei ca. —1.5V.

Um diesen Effekten Rechnung zu tragen wird an Stelle von (6.38) das erweiterte Modell

G = a(Un)q1 + 8(Unm) (6.39)

angesetzt und fiir beide Bewegungsrichtungen separat identifiziert. Fiir jede gemessene
Sprungantwort mit der Amplitude Uy erhédlt man durch eine Geraden-Approximation
des Messignals in der ¢;-Gi-Ebene jeweils die Werte a(Uyy) und B(Uy). Stellt man diese
Werte jeweils in Abhéangigkeit von Uy, dar, lassen sich fiir |Uy| > 2.4 mit guter Naherung
die linearen Approximationen

a(Un) = ag + a1 Uy (6.40a)
B(Uwm) = Bo + B1Un (6.40Db)

identifizieren, siche Abbildung 6.8. Fiir jede Richtung® erhilt man nun mit

_C'j1—a3rq'1+5ar

- G1— g G+ By
Uni(d1. 1) = ot B _
1 1

und Ul\](ql,ql) = a;ql T B; (641)

eine Gleichung, die in Abhéngigkeit der aktuellen Geschwindigkeit ¢; die zur Erreichung
einer gewiinschten Beschleunigung ¢; notwendige Spannung Uy liefert. Um Unstetigkeiten
bei ¢; = 0 zu verhindern, hat es sich als zweckméflig erwiesen, fiir kleine Geschwindigkeiten

5Die Bewegungsrichtung bzw. das Vorzeichen von Uy; wird jeweils durch den oberen Index * bzw. ~
gekennzeichnet.
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Abbildung 6.8: Approximationen erster Ordnung fiir a(Uy) und S(Uy) zur
Bestimmung der Parameter in (6.40). Blau: Uy > 0, griln Uy < 0. Um beide
Bewegungsrichtungen in einem Diagramm darstellen zu konnen, wurden die Vorzei-
chen von Abszisse und Ordinate fiir Uy < 0 invertiert. Messergebnisse fiir niedrige
Spannungen (|Uy| < 2.45V, links der vertikalen Linie) wurden bei der Bestimmung
der Approximationen auf Grund der deutlichen Abweichungen nicht beriicksichtigt.

G1 € [—¢, ] zwischen beiden Spannungswerten linear zu interpolieren:

Uni(Ga, d1) fir ¢; < —¢
UM(QD ql) = 2175 (UI\Z(Qh dl)(g - Q1) + Uﬁ(Qla le)(g + ql)) fur ql < |€| . (642)
Uni(dr, 1) fir g1 > ¢

In den durchgefiihrten Versuchen hat sich dabei ein Wert von € = 0.1 bewihrt.

Bemerkung 6.8. Aus Abbildung 6.8 geht hervor, dass das identifizierte Antriebs-
Modell fiir geringe Geschwindigkeiten erheblich von der Realitdt abweicht. Durch einen
Ansatz hoherer Ordnung an Stelle von (6.40) bzw. mit einer anderen Struktur lieBe
sich die Approximationsgenauigkeit zwar erhéhen, allerdings ist durch den Einfluss
von Temperatur und Luftfeuchtigkeit auf die Haft-Reibung im Bereich von ¢; ~ 0
ohnehin stets mit signifikanten Modellfehlern zu rechnen. Auflerdem hat der Ansatz
(6.40) den Vorteil, sich eindeutig analytisch nach Uy auflésen zu lassen. Somit stellt
(6.42) aus Sicht des Autors einen guten Kompromiss zwischen Modellgenauigkeit und
Implementierungsaufwand dar. <

Ergebnisse

Durch die unterlagerte Riickfiihrung (6.42) kann nun §; als Eingang des Systems auf-
gefasst und fiir den Reglerentwurf (unter Vernachléssigung der Modellfehler fiir kleine
Geschwindigkeiten) von dem partiell linearisierten Modell (4.11) ausgegangen werden.
Bestimmt man fiir dieses eine konstante Zustandsriickfithrung, welche die Ruhelage
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6.4 Simulation und experimentelle Ergebnisse

x=(m 0 0 0)” asymptotisch stabilisiert, und implementiert diese auf dem Versuchs-
stand, so resultiert aufgrund der vernachlassigten nichtlinearen Effekte (insbesondere
Haftreibung und Lose) das in Abbildung 6.9(a) dargestellte irregular® oszillierende
Verhalten. Stabilisiert man dagegen mittels der Riickfithrung (6.31) einen geeigneten pe-
riodischen Orbit resultiert zwar ebenfalls eine Dauerschwingung, siche Abbildung 6.9(b),
allerdings ist deren stochastischer Anteil erheblich geringer und dariiber hinaus sind ihre
Parameter (im Rahmen technischer Grenzen) iiber die Riickfiihrung explizit vorgebbar.

Abbildung 6.9: Gemessener Verlauf des Pendelwinkels p; (t) fir beide Riickfiih-
rungen. (a): linearen ,Ruhelagen-Regler* (Eigenwerte: {—2, -1, —1 + 37j}). (b):
Grenzzyklen-Regler mit den Eigenwerten {—2, —1, :f:%?‘[‘j } der linearen und den Pa-
rametern o = 0.5 und ky = 1 fiir die nichtlineare Riickfithrung. Fiir die vorgegebene
Frequenz von 0.75Hz wiirden man dargestellten Messintervall 15 Schwingungsperi-
oden erwartet. Durch Abzéhlen der lokalen Minima erhalt man allerdings ca. 16
Perioden. Die vorgegebene Frequenz wird demnach leicht verfehlt, was vermutlich
auf die beschrankte Genauigkeit bei der der Schatzung der effektiven Pendellénge
zuriickzufiihren ist.

Ziel der hier vorgestellten Untersuchung war der Nachweis, dass sich die in Abschnitt 6.3
beschriebene Methode zur Stabilisierung eines periodischen Orbits tatsédchlich fiir ein
gegebenes unteraktuiertes System umsetzen lasst. Die sich daraus ergebenden offenen
Fragen fiir mogliche weitere Untersuchungen sind im Abschnitt 7.2.6 zusammengefasst.
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Kapitel 7
Zusammenfassung und offene Fragen

7.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit widmet sich der regelungstheoretischen Untersuchung mechanischer
Systeme, die durch ein holonomes Starrkérpermodell beschrieben werden kénnen. Dabei
werden verschiedene Aspekte der Systemanalyse sowie des Entwurfs von Solltrajektorien
und Riickfithrungen betrachtet.

Basierend auf den aus dem Lagrange-Formalismus resultierenden Gleichungen werden
in Kapitel 2 verschiedene Modelldarstellungen betrachtet. Hervorzuheben ist dabei die
Lagrange-Byrnes-Isidori-Normalform deren Existenz fiir jedes mechanische System durch
Satz 2.6 gesichert wird.

Das dritte Kapitel befasst sich mit linearen bzw. durch Abbruch einer Taylor-Ent-
wicklung linearisierten Systemen. Dabei wird durch die Satze 3.3 und 3.4 festgehalten,
dass fiir konservative Systeme keine Ruhelage asymptotisch stabil sein kann, und dass
die drei moglichen Falle (oszillierende, linear wachsende oder exponentiell wachsende)
Trajektorien allein durch die Hessematrix der potentiellen Energie festgelegt werden und
somit unabhédngig von den Trégheitseigenschaften des System sind. Zudem wird mit
Satz 3.5 eine einfach (d.h. ohne Rechnung) zu priifende notwendige Bedingung fiir die
Steuerbarkeit eines linearen mechanischen Systems angegeben.

Der Themenkomplex exakte Eingangs-Zustands-Linearisierung und differentielle Flach-
heit wird im vierten Kapitel behandelt, zunéchst fiir allgemeine, dann unter Einschran-
kung auf mechanische Systeme. Neben der Diskussion bisher bekannter hinreichender
und notwendiger Flachheitsbedingungen, was die Themen exakte Eingangs-Zustands-
Linearisierbarkeit durch statische bzw. dynamische Riickfithrung sowie Steuerbarkeit mit
einschlieft, werden Ansatze zur Weiterentwicklung der notwendigen Flachheitsbedingun-
gen dokumentiert.

In Abschnitt 4.6 wird die Rolle der Regelflichenbedingung fiir mechanische Systeme
untersucht. In Satz 4.38 wird festgestellt, dass die direkte Anwendung dieser Bedingung
auf mechanische Systeme keine Informationen liefert, weil sie immer erfiillt ist. Als
Reaktion darauf wird eine Methode vorgeschlagen, um mit Hilfe der Systemdarstellung in
Lagrange-Byrnes-Isidori-Normalform bestimmte Systemgrofien auf systematische Weise
zu eliminieren und dadurch die Nichtflachheit gewisser Systeme nachweisen zu kénnen.
Diese Uberlegungen sind in den Sétzen 4.42 und 4.44 zusammengefasst.

Aus dem in [Lé11] und [Fral4] vorgestellten Flachheitskriterium, dessen notwendiger
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7.1 Zusammenfassung

Teil nicht in endlich vielen Schritten ausgewertet werden kann, wird in Abschnitt 4.7
eine neue notwendige Flachheitsbedingung hergeleitet. Diese basiert darauf, dass die
aus einer unimodularen Erginzung der Systemmatrix resultierenden 1-Formen eine
bestimmte Integrabilitdtsbedingung erfiillen miissen, damit ein flacher Ausgang existieren
kann, siehe Satz 4.50. Fir Eingroflensysteme ergibt sich durch diese Sichtweise eine
erhebliche Vereinfachung gegeniiber dem in [Lé11] beschriebenen Verfahren. Da fiir
MehrgroBensysteme die Auswertung dieser Bedingung aber nach wie vor zu aufwendig
ist, wurde sie durch Ausnutzung der speziellen Struktur mechanischer Systeme und
unter Vernachlassigung der Unimodularitétsforderung weiter vereinfacht, sodass eine
Auswertung fir typische Beispielsysteme problemlos moglich ist. Dabei zeigte sich jedoch,
dass diese notwendige Flachheitsbedingung von allen untersuchten Systemen erfiillt wird.

Die Eigenschaft ,Konfigurationsflachheit“, welche fiir jene Teilmenge der flachen me-
chanischen Systeme gilt, die einen flachen Ausgang aufweisen, welcher nur von den
Konfigurationskoordinaten abhéngt, steht im Mittelpunkt von Abschnitt 4.8. Zunéchst
wird dort die Hypothese formuliert, dass fiir quasi-konservative mechanische Systeme
beide Eigenschaften dquivalent sind. Vor dem Hintergrund, dass beziiglich Konfigurati-
onsflachheit ein endlich abpriifbares Kriterium bekannt ist, hat diese Frage eine hohe
Relevanz. Neben theoretischen Uberlegungen und dem Fehlen von Gegenbeispielen wird
die Vermutung durch Satz 4.72 gestiitzt, der aussagt, dass sie zumindest fiir lineare
Systeme zutrifft.

In Kapitel 5 werden verschiedene Ansétze zur Trajektorienplanung untersucht. Nach
einer kurzen Diskussion fiir lineare steuerbare Systeme wird mit Satz 5.2 eine Bedingung
angegeben, wann trotz ggf. nicht erfiillter Steuerbarkeit zumindest alle Ruhelagen inein-
ander iiberfithrt werden konnen. Abschnitt 5.4 befasst sich mit der Trajektorienplanung
durch numerische Losung eines Randwertproblems. Dabei wird ein aus der Literatur!
bekannter Ansatz aufgegriffen und so modifiziert, dass ein vorgefertigter Randwertloser
(z.B. bvp4c von Matlab) nicht mehr benétigt wird. Stattdessen wird das Kollokations-
verfahren konkret auf das zu lésende Problem der Trajektorienplanung angepasst, was
die Elimination von Variablen durch die explizite Beriicksichtigung von Integratorketten
erlaubt.

Fiir quasi-konservative mechanische Systeme ist es zudem mdéglich, eine Uberfiithrungs-
trajektorie zwischen zwei Ruhelagen durch die Ausnutzung ihrer mit Satz 5.15 gesicherten
Zeitumkehrsymmetrie zu bestimmen. Algorithmus 5.18 beschreibt dafiir eine mogliches
Vorgehen.

Fiir die Regelung mechanischer Systeme wird iiblicherweise die Stabilisierung einer
Ruhelage angestrebt. In der Praxis ergeben sich jedoch oft Dauerschwingungen auf
Grund unstetiger Effekte wie Spiel und Haftreibung. Kapitel 6 betrachtet deshalb den
alternativen Ansatz, statt einer Ruhelage einen Grenzzyklus zu stabilisieren und durch
eine geeignete Riickfiithrung dessen Frequenz und Amplitude geeignet vorzugeben. Fiir
lineare Systeme ist unter schwachen Voraussetzungen ein solcher Entwurf mit einer
Rickfithrung dritter Ordnung moglich, wie in Satz 6.3 festgestellt wird. Als hilfreich
fiir die Herleitung hat sich dabei eine Betrachtung des Systems in den Koordinaten der

!Siehe z.B. [Gra06].
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reellen Jordan-Normalform erwiesen.

7.2 Offene Fragen und Ausblick

Wie aus dem Text der vorliegenden Arbeit deutlich wird, sind bei den vorgestellten
Untersuchungen eine Reihe von Fragen offen geblieben bzw. haben sich aus diesen ergeben.
Die wichtigsten dieser Fragen, bzw. jene, die sich am klarsten formulieren lassen, sind im
Folgenden zusammengefasst.

7.2.1 Nichtkollokierte partielle Linearisierung und endliche
Fluchtzeit

In Abschnitt 2.3.3 wurde u.a. untersucht, welche Moglichkeiten der Eingangs- Ausgangs-
Linearisierung alternativ zur kollokierten partiellen Linearisierung existieren. Es ist
bekannt, dass bei der Vorgabe beschrankter Ausgangstrajektorien das Phdnomen der
endlichen Fluchtzeit auftreten kann. Fir den unteraktuierten Zweigelenkmanipulator
aus Beispiel 2.4 findet sich in [Kno09, Abschnitt 2.5.1] eine Analyse dieses Verhaltens
in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen. Interessant wére nun, fiir moglichst
allgemeine mechanische Systeme Bedingungen zu finden, wann das Phénomen endliche
Fluchtzeit auftritt.

7.2.2 Notwendige Flachheitsbedingung auf Basis der
Integrabilitatsbedingung

Die fiir die Existenz eines flachen Ausgangs notwendige Integrabilitatsbedingung aus
Satz 4.60 hat sich als zu schwach erwiesen, um damit die vermutete Nichtflachheit
der untersuchten mechanischen Systeme nachzuweisen. Betrachtet wurde dabei nur der
Koeffizient c*, der in allen fiir das gesamte Keilprodukt =, ;, relevanten Faktoren I'y«, ... 'y
auftritt. Es stellt sich also die Frage, ob es iiberhaupt mechanische Systeme gibt, fiir
die ¢* # 0 gilt. Ein Hinweis darauf, dass dies nicht so ist, liefert die in Abschnitt B.3
ausgefithrte Betrachtung des Spezialfalls von Systemen erster Ordnung mit ng = %nx.
Ob und wie sich diese Beobachtung verallgemeinern lésst, bleibt aber ebenfalls eine offene
Frage.

Da Satz 4.60 auf Korollar 4.55 aufbaut, ist es naheliegend, an Stelle von ¢* andere
Koeffizienten von I'y, zu betrachten. Wie die Tabelle (4.174) in Beispiel 4.58 zeigt, gibt es
fiir bestimmte Systeme sehr viele Koeffizienten. Um Nichtflachheit nachzuweisen, reicht
es zu zeigen, dass fiir jedes k einer dieser vielen Koeffizienten nicht identisch null ist. Die
Schwierigkeit besteht darin, dass alle Koeffizienten aufler ¢* von der Ableitungsordnung
k abhéngen. Moglicherweise kann aber die Beziehung (4.179) herangezogen werden, um
diese Abhéngigkeit explizit zu erfassen.

Fiir Eingrofensysteme kann man Satz 4.50 in Form von Korollar 4.51 tatséchlich
nutzen (auch wenn natiirlich fir diese Systemklasse das Kriterium fiir statische Eingangs-
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Zustands-Linearisierbarkeit ausreicht, siche Abschnitt 4.2). Entscheidender Grund ist, dass
sich dort die Forderung nach der Unimodularitat des Faktors Ly explizit berticksichtigen
lasst: Eine 1 x 1 Polynommatrix ist genau dann unimodular, wenn sie weder von %
abhangt noch die Nullmatrix ist.

Es ist also zu erwarten, dass auch fiir den Mehrgroflenfall eine deutlich strengere
notwendige Bedingung resultiert, wenn es gelingt, die Unimodularitatsforderung mit

einzuarbeiten. Eine zusétzliche Herausforderung ist dabei, dass Lo (%) nicht direkt,

sondern in Form des Produkts L;* (%) dLs (%) in dem entscheidenden Keilprodukt

auftritt, siche Gleichung (4.129). Eventuell konnte der in [Lé11] umrissene Ansatz, die
Gesamtheit aller unimodularen Matrizen zu parametrieren, hilfreich sein.

7.2.3 Konfigurationsflachheit

Ein wichtiger Schritt zu einem besseren Verstdndnis mechanischer Systeme wiére ein Beweis
oder eine Falsifizierung der Vermutung 4.66 (die Aquivalenz von allgemeiner Flachheit
und Konfigurationsflachheit fiir quasi-konservative Systeme betreffend). In ersterem Fall
wére auflerdem zu hoffen, dass die dadurch aufgedeckten Zusammenhinge zwischen
der Flachheitseigenschaft und der Struktur der Modellgleichungen auch auf andere
Systemklassen iibertragbar sind. Nachdem fiir den einfachsten moglichen Spezialfall,
namlich lineare Systeme, die Hypothese bestatigt werden konnte, ware ein moglicher
nachster Schritt, die Untersuchung von nichtlinearen mechanischen Systemen mit einem
Eingang. Zu zeigen (oder zu widerlegen) wére dann, dass ein Ausgang mit vollsténdigem
relativen Grad, wenn er existiert, ausschlieflich von den Konfigurationskoordinaten
abhangen kann.

7.2.4 Verbesserungen der Trajektorienbestimmung mittels
RWA-Lo6sung

Der in Abschnitt 5.4 beschriebene Ansatz zur Trajektorienplanung mittels Kollokations-
verfahren liefle sich in verschiedene Richtungen erweitern und verbessern. Da das Losen
des nichtlinearen Gleichungssystems ohnehin in ein Minimierungsproblem umformuliert
wird, liegt es nahe, zuséatzlich ein Kostenfunktional mit vorzusehen, sodass nicht eine
beliebige Eingangstrajektorie bestimmt wird, welche den Anfangs- in den Endzustand
tiberfiihrt, sondern eine, die im Sinne des Kostenfunktionals optimal ist. Zu untersuchen
wére dann, welchen Einfluss diese Verdnderung auf die Konvergenz hat und wie man
gef. die Abbruchkriterien modifiziert. Eine Schwelle fiir den Absolutwert des Residuums
festzulegen, ist dann nicht mehr sinnvoll, da ein Kostenfunktional typischerweise auch im
optimalen Fall endliche Werte annimmt.

Eine weitere Verbesserungsmoglichkeit besteht darin, neben dem Eingangsverlauf auch
explizit a priori unbestimmte Parameter als Freiheitsgrade der Losung zuzulassen. Ein
Spezialfall davon kénnte die Uberfithrungszeit 1" sein, welche bisher geeignet geschétzt
werden muss und aus Sicht des Randwertlosers ein konstanter Verfahrensparameter ist.
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Anstatt fiir die Systemgleichung

x(t) = £(x(1)) + g(x())7(?) (7.1)

im Intervall [0, 7] eine Eingangstrajektorie zu suchen, wiirde man dann mit der Zeit-
transformation ¢(s) = T - s und den Festlegungen X(s) := x(T's),7(s) := 7(T's) das
System

%(s) = x(Ts) - t' = TE(x(s)) + Tg(x(s))7(s) (7.2)

auf dem Intervall [0, 1] betrachten und 7" als freien Parameter auffassen, der im Zuge der
Losung des Randwertproblems mit bestimmt wird.

7.2.5 Allgemeinere Charakterisierung und Kriterium fiir
Zeitumkehrsymmetrie

Im Abschnitt 5.5 wurde die Eigenschaft der Zeitumkehrsymmetrie fiir Systeme mit
Eingang eingefiihrt und eine hinreichende Bedingung dafiir angegeben, dass ein System
diese Eigenschaft erfiillt. Nach Kenntnis des Autors ist ein abprifbares Kriterium, um
fir ein gegebenes System festzustellen, ob es zeitumkehrsymmetrisch ist oder nicht,
bisher nicht bekannt. Das gleiche gilt fiir eine allgemeine Methode zur Bestimmung der
Transformation W in Definition 5.12.

7.2.6 Attraktivitatsgebiet von Ruhelagen und periodischen
Orbits

Der in Abschnitt 5.5.3 vorgestellte Algorithmus 5.18 basiert darauf, fiir die zwei betref-
fenden Ruhelagen Riickfithrungen auszulegen, damit diese lokal asymptotisch stabil sind
und ein moglichst ,, grofles” Attraktivitdtsgebiet aufweisen. Nach Kenntnis des Autors
ist es bisher ungeklart, wie man eine Riickfithrung so auslegt, dass ein moglichst grofies
Attraktivitatsgebiet resultiert.

Eine analoge Frage ergibt sich bei der Stabilisierung eines geschlossenen Orbits. Wie
etwa aus Beispiel 6.7 hervorgeht, ist auch dessen Attraktivititsgebiet im Allgemeinen
begrenzt. Interessant wére, wie dieses von der Wahl der Parameter a* (Amplitude), w
(Frequenz), ko (Verstarkung der nichtlinearen Riickfithrung) sowie von den platzierten
Eigenwerten abhangt.
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Anhang A

Ausgewahlte mathematische und
systemtheoretische Konzepte

A.1 Stabilitat

Fiir die Klasse der nichtlinearen dynamischen Systeme, welche den Spezialfall der linea-
ren Systeme mit einschlielt, wird typischerweise das Stabilitadtskonzept von Ljapunov
herangezogen, siehe beispielsweise in [SLI1, Kapitel 3] oder [SJK97, Abschnitt 2.3] fiir
eine ausfithrliche Beschreibung. Im Allgemeinen ist ,Stabilitdt* dabei keine globale Eigen-
schaft eines Systems, sondern eine lokale Eigenschaft einzelner Trajektorien (und damit
auch Ruhelagen). Eine Trajektorie heifit stabil im Sinne von Ljapunov, wenn geringe
Anderung der Anfangswerte ebenfalls nur eine begrenzte maximale Abweichung der
gestorten Losung von der betrachteten Referenztrajektorie bewirken [SJK97, Abschnitt
2.3.1], andernfalls heifit sie instabil. Wenn alle von leicht gestérten Anfangswerten aus-
gehenden Trajektorien fiir t — oo gegen die Referenztrajektorie konvergieren und diese
stabil ist, dann heift sie asymptotisch stabil. Bei linearen zeitinvarianten Systemen
in Zustandsraumdarstellung kann die (In)Stabilitdt des Koordinatenursprungs stets auf
das ganze System verallgemeinert werden. Ausschlaggebend sind die Eigenwerte und
-vektoren der Systemmatrix. Nach [Lud95a, Satz 3.30] ist ein System der Form x = Ax
stabil, wenn A keine Eigenwerte in der offenen rechten Halbebene hat und wenn fiir
die Eigenwerte auf der imaginidren Achse die algebraische und geometrische Vielfach-
heit iibereinstimmt. Hat A nur Eigenwerte in der offenen linken Halbebene, so ist der
Ursprung und damit das ganze System asymptotisch stabil.

A.2 Attraktivititsgebiet

Ein autonomes dynamisches System in Zustandsdarstellung habe den Zustandsraum X C
R™ eine Ruhelage im Punkt x¢ und die Fluss-Abbildung ¢y, siche z.B. [Arn01, Abschnitt
1.2]. Unter dem Attraktivitdtsgebiet der Ruhelage xq versteht man die Teilmege {x €
X limy o X = X0}, d.h. also die Menge aller Punkte, von denen aus die Trajektorien
fiir t — oo nach xq verlaufen. Ganz analog lasst sich auch das Attraktivitatsgebiet eines
geschlossenen Orbits definieren.

Aus Regelungstheoretischer Sicht ist die Abschéatzung eines Attraktivitdatsgebietes
relevant, siehe dazu z.B. [Kha02, Abschnitt 8.2] und die dort bzw. auf S. 721 angegebenen
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A.3 Erstes Integral

Quellen.

A.3 Erstes Integral

Ein autonomes dynamisches System sei durch die vollstandig bestimmte implizite vektor-
wertige Gleichungen

F(x,%,...,xM)=0 mit x({) X C R (A1)

gegeben. Eine Funktion W : X — R heifit erstes Integral dieses Systems wenn W(-)
entlang jeder seiner Losungen konstant ist, aber nicht konstant auf einer beliebigen offenen
Teilmenge aus X'. Mit anderen Worten: ein erstes Integral ist eine Erhaltungsgrofie fiir
das System. Fiur weitere Details sei z.B. auf [Arn01, Abschnitt 10.5] und [AP82, Abschnitt

3.7] verwiesen.

A.4 Menge der invertierbaren n x n-Matrizen: GL(n)

Die Menge der invertierbaren quadratischen Matrizen mit n Zeilen und Spalten und
Eintrédgen aus dem Korper K wird in der Literatur oft mit GL(n,K) (,,General Linear
Group®, , Allgemeine lineare Gruppe®) bezeichnet, siehe z.B [HN91, Kapitel 1]|. Fur die
Betrachtungen in der vorliegenden Arbeit gilt stets K = R, sodass sich die abkiirzende
Notation

GL(n) := GL(n,R) (A.2)
anbietet. Diese Menge weist die reichhaltige Struktur einer Lie-Gruppe auf [HN91], welche
aber im Rahmen dieser Arbeit nicht explizit benétigt wird.

A.5 Positiv definite Matrix

Eine Matrix M € R™*"™ heifit positiv definit, wenn fiir alle x € R™ aufler dem Nullvektor

die Ungleichung
x'Mx > 0 (A.3)

erfiillt ist. Daraus folgt unmittelbar die Regularitdt von M: Gébe es einen Eigenwert
0 konnte man x als zugehorigen Eigenvektor wahlen und die Ungleichung verletzen.
Unterteilt man M blockweise,

M My,
M = A4
( My, Mo, ) (A-4)

dann muss die positive Definitheit (und damit auch die Regularitéit) auch fiir die Dia-
gonalblocke gelten. Das wird durch die Wahl x := (% ) plausibel, denn dann folgt aus
(A.3) direkt

X?Mnxl >0 (A5)

fiir alle nicht verschwindenden Vektoren x; passender Dimension.
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A.6 Mannigfaltigkeit

A.6 Mannigfaltigkeit

Eine Mannigfaltigkeit M der Dimension NV ist ein topologischer Raum, der lokal dem
RY gleicht“. Genauer gesagt, existieren hinreichend viele und in geeigneter Weise
kompatible sogenannte Kartenabbildungen aus offenen Teilmengen auf M in den RY,
deren vereinigte Definitionsbereiche ganz M tiberdecken. Eine genaue Beschreibung des
Mannigfaltigkeits-Begriffs und der umfangreichen damit zusammenhédngenden Theorie
findet sich z.B. in [AMRS88a, Jan05] bzw. in [NvdS90, Isi95].

Fir die Regelungstheorie hat dieses Konzept folgende Relevanz: Bestimmte dynamische
Systeme lassen sich zweckmafig besser beschreiben, wenn die zeitabhangigen Systemgro-
Ben nicht in einem euklidischen Raum, sondern auf einer allgemeineren Mannigfaltigkeit
definiert sind. Das betrifft z.B. auch mechanische Systeme mit rotatorischen Freiheits-
graden, wenn die Lagrange-Funktion invariant beziiglich einer vollstandigen Rotation
des Freiheitsgrads ist. Deshalb ist es iiblich, fiir mechanische Systeme die Konfigurations-
mannigfaltigkeit Q einzufiihren, siehe z.B. [AM87, BL04]. Auch allgemeine dynamische
Systeme werden oft auf Mannigfaltigkeiten definiert und die zugehérige Theorie, z.B. fiir
die exakte Linearisierung, wird mit Methoden der Differentialgeometrie entwickelt, siehe
z.B. [NvdS90, Isi95]. Fiir die in den Abschnitten 4.4 und 4.7 betrachtete Flachheitsanalyse
werden in der Literatur unendlichdimensionale Mannigfaltigkeiten zugrunde gelegt, siehe
z.B. [FLMR99, Lé11, Frald] bzw. Abschnitt A.15.

Bemerkung A.1. Aus Konsistenzgriinden zu den genannten Quellen wird das Mannig-
faltigkeitskonzept auch in vorliegenden Arbeit verwendet, obwohl die zusatzliche Struktur,
die sich aus der Nutzung von Mannigfaltigkeiten ergibt (beispielsweise die Identifikation
zweier Konfigurationen die sich nur durch eine Rotation um 27 unterscheiden), nicht
betrachtet wird. Im Sinne einer moglichst einfachen Notation, werden zudem dynamische
Systeme mit n, Variablen auf besonders einfachen Mannigfaltigkeiten definiert, ndmlich
jeweils auf einer offenen und konvexen Teilmenge X C R™<. Auf die Berticksichtigung von
Kartenabbildungen kann dann verzichtet werden. Fur die Systembeschreibung x = f(x)
wird hier demnach sowohl x(¢) € R™ als auch x(t) € R™* geschrieben. <

A.7 Diffeomorphismus

Als Diffeomorphismus wird eine eindeutig umkehrbare differenzierbare Abbildung be-
zeichnet, deren Umkehrabbildung ebenfalls differenzierbar ist, siehe z.B. [Isi95, Abschnitt
1.2]. In dieser Arbeit werden Diffeomorphismen zur Beschreibung von Koordinatentrans-
formationen genutzt.

A.8 Vektorfeld

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung, die jedem Punkt x einer Mannigfaltigkeit M einen
Vektor in dem zu diesem Punkt gehérenden Tangentialraum TxM zuordnet, sieche [AF01,
Abschnitt 2.1, Definition 3]. Gilt M = X und ist eine Kartenabbildung festgelegt, was in
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A.9 Lie-Ableitung eines Skalarfeldes

der vorliegenden Arbeit immer der Fall ist, wird ein Vektorfeld durch eine Abbildung
f: X — R™ reprasentiert. Weiterhin werde vorausgesetzt, dass diese Abbildung stets
unendlich oft differenzierbar sei. Um diese Eigenschaft zu betonen, spricht man dann
auch von einem ,, glatten Vektorfeld®.

Im Kontext dynamischer Systeme in Zustandsdarstellung werden Vektorfelder verwen-
det, um die zeitliche Anderung des Systemzustandes zu modellieren. Fiir das autonome
System x = f(x) beschreibt das Vektorfeld f fiir jeden Zustand x den Tangentialvektor
an die Losungskurve des Systems durch den Punkt x auf der Mannigfaltigkeit X

A.9 Lie-Ableitung eines Skalarfeldes

Seien f : X — R™ und h : X — R je ein gegebenes Vektor- bzw. Skalarfeld auf X und
seien fi,..., f,, die Komponentenfunktionen der Abbildung f. Die Lie-Ableitung von h
entlang f ist dann durch

Oh = Oh
Lsh=—f=> —Ff A6
gegeben. Mit anderen Worten: Der Operator L¢ bildet das Skalarfeld i auf ein neues
Skalarfeld L¢h ab und kann dementsprechend mehrfache angewendet werden. Dafiir ist

die kompakte Notation
Ciho=Lp(L57'h)  mit  Lphi=h und k=12, (A7)

tiblich.

Aus geometrischer Sicht entspricht die Lie-Ableitung der Richtungsableitung der Funk-
tion A am Auswertepunkt x in Richtung des durch f(x) gegebenen Vektors. Beztiglich des
durch f beschriebenen dynamischen Systems x = f(x) ist L¢h dquivalent zur Zeitableitung
von h, denn es gilt auf Grund der Kettenregel

oh . Oh
Fiir hohere Zeitableitungen ergibt sich dann unmittelbar
%) = LEh. (A.9)

A.10 Distribution

Seien fi,... f, : X — R™ Vektorfelder auf X. Wertet man diese an einem Punkt x € X
aus, spannen die resultierenden Vektoren f;(x), ..., fy(x) einen Vektorraum auf. Genauer
gesagt handelt es sich dabei um einen Unterraum des Tangentialraums am Punkt x,
welcher mit R™* identifiziert wird. Eine Distribution A ist nun eine Abbildung, die jedem
Punkt x € X den entsprechenden Unterraum span{f; (x), ..., fi(x)} =: A(x) zuordnet
5195, Abschnitt 1.3]. Man schreibt dann auch

A :=span{f;, ... f;}. (A.10)
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A.11 Lie-Klammer und Involutivitat

A.11 Lie-Klammer und Involutivitat

Seien mit f, g : X — R™ zwei Vektorfelder auf X gegeben, dann lasst sich diesen durch
die Lie-Klammer

g of
if, g := 8xf S (A.11)
ein neues Vektorfeld (in Koordinatendarstellung) zuordnen [Isi95, Abschnitt 1.2]. Ge-
legentlich wird das Vektorfeld [f,g] aus als Lie-Ableitung von g entlang f bezeichnet.
Die Lie-Klammer [-, ] als zweiwertige Abbildung weist einige interessante Eigenschaften
auf, wie z.B. Bilinearitat oder Antikommutativitit [Isi95, Proposition 1.2.1], welche aber
fir die vorliegende Arbeit nicht (explizit) von Belang sind. Analog zur mehrfachen Lie-
Ableitung eines Skalafeldes ist auch fiir die iterierte Lie-Klammer eine kompakte Notaion
iiblich. Mit der Festlegung ad? g :=ggilt fir k € N,

adf = [f,ad{" " g] = [f,[f,.. . [f, g]]]. (A.12)
—_———
k mal
Mit Hilfe der Lie-Klammer lédsst sich nun fiir Distributionen die folgende Eigenschaft
definieren: Eine Distribution A entsprechend (A.10) heiit involutiv, wenn

g1,82 € A = [gl, gg] cA (Alg)

gilt, d.h. wenn die Distribution abgeschlossen unter der Lie-Klammer ist. Zu einer
gegebenen Distribution A ist der involutive Abschluss inv(A) als die kleinste involutive
Distribution definiert, die A enthélt. Praktisch kann man inv(A) bestimmen, indem
man paarweise von den erzeugenden Vektorfeldern die Lie-Klammern bildet und die so
erhaltenen Vektorfelder als neue zusatzliche Erzeugende auffasst. Diesen Prozess setzt
man so lange fort, bis man eine involutive Distribution erhélt. Aufgrund der endlichen
Dimension von X terminiert diese Iteration spatestens mit A = R™x.

A.12 Meromorphe Funktion

Eine meromorphe Funktion f : RY — R lisst sich als Quotient f(x) = Z;E’;g zweier
analytischer Funktionen g¢;,¢, : RY — R darstellen, siehe [CMP07, Abschnitt 1.1].
Die Menge der meromorphen Funktionen RY — R, welche die algebraische Struktur
eines Korpers besitzt, wird mit Cy bezeichnet. Ganz analog lassen sich mit Hilfe der
entsprechenden Kartenabbildungen meromorphe Funktionen statt iiber R auch iiber
einer N-dimensionalen Mannigfaltigkeit M definieren. Fiir den entsprechen Korper wird
IC(M) geschrieben. Die Kurzschreibweise K := K(X_) bezeichnet die in Abschnitt
A.15 eingefiihrte Menge der meromorphen Funktionen iiber der unendlichdimensionalen

Mannigfaltigkeit X .
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A.13 Differentialformen und aufiere Ableitung

A.13 Differentialformen und duflere Ableitung

Eine lineare Abbildung w : TxM — R aus dem Tangentialraum am Punkt x der N-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M in die reellen Zahlen heifit Kovektor, die Menge
aller Kovektoren ist gerade der Dualraum zum Vektorraum 7, M und heiit Kotangen-
tialraum. Er wird tblicherweise mit 7.7 M bezeichnet. Der Kotangentialraum ist ein
Spezialfall des Vektoraums Alt*(7.*M), d.h. des Raums aller alternierenden Multilinear-
formen

Wi TM X X TaM > R, (A.14)

k mal

wobei Alt’(TFM) := R und Alt' (T} M) := T} M festgelegt wird, siche z.B. [Jan05,
Abschnitt 3.1]. Fur die Dimension dieses Vektorraums gilt
N\ N!
k) kl-(N—k)

dim (Alt*(T;M)) = < (A.15)

Fiir die Elemente dieser Vektorraume ist das sogenannte Keilprodukt (auch duBeres
Produkt) erklirt. Seien w € Alt* (7*M) und n € Alt* (T M) gegeben. Dann ist das
Keilprodukt dieser beiden alternierenden Multilinearformen fiir die r := k;+ky Argumente
V1, ...,V € TeM folgendermaBen definiert [Jan05, Abschnitt 8.1]:

1
k!

wANVL, .. ) > sgn(o) - w(Vo(1), - - Vo) * 1(Vo(+1)s - - - s Va(r))-

0'687‘
(A.16)

Dabei bezeichnet S, die Menge der Permutationen der Zahlen {1,...,r}, durch sgn(o)
wird fiir & € S, das Vorzeichen der Permutation notiert und o (i) liefert das i-te
Element des r-Tupels o. Das so definierte Produkt hat die folgenden Eigenschaften
[Jan05, Abschnitt 8.1]: Bilinearitédt (Linearitdt in beiden Argumenten), Assoziativitét
und Antisymmetrie. Letztere Eigenschaft bedeutet

wAn=(=1)Fky Ay (A.17)

mit w und 7 wie oben.

Seien x1,...,xrny Koordinaten fiir die Mannigfaltigkeit M, dann wird die Standard-
basis in einem Kotangentialraum 7 M {tblicherweise mit den Symbolen dxy,...,dzy
bezeichnet. Fiir Alt"(7;* M) erhilt man dann die Basiselemente dzgy A ... Adxg fir
0 € Iy (k+1)n Wobei

Tinv = (i1 <...<ig) C{l,...,N}* (A.18)

die Menge der sortierten k-Tupel bezeichnet, welche hier als Indextupel dienen, vgl.
[AFO1, S. 1].

Ahnlich wie bei der Konstruktion eines Vektorfeldes als Abbildung von der Man-
nigfaltigkeit in den jeweiligen Tangentialraum, kdnnen nun Felder von alternierenden
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A.14 Integrabilitdtsbedinungen fiir 1-Formen

Multilinearformen punktweise eingefiihrt werden: Unter einer Differentialform vom
Grad k bzw. kurz k-Form versteht man eine Abbildung w, die jedem Punkt x € M eine
alternierende Multilinearform in Alt"(7;7 M) zuordnet. Mit Hilfe der oben eingefiihrten
Basisformen lasst sich w punktweise durch

w(x)= > we(x) dzea)A... Adzew (A.19)

UEIk,N

N
k

vorausgesetzt werden. Mit anderen Worten: Es gilt w, € (M) fiir alle & € Zj, . Durch
diese Einschriankung erhélt man fiir die mit A¥(M) bezeichnete Menge aller k-Formen
auf M die Struktur eines Vektorraums tiber dem Korper C(M). Analog zu (A.15) gilt

definieren, wobei die ( ) skalaren Funktionen w, im Rahmen dieser Arbeit als meromorph

dim (A*(M)) = (ZZ ) (A.20)

und auBlerdem wird A°(M) := K(M) festgelegt. Fiir k = 1 ist neben ,1-Form* auch die
Bezeichnung ,, Kovektorfeld“ iiblich.

Die duflere Ableitung ist eine Abbildung d : A¥(M) — A**1(M) mit den folgenden
Eigenschaften (siehe [Jan05, Abschnitt 8.3]):

(a) Die duflere Ableitung df € A'(M) einer 0-Form f € A°(M) hat die tibliche Bedeu-
tung als das Differential %dxl + ..+ %de.

(b) Es gilt dod = 0.

(¢) Fiir das Keilprodukt w A n mit w € A*(M) gilt die Rechenregel d(w A7) = dw A n+
(—1)*w A dn.

A.14 Integrabilititsbedinungen fiir 1-Formen

Jeder 0-Form f lasst durch Anwendung der &uleren Ableitung eindeutig die 1-Form d f
zuordnen. In vielen Féllen ist auch die umgekehrte Richtung von Bedeutung, d.h. die
yIntegration® einer 1-Form zu einer 0-Form. Dazu werden zunéchst die folgenden Begriffe
eingefiihrt:

Definition A.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension N < oco. Eine 1-Form
w € A'(M) heifit geschlossen, wenn dw = 0 € A?(M) gilt. Weiterhin heifit w exakt
oder integrabel, wenn ein f € A°(M) mit w = df existiert, d.h. wenn w das Differential
einer skalaren Funktion f ist.

Wegen d o d = 0 ist jede exakte 1-Form automatisch auch geschlossen. Unter bestimm-
ten Bedingungen, welche fiir die in dieser Arbeit betrachteten Mannigfaltigkeiten im
endlichdimensionalen Fall erfillt sind, gilt nun auch die Umkehrung dieser Aussage:
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A.14 Integrabilitdtsbedinungen fiir 1-Formen

Satz A.3 (Lemma von Poincaré, siehe z.B. [AF01, Abschnitt 2.2]). Ist M eine kon-
vezxe offene Teilmenge eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums so ist jede
geschlossene 1-Form aus AY(M) gleichzeitig auch exakt.

Bemerkung A.4. Tatsachlich kann man die Voraussetzung der Konvexitat auf die
allgemeinere Eigenschaft ,Sternférmigkeit” (siehe z.B. [AF01, S. 16]) abschwéchen. Da die
betrachteten Umgebungen in dieser Arbeit allerdings ohnehin nie explizit in Erscheinung
treten, scheint das verbreitetere Konzept der Konvexitat hier angemessen. Um diesen
Satz direkt auf die in dieser Arbeit auftretenden 1-Formen anwenden zu koénnen, wird
der Definionsbereich X' der Systemgrofien x stets als konvexe offene Teilmenge des R™x
vorausgesetzt, siche Abschnitt A.6. <

Das Integrabilitats-Ergebnis aus Satz A.3 ldsst sich noch erheblich verallgemeinern.
Dazu fiihrt man analog zum Konzept der Distribution von Vektorfeldern (siehe Ab-
schnitt A.10) eine Kodistribution als lineare Hiille einer Menge von 1-Formen, d.h.
Kovektorfeldern ein.

Satz A.5 (Satz von Frobenius, siehe z.B. [AF01, Abschnitt 2.2]). Sei M eine endlichdi-

mensionale Mannigfaltigkeit und seien wy, . ..,wy € A(M) linear unabhingig. Fiir die
Kodistribution span{ws, ... ,wy} existiert genau dann eine Basis aus exakten 1-Formen,
wenn

dw; Awi AL .owp = 0 € AFTPEH(M) (A.21)

fir allei=1,...,k gilt.

Bemerkung A.6. In der regelungstheoretischen Literatur ist die duale Version dieses
Satzes verbreiteter, z.B. als Grundlage fiir die Eingangs-Zustands-Linearisierung. Die
Kernaussage ist dann, dass eine Distribution A von Vektorfeldern auf M mit konstanter
Dimension genau dann integrabel ist, wenn sie involutiv ist, siche z.B. [Isi95, Satz 1.4.1]
oder [KB00, Proposition 3.80]. In diesem Zusammenhang bedeutet ,integrabel“, dass
sich M in eine Familie disjunkter Untermannigfaltigkeiten aufteilen lésst, die die gleiche
Dimension wie A haben und zu der A in jedem Punkt von M tangential liegt. Diese
Aufteilung wird auch ,regulire Blatterung” genannt [AMRS88a, Abschnitt 4.4].

Eine ausfithrliche Diskussion zum Zusammenhang beider Fassungen findet sich u.a. in
[PLTS98, Abschnitt 2.3]. <

Bemerkung A.7. Die Betonung der endlichen Dimension in den Sétzen A.3 und A.5
begriindet sich mit der Einfithrung der unendlichdimensionalen Mannigfaltigkeit X
in Abschnitt A.15. Entsprechend [Fral4, Bemerkung 2.6] lassen sich die Integrabilitats-
aussagen nicht ohne weitere Annahmen auf unendlichdimensionale Mannigfaltigkeiten
iibertragen. Allerdings werden in der vorliegenden Arbeit stets nur Differentialformen
betrachtet, die auch auf endlichdimensionalen Untermannigfaltigkeiten definiert sind,
siehe auch Bemerkung A.8. <
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A.15 Differentialformen auf Jet-Biundeln
unendlicher Ordnung

In der durch F(x,x% ...,x) = 0 (vgl. (4.2)) gegebenen impliziten Beschreibung eines
dynamischen Systems treten die Systemgrofien x4, ..., x,, und ihrer Zeitableitungen auf.
Der u.a. in [Lé11, Fral4] entwickelte Ansatz zur Flachheitsanalyse fasst diese System-
groBen und ihre Ableitungen als Koordinaten auf einer speziellen Mannigfaltigkeit auf.
Da fiir ein gegebenes System a priori unklar ist, welche maximale Zeitableitungsordnung
in den fir die Analyse relevanten Rechnungen auftreten, werden den Betrachtungen
spezielle unendlichdimensionale Mannigfaltigkeiten, sogenannte Jet-Biindel unendlicher
Ordnung in einer unabhéngigen Variablen, zugrundegelegt, siehe u.a. auch [FLMR99]
und [Sau89]. In der vorliegenden Arbeit wird die Biindelstruktur nicht explizit eingefiihrt,
sondern es werden nur die daraus resultierenden Rechenregeln angegeben.

Mit X wird entsprechend Bemerkung A.1 die offene und konvexe Umgebung der
0 € R™ bezeichnet, auf der die in der impliziten Systembeschreibung vorkommenden
Systemgrofien x definiert sind. Ferner gelten die Festlegungen

X, =X XR™ x...xR™ und (A.22a)
Kk mal
X =X XR™ xR™ x ... . (A.22D)

abzahlbar oo oft

Bei X, handelt es sich um eine Mannigfaltigkeit der Dimension ny(x + 1) mit den
Koordinaten zy, ...z, , 21, ... ,ZL‘?(&). Fiir eine einfachere Referenzierung, ist es bisweilen
zweckmafig, eine durchgehende Nummerierung fiir die Koordinaten einzufiihren:

Y= mit j=imodn, und k=(i—j)/nxeN (A.23a)

= 2 = Yppy. (A.23b)

Die Mengen K(X,.) und A"(X,.) sind dann entsprechend Abschnitt A.13 definiert. Mit der
(angepassten) Notation aus [CMP07, Abschnitt 1.3] und der Wahl N := ny(k + 1) gilt

M(EX,) = span,c(&)({dxl, oy dan,, da, . 7dx1(1‘i)}) = span;q&)({dwl, o UNY)-
(A.24)
Durch die aus (A.23a) resultierende Umbenennung dv; = dx§-k) lasst sich eine k-Form
aus A*(X,) wie in (A.19) schreiben.

Die in (A.22b) definierte Menge X stellt eine unendlichdimensionale Mannigfaltigkeit
dar. Eine Funktion X — R ist genau dann stetig (bzw. differenzierbar bzw. analytisch
bzw. meromorph), wenn sie nur von endlich vielen Argumenten abhéngt und beztiglich
dieser stetig (bzw. differenzierbar bzw. analytisch bzw. meromorph) ist [Lé11, S.51].
Damit ist die Menge der meromorphen Funktionen tiiber X, welche mit

K :=K(X,) (A.25)
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A.15 Differentialformen auf Jet-Biindeln unendlicher Ordnung

abgekiirzt wird, wohldefiniert. Legt man diese Menge fiir die Koeffizientenfunktionen
zugrunde, ldsst sich analog zu (A.19) die Menge der k-Formen iiber X definieren:

weANX) & w= Z Wo - dTeay A ... A dZem), (A.26)

UGIkyoo

wobei nur eine endliche Anzahl der abzdhlbar unendlich vielen Koeffizientenfunktionen
we verschieden von der Nullfunktion sein darf und alle Koeffizienten Element der Menge
K sein miissen.

Fiir die in diesem Abschnitt eingefiithrten Mengen, gelten per definitionem die Bezie-
hungen

XX C...CcX, C X, (A.27a)
KXy CcKX)cC...cKX,) cCcK (A.27b)
A (X)) C A¥X)) ... c ARX) € ARXL) (A.27c)

fir alle k, k > 0.

Zeitableitung von Differentialformen

Fiir skalare Funktionen f aus K(X,) ist die Anwendung des Zeitableitungsoperators 4

bekanntermaflen durch

(A.23a) N oof
f f Z awz - Z 8¢@ ¢z+nx (A28)

=0

gegeben. Wegen des potentiellen Auftretens von Ableitungen der Ordnung x + 1 bildet d
von K(X,,) offensichtlich nach IC(X,, ;) ab. Tatsédchlich kann man die Zeitableitung unter
Ausnutzung der Biindelstruktur als Lie-Ableitung beziiglich des sogenannten Cartan-
Vektorfeldes auffassen, siehe [Lé11] bzw. [Frald, Abschnitt 2.5.2]. Damit lasst sich die

Anwendung von % auf Differentialformen mathematisch streng herleiten. Fiir die vorlie-

gende Arbeit soll jedoch die Angabe der daraus resultierenden Rechenregeln ausreichen:

Fiir die Differentialform w € A" (X)) und n € A* (X)) gilt unter Beriicksichtigung der

Notation %w = w

Ldw = dldw = dw, (A.29a)
L(wAn) =wAn+wALn (A.29D)
Wendet man die Beziehung (A.29a) auf den Spezialfall der 0-Form w = xgk) an, ergibt
sich
(k) _ k) _ q.,.(k+D)
Ldr” = dda” =da™, (A.30)

wodurch die eingefiihrte Notation nachtraglich gerechtfertigt wird. Offensichtlich gilt
i N = A (Xep) (A.31a)
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A.16 Nichtkommutative Polynome in %

fiir alle kK > 0. Betrachtet man statt X, dagegen X, so gilt
i A (X)) = AKX, (A.31b)

d.h., dann wird durch die Zeitableitung die Ausgangsmenge (der Urbildbereich) nicht
verlassen.

Bemerkung A.8. Fiir das praktische Rechnen mit Differentialformen hat die Unter-
scheidung zwischen A*(X,) und A*¥(X_) keine Bedeutung. So lange nur endlich viele
Zeitableitungen durchgefithrt werden, kann man alle auftretenden Formen stets als Ele-
ment von A*(X,) fiir ein hinreichend gro8 gewihltes s auffassen. Die Verwendung von
X, erlaubt es aber, die explizite Angabe von k zu vermeiden. <

Mit der Rechenregel (A.29b) ist es moglich, den Zeitableitungsoperator sukzessive nach
rechts zu verschieben, dies wird durch das folgende Beispiel illustriert.

Beispiel A.9. Gegeben sei o = cos(z)dedz; Adis und zu berechnen ist die Zeitableitung
£a. Die gegebene 2-Form kann man zunéchst in die 0-Form cos(z;)ds =: w und die
Basis-2-Form dz; A dig =: n aufspalten. Es gilt also nach (A.29b)

d . _
o= w/\77+w/\dtn

= (—sin(z1)d1@2 + cos(z1)ia) A dzy A dis + cos(z)da A 4 (dzy A di)
= (—sin(x1)Z129 + cos(zy)da) A dxy A diz + cos(zy)da A dxl A dids+
COS(ZL’l)i’Q A dl’l VAN d[i’3, (A32)

wobei zu beachten ist, dass das Keilprodukt mit einer O-Form, d.h. eines Elements aus
A (X,) =K, dem gewOhnlichen Produkt mit einer skalaren Funktion entspricht. Zur
Auswertung von 4 (dz; A dis) wurde Regel (A.29b) mit den Festlegungen w := dz; und
1 := di3 erneut angewandt <

A.16 Nichtkommutative Polynome in jf

Zur kompakten Beschreibung linearer Differentialoperatoren (mit nicht notwendig kon-

stanten Koeffizienten) ist die Verwendung von Polynomen im Ableitungsoperator %

gebrauchlich, siehe z.B. [Rud03, Abschnitt 2.1] oder [Deu03]. In der hier verwendeten
Notation wird die Menge dieser Polynome mit Koeffizienten aus /C (siehe Abschnitt A.12)

durch £ { } bezeichnet. Sie besitzt die algebraische Struktur eines Rings, wobei fiir alle
a € K die Multiplikationsregel®

La=a+as, (A.33)

gilt, siche z.B. [Rud03, Anhang #52] oder [Mid11, Abschnitt 3.2]. Aufgrund dieser Regel
ist die Multiplikation in C { dt} im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. es gibt Elemente

ar1(%),a2(%) € K [ } fiir die gilt a1(5)a2(5) # az(%)a1 (). Deswegen ist neben dem
Eponym Ore Polynome auch die Bezeichnung Schiefpolynome tblich.

!Diese Regel lisst sich anschaulich durch die Produktregel der Differentialrechnung begriinden: % (ab) =
ab+ab= (a+ 4)b.
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A.17 Polynommatrizen und ihre Eigenschaften

Zur Beschreibung mehrdimensionaler linearer Differentialoperatoren bietet es sich an, die

in Abschnitt A.16 eingefithrten Polynome in < in Matrizen zusammenzufassen. Die Menge

dt
ni X

dieser Polynommatrizen mit n; Zeilen und ny, Spalten wird mit /C [%} " bezeichnet.

Zur Verdeutlichung, des Polynomcharakters (bezogen auf 4) wird fiir ein Element P

aus dieser Menge typischerweise P (%) geschrieben. In bestimmten Situationen ist es
zudem zweckméflig, hervorzuheben, dass die Koeffizienten der Polynome meromorphe
Funktionen in den Koordinaten x,x usw. sind. Dazu dient die Notation P, (% :

Definition A.10 (Siche [Rud03, Anhang #62]). Eine quadratische Polynommatrix

P (i) c K [i}mxm heiBt unimodular, wenn eine andere Polynommatrix P (i) €
dt LGt g y dt

K [%}mxnl existiert, sodass gilt P (%) P (%) =P (%) P (%) = I,,. Dann ist P (%)

eine (Links- und Rechts-)Inverse zu P (%) und man schreibt P! := P. Die Menge aller
niyXni

X
unimodularen Matrizen in {%}m " wird mit U {%} bezeichnet. <

Mit anderen Worten: Eine Polynommatrix ist unimodular genau dann, wenn sie eine
Inverse hat, die ebenfalls wieder eine Polynommatrix ist. Diese Eigenschaft ist deutlich

restriktiver als Invertierbarkeit, denn im Allgemeinen hingt die Inverse von P (i) von

dt
gebrochenrationalen Termen? in < ab, wie man sich leicht fiir das Minimalbeispiel

dt
P(i)zl.i

y o mit n; = 1 klar macht. Diese 1 x 1-Matrix hat vollen Rang ist aber
trotzdem nicht unimodular.

nipXni

Bemerkung A.11. Betrachtet man Matrizen iiber R [%}mxnl statt tiber IC [%}

dann sind ihre Eintrage gewohnliche (d.h. kommutative) Polynome in %. Fiir solche

Polynommatrizen kann man Unimodularitat konsistent mit obiger Definition mit Hilfe

. . . . . d g]mxny .
der Determinante charakterisieren: Eine Polynommatrix P (%) eR [E} ist unimo-

dular, wenn ihre Determinante eine nichtverschwindende reelle Zahl ist: det P (%) =

konst (%) # 0, siche z.B. [Kai80, Abschnitt 6.2.3] oder [Reil4, Abschnitt 6.2].

Da die Eintrage einer Matrix P (%) ek {%}nmm im Allgemeinen von den Variablen

X1y, Ty, T1,... usw. abhdngen (siehe (A.25)), gibt es Matrizen, welche nur unter be-
1+ (&1 —a3)d 0

0 1
unter der Nebenbedingung &; — 3 = 0 unimodular, sonst aber nicht. In dieser Arbeit
spielen insbesondere solche Matrizen eine Rolle, welche entlang der Losungen eines
gegebenen dynamischen Systems unimodular sind.

stimmten Bedingungen unimodular sind. Zum Beispiel ist die Matrix

2In welchen Zusammenhéngen (%)_1 iiberhaupt definiert ist und wie man dieses Objekt ggf. interpre-
tieren kann, soll hier nicht betrachtet werden.
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Definition A.12. Ein dynamisches System sei durch die implizite Gleichung
F(x,%x,...,x7) =0 (A.34)
beschrieben. Die verallgemeinerten Losungsmenge® dieser Gleichung wird mit

Fo={x%..)eXy : FOx... x")=0, x>0} (A.35)

bezeichnet, wobei die iibliche Notation F*)(x,...,x0%"®) := (% A F(x,...,x") gilt.
Die Menge F enthélt also alle Punkte aus X, die zu einem Verlauf ¢t — x(t) gehoren,
welcher mit der Systemgleichung (A.34) sowie mit beliebig hohen Zeitableitungen dieser

kompatibel ist.

Eine quadratische Polynommatrix P (%) e {%}mxm heiBt unimodular beziglich des
durch (A.34) gegebenen dynamischen Systems oder kurz F-unimodular, wenn sie unter
Berticksichtigung von (A.34) und beliebig hoher Zeitableitungen dieser Systemgleichungen
eine polynomiale Inverse beziiglich % im Sinne von Definition A.10 hat. Man schreibt
dann P (%) ‘f eymxm,

Die zugehorige Menge der F-unimodularen Matrizen aus KC [%} M Wird mit Ur [%} e

bezeichnet. <

n1 Xni

Offensichtlich gilt U™>*™ C UFr [%} , d.h. die Eigenschaft F-Unimodularitat ist
weniger einschrankend als Unimodularitat.

Der Begriff Hyperregularitat wird in [Lé11, Definition 6] mit Hilfe der sogenannten
Smith-Form* (A.36) folgendermaBen® eingefiihrt:

Definition A.13. Eine Polynommatrix P (%) e [%}mxm mit ny < ny heifit hyper-
regular wenn es zwei unimodulare Matrizen Vi,, Vi passender Dimension gibt, sodass
VL (4)P (4) Ve (4) = (T, Onysnyn,) (A.36)

T
erfiilllt ist. Gilt ny > no heifit P (%) hyperreguléar wenn P (%) hyperregulér ist. <

Allerdings ist offensichtlich, dass die Matrix V7, fiir die Definition iiberfliissig ist, denn
Gleichung (A.36) von links mit V' multipliziert liefert

P (i) Ve (i) = (Vi' () Ousmni) (A.37)

3 Das Attribut ,verallgemeinert* bezieht sich hier auf die Beriicksichtigung von Zeitableitungen F(*)
der Systemgleichung. In [Fral4, Abschnitt 3.2.2] wird diese Menge als Untermannigfaltigkeit mit der
Bezeichnung S°° eingefithrt und spielt fiir den dort diskutierten geometrischen Zugang eine zentrale
Rolle.

4Gelgentlich auch als Smith-Jacobson-Form bezeichnet, siche z.B. [VA13].

SUm Verwechslungen auszuschliefien, sei angemerkt, dass im Kontext der theoretischen Mechanik
noch eine andere Verwendung der Bezeichnung ,hyperregulér® existiert, siche [AM87, Definition
3.6.1]. Hintergrund ist dort die Aquivalenz von Lagrangescher und Hamiltonscher Formulierung der
Bewegungsgleichungen eines mechanischen Systems.
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A.17 Polynommatrizen und ihre Eigenschaften

. . C V 0 . . oy . .
sodass man mit mit Vi := Vg ( o Ty ) auch durch eine einseitige Transformation in

die Normalform tuberfiihren kann:

P (4) Ve (4) = (T Oniximany) - (A.38)

Bei (A.38) handelt es sich um die sogenannte Hermite-Normalform, die z.B. in [Kai80,
Abschnitt 6.2.3] oder [Reil4, Abschnitt 6.2] fir Matrizen tiber R [%} eingefiihrt wird. Fur
den in dieser Arbeit nicht betrachteten Fall, einer nicht-hyperregulédren Polynommatrix
P <§? stimmen Smith- und Hermite-Normalform im Allgemeinen nicht iiberein, da letz-
tere dann im Gegensatz zu ersterer keine Diagonalmatrix liefert. Weiterhin sei angemerkt,

dass fiir ein gegebenes P (%) die Matrizen Vi, Vg, Vg nicht eindeutig bestimmt sind.

Zwischen den Eigenschaften Unimodularitdt und Hyperregularitit bestehen die folgen-
den Zusammenhénge:

Lemma A.14.

(1) Jedes Produkt aus einer hyperreguldren und einer unimodularen Matriz (von rechts
oder links) ist hyperreguldr.

(2) Jede Hyperspalte und jede Hyperzeile einer unimodularen Matriz ist hyperreguldr.

. . d 4 ]mxn2 . .. . .
Beweis: (1): Sei P (E) e [ﬂ mit n; < ny hyperregular. Dann gibt es eine

n1 Xni

Matrix U e U (%)mxm mit PU = (L,,, 0, x(ny—n,)). Seien nun Vi, € Y (%) und
Vel (%)mxm beliebige unimodulare Matrizen. Dann gilt

ViPUV!' = (L, Ou x(no—n1)) (A.39a)
N——

Py
PVRV:;'U= (1., 0uxmsnp)) (A.39b)
N——

Pr

Mit anderen Worten, die Matrizen Py, und Py sind auch hyperregulédr. Fiir ny > ny gilt

eine analoge Argumentation.

(2): Sei U (%) cu (%)("1+"2)X(n1+n2

bzw. ny skalaren Spalten aufgeteilt. Offensichtlich tiberfithrt U~! die erste Hyperspalte
in die Smith- bzw. Hermite-Normalform:

) und in die Hyperspalten (U; Ujy) mit jeweils ng

U(U, U,) = (Igl IO> -  U'U, - (Igl) (A.40)

Jede andere Hyperspalte von U kann durch vorherige Rechtsmultiplikation mit einer
per Konstruktion unimodularen Permutationsmatrix in die Position von U; beférdert
werden. Fiir die Hyperzeilen von U gilt eine analoge Argumentation. O]

Fir die Untersuchungen in Kapitel 4 sind die folgenden Begriffe von zentraler Bedeu-
tung.

154
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{ ](m—nl)an heifit uni-

Definition A.15. Sei n; < ny. Eine Polynommatrix Q (%) ek %
modulare Vervollstindigung® zur Matrix P (%) ek [%}mxnz wenn die Kombination

der Zeilen von P und Q eine unimodulare Matrix liefert:

P % n2XxXn2
(Q E;t%) cu [%] . (A.41)
P(dj})
(i)
gung. <

Im Fall von ( ) € Ur [%}MW heifit Q (%) F-unimodulare Vervollstandi-

Bemerkung A.16. Zur Bestimmung einer unimodularen Vervollstandigung einer hyper-
regularen Matrix P ( %) kann man prinzipiell eine Transformation in Smith- bzw. Hermite-
Normalform vornehmen, und dann geeignet erganzen, siehe z.B. [FKFR16]. Eine Alterna-
tive zu diesem im Allgemeinen rechenaufwendigen Vorgehen, ist die Verwendung des in
[Fral4] vorgeschlagen Algorithmus, siche auch [Fril5, FFKR16] fir eine Implementierung.
Ein weitere Ansatz wird in [ZL14] vorgestellt. <

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen der Menge aller unimodularen
Vervollstandigungen und den Rechtsorthokomplementen der Matrix P her.

Satz A.17. Gegeben seien die hyperregquldren Matrizen P (%) e [%rlm und Q (%) €

K [%}(nrﬁl)mz mit ny < ny. Dann sind folgende beiden Aussagen dquivalent:

(1) Es ezistiert eine Matriz G (%) € [Crzxm2mm)

P(4)G(4)=0 und (A.42a)
Q(2)G(4) =T, (A.42b)

(2) Die Matriz Q ist eine unimodulare Vervollstandigung von P.

Beweis: (1)=-(2): Sei ein G (%) gegeben, dass die Gleichungen (A.42) erfillt. Aus
der Hyperregularitiat von P folgt die Existenz einer unimodularen Matrix U mit

PU = (I,, 0y, x(ns—n1)) (A.43)

(siche Hermite-Normalform in Gleichung (A.38)). Unterteilt man diese Matrix in zwei

. d no Xni d n2><(n2777,1) . . .
Hyperspalten (U; Usy) mit Uy € K [E} und Uy € [E} , so gilt fir die
zweite also PUjy = 0y, « (ny—n,)- Die Matrix U ist dabei nicht eindeutig und man kann sie

stets so wahlen, dass Uy = G gilt, denn beide Matrizen spannen den Rechtsnullraum von
P auf. Fiir die Inverse U™! =: (3;) mit der Unterteilung V; € £ [%}mm und V, €

In [Reil4, Abschnitt 7.6] ist in diesem Zusammenhang ,Komplettierung® bzw. ,Erginzung® die Rede.
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K [%}(m_nl)xm kann man aus (A.43) direkt V; = P ablesen. Andererseits gilt VoUjy =
V.G =1,, ,,, d.h. sowohl V; als auch Q (siehe (A.42b)) sind Linkspseudoinversen
von G. Die Freiheitsgrade bei der Wahl einer Linkspseudoinverse entsprechen gerade

der Addition von Zeilen aus dem Linksnullraum, d.h. gibt in jedem Fall eine Matrix

L () e8]

mit
Q=V,+L-P. (A.44)
Da nun aber Vj eine eine unimodulare Vervollstandigung zu V; bzw. P ist, muss das
auch fur Q erfiillt sein, denn es gilt (8) =(19) <¥; )
(2)=-(1): Sei nun Q eine beliebige unimodulare Vervollstandigung von P. Dann erhélt

-1
man aus der Inversen (g) =: (U; Usy) mit passend gewédhlter Unterteilung direkt,

die Matrix G = U,, welche beide Bedingungen der Behauptung erfiillt. O]

Anders ausgedriickt, besagt der Satz A.17: Jede Linkspseudoinverse zu einem Rechtsor-
thokomplement von P ist eine unimodulare Vervollstandigung und umgekehrt. Fir die
Flachheitsuntersuchung ist nun eine Verallgemeinerung dieser Aussage relevant, bei der
die Bedingungen (A.42) nur auf der verallgemeinerten Losungsmenge des betrachteten
Systems gelten miissen.

Satz A.18. Seien P (dt) und Q (di) wie in Satz A.17 und zusdtzlich G (di) mit

(Peo (#) G ()], =0 und (A.450)
(Qu () Geo (ft))\f = Loy (A.45D)
gegeben, dann ist Q (%) eine F-unimodulare Vervollstindigung von P (%)_

Bemerkung A.19. Um deutlich zu machen, dass die Eintrédge der Polynommatrizen
P, Q und G von den Koordinaten x,x usw. abhéngen, auf die sich die Einschriankung
(x,X,...) € F bezieht, wurde die Notation () verwendet. <

Beweis: Die Argumentation des Beweises von Satz A.17 lasst sich unmittelbar iibertra-
gen. Statt einer unimodularen Matrix U ist nun eine F-unimodulare Matrix zugelassen,
deren hinterer ny X (ny — ny)-Block mit G tibereinstimmt. Folglich ist auch deren Inverse
nur S-unimodular, und deswegen ist Q eine F-unimodulare Vervollstandigung. [

Im Folgenden soll nun die Beziehung zwischen der ,Smith-Form-Perspektive“ aus [Lé11]
und dem in dieser Arbeit vertretenen Ansatz der unimodulare Vervollstandigung verdeut-
licht werden. Dazu wird zunéchst die entsprechende Notation aus [Lé11] ibernommen.

Sei P (%) ek [%}mm hyperregular und n; < ny. Mit R-Smith(P) (bzw. L-Smith(P))

wird die Menge aller unimodularen Matrizen U € U {%}mxm (bzw. V. e U {%}mml)

bezeichnet, fiir die es eine zugehorige unimodulare Matrix Vy € U {E]mxm (bzw.
Uy el [%}mm) gibt, sodass die Beziehung

Vu-P-U= (1, 0, xms—n)) (A.46a)

(bzw. V-P-Uy = (I, 0y, x(ns-n1))) (A.46D)
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erfiillt ist. Fiir den Fall n; > ns gilt die analoge Festlegung, wobei die Blockmatrix auf der
rechten Seite von (A.46) dann zu transponieren ist. Fur ny = ny gilt konsequenterweise

R-Smith(P) = L-Smith(P) = ¢/ [4]"""
Der folgende Satz stellt nun den Zusammenhang zwischen der unimodularen Vervoll-
standigung und einer Charaktierisierung tiber die Smith-Normalform her.

Satz A.20. Sei P (%) € E[%}mxm hyperrequlir und ny < ng. Sei weiterhin U &

R-Smith(P) beliebig gewihlt und in die Hyperspalten (U, Us) mit Uy € K [4]™™™ und

U, e £ {%}nzx(nz_m) unterteilt. Sei schlieflich noch V, € K
die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

% . Dann sind

[ }(ng—nl)xng
(1) Es eristiert eine Matriz V, € K {%}mxm, sodass gilt (%) =:V € L-Smith(Us,).

(2) Die Matriz V| € K
P.

{ }(nrm)xm ist eine unimodulare Vervollstindigung der Matriz

4
dt

Beweis: (1)=-(2): Nach Voraussetzung muss eine Matrix Uy € U { }(nrnl)x(nrm)

d
dt
existieren, die Uy zusammen mit V in die Normalform tiberfiihrt, fiir die also gilt:

VU, Uy = ( L) > (A.47)

0n2 X (n2 777,1)

Aus Rechtsmultiplikation mit U‘T/1 folgt unmittelbar, dass das Produkt V; U, unimodular
ist:

_ \71 U, Ut _ o _
VU, = | ¢ = v = VU, =Ug = (UyVy) Uy=1,,,,.
= (V) = (0¥ ) U=UY = (UgV) U=,
(A.48)
Wegen der Voraussetzung (U; Usy) € R-Smith(P) gilt dartberhinaus stets
PU, =0. (A.49)

Mit anderen Worten: Die Matrix Uy;V; ist eine Linkspseudoinverse zum Rechtsorthokom-
plement U, der Matrix P und damit wegen Satz A.17 eine unimodulare Vervollstindigung
dieser. Wegen Satz 4.21 auf Seite 50 ist auch V; eine unimodulare Vervollstandigung
von P.

(2)=(1): Sei nun Q eine beliebige unimodulare Vervollstandigung von P. Es reicht zu
zeigen, dass die Matrix (g) in L-Smith(U,) liegt. Ausgangspunkt ist das Produkt

@,) (U, Uy) A2 (QE ’ ‘3,31) (A.50)

WEeil beide Faktoren nach Voraussetzung unimodular sind, muss das auch fiir das Produkt
gelten. Man macht sich nun leicht klar, dass das (ny — ny) X (n2 — ny)-dimensionale
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Produkt QU5 unimodular sein muss, denn nach Lemma A.14 ist die Hyperspalte (QEQ)
notwendigerweise hyperregulér. Deswegen gilt

(%) vaiquay =l ) (A1)

ng X (TLQ —TLl)

womit die Behauptung (g) in L-Smith(U,) bewiesen ist. ]

A.17.1 Zusammenhang zwischen Linksteilerfreiheit und
Hyperregularitat

Im Kontext linearer zeitinvarianter Systeme, wie sie z.B. Gegenstand von Abschnitt 4.8.2
sind, werden Polynommatrizen im Zeitableitungsoperator %, oder gleichwertig, in der
Laplace-Variable s betrachtet. Die Koeffizienten der Eintridge stammen dabei aus R
statt aus K. Eine rechteckige Polynommatrix P(s) € R[s]V*(™+2) wird in diesem
Rahmen héufig als Matrizenpaar P(s) = (P1(s) Pa(s)) mit den Polynommatrizen (bzw.

Hyperspalten) P;(s) und Py(s) aufgefasst.

Definition A.21. Eine Matrix L(s) € R[s]V*" heifit gemeinsamer Linksteiler zu
einem gegebenen Paar Pi(s) € R[s|V*™ Py(s) € R[s]V*"2, wenn zwei Polynommatrizen
P, (s), Py(s) passender Dimensionen existieren, sodass gilt P;(s) = L(s)P;(s), fiir i = 1, 2.
Sind alle gemeinsamen Linksteiler unimodular, dann heif3t das Paar bzw. die Matrix
P(s) = (Pi(s) Ps(s)) linksteilerfrei.

Lemma A.22. Jedes Matrizenpaar (P1(s) Py(s)) € R[s]N*N+71) (hier aufgefasst als
rechteckige Matriz, wobei Py(s) € R[s]V*N jetzt als quadratisch vorausgesetzt wird) kann
durch Rechtsmultiplikation mit einer unimodularen Matriz U(s) € R[s]tm)x(ntni) 4y
die hermitesche Normalform

(Py(s) Pa(s))U(s) = (L(s) Onxn,) (A.52)

(siche (A.38)) diberfihrt werden. Dabei bezeichnet L(s) € RN*N|[s] den grifiten gemeinsa-
me Teiler des Paares (P1(s),Pa(s)). Insbesondere, ezistiert fir ein linksteilerfreies Paar
stets eine unimodulare Matriz U(s), sodass (P1(s) Pa(s))U(s) = (I, O0pxn,) gilt.

Beweis: Siehe z.B. [Reil4, Abschnitt 6.3].

Aus diesem Lemma wird sofort klar, dass Linksteilerfreiheit und Hyperregularitéit
entsprechend Definition A.13 fiir Polynommatrizen mit reellen Koeffizienten dquivalente
Eigenschaften sind.

A.17.2 Uberpriifung einer Polynommatrix in % mit

Koeffizienten aus £ auf Unimodularitat

Fiir Polynommatrizen mit konstanten Koeffizienten lésst sich die Unimodularitatsprii-
fung leicht mit Hilfe der Determinante durchfiithren, sieche Bemerkung A.11. Wenn die
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A.17 Polynommatrizen und ihre Eigenschaften

Polynomkoeffizienten nicht konstant sind, sondern von den zeitabhédngigen Koordinaten
X1y ..., Tpy, @1, ... usw. abhdngen, muss die Multiplikationsregel (A.33) beachtet werden.
Dann ist die Definition einer Determinante nicht moglich, wie das folgende Beispiel
belegt.

2x2
Beispiel A.23. Gegeben sei die Matrix P (%) = $11<t> i e [%} - . Wendet man
formal den Lapaceschen Entwicklungssatz auf die erste Zeile an, ergibt sich
det1 = l’l(t)% — 1, (A53)

wahrend eine Anwendung auf die zweite Zeile

dety = —1 + Loy = @ () + 21 ()% — 1 # dety (A.54)

liefert. 4
NxN

Um eine Matrix aus IC [%] ) auf Unimodularitit zu tiberpriifen, kann man stattdes-

sen direket die Definion A.10 heranziehen und explizit mittels eines Ansatzes versuchen
direkt eine Inverse zu bestimmen”. Gegeben sei dazu P(4) € K [ } . Fiir die Inverse

kann man einen Ansatz P ( ) mit freien Parametern verwenden. Dabei wird fur den zu

dt
den Indizes (i, j) gehorende Eintrag von P ( ) das Polynom

Figo (%) + figa ()L 4+ 0 (£) (A.55)

mit den zundchst unbekannten Funktionen f;;x(x) angesetzt. Der maximal mogliche

Polynomgrad k von P (

) ist durch den maximalen Polynomgrad grad (P (E)) =k
iiber die Beziehung

dt

k=(N-1)-k (A.56)

festgelegt, siehe z.B. [Lé11, S.73]. Bildet man nun das Produkt R (%) ( )

und verschiebt den Ableitungsoperator im Resultat unter Beachtung von (A.33) nach
rechts, kann man wegen

P(L)P(4) =1y (A.57)

fir jeden Eintrag einen Koeffizientenvergleich beziiglich 2 % mit dem entsprechenden
Eintrag der Einheitsmatrix durchfithren. Daraus ergibt sich ein iiberbestimmtes lineares
Gleichungssystem: Fiir die N? - (/vf + 1) freien Parameter f;;; resultieren aus dem
Koeffizientenvergleich N? (Ivc + k + 1) Bedingungen. Dieses Gleichungssystem hat genau
dann eine Losung, wenn P( -) € Uy, gilt. Diese Losung ist dann notwendigerweise auch

"Dieses Vorgehen wurde dem Autor im Mirz 2015 vom Prof. J. Rudolph vorgeschlagen.
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A.18 Vektor-Formen und Polynommatrizen mit differentialform-wertigen Eintrégen

eindeutig. Dieser Ansatz steht als Funktion unimod_inv im Modul symbtools.noncommu-
tativetools zur Verfligung, siehe S. 197.

Zur Uberpriifung auf F-Unimodularitit miissen zusétzlich noch die im Allgemeinen
nichtlinearen Gleichungen F(x,x,...) = 0, sowie ggf. Zeitableitungen dieser bertick-
sichtigt werden. Dies kann geschehen, indem aus den Systemgleichungen resultierende
Zusammenhange zwischen den Koordinaten (z1,...,x,,) bzw. ihren Ableitungen vor

der Unimodularitatspriifung in P, (%) eingesetzt werden, siehe auch Beispiel 4.16 bzw.

[(5)]-

A.18 Vektor-Formen und Polynommatrizen mit
differentialform-wertigen Eintriagen

Fiir eine kompakte Notation bietet es sich an, ebenso wie in [Lél1l, Frald| die Re-
chenregeln der Matrix-Algebra auf Differentialformen zu tibertragen. Dazu wird zu-
nachst wie in Abschnitt A.13 die allgemeine Mannigfaltigkeit M mit den Koordina-
ten xy,...,x,, betrachtet. Sei w = S m;dz; € A'(M), dann ldsst sich mit Hilfe
des ,Spaltenvektors® dx = (dz; ... dz,,)" und des Zeilenvektors der Koeffizienten
m’” = (m; ... m,,) € K(M)>*™ unter Anwendung der iiblichen Matrixmultiplikation
auch w = m”dx schreiben.

Sei nun M = X (siehe Abschnitt A.15). Dann léasst sich die bisherige Notation auf

polynomiale Eintrage des Koeffizientenvektors erweitern und es gilt dann also m(%)T €

1Xnx
K [%} “™ Dabei wirkt der Ableitungsoperator % wie in Abschnitt A.15 ab S. 150
beschrieben. Beispielsweise gilt (coszy — 34) (gg) = cos(zadx; — 3dis).

Eine andere Verallgemeinerung ist es, nicht nur Koeffizientenvektoren, sondern Ko-
effizientenmatrizen mit mehr als einer Zeile zuzulassen. Daraus erhalt man dann eine

Vektor-1-Form, d.h. einen 1-Form-wertigen Spaltenvektor:

o [ (8) s ()
w:=| 1| = : : dx =m (%) dx, (A.58)
WN ﬁ’LNJ <%) . mNan (%)

=(#)

. Die Menge der Vektor-1-Formen mit N Komponenten wird

mit m (%) ek [%}me

mit (A'(X_))" bezeichnet.
Anwendung des Operators d auf Polynommatrizen

Mit den bisher bekannten bzw. eingefithrten Rechenregeln kann der aulere Ableitungs-
operator d auf eine Vektor-1-Form w angewendet werden, in dem er auf ihre einzelnen
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A.18 Vektor-Formen und Polynommatrizen mit differentialform-wertigen Eintrégen

Komponenten angewendet wird:
dw=d| : |:=] + [. (A.59)

Bei dem Ergebnis handelt es sich folglich um eine Vektor-2-Form, d.h. um ein Element
der Menge (A?(X,))V.
Darauf aufbauend lasst sich die Wirkung von d auf eine Polynommatrix mit 0-Form-
d

wertigen Eintragen konsistent einfithren. Sei w = L (E) 1 mit der Koeffizientenmatrix

Nxs
L %) ek [%} und der Vektor-1-Form 5 € (A'(X_))*. Dann kann man iiber den
formalen Zwischenschritt

dw=d(L(4)n)=(dL(4))n+L(%)dn (A.60)
den Ausdruck
(AL (4))n=d(L(4)n) - L(4)dn (A.61)

definieren, wobei Minuend und Subtrahend auf der rechten Seite jeweils wohldefinierte
Vektor-2-Formen sind. Im Folgenden soll nun gezeigt werden, wie sich einerseits die
Komponenten von d (L (%)) und andererseits das Produkt d (L (%)) 7 fiir eine beliebige
Vektor-1-Form 7 interpretieren lassen.

Sei das Matrix-wertige Polynom L (%) durch

Lii0 ... Liso Li11 ... Lisn Liig ... Lisw _
d\ ._ ) . ) ) d ) ) d\"
L(4)=| : S I S R ] (4) (A62)

Lna,0 - Lns,o Lna,1 - Lnsi Lnaig - LNns,r

gegeben, wobei L; ;. € Kfiri=1,...,N,j=1,...,sund kK = 0,...,k gelte. Dann

erhalt man d (L (%)) durch komponentenweise Anwendung:

dL1,1,0 ... dL1,s,0 dLi1,z - dLi,s,% &
dL(;t)::( : : )—i—...—l—( : : )(i) . (A.63)

dLn1,0 --- dLN,s)0 dLn1,z - ALN s,

D.h. der zu den Indizes (i, j) gehérende Eintrag der Matrix-1-Form dL (%) ergibt sich

aus der 1-Form dL; ;o +dL; ;1 A % +.. 4+ dLje A (%)ﬁi welche sich auch als Polynom

in % mit 1-Form-wertigen Koeffizienten auffassen liasst. Das Keilproduktsymbol vor dem
jeweiligen Ableitungsoperator erhoht dabei den Grad der Differentialform nicht, d.h.
sowohl bei den einzelnen Koeffizienten L; ;. als auch bei der gesamten Summe handelt es
sich um 1-Formen. Vielmehr verdeutlicht das A-Symbol, wie das ,,Matrix-Vektor-Produkt*

dL (%) 1 aufzufassen ist: Fiir die i-te Komponente dieses Spaltenvektors gilt

(L () m), = X S dLij A (4)'m =3 AL A, (A.64)

r=0j=1 k=0 j=1
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d.h. es handelt sich um die iibliche Matrix-Vektor-Multiplikation, wobei das Produkt
zwischen den jeweiligen Eintrédgen durch das Keilprodukt gebildet wird, nachdem der
Ableitungsoperator entsprechend Abschnitt A.15 auf den rechten Faktor angewendet
wurde. Dass die komponentenweisen Festlegungen in (A.63) und (A.64) tatséchlich
mit der Definition (A.61) vertraglich sind, ist in [Lé11, Abschnitt 4.5] durch direktes
Einsetzen und Ausrechnen gezeigt®. In der vorliegenden Arbeit wird stattdessen eine
Beispielrechnung zur Veranschaulichung angegeben.

Beispiel A.24 (Anwendung der duleren Ableitung auf eine Polynommatrix; Implemen-
tierung: [(19)]). Gegeben seien

0 G2 o2 dxq, + z3dzs

L (%)= (d ; 2dt2> und 7= | sinzzdz; |. (A.65)
i 0 (@)
dt dt dz

Die Berechnung der in der Gleichung (A.61) definierten Vektor-2-Form ¢ erfolgt auf zwei
getrennten Wegen:

d(L(4)n)-L (jj) dn = (AL (4)) . (A.66)

=1 =p2

d.h. einerseits iiber die Definition als Differenz der Vektor-2-Formen ¢ und p und anderer-
seits iiber die Anwendung der in (A.63) und (A.64) gegebenen Berechnungsvorschriften.

Als erstes Zwischenergebnis ist die Polynommatrix L (%) auf die Vektor-1-Form n
anzuwenden:

FAYE T3 sinxzdxy + xodis
L(5)n= (d:tl + iydas + z3dia + dj3> ‘ (A.67)

Durch Bilden der dufleren Ableitung erhalt man

d _ [—dscosxgdry Adrs — sinxzday A dis +dwg Adag|

Andererseits kann man direkt die &uflere Ableitung von n zu

—d$2 A\ d.ﬁL’g
dn = | —cosxzdx; A dxs (A.69)
Odl’l N d(L’g
bestimmen und darauf L (%) anwenden:
o d - — cos x3d3dzy A dxs
pi=L(f)dn - <—dx2 A dig + dag A d@) ' (A.70)

8 Allerdings wird dort der auf Matrizen angewendete Aufiere Ableitungsoperator mit 0 statt mit d
bezeichnet.
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Damit ergibt sich unmittelbar ¢, zu

(A.71)

. C [~ sin $3dl’1 A dl’g + daTg VAN dl’g
1= p= Odﬂfl A diL'Q '

Fiir die direkte Berechnung von dL (i) entsprechend (A.63) bildet man die &ufleren

dt
Ableitungen der Eintrage L, ;,

0 @3, x4 0dzy dis, dag A L
d\ _ dt o 1 3 2 dt
‘ﬂ«ﬁ)—d(d 0 (df)“Qm% 0dz;  Oday )’ (A.72)

dt dt

was zusammen mit (A.64) auf

. d dz1+asdes sin zadas A dzy + drg A dis
_ L d — <0d$1 dzs dzoA ) < . d > — 3 3
¥2 d <dt> n 0dz; 0dzy Odzijt Sln§§3 “ del A dx2

(A.73)

fithrt. Aus dem Vergleich zwischen (A.71) und (A.73) geht dann unmittelbar ¢ = 9
hervor. <

Bemerkung A.25. Eine 1-Form, die sich als w A % schreiben lasst, bei der man also
den Zeitableitungsoperator nach rechts ausklammern kann, hat streng genommen nur
als linker Faktor in einem Keilprodukt eine Bedeutung, siehe (A.29b), bzw. als Eintrag
in einer entsprechenden Matrix. In einem abstrakteren Sinn kann man sie jedoch selbst

als speziellen Differentialoperator auffassen. Vor diesem Hintergrund lésst sich analog zu
(A.33) die Rechenregel

=Y

Q=0+ A (A.74)

o
&l

t

angeben. Existiert kein Faktor rechts einer solchen 1-Form, gilt /\% = 0. <
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Anhang B

Erganzende Detailrechnungen und
Implementierungsaspekte

B.1 Existenzbedingung fiir passive und aktive
Konfigurationskoordinaten

In Abschnitt 2.2 wurde angenommen, dass man die Konfigurationskoordinaten derart
wéahlen kann, dass sich die Bewegungsgleichungen in der Form (2.12), d.h.

M (0) Miu(0) ) (B, (Ci(0.0)) (Ki(6,0))_(0 B.1)
Mi,(0) Mx(6) q C2(0,0) K»(0,0) T '
darstellen lassen. Im Folgenden wird untersucht, unter welchen Bedingungen das moglich

ist. Ausgangspunkt sind die allgemeinen Bewegungsgleichungen eines mechanischen
Systems in der Form (2.8), d.h.

M(0) 0 + C(6,0) +K(6,0) = B(0) T. (B.2)

Satz B.1. Fir das allgemeine mechanische System (B.2) existiert genau dann eine
Koordinatentransformation & = A(8), die das System zusammen mit einer Eingangstrans-
formation 7 = S(0)T, in die Form

MO+ 066 +Kie ) = ( ] ) B3
iberfihrt, wobei M, C und K entsprechend (2.9) aus den mittels
0 =7(§) = A (€) (B.4)
transformierten Energie-Funktionen
T(&,€) =T (2(6),Z'(¢)€), (B.5a)
V(&) == V(Z(8)) (B.5b)
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B.1 Existenzbedingung fiir passive und aktive Konfigurationskoordinaten

hervorgehen, wenn fiir die Komponenten der Vektordifferentialform

w1(6)
w(0) = : = B7(0)d0 (B.6)
Wnq (0)
die Bedingung
dwi Awi AL owpg =0 V oi=1,...,nq (B.7)

gilt.

Beweis: Zunichst soll die Auswirkung einer allgemeinen Koordinatentransformation
auf die Bewegungsgleichungen untersucht werden. Im zweiten Schritt wird dann der
Zusammenhang zu B(0) hergestellt.

Mit Hilfe der (1 x n)-Zeilenvektoren

: OL(8,6)
Ly(8,0) = ———= B.
O( ) ) 60 . ) ( 8&)
- 0L(6,0)
L.(6,6) = 2227 B.8b
\(0,6) = "1 (B.5b)
lassen sich die Lagrange-Gleichungen (2.6) in vektorieller Form angeben:
17(0,6) — L7(0,6) 2 B(6)r — R(6,6). (B.9)

Andererseits lautet mit 8 (=" 7/ (€)€ die Lagrange-Funktion in &-Koordinaten

L(&€)=L(Z() Z(€)E). (B.10)

Nun kann man vollig analog zu (B.8)

Lo(&,€) := aL(;E’ 5), (B.11a)
£1(6,€) = “ﬁfé’ ‘) (B.11b)

einfithren und als Pendant zu (B.9) die Lagrange-Gleichungen in &-Koordinaten in
vektorieller Form anschreiben:

L7(,€) - LI(¢,€) = B(&)T - R(&,€). (B.12)

Die Zusammenhange zwischen den Vektoren Ly und Lo bzw. Ly und L sind dabei
folgendermafien: Mit der Kettenregel und Gleichung (B.10) ergibt sich aus (B.11)

]zl = L1| 0=17(¢) Z/(€>, (BlSa)
(6-z0¢)

Lo = Lol ro—ze) \Z'(€) + Ll fo=ze) - (Z"(£)€), (B.13b)
(é:Z'(s)é> (é:Z'(aé)
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wobei () die Kurzschreibweise fiir %ﬂ) ist und im Ausdruck Z”(¢)€ die in [R&b05,
Abschnitt 2.4] angegebene Tensornotation verwendet wurde. Bei Z’ handelt es sich um
eine n X n-Matrix, sodass eine nochmalige Ableitung nach den n Koordinaten in & einen
Tensor dritter Stufe liefert. Wendet man diesen auf den n x 1-Vektor € an, erhélt man
wieder eine n x n-Matrix. Eine vergleichbare Situation tritt bei der Bestimmung von 6

in &-Koordinaten auf:

62 (4) 2(¢) = £ (Z/(©)€) = Z/(©)€ + (2'(¢)€) €. (B.14)
Mit dieser Notation ergibt die Zeitableitung von (B.13a)
Ly = (L) /o ge A3 +Llr(e_:z<g> ) (Z"(¢)€) (B.15)
(Q:zl(g)g‘_ . ) 0=27'(£)¢
0=2"(§)E+(Z" ()§)€

und folglich erhélt man fiir die Differenz auf der linken Seite der vektoriellen Lagrange-
Gleichung (B.12)

L1(6) - TIE 6 =2 (T L)

o—z(e) . (B.16)
0=7'(£)§ o
0=Z'(£)E+(Z"(£)§)&

Mit anderen Worten: Die Lagrange-Gleichungen in £€-Koordinaten gehen aus (B.9) durch
Einsetzen der Riicktransformation @ = Z(£€) und Linksmultiplikation mit deren transpo-
nierter Jacobimatrix Z'(€)” hervor.

Setzt man nun (B.9) in (B.16) ein und das Resultat wiederum in (B.12), erhélt man
fur die rechte Gleichungsseite die Bezichung von (B.12)

B(¢)T — R(¢,€) =Z(&)" (B(O)T —R(6,9))| (220 ) (B.17)
6=2'(£)§
und damit das wichtige Zwischenergebnis
B(é) = Zl(f)T' B(o)‘ezz(g) . (B.18)
Damit unter Beriicksichtigung der inversen Eingangstransformation
T=S"10)7 (B.19)
die Transformation € = A(0) das System (B.2) in die Form (B.3) iiberfiihrt, muss folglich

(A'0)7) " B@O)r = (S?9)> r = (2) (B.20)

[ ——
Z'(A0)"

gelten. Durch Transponieren und anschlieBende Rechtmultiplikation mit A’ erhalt man

B(6)" = (0 S(6)") A'(0). (B.21)
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Unterteilt man die Koordinatentransformation in A(0) = (Zz%) mit a,(@) € R™ ergibt
sich

B(6)" =S(0)"a. (), (B.22)
bzw. — zusammen mit der Definition (B.6) — in 1-Form-Notation geschrieben
w(0) = S(O)Taél(O)dG = S(6)"da,(0). (B.23)

Das heifit, die Vektor-1-Form w(@) ist eine Linearkombination der exakten 1-Formen in
da,(@). Als Konsequenz des Satzes von Frobenius, siche z.B. [CMPO07, Abschnitt 1.4]
und [PLTS98, Abschnitt 2.3], muss die Bedingung (B.6) notwendigerweise erfillt sein.

Es bleibt zu zeigen, dass (B.7) bereits hinreichend fiir die Existenz der Transformation
A(0) ist. Der hinreichende Teil des Satzes von Frobenius impliziert die Existenz eines
(Matrix-wertigen) integrierenden Faktors (S(8)7)~!, sodass (S(8)")'B(0)” eine Jaco-
bimatrix ist, ndmlich gerade a; (siehe (B.23)). Die nq linear unabhéngigen Zeilen von
(ST)~'BT lassen sich nun stets durch eine ny, x n-Matrix H(@) mit vollem Zeilenrang so
erganzen, dass die n X n-Matrix ((ST)I:IIBT> reguliar und integrabel ist. Dazu verwendet
man beispielsweise den Ansatz

H(0) = E.(0) - B-(0) + E»(0) - B(8)", (B.24)

wobei E; eine regulére np x np-Matrix und E; eine beliebige n, x ng-Matrix bezeichnet.
Bei B handelt es sich um ein Linksorthokomplement von B, d.h. um np linear unab-
hangige Zeilen, die simtlich senkrecht auf den Spalten von B stehen. Die Regularitit von
((ST)}_IlBT) ist durch diesen Ansatz also per Konstruktion sichergestellt. Im Folgenden
wird nachgewiesen, dass man E;, Es stets so wahlen kann, dass H(@) eine Jacobimatrix
(namlich gerade af,(0)) ist. Mit der Festlegung der Vektor-1-Form p := B*"(6)d6 und
(B.6) ergibt sich

H(0)d0 = E,(0)p + Es(0)w. (B.25)

Die aus dem Lemma von Poincaré (siehe Satz A.3) folgende Integrabilitatsbedingung

lautet d(H(0)d0) = 0. Durch dquivalente Umformungen lisst sich daraus eine Forderung
nach linearer Abhangigkeit herleiten, die sich mit Hilfe der in Abschnitt A.18 eingefiihrten
Matrix-Differentialformen kompakt darstellen lasst. Es gilt demnach

0 = d(H(6)d8) = d(E,(8)p) + d(Es(68)w) (B.26a)

Sdp = —Ei(6) ' (dE(0)p + dEx(0)w + Ex(6) dw), (B.26D)

d.h. dp ist eine Linearkombination von p, w und dw mit 1- bzw 0-Form-wertigen
Koeffizienten. Wegen

-1

(B.:23) d(S(O)Tdaq(O)) dod=0 dS(a)T daq(G) (B~:23) dS(G)T (S(O)T) w(e) <B27)

dw(0)
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ist dw linear abhdngig von w und aus (B.26b) folgt somit

dp = —E,(6) ! (dEl(O)u + (dE2(0) +Ey(0)dS(6)” (S(G)T)_l) w(@))
= B (0)p + Ey(0)w. (B.28)

Die Zweiformen dyy, ..., du,, missen sich also als Linearkombinationen der 1-Formen
M1y oy fny, Und wy, ..., wy, darstellen lassen. Das ist genau dann moglich, wenn

|

dpg Apir Ao A gy AN AL Awp, =0 Vi=1,...,np. (B.29)

gilt. Bei dem Produkt auf der linken Seite handelt es sich um eine n + 2 Form tiber n
Variablen. Die Bedingung (B.29) ist somit immer erfullt. ]

Korollar B.2. Fir Systeme mit n, = 1 und fiir Systeme mit B(0) = konst(0) ezistiert
immer eine Darstellung der Form (B.1).

Beweis: Im Fall n, = 1 gilt nq = n — 1. Somit ist das Keilprodukt auf der linken Seite
von (B.7) eine n + 1-Form in n Variablen und muss folglich verschwinden. Unabhéngig
davon ist (B.7) erfiillt, wenn B nicht von 6 abhéingt, weil dann dw; = 0 fiir alle ¢ =
1,...,nq gilt. .

Beispiel B.3 (Ebener Senkrechtstarter; Implementierung: [(20)]). Zur Verdeutlichung
der diskutierten Koordinatenwahl bzw. -transformation wird das in Abbildung B.1
dargestellte Fluggerat in der vertikalen Ebene betrachtet.

Abbildung B.1: Schematische Darstellung eines Fluggerits in der vertikalen
Ebene (PVTOL). Das System besteht aus dem Starrkérper K; der tiber alle
drei ebenen Freiheitsgrade verfiigt. Zur Beschreibung der Konfiguration dienen
die inertialen Koordinaten 6, (horizontale Verschiebung des Schwerpunkts), 6,
(vertikale Verschiebung des Schwerpunkts) und 5 (Verdrehung der Kérperachse).
Die beiden Kréfte 7, 5 bilden den Systemeingang. Das System kann als einfaches
ebenes Modell eines Quadrokopters aufgefasst werden.
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Zunéchst werden die auf das Inertialsystem bezogenen Schwerpunktskoordinaten (6, 02)
sowie die Orientierung 65 zur Beschreibung der Konfiguration benutzt.
Die Bewegungsgleichungen lauten (siche [(20)]):

.mlél —sin 83 —sin 93 -
mq6s +mig | =| cos 03 cos 05 <71> . (B.30)
J165 -1 Iy 2
B(6)

Aus B(0) kann man mit (B.6) unmittelbar die beiden 1-Formen (¢} ) = w ablesen:

w1 = — sin 93(191 —+ cos 03d62 - lldeg (B31a)
Wy = — sin 93(2191 -+ cos 93d92 + lld03. (Bglb)

Wegen n, = 1 und Korollar B.2 ist die von w aufgespannte Kodistribution auf jeden Fall
integrabel. Gesucht ist nun eine Basis aus integrablen 1-Formen. Dazu vereinfacht man
zunachst durch die Transformation

O\ _ (= ) (o) _ dos . (B.32)
(:)2 2 1 1 wa —sin 63(101 -+ cos 03d02

Offensichtlich ist @; bereits integrabel. Andererseits gilt
dct)g A (Ijl = (COS 93d91 VAN deg + sin 93d(92 N deg) A d(93 =0 (B33)

Deswegen muss es eine Funktion F(0) geben, sodass mit @s := @&y + E(0)&; gilt: doy = 0.
Durch Einsetzen des Ansatzes erhélt man fir diese Zweiform

~ ~ b . 9 df1 Adb2 I
d(@s + E@)in) = (0 coss + 5 E(6r,02,05) sinbs + ;5 E(6r,6.05)) (i?;?ﬁ?i) Ly
(B.34)
woraus man mit £(0) = —6; cos 05 — 0 sin 05 unmittelbar eine mogliche Losung dieses

Systems von partiellen Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten von dwy ablesen kann.
Nun lasst sich bereits der untere Teil der gesuchten Transformation & = A(@) angeben:

e B [ Jdos
01) A(0) =a,(0) = /w = (f(_ sin #3d6; + cos O3dfy — (61 cos O3 — 05 sin 03)d93)>

_ 03
N (—91 sin 03 + 65 cos 93> ' (B.35)

Zur Bestimmung von a, (@) berechnete man zunédchst ein méglichst einfaches Linksortho-
komplement von B(0) und bildet die 1-Form

(6

pn=B(0)7d6 = (cosfs sinfs 0)dO = coshydfy + sin O3db,. (B.36)
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Diese ist nicht direkt integrabel, allerdings liefert

fi1 = pu1 — (01 cos O3 + 09 sin O5)w; = cos O3db; + sin 03d0y — (0; sin b5 + O, cos 63)db;
(B.37)

eine exakte 1-Form [(20)]. Durch deren Integration erhélt man
(100)-A(0) =a,(0) = /[Ll = 0 cos 03 + 02 sin b5. (B.38)

Die gesamte Transformation lautet mithin

01 cos O3 + 6, sin O3 3
R e N R
a,(0) —0, sin 05 + 05 cos O3 &3

Die Umkehrtransformation folgt durch Auflésen nach 6:

§1cos& — E38inéy
0=7(&) = [&isinés + & cosp (B.40)
&2
Mit Hilfe der Jacobimatrix
cos§y —&1sinéy —§zeoséy —sinéy\
7€) = (Sm §2 &i1cos& —&singy o8 &2 ) £, (B.41)
0 1 0

kann man einerseits die Geschwindigkeiten in den neuen Koordinaten ausdriicken, 0 =
Z'(£)€, und andererseits auch die virtuellen Verschiebungen 60 = Z/(£)0€. Mit letzteren
wiederum lisst sich die virtuelle Arbeit! §1 in &-Koordinaten ausdriicken:

W = Q1601 + Q2005 + Q3663 = 66" - B(0) - 7 = 0&" - (Z,(g))T -B(Z(§)) -7

= —0&lT + 06l + 060 &1 + 0&2TaEr + 0&3T1 + 03T, (B.42)
Durch Koeffizientenvergleich beziiglich 0§ erhdlt man nun mit
- - - \T T
(Ql Qz Q3) = (0 (51 - 11)71 + (§2 + 11)72 T+ Tz) (B-43)

die rechten Seiten fiir die Lagrange-Gleichungen in &§-Koordinaten. Deren linke Seiten er-
geben sich aus der Transformation der Energie-Funktionen (siehe (B.5)) und sinngemafier
Anwendung von (2.6). Als Ergebnis erhédlt man die Bewegungsgleichungen

my —mi&3 0 ) —é&{% - 262.53.
—mi& Ji+ma&d Fmagd ma&n | €+ ma | 26606 4 26368 | +
0 mi&1 my —&383 + 2616
sin & 0 0
gma (51 cos§ — g sin 52) = (ll +& L+ 51) T, (B.44)
cos &y 1 1

=B(¢)

LAuf das Konzept der virtuellen Arbeit wird in der vorliegenden Arbeit nicht tiefer eingegangen.
Stattdessen wird beispielsweise auf die Referenz [Nol04, Abschnitt 1.3.4] verwiesen.
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welche mit der Eingangstransformation

_ L ht&
T = ( f lfig) T (B.45)
A 2
schlieBlich in die Form (B.3) tiberfiihrt werden konnen. g

Beispiel B.4 (Modifizierter ebener Senkrechtstarter; Implementierung: [(20)]). Wird
das System aus dem vorangegangen Beispiel mit der Zusatzbedingung 7 = 0 (siehe
Abbildung B.2) modifiziert, dann gilt n, = 2 und nq = 1, sodass Korollar B.2 nicht mehr
anwendbar ist. Die Matrix

Abbildung B.2: Mit der Bedingung 7 = 0 modifizierter Senkrechtstarter aus
Abbildung B.1.

—sin 93
B(6) = | cosbs (B.46)
1

besteht dann nur noch aus einer Spalte (vgl. (B.30)), sodass mit der Festlegung

w1 ::) — sin #3d#, + cos O3d0y — 11db; (B.47)

die Keilproduktbedingung aus Satz B.1
dw1 N\ wq ; 0 (B49)
lautet. Stattdessen erhalt man aber

dw; A wy = (cos 03d0; A dbs + sin O3dfs A df3) A (— sin 03db; + cos O3dby + —1;d63)
— —1d6, A dfs A ds 2 0. (B.50)

Mit anderen Worten: Das modifizierte Senkrechtstarter-System lasst sich nicht in die
Darstellung (B.3) iiberfithren. <
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B.2 Beispiel zur Nichtexistenz der BI-Normalform
aus [OS01] fiir bestimmte Systeme

Beispiel B.5 (Ebenes Einachsiges Fahrzeug, siehe auch Beispiel 4.57; Implementierung:
[(21)]). Betrachtet wird das in Abbildung 4.8 dargestellte System mit np, = 1 und ng = 2.
Mit den Abkiirzungen

M, Jo + Ji + Jo + Bmg + By + Bma + [Fmg 4+ mysT + mas3

MQ Jl + J2 + l%mg + m18% + mgsg

M3 L Jg + mgsg

| = o (B.51)
M [1yma sy

Mg lolymg + lymy sy

erhélt man fir die Teilblocke der Massenmatrizen M1, My,:

M, + 2My cos(pr + q1 + q2) + 2M5 cos g + 2Mg cos(pr + q1) T
(Mn M12) = | My+ Mycos(pr + q1 + q2) + 2M5 cos go + Mg cos(pr + ¢1)
Ms + My cos(pr + q1 + q2) + M5 cos go
(B.52)

Zu untersuchen ist nun entsprechend [OS01, Abschnitt 3.7], ob die beiden Spalten der
Matrix

~ L. -M'M

G(O) = (&1 &)= ( L 12) (B.53)
eine involutive Distribution aufspannen. Die Lie-Klammer der beiden Basisvektorfelder
liefert (g, 82] = (8) =: g3, wobei % einen von Null verschiedenen umfangreicheren

Ausdruck symbolisiert. Offensichtlich ist dieses Vektorfeld nicht in der Distribution
span(g;, g2) enthalten und diese somit nicht involutiv. Mit anderen Worten: Fiir dieses
System existiert die in [OS01, Abschnitt 3.7] beschriebene Byrnes-Isidori-Normalform
nicht. Allerdings existiert, wie fiir alle Systeme in der Darstellung (2.12), die Lagrange-
Byrnes-Isidori-Normalform, siche Abschnitt 2.3.2. <

B.3 Unimodulare Vervollstandigung und

Koeffizientenbestimmung fiir den Spezialfall
1
Motiviert durch die in Abschnitt 7.2.2 aufgeworfene Frage, ob ein System existiert,
fir das ¢* # 0 gilt, wird hier ein allgemeines System erster Ordnung (d.h. in der
impliziten Systemdarstellung in (4.2) gilt v = 1) mit np = $ny betrachtet. Das zugehdrige
Variationssystem sei durch

dF = Pydx + P,dx (B.54)
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1
ng — §nx

gegeben. Die verallgemeinerte Jacobimatrix lautet dann
P(4)=(Po+Pis) (B.55)
und hat doppelt so viele Spalten wie Zeilen. Wenn das Produkt
([nF —Inth> <P0 + Plddt> _ (PO — P1> (B.56)
0 Iy P, P,

Eu[%]nxxnx

reguldr ist, was fiir ein generisches System? stets der Fall ist, dann ist Q = P; eine
unimodulare Vervollstdndigung von P (i> und mithin w = Pdx ein flacher Ausgang

dt
des Variationssystems. Damit gilt
w = Pdx + Pydx. (B.57)

Bezeichnen nun Py ;, Py ; und Pl,i jeweils die i-te Zeile von Py, Py und Pl, dann lésst
sich an Stelle von (B.54) und (B.57) auch

dE = Po’idX + Pl’idx (B58a)
(,C}i = Pl’idX + Pl’id)'i (B58b)
fir ¢ =1, ..., ng schreiben. Daraus folgt unmittelbar, dass

coeffai n adin, (W1 Ao Alppg NAFYA LA Fop)
= icoeﬁdilA...Adinx ((Pljldx —|— Ple).() A\ (P071dX + PleX) A.. )

w1 dFy

= icoeﬁdilA...Adinx((Pl,ldx> N (Pl,ldj{) VAN ) = 0 (B59)

gelten muss. D.h. wegen Lemma (4.59), verschwindet stets der Koeffizient zu derjenigen
Basis-n-Form, die nur aus Faktoren der hochsten Ableitungsordnung besteht. Tatséchlich
reicht es dafiir schon aus, wenn in Q (%) nur eine Zeile von P auftritt, sieche Gleichung
(B.59).

2Hier wird angenommen, dass Py und P; reguldr sind und ihrer Eintrige in keinem Zusammenhang
stehen.
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B.4 Rangbestimmung von symbolischen Matrizen

Fiir einige der in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungsmethoden (siehe z.B. die Ab-
schnitte 4.2 und 4.5) ist die Bestimmung des Rangs einer symbolischen Matrix, d.h. einer
Matrix A(z) mit ny Zeilen und ny Spalten, deren Eintrdge aus symbolischen Ausdriicken
in den Variablen z := (z1,..., z,,) bestehen, erforderlich. Die Rangbestimmung lasst
sich auf die Frage zuriickfiihren, ob ein gegebener mathematischer Ausdruck gleich oder
ungleich Null ist.

Beispiel B.6. Betrachtet werden die Matrizen

Ai(z) = (1 0 ) brw.  As(z) = G 220_1> (B.60)

1 sin?z +cos?z; —1

mit det A;(z) = sin® 2; + cos? z; — 1 bzw. det Ay(z) = 25 — 1. Unter Ausnutzung der
Identitit sin? 2; + cos? z; = 1 hat A; den generischen Rang 1. Ohne diese Information
lige stattdessen eine dhnliche Situation wie bei A, vor fiir allgemeine z € R? den Rang
zu 2 bestimmen. <

Sowohl fir Menschen, als auch fiir ein Computer-Algebra-System (CAS) ist es unter
Umsténden nicht in endlicher Zeit méglich, fiir einen gegebenen symbolischen Ausdruck zu
entscheiden, ob dieser identisch verschwindet. Als Ausweg bietet es sich an, alle Variablen
in dem Ausdruck durch zuféllige Zahlen zu ersetzen und damit die Rangbestimmung auf
eine numerisches Aufgabe zuriickzufithren. Aus dieser Herangehensweise ergeben sich
zwei Probleme: Erstens hangt der Rang einer symbolischen Matrix im Allgemeinen vom
Auswertepunkt ab (z.B. gilt in obigem Beispiel rank A(z),,_, = 1), und zweitens muss
durch die begrenzte Darstellungsgenauigkeit von Zahlen im Computer festgelegt werden,
unter welchen Umstédnden ein numerischer Wert als Null angesehen wird.

Die erste Schwierigkeit lasst sich durch folgenden Satz erheblich relativieren:

Satz B.7. Seien alle Elemente der Matriz-wertigen Abbildung A : R" — R™*"2
z — A(z) analytisch’®, und sei ¥ := maxX,crna rank A(z) der mazimal mégliche Rang,
dann gilt fiir fast alle* z € R"

rank A(z) = 7. (B.61)

Beweis: Sei z* € R"™ fixiert und gelte rank A(z*) = 7. Dann gibt es eine 7 x 7
Teilmatrix A(z*) mit endlicher Determinante. Aufgrund der vorausgesetzten Analytizitét
und den Eigenschaften der Determinante ist auch z — det A(z) eine analytische Funktion,
d.h. ihr Kern, lasst sich durch eine algebraische Varietéit approximieren und ist folglich eine
Hyperfliche im R™ (Kodimension 1) und damit eine Menge vom Maf null [GZZZ13, S.
331]. O

3D.h. sie lassen sich lokal beliebig genau durch ihre Taylorreihe approximieren.
4Eine Eigenschaft gilt fiir fast alle Elemente in R™*, wenn sie nur auf einer Menge vom Lebesgue-Ma8
null nicht erfiillt ist, siehe z.B. [Els05, Definition 4.4.1, S. 140].
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Mit anderen Worten: Unter den genannten Voraussetzungen ist die Wahrscheinlichkeit,
dass man durch Einsetzen eines zufalligen Elements aus R einen anderen als den maximal
moglichen Rang erhalt, gleich 0. Deshalb wird der maximale Rang als generischer Rang
bezeichnet. Die Notwendigkeit der Annahme, dass alle Eintrage analytisch sein miissen,
lasst sich leicht am Gegenbeispiel der 1 x 1-Matrix (sgn(z;) + 1) verdeutlichen, welche
fiir 21 < 0 den Rang 0 und fir z; > 0 den Rang 1 hat.

Fir die regelungstechnischen Untersuchungen in dieser Arbeit ist in der Regel der
generische Rang ausreichend. Falls notwendig werden Singularititen, d.h. die Teilmengen
mit kleinerem Rang gesondert betrachtet. Obwohl es sich dabei um Nullmengen handelt,
kénnen sie eine besondere Bedeutung haben (z.B. Ruhelagen).

Die zweite oben identifizierte Schwierigkeit soll zunachst mit einem Beispiel illustriert
werden.

Beispiel B.8 (Numerische Rangbestimmung; Implementierung: [(22)]). Betrachtet wer-
den die Ausdriicke

Ay = "(sin3.0)* + (c0s3.0)> = 17 bzw. Ay := "(sin3.0)°%". (B.62)
Thre numerische Auswertung (symbolisiert durch evalf(-)) mit SymPy ergibt®
evalf(A;) ~ —1.11-107'% bzw. evalf(4y) ~ 6.23 - 107*%, (B.63)

d.h. obwohl A; symbolisch gleich null ist und A, nicht, legt die (direkte) numerische
Auswertung einen entgegengesetzten Schluss nahe. <

Ursache fiir diese Problematik ist die endliche Darstellungsgenauigkeit von Zahlen im
Computer und die daraus resultiterenden Rundungsfehler. Typischerweise wird fiir nume-
rische Berechnungen ein Datentyp mit sogenannter ,doppelter Genauigkeit* verwendet.
Dabei liegt die Maschinengenauigkeit, d.h. die kleinste positive Zahl ¢ fiir die (bei Aus-
wertung durch die entsprechende Software) 1 +¢ > 1 gilt, im Bereich von 10716, [Wik16].
Wahrend das CAS SymPy standardméBig fir Gleitkommaberechnungen auch diesen Da-
tentyp einsetzt, erlaubt es jedoch auch die Auswertung von Gleitkommaberechnungen
mit beliebiger (vorgebbarer) Genauigkeit. Zusammen mit der Annahme, dass sich ein
mathematischer Ausdruck, der tatsichlich gleich 0 ist, bei hoherer Auswertegenauigkeit
streng monoton dem Wert 0 annédhert, lasst sich damit ,numerisches Rauschen® von
kleinen aber endlichen Zahlen zu unterscheiden. Dazu werden in den zu untersuchen-
den Ausdruck A(z) anstelle von Gleitkommazahlen exakte rationale Zahlen eingesetzt.
Anschlieend wird eine Gleitkommaauswertung einmal mit moderater und einmal mit
hoher Prézision, d.h. einmal mit 100 und einmal mit 200 signifikanten Dezimalstellen
durchgefiihrt®. Man erhélt die numerischen Werte Ajgp und Asgg. Der Ausdruck A(z)
wird genau dann als Null angesehen, wenn die (willkiirliche) Festlegung

AQOO
AlOO

<0.01 (B.64)

5Vergleichbare Ergebnisse erhilt man auch mit den Programmen Octave, Maxima und MATLAB.
6Dabei ist zu beachten, dass auch die ,moderate* Genauigkeit deutlich genauer ist, als die typische
Gleitkommaprézision mit ca. 15 signifikanten Stellen.
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erfullt ist.

Beispiel B.9 (Fortsetzung von Beispiel. B.8; Implementierung: [(22)]). Durch Verwen-
dung des SymPy-Datentyps Rational anstelle des Python-Standard-Gleitkommatyps
float (doppelte Genauigkeit) erhédlt man zusammen mit Genauigkeitsvorgabe von 100
(evalfigg) bzw. 200 Stellen bereits deutlich genauere Ergebnisse:

evalfioo(”(sin 3)? + (cos 3)* — 17) ~ —3.04 - 107219 (B.65a)
evalfagy(”(sin3)? + (cos 3)? — 17) ~ —1.59 - 104, (B.65b)

Prinzipiell bleibt aber das Problem, dass auch bei diesen genaueren Ergebnissen ein fester
absoluter Schwellwert zu Fehlinterpretationen fithren kann, siehe (B.63). Deswegen wird
der Quotient

eValfgog(”(SiIl 3)2 + (COS 3)2 — 1”)

~523-10720 ~ 0 B.66
evalfigo(”(sin3)% + (cos 3)%2 — 17) ( )

betrachtet, aus dem mit der Festlegung (B.64) erwartungsgeméaf gefolgert werden kann
dass der Ausdruck verschwindet.
Andererseits erhélt man fiir

evalf200 ( ” (sin 3) 500 ’7)

evalfgo(”(sin 3)2007)

~1-385-10712 ~ 1. (B.67)
<

Nachdem nun geklart ist, wie algorithmisch festgestellt werden kann, ob ein mathe-
matischer Ausdruck gleich Null ist oder nicht, soll nun die eigentliche Rangbestimmung
betrachtet werden. Fiir eine Matrix A € R™*"2 mit numerischen Eintrigen ist es iiblich’
die Singuliarwerte, d.h. die Quadratwurzeln der nichtverschwindenden Eigenwerte der
Matrix ATA € ny X ny, zu betrachten, siehe [Ber09, Definition 5.6.1]. Der Rang von A
entspricht gerade der Anzahl der positiven Singulédrwerte dieser Matrix, und folglich der
Anzahl der nichtverschwindenden Eigenwerte von AT A siehe ebenfalls [Ber09, Definition
5.6.1]. Bezeichne nun d die Anzahl der verschwindenden Eigenwerte (bzw. die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes 0) von AT A, dann gilt:

rank A = ny — d, (B.68)

77.B. verwenden die Software Pakete Numpy, Octave und MATLAB diesen Ansatz. Die im Paket SymPy
bereits implementierte rank ()-Methode, basiert stattdessen auf einer Umformung der Matrix in
die sogenannte reduzierte Spaltenstufenform. Dieser Ansatz ist fiir symbolische Matrizen giinstiger,
setzt aber eine verlissliche Null-Elemente-Erkennung voraus. Wahrend die ob beschriebene Methode
prinzipiell hierfiir verwendet werden konnte, ist ihre Kombination mit dem Singuldrwert-Ansatz aus
Implementierungssicht vorzuziehen.
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d.h. die Rangbestimmung kann auf die Bestimmung von des sogenannten Defekts d
zuriickgefithrt werden. Da die konkreten numerischen Werte der anderen Eigenwerte
irrelevant sind, reicht es, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

det(A\L,, — ATA) =ag + e A+ ...+ a,, \™ (B.69)
Rt

zu betrachten. Der Defekt d ergibt sich aus den Bedingungen

a; =0 fur i < d, (B.70a)
a; # 0 fur i =d, (B.70b)

mit anderen Worten, aus dem Index ¢ des ersten nichtverschwindenden Koeffizienten.
Im Gegensatz zu den Singulédrwerten von A lassen sich die Koeffizienten des charak-
teristischen Polynoms von AT A in SymPy mit beliebig vorgebbarer Genauigkeit durch
die berkowitz ()-Methode berechnen, welche auf dem in [Ker09] vorgestellten Ansatz
basiert. Mittels der oben beschrieben ,,Quotientenmethode® kann dann numerisch robust
der erste nichtverschwindende Koeffizient und damit der Rang von A bestimmt werden.
Fiir weitere Implementierungsdetails sei auf den Quellcode verwiesen, siehe Seite 197.
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Symbolverzeichnis

Bemerkung B.10. In der vorliegenden Arbeit wird eine vereinzelte Doppelbelegungen
von Symbolen zugelassen, wenn es einerseits der Lesbarkeit und Nachvollziehbarkeit dient
und andererseits eine Verwechslung durch den Verwendungszusammenhang ausgeschlossen
werden kann. Wie in vielen anderen deutschsprachigen Fachpublikationen wird der Punkt
als Trennzeichen fiir Dezimalbriiche verwendet, das Komma dagegen als Trennzeichen
fiir Aufzéhlungen.

Lateinische Buchstaben

Symbol
AJ_L AJ_R

d.%'i, dgz

Bedeutung

FEin Links- bzw. Rechtsorthokomplement einer Matrix A
Vektor der aktuierten Beschleunigungen, Eingang fiir exakt
linearisierte mechanische Systeme (bei Eingangs-Ausgangs-
oder Eingangs-Zustands-Linearisierung)

k-fach iterierte Lie-Klammer des Vektorfeldes g(x) mit dem
Vektorfeld f(x)

Eingangsvektor in reeller Jordan-Normalform

Koeffizient von 'y« beziiglich der n-Form d@gk) AR dﬁgﬁ)
Koeffizientenabbildung der r-Form p beziiglich der Basis-r-
Form ¥,

Spaltenvektor, gebildet aus den Komponenten der Vektoren
p und q

Vektoren der Coriolis- und Zentrifugalkréfte

AuBere Ableitung von Funktionen und Differentialformen

Zur Koordinate x; bzw. 6; gehérende Basis-1-Form

Zur Koordinate z(*) gehérende Basis-1-Form; Element von
AL(X,)

Vektorwertige 1-Form: dx = (dx dx,, )T
Vektorwertige Funktion zur Definition eines nichtlinearen
algebraischen Gleichungssystems in den Unbekannten a
bzw. des zugehorigen Optimierungsproblems
Vektorwertige Funktion zur Angabe impliziter Systemglei-
chungen

Losungsmenge der Gleichungen F(x,...,x*)) = 0 und
Zeitableitung beliebiger Ordnung

Menge der reguléren n x n-Matrizen

Hessematrix der Funktion f,, (-, -) beziiglich des zweiten
Arguments
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Symbol
Iy

id,
in(A)
inv(A)
IT,N

o e
S
>

&=

i]rxs

)

sy
&

e
=
5

Bedeutung

N x N-Einheitsmatrix

m-~dimensionale Identische Abbildung

Trégheitsindex der quadratischen Matrix A

Involutiver Abschluss der Distribution A

Menge aller geordneter r-Tupel mit FEintrdgen aus
{1,...,N} Cc Ny

Systemmatrix in reeller Jordan-Normalform
Systemmatrix des oszillierenden Teilsystems
Systemmatrix des exponentiell geddmpften Teilsystems
Menge (Korper) der meromorphen Funktionen tiber der
Mannigfaltigkeit M bzw. X

Ring der Schiefpolynome im Ableitungsoperator % mit
Koeffizienten aus

Menge der 7 x s-Matrizen mit Eintréigen aus K[4]

Vektor der konservativen und dissipativen verallgemeinerten
Krifte

Hilfsgrofe: k* := max(kq,,2)

Ableitungsordnung des flachen Ausgangs des Variationssys-
tems

Lagrange-Funktion

Lie-Ableitung der Ordnung k des Skalarfeldes h(z) entlang
des Vektorfeldes f(x)

Massenmatrix eines mechanischen Systems

Konstante Massenmatrix eines linearen mechanischen Sys-
tems

Menge der Natiirlichen Zahlen mit bzw. ohne 0

Anzahl der Freiheitsgrade eines mech. Systems

Anzahl der skalaren Systemgleichungen eines impliziten
dynamischen Systems F(x,%) =0

Anzahl konjugiert komplexer Eigenwertpaare

Anzahl der passiven Freiheitsgrade eines mechanischen Sys-
tems

Anzahl der aktuierten Freiheitsgrade eines mechanischen
Systems (= Anzahl der Stellgrofen)

Anzahl der Systemgroéfien/Koordinaten x

Geeignet geformte Nullmatrix aus R™*"2

hochste Ableitungsordnung beziiglich der Basisformen

Vektor der nicht aktuierten Konfigurationskoordinaten

d
dt

Verallgemeinerte Jacobimatrix der Funktion
F(x,x%,... ,X(V)) =0

Vektor der aktuierten Konfigurationskoordinaten

Zum vektoriellen relativen Grad r gehérende Entkopplungs-
matrix

Matrix, deren Eintrdge Schiefpolynome in % sind

Menge der innerhalb einer Zeit 7' < T von xq aus erreich-
baren Punkte
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B.4 Rangbestimmung von symbolischen Matrizen

Symbol
r(k)
s(k)

7(0,6)

& <

Dy

Bedeutung

Grad der Differentialform =, ;,

Maximale Anzahl der in der r(k)-Form =;, als Faktoren
auftretenden Basis-1-Formen

kinetische Energie eines mechanischen Systems
Betrachtete Laufzeit einer Trajektorie eines dynamischen
Systems

Vektor der Geschwindigkeiten der nicht aktuierten Konfi-
gurationskoordinaten

Vektor der Geschwindigkeiten der aktuierten Konfigurati-
onskoordinaten

(Flacher) Ausgang eines Systems

Offene und konvexe Teilmenge des R™*, welche als Zustands-
raum bzw. als Bildbereich von Trajektorien allgemeiner
Systemgrofen ¢ — x(t) 5 X dient

Manigfaltikteit mit den Koordinaten x, X, ... ,x ()
Unendlichdimensionale Mannigfaltigkeit mit den Koordina-
ten x,X, ...

Bezug
Gl. (4.153a)
Gl. (4.153b)

Abschn. 2.2
Gl. (5.2)

Gl. (2.14)
Gl (2.14)
Definition 4.1

Abschn. 4.1

Gl (A.22)
Gl (A.22)

Griechische Buchstaben und sonstige Symbole

Symbol

Bedeutung

Spezielle Differentialform vom Grad » <n

Maximale Ableitungsordnung von x in den impliziten Sys-
temgleichungen

Spezielle Differentialform vom Grad n
Vektor der Konfigurationskoordinaten 61, ..
chanischen Systems

(maximal auftretende) Ableitungsordnung eines Tupels von
Systemgrofien

Menge aller r-Formen auf X,

Menge aller N-elementigen Vektor-r-Formen auf X,
Spezielle Differentialform vom Grad r < k-n
Koeffizienten eines bilinearen Gleichungssystems
Index-Tupel

i-tes Element von o

Vektor der Eingangsgrofien eines mechanischen Systems
(verallgemeinerte Kréfte) oder eines allgemeinen dynami-
schen Systems

Spezielle Differentialform vom Grad ng = nx — m
Spezielle Differentialform vom Grad r wobei o ein Indextu-
pel mit » Elementen ist

Spezielle Differentialform vom Grad m

., 0, eines me-
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Verzeichnis implementierter
Beispielrechnungen und weiterer
Software

Zweigelenkmainipulator mit passivem zweiten Gelenk, ohne Schwerkraft. Ver-
wendet in Beispielen: 2.4, 2.11, 4.33.

http://nbviewer. ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/zweigelenk_manipulator.ipynb

Translatorisches mechanisches System mit drei Freiheitsgraden. Verwendet in
Beispiel: 2.15.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/nicht_kollokierte_partielle_linearisierung_nach_spong.ipynb

Wagen-Pendel-System (Untersuchung der Integrierbarkeit des flachen Ausgangs
des Variationssystems). Verwendet in Beispielen: 4.10, 4.40, 4.41, 4.54. uswp:

//nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/wagen_pendel_nichtflachheit.ipynb

Zwei elastisch gekoppelte Korper und ein aktuiertes Pendel (Untersuchung der
statischen EZ-Linearisierbarkeit). Verwendet in Beispielen: 4.11, 4.13, 4.20.

http://nbviever.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/zwei_elast_gekoppelte_wagen_pendel.ipynb

Akademisches Beispiel zum Unterschied zwischen unimodularer und JF-unimo-
dularer Vervollstandigung. Verwendet in Beispiel: 4.16.

http://nbviever.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/f-unimodularitaet.ipynb

Acrobot (Zweigelenkmainipulator mit passivem erstem Gelenk) unter Einfluss
der Schwerkraft. Verwendet in Beispiel: 4.34.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/acrobot_steuerbarkeit.ipynb

Zweifachpendel mit vollstdndig aktuiertem verschieblichem Aufhéngepunkt.
Verwendet in Beispiel: 4.46.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/zweifachpendel_nq2_np2_ruled _manif.ipynb

Mechanismus aus zwei translatorisch aktuierten Korpern und zwei Pendeln.
Verwendet in Beispiel: 4.47.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/planar_verschieb_masse_pendel_akt_masse_pendel.ipynb

Akademisches Beispiel (Nachweis der Nichtflachheit fiir ein Eingrofensystem).
Verwendet in Beispiel: 4.53.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/nichtflachheit_akademisches_bsp_m1l.ipynb
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[(10)]

[(11)]

[(12)]

[(13)]

[(14)]

[(15)]

[(16)]

[{17)]

[(18)]

[(19)]

[{20)]

Ebenes einachsiges Fahrzeug (Untersuchung der Integrierbarkeit des fl.
Ausgangs des Variationssystems). Verwendet in Beispielen: 4.57, 4.61.
http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/einachsiges_fz_unimod_ergaenzung_und_notwendige_

integrabilitaetsbedingung.ipynb

Planar verschiebliches Pendel mit Zusatzmasse (Untersuchung der Integrier-
barkeit des flachen Ausgangs des Variationssystems). Verwendet in Beispielen:
4.58, 4.62.

http://nbviever.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/planar_verschiebl_pendel_elast_masse_int.ipynb

(Konfigurations-)Flachheit eines linearen translatorischen Systems. Verwendet
in Beispiel: 4.74.

http://nbviewver.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/visko-elastisch-transl_npl_nql.ipynb

(Konfigurations-)Flachheit des linearisierten Modells des einachsigen Fahrzeugs.
Verwendet in Beispiel: 4.75.

http://nbviever.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/einachsiges_fz_konfflache_ausgaenge_linearisiert.ipynb

Wagen mit rutschender Last (Steuerbarkeitsanalyse und Trajektorienberech-
nung). Verwendet in Beispiel: 5.3.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/wagen_mit_rutschender_last.ipynb

Mechanismus aus zwei translatorisch aktuierten Korpern und zwei Pendeln:
Trajektorienplanung durch RWA-Lo6sung. Verwendet in den Beispielen: 5.8,
5.10.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/planar_verschieb_masse_pendel_akt_masse_pendel_rwa.ipynb

Acrobot: Trajektorienplanung durch RWA-Losung. Verwendet in Beispiel: 5.10.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/acrobot_rwa.ipynb

Wagen-Pendel-System (Trajektorienplanung mittels Zeitumkehrsymmetrie).
Verwendet in Beispiel: 5.19.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/wagen_pendel_zus.ipynb

Erzeugung einer Dauerschwingung das Wagen-Pendel-System. Verwendet in
Beispiel: 6.7.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/wagen_pendel_grenzzyklus.ipynb

Uberpriifung der Anwendung der dufieren Ableitung auf eine Polynommatrix.
Verwendet in Beispiel: A.24.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/polynommatrix-1-form.ipynb

PVTOL: Koordinatentransformation (Aufspaltung in passive und aktive Koor-
dinaten). Verwendet in Beispielen: B.3, B.4.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/senkrechtstarter_pvtol_koordinatentransformation.ipynb
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[(21)]  Einachsiges ebenes Fahrzeug: Nichtexistenz der BI-NF nach [OS01, Abschnitt
3.7]. Verwendet in Beispiel: B.5.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/einachsiges_fz_nichtexistenz_bi_nf_nach_0lfati-Saber.ipynb

[(22)]  Numerische Rangbestimmung. Verwendet in Beispielen: B.8, B.9.

http://nbviewer.ipython.org/github/cknoll/beispiele/blob/master/numerische_rangbestimmung.ipynb

Weitere Software

Die oben aufgelisteten Beispiele verwenden die vom folgenden vom Autor wesentlich
mitentwickelten Module bzw. Pakete:

Name

symbtools.core

symbtools.modeltools

symbtools.
noncommutativetools

pycartan

PyTrajectory

Zweck / Funktionalitit

Allgemeine Funktionen mit Bezug zur Regelungstheorie.
7.B. Verschiedene Typen von Lie-Ableitungen, Rangprii-
fung, Involutivitatstest, Transitionspolynome zur Trajekto-
rienplanung, Eigenwertplatzierung.

Aufstellen der Bewegungsgleichungen eines mechanischen
Systems mit Hilfe des Lagrange-Formalismus, Transforma-
tion in kollokierte partiell linearisierte Zustandsdarstellung,
und in LBI-Normalform.

Funktionen zum Rechnen mit nichtkommutativen Matrizen
(verwendet in Kapitel 4). Z.B. Rechtsverschiebung des des
Operators % und Berechnung der Inversen einer unimodu-
laren Matrix.

https://github.com/cknoll/rst_symbtools

Funktionen zum Rechnen mit Differentialformen auf Jet-
Mannigfaltigkeiten (verwendet in Kapitel 4). Z.B. Keil-
produkt, aulere Ableitung, Kontraktion, Anwendung des
d

Operators 4.

https://github.com/cknoll/pycartan

Softwarepaket zur Trajektorienplanung auf Basis der Lo-
sung einer Randwertaufgabe (verwendet in Abschnitt 5.4).

http://pytrajectory.readthedocs.io/en/master/index.html
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