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[...]
3. Grafos eulerianos y hamiltonianos.

Como ya comentdbamos en la introduccion Euler fue el que planteando el problema en la teoria de grafos
“resolvié” el problema de los 7 puentes Konigsberg. El problema consistia en encontrar una ruta en la ciudad
que recorriera los siete puentes, cruzando cada uno de ellos una sola vez, y regresando al punto de partida.
Euler demostré que esto no era posible, con lo cual se planted el problema:

¢En que grafos es posible encontrar una ruta que recorra todas las aristas una sola vez y vuelva al punto de
partida? Mas adelante veremos cual es la solucién. De esta forma se define lo que es un grafo euleriano.

Definicién: Sea G un grafo. Entonces:

a) sellama camino euleriano en G a un camino simple que contiene todas las aristas de G.
b) Se llama circuito euleriano a un camino euleriano cerrado.

c) Sedice que G es un grafo euleriano si contiene un circuito euleriano.

Veamos la solucion que aportd Euler.

Teorema Sea G un grafo.
G es euleriano <> G es conexo y el grado de todos sus vértices es par.
Dem:
:_>| Como G tiene un circuito euleriano, entonces cualquier par de vértices uy v de G estan conectados por la

parte del circuito que de u a vy por tanto G es conexo.

Si C es un circuito euleriano, el nimero de aristas incidentes en cualquier vértice del grafo debe ser par (ya que
por cada arista que lleva a un vértice ha de haber otra que salga).

El (Por induccidn). Si el nUmero de aristas es 1 6 2, es inmediato. Asi que supongamos que G tiene n aristas y

que el resultado es valido para los grafos que cumplan las condiciones y tengan menos de n aristas.

Dado que todos los vértices son de grado par, es posible encontrar un circuito en C. Si C contiene todas las
aristas de G, C es un circuito euleriano. En caso contrario, consideramos el grafo G; obtenido al suprimir en G
las aristas de Cy G’ obtenido al eliminar de G; los vértices aislados.

Por haber eliminado las aristas de un circuito, todos los vértices de G’ siguen teniendo grado par. Por (H.l.) cada
componente conexa G; de G’ tiene un circuito euleriano. Como en cada G/ existe al menos un vértice v; de C
podemos obtener un circuito euleriano en G del siguiente modo: partiendo de un vértice cualquiera de C lo

PublicacionesDidacticas.com | N2 28 Agosto 2012

132 de 196


https://core.ac.uk/display/235864433?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

@ PublicacionesDidacticas

recorremos hasta encontrarnos con un vértice v; de G’, recorriendo entonces la componente G;’ a traves de un
circuito euleriano de extremos v;, y asi sucesivamente hasta regresar al vértice inicial. m

Asi pues “no existe la ruta que deseamos en la ciudad de Konigsberg”. En la actualidad Konigsberg es la ciudad
lituana de Kaliningrado. Sobre ella se han construido dos puentes, no existentes en la época de Euler, para
permitir una solucidén positiva al histérico problema.

Una posible solucion seria:

Vioh2wW22L2u 262222523202 vum22 v, 2 g
2vn2L2Vv

En 1856, el matemadtico Sir Willian Hamilton presentd al mundo un puzzle. El juego estaba basado en un
dodecaedro regular cuyos 20 vértices se marcaban cada uno con el nombre de una ciudad importante en
aquella época. El juego consistia en salir de una determinada ciudad y
encontrar una ruta que permitiera pasar por todas las demas ciudades una
sola vez y regresar al punto de partida. El dodecaedro era tan incomodo de
manipular que Hamilton desarrolld una version del juego, en la que lo
reemplazaba por un grafo con 20 vértices unidos mediante 30 aristas. El grafo
resultante se conoce como grafo del dodecaedro.

Dado un determinado grafo, si existe algin camino en el mismo que verifique
las condiciones anteriormente expuestas se conoce como ciclo hamiltoniano.
A los grafos que admitan recorrer todos sus vértices mediante un ciclo
hamiltoniano, se les denomina grafos hamiltonianos.

Definicién: Sea G un grafo y C un camino en G. Entonces,

a) Sedice que Ces un camino de Hamilton si es simple y contiene a todos los vértices de G.
b) Se dice que C es un circuito de Hamilton si es un camino de Hamilton cerrado.
c) G esun grafo hamiltoniano si tiene un circuito de Hamilton.

A pesar de la desesperada lucha de los matematicos, no existe hoy en dia un teorema alguno que nos permita
determinar si un grafo es hamiltoniano o no, de modo tan sencillo como el que hemos visto para circuitos
eulerianos. El método de ensayo y error es la Unica forma posible de tratar de encontrar una respuesta al
problema.
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4. Diagramas en arbol.

La jerarquia de directorios en estructura de arbol en los sistemas operativos que permiten la organizacidn de
los ficheros es un ejemplo de este tipo de grafos que vamos a ver. Un arbol genealdgico también lo es y resulta
util su aplicacién para analizar los posibles resultados de un experimento (calculo de probabilidades).

Definicion: Sea T un grafo. Entonces:
a) Se dice que T es un bosque si no tiene circuitos.
b) Se dice que T es un arbol si es un bosque conexo.

Observacion: Obsérvese que los arboles y los bosques son por
definicién grafos simples.

Definicién: Un arco es un itsmo o puente si al suprimirlo en G se obtiene un mayor nimero de componentes
conexas que en G.

A continuacidon vamos a ver un resultado muy Util que nos caracterizara los arboles.

Teorema. Sea T un grafo con n vértices. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Tesunarbol.

b) T no posee ningun circuito y tien n-1 aristas.

c) Tesconexoy tiene n-1 aristas.

d) T esconexoy cada arista es un istmo.

e) Para cada dos vértices de T existe una Unica trayectoria.

f) T no posee ningln circuito, pero la adiccién de cualquier nueva arista crea exactamente un circuito.

Definicién: Sea T un grafo conexo. Se llama arbol generador de T a cualquier arbol que contenga a todos los
vértices de T.

Proposicidn. Sea T un grafo conexo. Entonces, T admite un arbol generador.

Dem:

e SiTesun arbol, ya esta.

e Si T no es un arbol, por el apartado d) del teorema anterior, T posee una arista que no es un istmo. Asi que,
suprimiendo dicha arista se obtiene un grafo conexo T'.

o Si T es una arbol, hemos terminado.

o SiT no es un arbol, repetimos lo anterior con T’. Como T es finito, repitiendo este proceso se llega a un grafo
conexo A con los mismos vértices de T (cuyas aristas son aristas de T) en el que cada arista es un istmo. Asi
pues, por el apartado d) del teorema anterior, A es un drbol generadorde T. m

Eiemplo:

Arbol generador de T

Observacion: el método descrito en esta proposicion para hallar un arbol generador de un grafo, tiene la
dificultad de comprobar la existencia o no de istmos. Cayley, en 1889, aporté el siguiente resultado:

PublicacionesDidacticas.com | N2 28 Agosto 2012

134 de 196




@ Publicacic_)r;c:isD.idz}gti_cas

Teorema de Cayley Existen exactamente n"?4rboles etiquetados diferentes de n vértices.

Dem : un esbozo de la demostracidn consistiria en establecer una correspondencia biunivoca del conjunto de

todos los arboles etiquetados de n vértices sobre el conjunto de todos los simbolos
(n—2 veces

{a,,8,,...,a,,}, 8 €{l...n}. Por tanto, habra n-n-n...-nde tales simbolos, y de ahi se obtiene de forma casi
inmediata la dimension deseada.

5. Aplicaciones de la teoria de grafos. Problemas clasicos.

Desde sus origenes, la Teoria de Grafos se utilizé para la resolucidn de juegos matematicos, para el estudio de
circuitos eléctricos y en diversas aplicaciones en una multitud de campos tan diferentes como la economia,
fisica tedrica, psicologia, fisica nuclear, linglistica, sociologia, zoologia, tecnologia, antropologia, quimica,
biologia, etc. En la actualidad, |a teoria de grafos sigue aplicindose dentro y fuera de las matematicas.

La Teoria de Grafos tiene un poderoso apoyo en los problemas de transporte. Desde un punto de vista
elemental, para que sea posible el transporte o la comunicacidn, son necesarios puntos concretos de emisién o
recepcion y rutas de comunicacion. Estos dos elementos, puntos y rutas, se representan respectivamente por
vértices y lados. La figura asi obtenida es una red de transporte. Ademas los lados pueden estar orientados
segln si las rutas de desplazamiento necesitan definirse en un sentido obligatorio o puedan recorrerse en
ambos sentidos. A menudo interesa fijar la atencidon en los posibles trayectos posibles entre dos vértices
distintos, de tal manera que se cumplan algunas condiciones utiles.

Veamos algunos de los ejemplos mds importantes.

1. El problema del camino mas corto.

Supongamos que tenemos un mapa como el que sigue:

B o D 2 G ,

y queremos saber écudl serd el camino mas corto entre Ay L?

El problema del camino mads corto consiste en encontrar un camino de un vértice dado y de coste minimo. Para
hallar este camino existe un algoritmo conocido como Algoritmo de Dijkstra basado en ir asignando
temporalmente etiquetas a los vértices e ir reduciéndolas continuamente en cada iteracion, al mismo tiempo
gue una sola de estas se convierte en permanente. La solucidn que aportaria seriaf ABEHF I K L.

2. El problema del cartero chino.
En este problema, un cartero desea repartir todas sus cartas a un conjunto de direcciones de forma que la
distancia total a recorrer sea la mas corta posible.
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Podemos resolverlo en términos de la T2 Grafos ponderados, encontrando una secuencia de aristas cerrada
gue incluya todas las aristas y que tenga un peso total minimo.

3. El problema del vendedor ambulante.
En este problema un vendedor ambulante desea visitar varias ciudades y volver a su punto de partida, de
forma que cubra la menor distancia posible.

En términos de la T2 Grafos ponderados, el problema consiste en encontrar un circuito hamiltoniano en un
grafo ponderado completo cuyo peso total sea minimo.

4. El problema del conector minimo.
Supongamos que deseamos construir una red de ferrocarriles que conecte n ciudades de modo que un
pasajero pueda viajar desde cualquiera de esas ciudades a cualquier otra.

Para resolver el problema, debemos encontrar un arbol expandido T con un peso total minimo. La solucién la
proporciona un algoritmo conocido como Algoritmo de Kruskal.

5. Enumeracién de moléculas quimicas.
Un hidrocarburo (moléculas compuestas por carbono e hidrégeno) puede ser representado por un grafo donde
los &tomos de carbono y de hidrégeno se representan por vértices de grado 4 y 1 respectivamente.

Eiemplo:
Ambas tienen la misma férmula quimica, C, H,, ., sin embargo,
H
[ sus moléculas son diferentes.
H-C - H
| . . .
H H H H e Interesa conocer el nimero de moléculas diferentes que poseen
Lo s . L
HoCoCoCoCoh H / | \ y  estds formulas. Para ello, hay que determinar la posicion de los
NS e atomos de carbono y completar la férmula con atomos de
H H H H N 7 el
H™ W H H hidrégeno hasta que el grado sea 4.
Butano Isobutano

Asi que, icuantos arboles hay de n vértices tales que cada uno
tenga grado cuatro o menor? La solucién fue aportada por Cayley en 1875.

6. Redes eléctricas.
Este problema consiste en determinar la corriente que circula por cada cable.

7. Teorema matrimonial de Hall.
Sea un conjunto finito de muchachos, cada uno de los cuales conoce a varias chicas. ¢En qué condiciones se
pueden formar los matrimonios de tal forma que cada uno de los muchachos se case con la chica que conoce?

TEOREMA de Hall Una condicidn necesaria y suficiente para la solucion del problema matrimonial es que cada
conjunto de k jovenes conozca colectivamente k chicas al menos, siendo m el nimero total de chicos (1<k<m).

8. Teorema de Menger.
Permite la determinacion del nimero de trayectorias que unen dos vértices dados u, v de un grafo G.
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TEOREMA de Mengerﬂ El nimero maximo de trayectorias de vértices disjuntos que conectan dos vértices
diferentes no adyacentes vy w de G es igual al nimero minimo de vértices de un subconjunto separador vw.

TEOREMA El teorema de Menger implica el teorema de Hall.

6. Conclusién.
Como sintesis, podemos concluir que nos hemos iniciado en la T2 Grafos, hemos recorrido por distintos tipos
de grafos y estudiado algunas de sus propiedades.

Nos hemos detenido en algunas de sus aplicaciones y hemos visto como se han ido resolviendo los problemas
gue en principio se planteaban y hemos la representacion grafica mediante arboles.

Queremos incidir en la importancia de este tema, ya que actualmente la T2 Grafos esta jugando un creciente
papel en campos tan diversos como la ingenieria eléctrica, la geografia, el analisis numérico,...
[ J
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