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THÉORIE MATHÉMATIQUE 

DU PRIX DES TERRES 
ET DE LEUR RACHAT PAR L'ÉTAT 

PAR 

LÉON WALRAS 
Professeur d'économie polit.ique à l'Académie de Lausanne. 

(Planche XI) ' 

En publiant le présent travail, qui forme comme le couron

nement de mes applications des mathématiques à l'économie 

politique et sociale, je dois aclresser des remerciements parti

culiers à deux de mes collègues et amis de l'Académie de Lau- · 

·saune. L'un est notre éminent philosophe Charles Secrétan 

qui, après m'avoir procuré en _communication, de la biblio

thèque de Munich, le premier exemplaire de l'ouvrnge de 

Gossen que j'aie eu entre les mains, a bien voulu prendre la 

peine de lire cet ouvrage avec moi et de rn'en dicter, pendant 

cette lectur:e, une traduction cornplète à laquelle son admirable 

{;onnaissance des deux langues française et allemande donne 

un prix inestimable. L'autre est le D' Hermann Amstein, pro

fesseur d'analyse et de mécanique, qui, lon;que je l'ai entretenu 

de la théorie de Gossen et de la critique que j'en voulais faire, 

ayant aperçu tout de suite la formule générale mathématique 

1 NB. Les chiffres entre parenthèses indiquent !es numéros du texte 
auxquels on renvoi~. Les- chiffres entre crochets indiquent !es numéros 
<les équations ou formules. 
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de l'amortissernent proposé par cet auteur dans ses tableaux, 

et m'ayan t fourni la fonction de la son1me restant due à la fin 

de chaque année, telle qu'elle est donnée au déùut du § IV, 

avec les conditions de l'égalité qe cette fonction à zéro , telles 

qu'elles sont exposées aux n°• 20 et 21 de mon texte, m'a en 

quelque sorte ouvert la voie dans laquelle je n'ai plus eu qu'à 

m'avancer pour parcourir la question dans tous les sens. J e 

crois remplir un devoir en disant ce que je dois à deux per

sonnes sans l'obligeance desquelles un tra vai! qui est fait 

serait encore à faire; et, de plus, je saisis avec empresssment 

l'occasion de m'honorer de la bienveillance et de la sympathie 

des hommes si distingués au milieu desquels je poursuis mes 

recherches. L. W. 

I 

Doctrines de J. Mill et de H.-H. Gossen. 

1. Je ne connais aucun socialiste qui ait professé cette 
opinion, que je ti ens de mon père et que j'ai émise , il y a 

vingt ans, dans rnon rnémoire intitulé : De l'imp6t dans le 
canton de Vm.1,d, que, « des deux espèces naturelles de ca
pitaux et de revenus producteurs, !es {ctcitltes personnelles 
et le travail devant étre l'objet de la propriété individuelle, 
et !es salaires devant former le revenu des individits, !es 
terres et la rente doivent étre l'objet de la propriété collective, 
et les ferrnagcs doivent former le revenu_ de l'Etat. » En re
vanche, il y a, à ma connaissance, quelques économisles qui 
ont, sin on démontré, du moins formulé très explicitement 
cette conciliation de l'indiv1dualisme et _du communisme, et 

qui, de plus, se sont occupés de chercher et cl 'indiquer des 
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voies et moyens en vue de la faire passer dans !es faits. Ainsi, 
on trouve dans !es Eléments d'économie politiqiie de James 
Mili, traduits de l'anglais par J.-T. P arisot (Paris, 1823), à la 
section V du chapitre IV, intitulée : De la taxe siir les rentes 
fon cières, ùne théorie très complète, quoique très concise, de 
l'affectation des fermages aux dépenses publiques. 

L'auteur établit d'abord en ces t erm es l'indépendance des 
deux questions de la propriété fonci ère et de !'industrie 
agricole : - « Il es t suffisamment clair--, dit-il, que la portion 
» des rentes fonci ères qu'on peut prendre pour payer les 
» dépenses du gouvernement n'affecte pas !'industrie du 
» pays. La culture de la terre dépend du capitaliste , qui se 
» livre ' à celte industrie lorsqu 'elle lui procure !es profits 
» ordinaires pour son capitai. Il, es t tout à fait ind ifférent 
» pour lui de payer le surplus sous forme de rente à un 
» individu propriétaire du fonds, ou sous form e de taxe à un 
» collecteur du gouvern ement. » 

J. Mili rappelle qu 'en Europe, au Moyen-Age, et dans !es 
principales monarchies de I' Asie, de tout temps, !es dépenses 
de l'Etat ont été payées par la rente fonci ère ; puis, par un e 
hypothèse ingéni euse et hardie, qui piace nettement la ques
tion sur le terrain du droit nature], il ajoute : - « Si un 
» peuple entier émigrait pour aller habiler un pays nouveau 
» où la terre ne fut pas encore clevenu e propriété privée, il 
» y aurait une raison pour regarder la portion clu procluit 
» annue!, qui aill eurs constituerait la rente foncière, comme 
» devan t spécialement subvenir aux dépenses clu gouverne
» ment; savoir que , par ce moyen, !'indust rie ne souffri rait 
» pas la plus petite gène, -e t qu 'il serait pourvu aux clépenses 
» du gou vernement sans faire peser de charges sur aucun 
» incliviclu . Les possesseurs d'un capitai en recueilleraient 
» tou s Jes profits ; !es ouvriers recevraient leurs salaires sans 
» aucun e décluclion ; et chaque incliviclu ernploierait son ca-
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» pital de la manière qui serait réellement la plus avanta
» geuse, sans ètre obligé, par le pernicieux effet d'une taxe, 
» de le détourner d'une direction où il était très productif 
» à la nation pour lui en faire prendre une autre où il le 
» serait moins. Il y a donc un avantage particulier à faire, 
» des revenus de la terre, c'est-à-dire de la rente foncière, 
» un fonds pour subvenir aux besoins de l'Etat. » 

Au point de vue théorique où il s'est ainsi piacé, J. Mill 
se fait à lui-mème celte objeclion assez peu fondée « que 
» !es revenus de la terre, dans un pays d'une certaine éten
» due, et passablem~nt peuplé, excéderaient le montant de ce 
» qué le gouvernei-nent aurait besoin de dépenser; » mais il 
répond à cela qu'on en serait quitte pour abandonner l'excé
dant à la propriété privée. Puis il passe au point de vue pra
tique ou de réalisation de l'idéal. 

2. Il reconnait tout d'abord que « là où la terre a été con
» vertie en propriété privée sans rendre la ren te foncière 
» spécialement passible des charges publiques, où elle a été 
>> achetée et vendue dans celte condition, et où !es espé
» rances et les calculs des individus ont été basés sur cet 
» état de choses, on ne pourrait sans injustice prendre la 

• » rente foncière seule pour subvenir aux besoins du gou
>> verncmcnt; >> vu que ce serait dépouiller les propriétaires. 
Toutefois, il remarque que « celte rente qu_e l'on achète et 
» l'on vend, sur laquelle !es espéranèes des individus sont 
» basées, et qui, par conséquent, doit ètre exempte de toule 
» taxe particulière, est la renle foncière actuelle, ou du moins 
> celte rente avec quelque faible perspective d'améliora
> tion; >> et qu'en conséquence l'Etat peut s'approprier sans 
aucune injustice toute l'augmentation susceptìble d'ètre faite 
au produit net des terres, en sus de la rente primitive, 
par le fait soit d'une opération subite, soit d'.une action 
iente. Il conclut donc à ce que toute la plus-value de la rente 
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foncière résultant de l'augmentation de la population et de 
l'accrnissement du capitai soit absorbée par l'impot foncier. 

« Il est certain , dit-il en terminant, qu'à mesure que la 
» population augmente , et que le capitai est appliqué à la 
» terre d'une manière de moins en moins productive, une 
» portion de plus en plus grande du produit net des terres 
» d'un pays entre dans ce qui constitue la rente foncière, 
» tandis que les profits du capitai décroissent proportionnel
» lement. Cette augmentation continuelle de la rente fon
» cière, provenant des circonstances qui sont le fait de la 
>> coìnmynauté, et non le fait particulier des pròpriétaires, 
» semble former un fonds non rnoins propre à app1iquer 
>> d'une _manière spéciale aux besoins de l'Etat, que le 
» revenu de la terre dans un pays où elle n'a jamais été 
>> propriété privée. Lorsque la r ente primitive du proprié
» taire f?ncier, celle sur laquelle seule il peut baser tous 
>> ses arrangements pour lui-merne et pour sa famille, est 
» garantie de tonte charge particulière, il n'a pas le droit de 
» se plaindre de ce qu'une nouvelle source de revenu qui 
>> ne lui coute rien soit appropriée au service de l' Etat, et si 
>> la chose est vraie, il est évidemm ent indifférent que cette 
>> nouvelle source de revenu soit tirée de la terre ou de 
» toute autre part. » 

Toute celte . théorie tient en huit pages. Il est fàcheux 
qu'elle soit entàchée de quelques erreurs d'économie poli
tique pure propres à l'école anglaise t elles que l'identification 
de l'entrepreneur avec le capitaliste et la conception ricar
dienne de la rente, qu'elle soit basée sur des considérations 
trop som!Ilaires de justice et d'intéret, qu'elle soit insuffisam
ment développée et motivée; car, autrement, il est à croire 
qu'elle aurait exercé une plus grande influence sur la direc
tion des itlées ,et qu'elle constituerait pour son auteur un 
titre de gloire. 

> 
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3. Mais il semble vraiment qu'une fatalité ait pesé sur ce 

grand problème. En. 1854, un ancien assesseur de gouver

nement à Cologne, nommé Hermann-Heinrich Gossen, pu

bliait à Brunswick, chez F. Vieweg et fils, un ouvrage intitulé 

Entwick.lung der Gesetze des menschlichen Verkehrs iind der 
daraits fliessenden Regeln fur menschliches Handeln (Exposi
tion des lois du trafic social et des règles de l'activité lwmaine 
qiti s'en déduisenl) dans lequel il donnait à la fois une théo

rie mathématique de la richesse sociale extremement avafl

cée et une théorie non moins remarquable de l'attribution 

des fermages à l'Etat. Cet ouvrage , un des plus bcaux livres 

d'économi e politique qui aient été ecrits, est encore presque 
absolument ignoré, meme en Allemagne. Des deux théories 
en question, voici en quoi consiste la seconde. 

Elle cornmence à la page 250 du livre qui en a 277. Gos

sen eslime qu'il conviendrait que la propriété de la terre ap
parlinl entièrement à la commimauté , et que cellè-ci con(iat 
l'exploitation de chaqiie parcelle à celui qiti otfrirait d'en 
payer la renle la pliis élevée . Utilitai re pur, com me J . .Mill, il -

appuie cette proposition de raisons d'intéret beaucoup plus 
que de raisons de justice. Il la fonde principalern ent sur ce 

principe , qu'il a du reste établi rnathématiquement daris sa 
théorie de l'équilibre économique, que la rente la plus élevée 
correspond à l'emploi le plus utile. L'Etat, ayant les lerres 

entre les mains, !es afferrnerait aux enchères dans certaines 
conditions énumérées par l'auteur et par lui plus ou moins 

heureusement justifiées. Je n'examin erai pas ces conditio~s; 
je n'en mentionnerai rneme qu 'une seul e qui est essentielle 
à considérer ici parce qu'elle fournit le moyen de réalisation 
de l'idéal. La renle à payer par le fermier à l'Etat augmen

terait d 'année en année d'un tant °lo qui serait à déduirc de 
l' expérience, voici comment. 

a étant la rente à un moment donné, z le faux de l'accrois-
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sement annue], la rente Cln après un nombre n d'années est 
fournie par la formule 

Cl n = a (1 + z) n. 

Dans cette formul e, l'expérience fournit a, an et n ; le calcul 
en tire z. Ainsi, en Prusse, l'adrninistraticin des domaines de 
l'Etat, en renonvelant les baux, après 18 ans, augmente !es 
fe rmages de 10 °lo- Ell e pose ainsi 

110 = 100 (1 + z) 18
, 

log (1 + z) = log ·11 ;-; log LO . 0.0022996, 

z = 0.005309, 

soit plus de 1 
/ • °lo- Mais cette évaluation est, parait-il, infé

rieure à la réalité ; et, aussi bien, l'augmentation de 10 °lo 
n'est-elle qu'un minimum. Un auteur anglais , Sinclair, a 
conslaté que des biens qui , en 1542 , sous Henry VIII, rap
portaient 273,000 liv. st., rapportaient, 250 ans plus tard, 
6,000,000 liv. st. On lire de là 

6 000 000 = 273 000 (1 + z)2°0
, 

log (1 + z) = log 6 0002;; log 273 = 0.005368 ' 

z = 0.012437 , 

soitprès de 1 1
/ 4 ~/ 0 • Gossen suppose dans ses calculs z=0.01. 

4. C'est au moyen de cette plus-value annuelle de 1 °lo 
que Gossen va faire passer toules les terres aux mains de 
l'Etat; et ce plan, aussi soigneusement détaillé que large
ment conçu, révèle, malgré des lacunes que nous mettrons 
en évidence mais qui étaient sans doute inévitables dans la 
première élude d'une question si complexe , non-seulement 
un savant ayant une connaissance profonde des lois économi-
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ques, mais un administrateur rompu au maniement des affai
res. L'auteur proteste contre les moyens violents proposés 
par !es révolutionnaires communistes et socialistcs. Plus. 
scrupuleux que James Mill, il déclare que les propriétaires 
fonciers, ayant acheté en tenant compte de la plus-value, ont 
droit à celte plus-value, et que l'Elat ne saurait les en priver. 
Il refuse meme à l'Etat le droit d'expropriation, et il l'oblige 
à acquérir les terres en traitant de gré à gré avec les pro
priétaires, ce qu'il peut, dit-il, parfaitement faire. Selon_ luit 
en effet, l' Etat a, pour l'achat des terres, trois avantages 
sur !es particuliers : 

1 ° Il emprunte à rneilleur rnarché qu'eux, et, en consé
quence, il .peut acheter plus cher ; 

2° Il dure plus longtemps qu'eux, et, en conséquence, une 
somme à toucher à longue échéance a, pour lui , plus de 
valeur; 

3° Pour la meme raison, il peut conclure des baux plus 
longs et, par conséquent, plus élevés. 

Le résultat de ces trois circonstances est que l'Etat peul 
acheter la terre des partiwliers assez bon rnarché pour trouver 
dans la hausse de la rente foncière le rnoyen d'arnortir le prix 
d'achat: 

En Prusse, au moment où Gossen écrivait, c'est-à-dire en 
décernbre 1852, le 3 ¼ °/o était à _environ 94, c'est-à-dire 
que l'Etat empruntait à moins de 3 5

/ 4 °Jo. Or, selon lui, dans 
ce pays, à ce moment, on pouvait acquérir autant de terre 
que l'on voulait au prix de 26 2

/ 3 capitaux pour 1. En em
pruntant pour acheter à ce prix, l'Etat n'aurait aucun excé
dant des intérets à payer sur le fermage à recevoir dans la 
première année,-puisqu'il tirerait de son placement les 3 3

/
4 
°lo 

qu'il payerait pour son emprunt; et il pourrait commencer 
dès la seconde année à amortir sa dette au moyen de la plus
value du fermage. Mais alors meme que l'Etat aurait, au 
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début, un excédant des intérets à payer sur le fermag e à re
cevoir, il ne serait, en réalité , pas en perte, sei on Gossen, sr 
la plus-value de la rente pendant la seconde année était au 
moins égale à l'intéret de l'excédant en question. Or dans ces
conditions, il pourrait augrnenter sensiblement son prix. 

Soit A le prix d'une terre et le montant d'une somme em
pruntée par l'Etat pour acquérir cette terre, i le taux de
l'intéret de l'emprunt, a le montant du fermage initial, 
z le taux de la plus-value de la rente. L'intéret annuel à 
payer par l'Etat es t de Ai. A supposer qu'il y aurait un excé
dant de cet intéret Ai sur le fermage initial a, pendant la 
première année, et que le déficit Ai - a serait à emprunter, 
il n'y aurait pas, en réalité, de perte pour l'Etat si l'intéret de 
cet emprunt supplémentaire, (Ai-a) i, élait compensé par 
la plus-value az. La limite du prix d'achat, dans ces conèli
tions, est clone fournie par l'équation 

(Ai - a) i = az, 

.d'où l'on lire 

Dans l'hypothèse où i= 0.0375, où z = 0.01, le rapport de 
A à a est de 33 '/9 , au li eu de 26 2

/ 3 • Ce prix de 33 '/9 capi
laux pour 1 représente un placement à environ 3 °lo• 

5. Gossen a appuyé ces calculs généraux de trois tableaux 
sur lesquels nous en reproduirons deux. Le premier se rap
porle au cas d'une terre de 100000 payée au moyen d'un 

emprunt à 4 °lo et rapportant 4 000, soit 4 °/ 0 , avec plus
value de 1 ¼ par an. L'amorlissement commence au bout , 
de 1 an et est terminé au bout de 47 ans. A ce moment, il y 
a mème un excédanl de 3 977, et le fermage, de 6 448, est 
entièrement disponible. Le second se rapporte au cas d'une 
terre de mème prix, achetée dans les memes conditions, mais 
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ne rapportant que 3333.33 , soit 3.33 °fo. La somme due 
augmente par excédant des intérets sur le fermage jusqu'a-
près la 31 • année où elle égale 113 841. Après la 32° année, 

. il y a un excédant du fermage sur les intérets de 28, et la 
somme due diminue. 

1 er T ABLEAU, 

n An Ani an an-A 0 i 
o 100000 4000 4000 o 
1 100000 4000 4040 40 
2 99960 3998 4080 82 
3 99878 3995 4121 126 
4 99752 3990 4161 172 
5 99580 3983 4204 221 
6 99359 3974 4246 272 
7 99087 3963 4288 325 
8 98762 3950 4331 381 
9 98381 3935 4374 439 

10 97942 3918 4418 500 
11 97442 3898 4462 564 
12 96878 3875 4507 632 
13 96246 3850 4552 702 
14 95544 3822 4598 776 
15 94768 3791 4644 853 
16 93915 3757 4690 933 
17 92982 3719 4737 1018 
18 91964 3679 4784 1105 
rn 90859 3634 4832 1198 
20 89661 3586 4880 1294 
21 88367 3535 4929 1394 
22 86973 3479 4978 1499 
23 85474 3419 5028 1609 
24 83865 3355 5078 1 723 
25 82142 3286 5129 1843 
26 80299 3212 5180 1968 
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27 78331 3133 5232 2099 
28 - 76232 3049 5284 2235 
29 73997 2960 5337 2377 
30 71620 2865 5390 2525 
31 69095 2764 54.44 2680 
32 66415 2658 5498 2841 
33 63574 2543 5553 3010 
34 60564 2423 5609 3186 
35 57378 2295 5665 3370 
36 54008 2160 5722 3562 
37 50446 2018 5779 3761 
38 46685 1867 5837 3970 
39 42715 1709 5895 4186 
40 38529 1541 5954 4413 
41 34116 1365 6014 4649 
42 29467 1179 6074 4895 
43 24572 083 6135 5152 
44 19420 777 6196 5419 
45 14001 560 6258 5698 
46 8303 332 6321 5989 
47 2314 93 6384 6291 
48 -3977 64'-!-8 

2· TABLEAU. 

n An Ani Cln li 11 -A0 i 
o 100000 4000 3333 -1567 
1 100 667 4027 3366 -659 
2 101326 4053 ' 3400 -653 
3 101979 4079 3434 - 645 
4 102624 4105 3468 - 637 
5 103 261 4130 3503 - 627 
6 103888 415.6 3538 -618 
7 104506 4180 3573 -607 
8 105113 L_i,205 3609 -596 
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9 105709 4228 3645 -583 

10 106292 4252 3 681 -571 

11 106 863 4275 3 718 - 557 
12 107 420 4297 3 754 -548 
13 107 962 4318 3 793 - 525 
14 108487 4339 3830 - 509 
15 108 996 4360 3869 - 491 
16 109487 4379 3907 -472 
17 109959 4398 3947 -451 
18 110 410 4416 3986 - 430 
19 110 840 4434 4026 - 408 
20 111248 4450 4 066 - 384 
21 111 632 4465 4107 -358 
22 111 990 4480 4148 -342 
23 112322 4493 4189 - 304 
24 112626 4505 4231 -274 
25 112900 4516 4274 - 242 
26 113 142 4526 4316 - 210 
27 113352 4534 4359 -175 ,-

28 113 527 4541 4403 -138 
29 113 665 4547 4447 .:._ 100 

30 113 765 4551 4492 59 
31 113 824 4553 4536 17 
32 113841 4554 4582 + 28 

6. Tel est le plan de Gossen . Il en énumère les avantages 
dont quelques-uns seraient à discuter et meme à contester, 
mais au nombre desquels figure l'abolition de tous !es impòts 
qui est un avantage indiscutable et incontestable. Ce pian 
repose, comme celui de Mili, sur une pleine ~onnaissance de 
ce fait économique capital de la plus-value de la rente fon-
cière dans une société progressive ; mais il est bien plus 
vaste et plus arnbilieux que. celui de Mill puisqu'il prétend 
d'une part laisser aux propriétaires fonciers la plus-value 
qu'ils ont payée et d'autre part remettre la totalité des fer-
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mages aux mains de l'Etat. A ce titre il est plus séduisant; 
mais est-il aussi sur et aussi praticable ? 

C'est en ajournant !es résultats de l'opération, qui, dans 
le système de Mili, seraient immédiats, que Gossen pense 
atteindre son double but. On peut se demander si cet ajour
nement est un moyen suffisant. Gomme on l'a vu , les 
tableaux de Gossen ne se rapportent pas exactement à ses 
formules. Dans ses formules, il supposait le taux de l'in
téret de 3.75 °lo, et le prix pouvant aller de 26.66 à 37.77 
capitaux pour 1. Dans ses tableaux, il suppose le taux 
de l'intéret de 4 °lo, et le prix pouvant aller non pas de 
25 à 31.25 capitaux pour 1, comme cela résulterait de 

A i+z . . . 
la formule - =--o-, mais seulement de 25 à 30 cap1taux 

Cl i· 

pour 1. Gossen nous affirme d'ailleurs qu'à 26.66 capitaux 
pour 1 on peut, dans beaucoup de contrées de la Prusse, 
acquérir ailtant de terre qu'on le désire; et il semble croire 
qu'à 25 capitaux pour 1 on le pourrait de meme, si le taux 
de l'intéret s'élevait de 3.75 à 4 °lo, puisqu'il nous donne 
un tableau dressé dans celte hypothèse. Mais comment, en 
Prusse, les particuli~rs, détenteurs d'épargnes ou spécula
teurs, paient-ils du meme prix un titre de rente sur l'Etat 
d'un revenu constant de 3 750 ou 4000 et une terre rappor
tant un fermage initial de 3 750 ou 4 000 susceptible d'un 
accroissement bien constaté de 1 °lo par an? La plus-value de 
la rente une fois déterminée, il doit en résulter mathémati
quement, pour ]es terres, un prix normai _te] qu'il ne puisse y 
avoir avantage à arbitrer des capilaux mobiliers contre des 
capitaux fonciers. Et, s'il en est ainsi, de deux choses l'une : 
ou l'Etat paiera les terres au prix normai, de façon à ne 
faire aucun tort aux propriétaires, et en ce cas il n'amortira 
pas ; ou il paiera !es terres à un prix inférieur au prix nor
mal, de manière à amortir , et alors il fera tort aux pro-
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priétaires. Il est vrai que Gossen, portant la question du 
terrain théorique sur le terrain pratique, nous parie de cir
constances qui permettraient à l'Etat de s'avancer plus loin 
que les particuliers vers le prix norma! des terres sans tou
tefois l'atteindre. Reste seulement à savoir si ces circonstan
ces sont décisives. Quel est le prix normai i' De combien s'en 
rapprochent les propriétaires? De combien s'en rapproche 
l'Etat? Voilà les questions que les exemples concrets de 
Gossen ne résolvent pas et qui, dans une affaire de celte 
gravité et de cette importance, veulent etre tirées tout à 

fait au clair. 11 n'y a qu'une manière d'y réussir, c'est de les 
reprendre pour notre compte. Nous allons faire rigoureuse
ment la théorie mathématique du prix des terres résultant 
de la plus-value de la rente (§§ II et III) ; puis nous ferons 
la théorie de l'achat des terres par emprunt avec amortisse
ment au moyen du fermage (§§ IV et V); et nous verrons si 
et comment la possibilité de l'amortissement au moyen du 
fermage se concilie avec le paiement du prix norma! résul
tant de la plus-value (§§ VI et VII). 

II 

Du prix cles terres. Formule cle prix normal en cas de variation 
temporaire oit perpéluelle clu fernwge. 

7. Dans la 49° Ieçon de nos Elémenls cl'éconornie polilique 
pure, alors que nous n'avions pas encore constaté le fait ni 
établi !es lois de la Yariation des prix dans une société pro
gressive, nous énoncions que, i étant le taux du revenu net, 
déterrniné par le rapport du prix de vente des profits des 
capitaux mobiliers au prix de revient de ces capitaux, à l'état 
d'équilibre général de la production et de l'échange, Pt, Pt', 
p( ... étant les prix de vente des rentes des terres (T) (T') 
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(T") ... !es prix courants de ces t erres Pt, P t' Pt" ... étaient 

déterminés par le système des équations _ 

, _ Pt' 
Pt --- , 

i 

p" 
P t" = - ~- ... 

i 

Dans :\la 52° leçon, après avoir reconnu que, dans une 

société progressive, c'est-à-dire dans une société oi.1 le capi

tal s'accroit et où la populalion augmente, le prix cle la rente, 
ou le fermage, s' élève sensiblement, et que, dans une t elle so

ciété, le taiix clii revenii net s'abaisse sensiblemenl, nous avons 

énoncé qu'en conséquence , dans une société progressive, le 
prix des lerres s'élève en raison à la fois de l'élévation du fer

mage et de l'abaissement du laux du revenu net. Mais cela 

ne suffit pas, et le moment est venu de montrer à présent que 

cette circonstance de l'élévation du fermage dans une société 

progressive moclifie notablement les équations ci-dessus. 

Pour plus de simplicité , et aussi pour nous conformer 

autant que possible aux notations de Gossen, appclons a ce 

que nous appelions jusqu'ici Pt, A ce que nous appelions Pt. 
Et soit une terre qui rapporle actuellement a de fermage et 

dont le ferr:nage s'élève régulièrement de z fois son mon
tan t d'année en année. z est ainsi le taux de l'accroissement 

annue! du fermage ou le taux de la plus-value de la r ente. 

Nous ·snpposerons d'abord cette plus-value temporaire et 

devant avoir lieu pendant m années, sauf à la supposer 

ensuile perpétuell e en fai sant m égal à l'infini. Soit toujours 

i le taux du revenu net. Dans ces conditiol}s, le fermage de 

la terre, fixé aujourd'hui et payable dans 1 an, est, pour· 
la 1 •·• année, a. Il sera , apr ès 1 an et pour la 2° année-, 

a+ az = a ( 1 + z); après 2 ans et pour la 3° année, 

a (1 + z ) + a (1 + z) z = a (1 + z) (1 + z) = a (1 + z)2; 
après 8 ans et pour la 4° année, a (1 + z) 2 + a (1 + z)2z 
=a(1 + zr(1 + z)=a (1 + z)5 

••• ; enfin après m années et pour la. 
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m+ 1 • année, a (1 + 2)111
-

1 +a ( 1 +z)m-l z=a (1 +z) m-l (1 + z) 
= a ( 1 + z)m. Or il n'est pas admissible que le prix de 

. a a(l + z) 
.cetteJerre s01t actuellement ----:-- , dans un an . , dans 2 

i i 

a(l+z)' a(1+z) 5 
• 

ans . , dans 3 ans . . .. enfin dans m annees 
i i 

'/A 
,et (1+ z)m L . d" ·c1 . td , , I f i es m 1v1 us qm on es epargnes a p acer e-

rnnt entrer l'accroissement du fermage en ligne de compte 

,dans leur demande de capitaux fonciers; et, à supposer que 

ces individus n'y songeraient pas, il se trouvera des ·spécu

fateurs pour le faire. En conséquence, le prix des terres 

,s'élèvera. De combien? C'est ce qu'il s'agit de reconnailre. 

8. Soit d'abord un individu qui a des épargnes à placer. 

·Cornbien cet individu peut-il payer une terre qui rapporte 

actuellement a de fermage et dont le fermage s'élève régu

lièrement de z fois son monlant d'année en année, c'est-à
-dire s'accroit suivant un taux égal à z ? 

Il est clair que cet individu peut acheter d'aborcl au prix de 

_!:_ le fermage a à recevoir dans 1 an et !es années suivantes. 
i 

Mais, dans 2 ans, le fermagc à toucher, au lieu de a, sera 

.a (1 + z) ; c'est-à-dire qu'il y aura, à partir de 1 an, un ac
az 

-croissement az. Cet accroissement vaudra dans 1 an ~, et 
i 

az 
:il vaut actuellement i (l +i)' 

Dans 3 ans, le fe.rmage à toucher, au lieu de a ( 1 + z), 
,sera a (1 +z) 2

; c'est-à-dire qu'il y aura, à partir de 2 ans, 
un accroissement a (1 + z) z. Cet accroissement vaudra dans 

a(l+z)z . a(1+z)z 
:2 ~ns i , et 11 vaut actuellement i (l +i) 2 • 

Dans 4 ans, le fermage à toucher, au lieu de a ( 1 + z y, 
.sera a(1+z) 0

; c'est-à-dire qu'il y aura, à partir de 3 ans, 
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un accroissement a (1 + z)' z. Cet accroissement vaudra dans 

a(1+z) 2 z . a(1+z)2z 
3 ans i , et 11 vaut acluellement i (l +i)5 ... 

Entin dans in + 1 années , le fermage à toucher, au lieu 

de a(1+z)01
-

1 , sera a(l+z)"'; c'est-à-dire qu'il y aura, à 

partir de rn années, un accroissement a (1 + z)01- 1 z. Cet 
a (1 +z)m-l '7 

accroissement vaudra dans rn années . ~, et il vaut 
i 

Cl (1 +z)rn-l z 
actuellement -.-(

1
--. -. 

i +i) 01 

La valeur totale actuelle du fermage initial et des m ac

croissements à réaliser en m années est ainsi de 

A-~+~+ a(l+ z)z + a(1+ z) 2 z a(1+z) 01-tz 
- i i(l+i) i(l+i)" i(1+i) 5 + ... + i(l+i) 01 

Cb az[ 1 (l+z) (1+ z)2 (1+z) 01-l] 

=Ì+Ì (l+ i)+(l+i)2+ (1+i) 5 + ... + (l+i)'" · 

La quantité entre crochets est une progression géomé
trique dont la. somme est 

(l+ z)"'-1 (l+ z) 1 1 [(l+z)01 
] 

(1 +i) 01
, X (1 +i) - (1 + i) _ (1 +1:) (l + i)°' - l _ . 
(l+ z)_ 1 (1+ z) _

1 
(1 + i) (1 +i) 

1 (1 + z)01 
- (1 +i) 01 

0+Ì) X (1 +i)m 
(l+z) - (1+i) 

(l+i) 

1 • (1+ z)01-(l+i)m 1 (ì+i) 01-(l+z)01 

X -(l .) X . (l+i)"' Z- 'l · +im i-z 

l'une ou l'autre de ces deux dernières formes devant etre 

préférée selon que z est > ou < i. 
14 
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P ar conséquent , notre individu peut payer la terre dont 

il s'agit 

[ 1]: 

= ~ [l + _ z_ X _(1_+_i)'--m---'--(1_+--'z)'--m] 
i (l + i)m i - z 

_ a [(l+ i)m (i-z) + z [(1+ i)m - (l+ z}lll]] 
- i (l+ i)m (i- z) 

_ !!_ [ i (l +i)m - Z (1 + i)m+z (1 + i)m - z (1 + z)m] 
- i (l+ i)m (i - z) 

_ a i (l+ i)m - z (l+ zr 
- i (l+ i)m X - i- z 

[2]; 

Nous nous réservons , pour la plus grande commodité de la 
discussion, de prendre l'équation du prix normai des t erres 

tant6t sous la forme [1] et tant6t sous la forme [2]. 
C'est une chose qui est dores et déjà certaine que, tant que· 

le prix des terres n'aura pas atteint celte limite , il y aura. 
avantage , pour un individu ayant des épargnes à placer, à. 
acheter des terres plut6t que des capitaux ; que, quand celte 
limite sera atteinte , l'un ou l'autre placement lui sera éga
lement avantageux; qu'en conséquence, le prix ci-dessus re
présente pour lui le prix normai de la terre. Mais il ne sera 
pas inutile de montrer que ce rneme prix es t aussi le prix 

limite de la terre pour un spéculateur. . 
9. Soit clone à présent un spéculateur qui opère avec des 

capitaux empruntés. Si on vendait les terres pur-ement et 
simplement en 1'.aison de leur fermage actuel , cet homrn e· 
n 'aurait, pour acheter une terre de revenu a, qu'à empruntei~ 

a une somme ...,. . En laissant cette somme se capitaliser à 
i 
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intérets composés pendant in années, il aurait à son débit, 

au bout de ce temps, en capitai et intérets, une somme de 

(1 +i)m 
a--.-. 

i 

Mais, d'autre part, notre homrne, touchant des fermages 

a, a (1 + z), a (1 +z,)2 ... a (1 + z)m-1, et !es plaçant au taux de i, 
à intérets cornposés, aurait à son créclit, au bout de in années, 

et (1 + z)m- l + et (1 + z)m-2 (1 +i) + a (1 + z)m-3 (1 +i)2 + ... 

+ a (1+_i)m-l 

- m-1 [ (1 + i) (1 + i)2 
_a(1+z) 1 + (l+ z) + (l+ z)' + ... 

(1+ i)m-1] · 
+ (l+ z)m-1_ · 

La quantité entre crochets est une progression géomé
trique dont la sonime est 

(1+ i) 00
-

1 (1 + i) 
-'-----'-~ X -- -1 
(l+ zr-1 (1 + z) 

(1 + i) -1 
(1 +z) 

Et ainsi la somme obtenue est 

(1 +i)m - (1 + z) 00 

(1 + z)m 

(l+i)-(l+z) 
(l+z) 

La différence du crédit et du débit serait clone 
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Mais ce n'es t pas t~ut. La terre qui, lorsqu'ell e rapportait 

un fermage a, se vendait ~, après 1n anriées, lorsqu'elle rap-
i . 

a(1+z)01 

porterait un ferrnage a (1 +z) 01
, se vendrait . . Par 

. I 

conséquent, le bénéfice à r éa liser serait 

(1 +i)"' - (1 + z) 01 (1 +i)m (1 + z)0
\ 

a . --a-.- +a--.-
i-z I i 

= a [(l +i) 01
_ -(1 + z)m _ (1 +i)01 ~ (I + z) 01

] 

i - z i 

_ [ i(1+-i)01-i (l+z)01-i(1+ ·i)01+ i(1+ z)m+z(l+ i)m- z(1+ z)m] 
_a, ' ( ' ) 'l. 'l-~ . . 

_ (1 + i) 01 -(1 +z)"' 
- az i (i- z) · 

Ce bénéfice, à réaliser dans m années, vant aujourd'hui 

az (1 +i) 01 
- (1 +z) 01

• 

i(l+i)01 x . i - z ' 

et c'est là p,récisément le ~upplément de prix que le spécu

lateur pourrait payer, tout comme le détenlem d'épargnes, 

pour ne faire aucun bénéfice. 

10. Ainsi, le prix normai en unités de n_uméraire d'une 

terre dont le fermage actuel est a et augmen te de z fois son 
montan·t par an pendant m années, quand le taux du revenu 

net est i, es t bien, conformément à l' équation [1] ou [2], 

a i(l+i)m -z(l+ z) 01 

= Ì(l+i)nt X i- z ' 



21 SÉP. THÉORIE MATHÉMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 209 

et le prix norma] en capitaux pour un de fermage initial 

est bien 

A_ 1 + z (l+i)m -(1+z)m 
a - Ì Ì(l+ir X i-z [3] 

[4] 

au cl ébut de la plus-value. Ces memes prix sont éviclemment 

a (1 +z) 01 

Am = . 
i 

et 

Am _ (l~z)m 
(l i 

à la fin de la plus-value. Nous étuclierons un peu plus loin · 

le mouvement de variation de A de la première valeur à la 
a 

seconde. 
Quand z=i, l'équation [1] ou [2] prencl la forme indé-

terminée i. Mais on trouve alors directement, par l'un ou 

l'autre des deux procédés qui nous ont servi à l' élablir, 

et 

A - !!_ + _ _!!__w 
- i l+i [5] 

[6] 

Si, dans la formule [3] ou [4J ci-dessus, on suppose i=0.04 

et z = 0.01, on trouve respecti vement, pour le rapport de 

A à a, selon que 
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m= o A= 25 
a 

1 25.24 

2 25.47 

5 26.13 

10 27.11 

20 28.69 

30 29.89 

40 30.74 

50 31.40 

60 31.89 

70 32.25 

80 32.53 

90 32.73 

100 32.78 

11. Quand m =O, l'équation [1 J ou [2] devient 

ce qui doit etre. 

a 
A=-:-, 

i 

SÉP. 22 

Pour voir ce que devient A quand m = =, mettons 
l'équation [1] ou [2] sous la forme suivante 

[ - (~) '.11] 
z 1 1+ . a a i 

A=...,.+....,. X ---.-- - -
i i i-z 

. (l+z)m 
a i-z m 

=Ì X i-z 

Supposons d'abord i? positif, et ·successivement >i, égal 

à i et < i. 
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Dans le premier cas; l'équation [1] ou [2] prend la forme 

z (!+ z)m -1] 
a a [1+i 

A=--:-+--:- x . 
i i z-i 

z(!+ ~) m - i 
a 1+ i 

= -;--X . 
i z -i 

Et, si m tend vers l'infini, (~ ! ;) m et A tendent vers l'infini. 

Dans le second cas, on a 

ma 
Et, si in t end vers l'infini, - - et A tendent vers l'infini. - 1+i 

Ainsi : - En cas de plus-value perpétuelle de la renle, et 
quand le taiix de la plits-value est égal ou snpérirnr au laux 
clu revenu net, le prix normal cles terres est infin i . Nous ré
servons là question de savoir jusqu'à quel point cette hypo
thèse d'une plus-value perpétu elle de la renle égale ou su
périeure au taux de l'intéret e~t réalisable. 

Dans le troisièrne cas, l' équation [1] ou [2] gardant la 
form e que nous lui avons donnée, si m, tend vers l'infini, 

(1+ z)m 
1 
+ i tend vers zéro , et le prix normai tend vers 

d'où l'on tire 

a 
A=-.--; 

i-z 

A 1 ------, 
Cl i-z 

[7] 

[8] 
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a . 
A = i -z. 

SÉP. 24 

Ainsi : - En cas de plits-value perpétuelle cle la 1·ente, et 
quand le taux de la plus-valile est in(érieur au taitx dit re-

, veim net, le prix nonnal cles terres est égal an rapport d·u 
fernwge à la di fférence du tm.tx dii revenu net et du taux cle 
la plm -valite. Autrement dit, le taux du (ermage est égal à la 
clifférence dit taux clu reven·u net et clit taux cle la plits-valite . 

Cette formule remarquable vaut la peine d'étre établie 
directement. Soit un capital mobilier rapportant a au taux 

de i. Si, sur le revenu a,· on prélève un e somme a ~ pour 
i 

la capitaliser, il restera a i-: z . L'année suivante, le revenu 
1, 

sera, au lieu de a, a (1 + z). Si, sur ce revenu a (1 + z), on 
z ' 

prélève un e somme a (1 + z) ----,- pour la capitaliser, il res
i 

t era a(l+z) i --: z . L'année suivante, le revenu sera, au 
i . 

lieu de a(1+z), a(1+ z)". Si, sur ce revenu a (} + z)2, on 
. z 

prélève une somm e a (1+z)2----,- pour la capitaliser, il res-
. i 

tera a (1+z)"'!:._--:-z ... · Et ainsi de suite. Par où l'on voit 
i 

qu'un revenu constant de a équivaut à un revenu de a i ~ z 
i 

croissant de z fois son montant d'année en année. Si le prix 

d'un te] r evenu est ~, le prix d'un revenu de a croissant de 
i 

z fois son montant d'année en année sera donné par la pro

portion 

A: ~ ·· a 
i 

i - z 
a--.-; 

i 
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d 'où !'011 tire 

i . (l 

A=--- = -.
a (i- z) 1, -z 

i 

Supposons maintenant z négatif et aussi >-1, en écar

tant ainsi le cas où le fermage disparaitrai t entièrement après 
une année pour devenir négatif. Alors, si m tend vers 

1,. fi · (1 - 2 )m t d . . t I . l t J m m, 
1 
+ i en vers zero, e e pnx norma eno vers 

d'où !'on tire 

soit 
\ 

Ainsi : - En cas cle mo1:ns-valite perpétuelle de la rente, le 
prix norinal cles terres est égal lW rapport clii fcrmage à la 
somme clu tcwx cle l'intérét net et rlu taux cle la moins-valite. 
Autrement dit, le taux du. fermage esl égal à la somme clu 
taux clu revenit net et clit lctux cle la moins-valite. 

On établirait directement celte formule, comme la précè-

dente, en ,monfrant qu'un revenu de a i~z décroissant de 

z fois son montant d'année en année, sur lequel on prélèverait 

une somme de Cl~ pour la capitaliser, serait, par le fait, trans-
i 

form é en un revenu constant de a. D'où il suivrait que, le prix 

d 'un tel revenu devant etre ~. le prix d'un revenu de a déi . 
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croissant de z fois son montant d'année en année serait 
donné par la proportion 

A:~"a 
i 

i+z. 
a i ' 

d'où l'on tirerait 
.Cl2 

i Cl 
A=--=-.-. 

a(i+z) i + z 
i 

Les précédentes formules [7] et [8], relatives au cas de 
plus-value perpétuelle, et ces dernières, relatives au cas de 
moins-value perpétuelle, se confondent, comrne on voit, à la 
condilion de prendre z avec le signe + ou avec le signe -
suivant qu'il y a plus-value ou moins-value. Nous les ferons-, 
par la suite, ainsi rentrer !es unes dans !es autres. 

III 

Dit prix cles terres . Forni ule cle variati on clii prix normal 
pendant la pùiode de varictlion clu ferrnage. 

12. Quand z =O, l'équation [1] ou [2] 

Cl az (1 +i)m - (1 + z)m 
A=---,+ '(1+ ')m X . 1, i 1, 1, - Z 

devient 
ci 

A= "7' 
i 

comme quand m =O, ce qui doit e tre. 

!A 
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Supposon~ à présent z ~ O, et voyons comment le signe 

de z influe sur la quantité qui s'ajoute à ~, dans l'équation 
i 

[1 J, pour former A. 
a et i étant supposés positifs, et par conséquent le facteur 

Cl 

étant positif, la quantité dont il s'agit, soit 

az (1 +i)m - (1 +z)m 
i (1+i)m x---i-=-~- --, 

sera positive ou négative selon que le facteur 

z X (1 +ir_- (1 +z)m 
i--z 

sera lui-meme positif ou négatif. 
Or, si z est positif, ce facteur sera toujours positif, vu que, 

suivant qu'on aura 

on aura en meme temps 

i > z 
< ' 

Si z est négatif et > - 1 , ce facteue deviendra 

et alors il sera toujours négatif, vu qu'on aura toujours 
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Dans le cas parliculier où z =i, 

a . ina 
A=-;+J+i' 

SÉP. 28 

· rna ' t a. f A et alors la quanbté 
1 
+i, qui s ajou e à i pour ormer , 

sera toujours positive . 

Quand in==, et que z est > i ou égal à i, A devient 

infini. Si z est < i, 

a 
A=----; 

1.-z 

et alors A est > !!. . Si z est < O et > - 1 , 
i 

a 
et alors A es t < --=- • 

1, 

a 
A=---; 

i+z 

Ainsi : - Le prix norinal des terres est toujoiirs su,périeiir 
ou in(érieiir au, rapport du ferinage etu taux dii revenu net 
selon qu'il y a plus-valiie ou inoins-vulue de la rente. 

13. Le prix courant des terres contient clone l'escompte 
cles accroissements positifs ou négatifs de capitai foncier af

férents aux accroissements positifs ou négatifs de revenu fon

cier à recueillir pendant la durée de la plus-value ou de la , 

moins-value de la rente. Il est évident que le montant de 
cet escompte ne saurait èlre égal au montant des accrois

sements eux-mèmes, et qu 'ainsi, depuis le jour de l' appari

tion de la plus-value ou de la moins-value et où la t erre vaut 
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jusqu'au jour de la cessation de cetle .plus-value ou de cetle 
moins-value et où la terre vaut 

a(1+z)"1 
i 

la valeur de la terre va toujours en augrnentant ou en di

minuant. Il est bon, toutefois, d'é tablir mathématiquement 
le fait de cette augmentation ou de cette diminution, d'autant 
plus qu'en constatant la réalité de la variation, nous en étu
dierons la nature. Supposons donc généralement que n an
nées se soient écoulées depuis l'apparition de la plus-value 

ou de . la moins-value, de tene sorte que le fermage soit 
a (1 +z) 0 , et la clurée restante de la plus-value ou de la 
moins-valu e m - n. Alors la terre vaudra, en vertu de l' é

quation [1] ou [2], 

a (1 + z)11 a ( l + z) n z (1 +i) m- n - (1 + z) m-n 
An = . + . (l + )m- n X . [9] i i i i-z 

a(l+.c) 0 i(l+i) 01
-

0 -z(1+z)m-n 
= i (1 +i) m-n X i- Z 

[10] 

Or, pour faire l' étude qui nous intéresse, il faut discuter cetle 
équation en faisant varier n de O à m. En clonnant à n des 
valeurs plus petites que O ou plus grandes que m, on ob
tiendrait des val eurs de A0 qui ne rentreraient pas clans la 
question qui nous occupe en ce moment. 

Pour porter dans celte discussion le plus de clarté pos
sible , nous remplacerons l'équation ci-clessus par l'éguation 

suivante 

A0 (1+z)11 z (l+ z)" (l+i) m-n -(1+z)rn-n . -=--,.-+ . . X . [11] a i i(1+i) 01 - n i-z 

(1+z) 0 i(l+i) 01
-

0 -z(1+z) 01
-

0 

- i (l+ i)<H- n X i - Z 
[1 2] 
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Nous considérerons i, z et m comme des constantes, et 
A 

_ n cort1me une fonction exponentielle de n. Nous pourrons 
a 

alors représenter l'équation par une courbe rapportée à des 

coordonnées rectangulaires dont !es abscisses correspon
dront aux années écou.lées depuis l'apparition de la plus

value ou de la moins-value, et les ordonnées aux prix (en 
capilanx pour un cle fermage initial) de la terre à la fin de 

chaque année. En réalité, la plus-value ou la moins-value se 

cbiffrant d'année en année, et le prix de la terre se détermi
nant en conséquence, la courbe est discontinue. Nous subs

tituerons, dans notre figure, à cette courbe discontinue une 

courbe continue passant par !es points de variation annuelle. 

Si z = i, on aura, en vertu des équations [5] et [6], 

ct(l+i)n . 
An= . +(m-n)a(l+i)"-1, [13] 

i 

An (1 + i) n . J - = --. - + (m-n) (1+i)"-1 • [14 a i 

Si m = =, on aura, en vertu des équations [7] et [8], 

An = a(_l + z)"' 
i-z 

(1 + z)" 
i - z 

[15] 

[16] 

14. Usant de la formule [12], nous avons le prix An après 
a 

n années de plus-value par l'équation 
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t 1 . An +1 ' d 1 l l' e e pnx -- apres n + 1 années e pus-va ue par é-
a 

quation 

_ (1+i) (1+z)r(1+z)0 i(1+i)m- (n+1l- z (1+z)m- (n+1) 

- , i (1+i) m-n X . i- z 

_ (1 + z) 0 i (1 +i) m-n (1 + z)- z (1 + z) m-n (1 + i) 
- i (l+i)m- n X i-z · 

F t 1 d 'ff' ., An An+1 An orman a 1 erence prem1ere d- = --- - , nous 
a ci a 

avons successivement 

(1 + z)" i (1 +i)m-n - z (1+z)m-n 
' (1 .) X . i +i m-n i-z 

_ (1+z)0 [i(1+i) 01
-

0 (1+z-1)-z(l+z)m-n(1+i-1)J 
- i ( 1 + i) m-n i - Z 

_ (1-tz)0 i (1 +i) m-n .i - z (1 + z) m-n i 
- i (1+i)m-n X i-z 

Z (1 + z)" (1 +i) m-n - (1 + z) m-n 
= (1 +i) m-n X i - z 

Si z est positif, cette différence sera toujours po~itive, tant 

que n sera > O et < m , vu que, suivant qu'on aura 
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,on aura en meme lemps 

_Si :; est négatif, celte différence devient 

A,, _ - z (1- z)11 (1 + i) 01-n - (1 -z)m- n 
LI-_ ( .) X . , a · 1 + i m-n i + 'z 

-e t alors elle sera toujours néga tive tant que n sera > O et 

< m, vu qu'on aura toujours 

Dans le cas particulier où z = i, on a, suivant la formul e [14], 

A (l+i) 11 

-;f =--i- + (ni-n) ( l+i) 11
-

1
, 

A:+1 = (1+2°+1 + [m-(n +1 )] (1+i)n, 

Ao (1 + i)11 +1 - (1+i}11 . 
.Li _ . +[m - (n+ 1)] (1+i) 11 - (m -n)(1+ i) 0-! 

a i 

(1+ i).,(1+i---,-1 ) = . + (m-n) (1 +i)11
-

1 (1 +i-1)-- (1 + i)11 

i ' . 

i ( 1 + i)D . ( ) ( ') 1 . = . + i m-n 1+i 0- --(1+ i)11 

i 

d iffé rence toujours positive. 

Quand rn= = , et que z est> O et <i, ou < O et>.:_ 1, 
-011 a, suivant la formule [16], 

An _ (1+z) 0 

a - i - z ' 
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z étant pris avec le signe + ou le signe - selon les cas. 
Alors 

An·+1 _ (1 + z)n+i 
a i- z 

An _ (1+ z)n+1 -(l+z)n 
d - - --'----'----. ---'---'----'-

a i- z 

_ (1+ 2)n(1+ 2- l) 
i-2 

_ 2 (1+ 2)n 
i- z 

différence positive ou négative selon que z est positif ou 
négalif. 

Ainsi : - Le prix cles terres est annitellement croissant ou 
décroissant, pendant la 71étiode de variation de la va lwr cle 
la rente, selon qii'il y a plus-value ou moins-value de la rente. 

·Comparant l'équation 

An _ z (1+ 2) 11 ( l+i)m-n _ (l+z)m-n d - --- X '--'---''---.,_.,_.,__ 
a - (1+i) 01-n i-2 

avec l' équation [11] 

An (1+ z)n 2(1+ z)0 (l+i) m-n _ ·(l+z)m-n 
a= i + i(I + i)m-11 X i-z ' 

soit 

An- . an z(1+ z)0 (l+i) m-n _ (1+ z)rn - n 
ai-(1+") - (l +i)m-11 X i-z 

on voit que 

A An = An i - (l+z)" . 
a a 

15 
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Gomme on peut s'en assurer facilement, celte formule est 

générale, et s'applique aux cas où z = i et où m = =. 
Ainsi : - La variation aniwelle clii prix cle la terre est 

égale à la clifférence cle l'inlérél clii capital fonàer, ctit tcmx 
coiirant clii revenit nel, et dii fermage. Celte circonstance est 

rationnell e. Le propriétaire foncier dont la terre augmente 
de valeur doit trouver dans celle augrn entation l'équivalent 
de ce qu'il perd sur le r evenn fo ncier; et celui dont la terre 

dirninue de valeur cloit trouver l' équivalent de cette climi

nution clans ce qu'il gagne sur le revenu foncier. 

L cl'ff. . ' d An ·t t li cl a I erence prem1ere a e an nu e quan n= 1n, 

on a alors 

soit 

Am i-(l+z)m = O 
Cl ' 

_a(1+ z)m. 
Am- . , 

1, 

ce qui doit etre , puisque, au moment où cesse la variati on 
de valeur de la rente, le prix de la terre reclevient une 

quantité constante égale au rapport clu fermage au taux clu 

revenu net. La droite horizontale 

An _ (l+z)m 
et i 

se substitue, à partir de ce moment, à la courbe 

15. Cornme on le voit, l'escompte des accroissements po

silifs ou négalifs du capitai foncier afférents aux accroisse-
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ments positifs ou nég~lifs du revenu foncier ne supprime 
pas complétement l'augmentation ou la diminution de valeur 
de la terre pendant la 'période de plus-value ou de moins
value. Cet escompte fait seulement qu'une partie de la va
riation totale se produit au moment de l'apparition de la 
plus-value ou de la moins-value, l'autre partie se pro
duisant d'année en année. C'est ce que la Fig. 1 va montrer 
tout-à-fait. 

Les trois courbes AM, A'M', A"l\1 11 correspondentrespec
tivement aux trois cas d'une plus-value de z = 0.05 , d'une 
plus-value de z = 0.01 et d'une rnoins-value de z = 0.01, 
devant durer pendant 10 ans, alors que le taux de l'intéret 
net est de i= 0.04-. 

La première a clone pour éq ua tion 

An _ 1.05° + 0.05 X 1.O5n 1.O4 10- n - 1.05 10- n 
a - 0.04 0.04 X 1.04 io- n X 0.04- 0.05 

Elle part d'une ordonnée OA = 37 .50, quand n =O , pour 
arriverà une ordonnée 10 1\1=40.72, quand n =10. L'effet 
de l'escompte des accroissements de capital foncier a été de 
la substituer à la courbe IM. 

La seconde a pour équation 

An 1.01 n 0.01 X 1.01 n 1.04 I0- n _ 1.O1 10-n 
a = 0.04 + 0.04 X 1.04 to-n X 0.04- 0.01 

Elle part d'une orclonnée OA' = 27.11, quancl n = O, pour 
arriverà un e ordonnée 101\1'= 27.61, quand n= 10. L'effet • 
de l'escornpte a été de la substituer à la courbe 11\1' . . 

La troisième a pour équa tion 

An 0.99° 0.01 X O.9\:l 0 1.O4 IO- n - 0.99 10-n 
- - -- - ------ X--------
a - 0.04 0.04 X 1.04• 10- n 0.04 + 0.01 
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Elle part d'une ordonnée OA" = 23.05, quand n =O, pour 
arriver à une ol'donnée 10 M" = 22.6r, quand n = 10. L'effet 
de l'escompte a été de la substituer à la COl.lrbe IM". 

La courbe A"'M'" correspond au cas d'une plus-value de 

z =i= 0.04, devant durer pendant 10 ans. Elle a donc pour 

équation 

An 1.04n (10 ) 1 04 i a = 0.04 + - n . ,n- . 

Elle part d'une ordonnée OA1"= 34.61, quand n = O, pour 

arriver à une ordonnée 10M"'= 37, quand n= 10. L'effet 
de l'escompte a été de la substituer à la courbe IM"'. 

Les deux courbes A11• M1v, Av .Mv correspondent respective
ment aux deux cas d'une plus-value perpétuelle de z = 0.01 
et d'une moins-value perpétuelle de z = 0.01, le taux de 

l'intérèt net étant de i= 0.04. 
La première a donc pour équation 

An 1.01 ° 
a - 0.04- 0.01 · 

Elle part d'une ordonnée OA''' = 33.33, quand n =O, pour 
passer par une ordonnée 10M1v=36.82, quand n=10, et 

continuer à s'élever de plus en plus. 
La seconde .a pour équation 

An 0.99° 
a - o.o4+ 0.01 · 

Elle part d'une ordonnée OAv = 20, quand n =O, pour 
• passer par une ordonnée 10Mv = 18.08, quand n = 10, et 

continuer à s'abaisser de plus en plus. 

16. Nous avons la différence prernière .dA
0 

par l'équation a 

An _ z (1+z) 0 (1+i)m-n -(l+z)m-n 
.d --( ') X . a 1 + i m-ll i - z ' 
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t I d"ff • "' LI An+1 l' · f e a I erence prenuere -;-- par equa 10n 

_ z(1+i)(1+z)(1+z) 0 (1+i)m- (n+1 ) _ (1+z)m- (n+1) 
- (l+ i)m-n X i- Z 

Formant la différence seconde d 2 A n = d A n+ 1 
_ d An, 

a a a 
nous avons successivement 

~ An _ Z (1 + 2? _ (1 + i)m-n (1 + z)- (1 + z)m-n (1 +i) 
LI - - (l .) X . a + i m-n i-z . 

z(1+zr (l+i)m-n_(l+z)m-n 
- (1 .) X . + i m-n i-z 

z (1 + z) 0 [(1 +i)m-n ( l + z-1) - (1 + z)m-n (1 +i-1)] 
(1+ i)m-n i-z 

.:_ z (1+ z)0 z( t+ i)m-n - i(1+z)m-n 
- (1 ") X . + i m-n i-z 

Si z est positif et > i, celte différence sera positive ou 

négative selon qu'on aura 

soit 

(l+ z)m-n > z 
(l+ i)m-n < Ì' 
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l+ z> z 
(rn-n) log -

1
- . < log ""7, . + i i 

z 
log ""7 

m_:_n>< i 

1 +z log --
1 + i 

SÉP. 38 

Si z est positif et <i, elle sera positive ou négative 

selon q1,:' on aura 

soit 

Z (1 + i)m-n ~ i (1 + z) 01-n, 

i 
log -

> z 
rn- n < ., 

l 1 + i 
og 1+.z 

ce qui revient au mème. 
La différence seconde dont il s'agit es t nulle pour une 

valeur k de n, telle que l'on ait 

i 
log -

z 
m,-k=--

l+ i' 
]oa--

"' 1 +z 

quantité toujours posi ti ve. 
Dans le cas particulier où z = i, 

,d An = i (1n - n) (1 +i) 11 - 1 , 
a 

,d An+~ = i[m - (n+l)J(l+i)n, 
Cl 

[17] 
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,d2 A n = i [m -(n+ 1)] (1 +i)n -i (m -n) (1 +i)°-1 
a . 

==i(rn-n) (1+i)n-1 (1+i) -i(l+i)n-i(m-n) (1+i)n-1 

= i (m- n) (1 +i)n-l (1 +i-1) - i (1 +i)n 

= i2 (m-n) (1 +i)n-1-i (1 +i)n, 

clifférence positive ou négative selon qu'on aura 

soit 

et nulle quancl on a 

i(m-n) ~ (1+i), , 

> 1+i 
m-n<-i-, 

1+i m - k=-.-, 
i 

quantité toujours positiYe. 

[18] 

Ainsi : - En cas de plus-valiie temporaire, les cmgmen
la.tions ci.nnuelles du prix de la terre, meme si elles sont 
d'abord croùsantes, sont toiijours clécroissantes à la fin de la 
période de pl·us-value. 

Si z est négatif, la clifférence clevient 

-z(1 - z)n -z(1+i)m-n _i(1-z)m-n 
') X . (1+2 m-n i+ Z 

Or cette différence est alors la différence de deux quantités 

négatives; le fait qu'elle est positive inclique clone que, de 
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ces deux quantités considérées abslraction faite de leurs 

. . 1 . , An +·I t . d 1 d ,, An s1gnes, a prem1ere d-- es mom re que a secon e LJ-. 
a a 

Ainsi : - En cas de rnoins-valite ternpora-irc, les dirninu
tions annuelles du prix de la /erre sont toiljours décroissantes 
pendant lcl période cle rnoins-value. 

Quand m = = , et que z est > O et < i, ou < O 

et> - 1, 

d A 0 = z (: +z)
0 

Cl i-z 

z élant pris avec le signe + ou le signe - selon les cas. 

Alors 

d An+_2 = Z (1 :-f- z)0 +1 

Cl i-z 

d 2 An = z(1 + z) 0
~

1 - z(1+z)0 

a i-z 

_ z(1+ z) 0 (1+z-1) 
i-z 

différence toujours positive. 
Ainsi : - En cas cle plus-value 1Jerpétuelle, les augrnen

tations annuelles clu prix cle . la terre sont toujoiws croissantes. 
En cas de rnoins-value perpétuelle, les climinu.tions anniielles 
du prix de la terre sont toujours clécroissantes. 

Comparant l' équation 

d
2 

A0 _ z (1+ z)0 z( l+i)m-n_i.(1+z)m-n 
a - (1 + i) m- n X i - z 

i1 



41 SÉP. THÉORIE MATHÉMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 22!) 

avec l'équation 

An _ z(1+z) 11 (1 +i) m-n -(1 + z)m-n 
.d- -( .) X . a 1+ i m-n i-z 

soit 

_z_(1_+_z)_n X ;_(1_+_iì~m_-_n_(~1_+_z~)m_-_n i-z (1 + z)n 
(1+i)m-n i-z 

_ ~ n [i(1+i)m-n_i(l+z)m-n ] 
_z(1 + ,-) (1+') e· ) -1 i m-n i-z 

~ z(1+z)11 z(1+i)m-Ìi_i(1+z) 01-n 
- (1+ i)m-n X i-z 

on voit que 

.d2 An ., An • (l ) - =o- i-z + z 11
, a Cl 

Celte circonstance est rationnelle : - L'accroissement aie 
le clécroissemenl cle la varialion annuelle clu prix cle la terre 
est égal à lei clifférence cle l'inlérét cle celle variation, au laux 
couranl du revenu nel, el de l'accroissernenl oii clii clécroisse
rnenl clii ferrnage. 

Cette différence seconde est mille quand n = k, et l' on a 

alors 

soit 

Ak . k 
.d - i-z(1+z) =O, 

a 

Ak z(1+z)k 
.d-= . 

a i 
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17. Si !'on exprirne géométriquement ces derniers résul
tats, on en tire les indications suivantes co~cernant la forme 
des courbes. 

La courbe AM, à partir d'un point qui a pour ordonnée 

0.05 
log 0.04 

k = 10 - --- = - 13.31, la courbe A'M', à partir d'un 
1.05 

log ~04 

point qui a pour ordonnée 
I 

0.01 
og 0.04 

k = 10---- =-37.36, la 
1.01 

log 1.04 

courbe A"'M"', à partir d'un point qui a pour ordonnée 

k 1.04 6 t = 10-
0

_
04 

= -1 , son concaves par rapport à l'axe 

horizonlal. Les points M, M', M"' sont des points de 
maximum. 

La courbe A"M" est toujours convexe. Le point M" est un 
point de minimum. 

Les courbes A"'M'", AvMv _ sont toujours convexes. 

IV 

Dii rachat des terres par l'Etctl. Formule d'amortissement 
dii prix cl'achat au moyen du fermage. 

18. Dans nos sociétés modernes qui sont, au point de vue 
économique, des sociétés progressives, c'est-à-dire qui sont 
des sociétés où le capita] s'accroìt et où la population aug
rnente, et dans lesquelles il y a plus-value de la rente, le 
prix cles terres est supérieur au rapport du fermage au taux 
du revenu net et est, en outre, toujours croissant. Par con-
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séquent, ce prix est celui non-seulement de la rente actuell e, 
mais de la rente future. J. Mi i! a clone tort de refuser et 
Gossen a clone raison d'accorder aux propriétaires un droit 
de propriété sur la plus-value de la rente qu'ils ont payée 
en achetant ]es terres. La seule chose qu'on pourrait leur 
conlester serait le droit à un e plus-value nouvelle qui vien
drait s'ajouter à la première. Voilà un point capitai qui es t 
réglé par nos analyses précédentes. On a beaucoup reproché 
aux paysans d'acheter des terres au moyen de capitaux em
pruntés à un taux d'intére t supérieur au taux du fermage. 
On voit clairement, par ce qui précède, que celte opération, 
effectuée dans de certaines conditions et lirnites, peut n'etre 

• pas mauvaise ~t peut meme etre bonne, gràce au phénomène 
de la plus-value de la rente. Il faut reconnaìtre que, sur bien 
des points, !es paysans savent mieux l'économie politique 
que !es ~conomisles et que !es gouvemants. P endant que les 
économistes discutent la queslion de savoir sur qui tombe 
l'impòt foncier, les paysans, quand ils acMtent des terres, 
se font produire leur estimation cadastrale et déduisent 
purement et simplement du prix d'achat la quote-part du 
capitai foncier afférente à l'impòt foncier. Et de meme, 
pendant que les économistes discutent la question de savoir 
si la rente a ou n'a pas de valeur, les paysans achètent les 
terres en raison non-seul ement de la valeur actuelle, mais 
de la valeur future de la rente. De là le prix relativern ent 
élevé des terres qui , pour le dire en passant, nous fournit 
un e confirmation expérimentale éclatante de notre théorie. 
Ìl y a grandement lieu de se demander si l'Etat ne pourrait 
pas, comme le croit Gossen, effectuer avec succès un e opé
ration qui réussit aux particuliers ~ mais, pour critiquer la 
théorie de Gossen, il convient de lui donner d'abord une 
forme analytiqu e tout-à-fait rigourense et générak 

Soit A le prix d'nne terre et le montant du capita! em-
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prunté pour l'achat, a le montant du fermage à recevoir à 

la fin de . la 1 ,. année, i le taux de l'intérét net, z le taux 

d'accroissement du fermage. 
Dans n années, un individu ayant ernprunté une somme 

A au taux de i, et ayant laissé !es intéréts de celte somme 
se capitaliser au méme taux, aura à son débit une somme de 

A (1 +i) 0
• 

Mais, à la mérne époque, cet individu, ayant acheté une 
terre dont le fermage initial est a et augrnente de z fois son 
montant chaque année, aura touché n ferrnages qui auront 
été respectivement de et, a(l+z), a(1+z)2 ... a(1+z)0

-
1• Et, 

s'il a piacé ces fermages à intéréts composés au taux de i, -
il aura à son crédit une somme' de 

et (1 + z)0 -
1 + a (1 + z)0

-
2 (1 +i)+ a (1 + z)11

-
3 (1 + i)•+ ... 

+ a(1+i) 0
-

1 

, [' (1 + i) (1 + i)2 (1 + i) 0-1] 
=a(l+z)n-l 1 + (t+ z) + (1+ z)2 + ··· + (1+ z)n-l · 

Nous avons vu (9) que la quantité entre crochets est une 
progression géométrique dont la somme est 

1 (1 +i) 0- (1 + z)0 

(1+ z)0 - 1 X i-z 
1 (1 + z)"-(1 +i) 0 

(1+ z)n- 1X z-i 

et qu'ainsi la somme obtenue est 

(l+i)11 -(1+z)11 

a . 
i- z 

Par conséquent, la somme restant due après n années 
écoulées est 

A. -A(1+ ')n (1+i)"-(1+ z)" n - l - (l ~---e--. --'----''-
i - z 

[19] 
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Quand z=i, l'équation [19] prend la forme indétenninée ~

Mais on trouve alors directement, en se reportant à la pro
gression dont la somme fournit le multiplicateur de a dans 

celte équation , 

An = A (1 +i)" - an (1 +i) 0
-

1• [20] 

Au moyen de la formule [19] on calculerait directement · 

telle ou tell e valeur de An des deux tableaux de Gossen (5). 
En procédant ainsi pour le second, de 1 O en 1 O ans, et 
le complétant jusqu'à 80 ans, alors que A = 100,000, 
a= 3333.33, i= 0.04 et z = 0.01, on trouve successive-

· rnerit pour 

n= o A11 = 100 000. »» 
1 100 666.66 
2 101326.66 
5 103 261.66 

10 106288.33 
20 111 232. »» 

30 113 723.33 
40 112 085.33 
50 103 775. »» 
60 84970.»» 
70 49 960.»» 

80 -9786.»» 

En comparant ces valeurs à celles qui figurent aussi dans 
le second tableau de Gossen, on remarquera quelques diffé
rences. Elles tiennent à ce que le mode arithmé1ique de 
èalcul de Gossen, appliqué d'ailleurs avec une approxima
tion rnédiocre, comporle des écarts qui vont en augmentant 
d'importance. Toutefois, celte circonstance n'a d'intéret 
qu'au point de vue pratique. Au point de vue théorique, 
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qui est le notre, le grand avantage qu'il y a à posséder une 
formule rigoureuse et générale consiste en ce qu'on peut la 

discuter et étudier airn3i sous toutes ses faces la question du 
rachat des terres par l'Etat. C'est ce que nous allons faire 
dans ce paragraphe et dans !es suivants. 

19. Pour rendre cette discussion tout-à-fait claire, il faut, 
dans la formule [19] 

A11 =A(l+i) 11 -a (1+i):=z(1+z)n, 

considérer A, a, i et z comrne dcs constantes et A11 com me 
une fonction exponen tielle de n. On peut alors représenter 
l'équalion par une co urbe rapportée à des coordonnées rec
tangulaires dont !es abscisses correspondront aux années 
écoulées depuis l'achat de la terre et !es ordonnées à la somme 
restant tlue à la fin de chaque année. En réalité, les sornmes 
dues élan t arrétées à la fin de chaque année, et !es intéréts 
se cornposant d'année en année, la courbe est discontinue. 
Nous subslituerons, dans la figure, à cetle courbe discontinue 
une courbe continue passant par !es points de variation an
nuelle. 

Ainsi l'équation 

1.0411 - 1.01 11 

A11 = 100,000 X 1.0411 
- 4000 X 0_04 _ 0.0l , 

correspondante au premier tableau de Gossen, serait repré
sentée par une courbe AN (Fig. 2); et l'équation 

A -100000 1 0411 - lO OOO 1.o4n-:- 1.0P 
n - X · 3 X 0.04-0.01 ' 

correspondante au second tableau, serait représentée par 
une courbe AN'. 

Dans le premier cas, où le ferrnage initial suffi l au paie-
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ment des inlérets, la somme empruntée diminuant par amor

tissement dès la 2° année, la courbe, horizontale jusqu 'à la 
fin de la 1 ,.. année, est décroissanle à partir de ce mom ent. 

Dans le second cas , où le fe rmage initial ne suffit pas au 
paiement des intérets, la somme empruntée augmentant par · 
emprunts nouveaux avant de dirninuer par amortissement, 

la courbe est successivement croissante et décroissante. Dans 
!es cleux cas, elle vient couper l'axe des années écoulées aux 

points N et N' . Il faut rechercher à quelles conditions il en 
est ainsi. D'une façon plus générale, il faut se poser ce pro
blème : - Rechercher dans quelles conclitions on peiit acheter 
des terres avec cles capif.aiix emprnnlés en fa isant l'ainortisse
ment cles ernprnnls au rnoyen clu ferrnage. La discussion de 
la formule [19], effectuée d'abord au point de vue des cir
constances qui perm ettent à A n de devenir nul , et ensuite 
au point de vue des circonstances qui font qu e An est im
médiatement décroissant , ou successivement croissant et 
décroissant, nous permeltra de déterminer ces conditions 
avec beaucoup plus de rigueur et de précision que ne l'a 

fait Gossen. 
20. Le point où la courbe coupe l'axe des années écou

Iées , correspondant au moment où l'amortissement est ter
miné après N années, es t donné par l'équation 

A (1 +it -ci (l + i)N.- (1 + z)N = O 
_ i - z 

d'où l'on tire successivement 
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A 
a 
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1- --( 1 + ") i'i 
1 + i 

z- z 

A . (1 + z)N a (i-z)=1- f+ i , 

( l+~)N= 1- A (i-z) 
1 + i a ' 

' 1+ z [ A . ] Nlo a -----:=loa 1 - -(i-z) 0 1+2 "' a ' 

log [1 - ! (i-z)] 
N=--------

1+ z 
log-1 + i 

SÉP. 48 

[21] 

Dans le cas parliculier où z = 1:, cette valeur prend la 

forme indélermin ée ~ . Mais, dans ce cas, la valeur de N 

pour laquellc An = O est donnée par l'équation 

A(1+i)N - aN(1+i)N-1 =O 

d'où l'on tire succesivem ent 

· A (1 +i)N = aN (1 +i)N-1 , 

A(1+i) = aN, 

N= A (1+ i) . 
a [22] 

21. Trois cas peuvent se présenter d'abord, suivant qu'on 

a z > i, z = i ou z < i. 
Dans le cas où z est > i, la quantité entre crochets au 
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numérateur du second membre de l'équation [21 J devient 

1 + A (z - i). Elle est positive et > 1. Son logarithme est 
a 

réel et positif. La quantité 
1

1 +~ est également positive et + i 
> 1. Son logarithme est également réel et positif. Par con

séquent, la valeur de N est toujours réelle et positive quand 
A et a sont eux-m ernes réels et positifs. 

Dans le cas où z = i, le second membre de l'équation [22], 

A (1 +i), est toujours réel et positif quand A et a sont eux
a 

memes réels et positifs. 

Ainsi : - Dans une sociélé où le taiix d'accroissernenl dii 
fermage égale oii siirpasse le laux de l'intérél net, on peiit 
acheter cles lerres à iin prix qiielconqiie en faisanl l'amorlis
seinenl cl?f prix cl'aclwl au moyen clii ferrna.ge. 

Il semhle que, dans ces deux cas, il n'y ait aucune con
dition à la possibilité d'acheter des terres avec des capitaux 

empnmtés en faisant l'arnortissernen t des emprnnts au 

rnoyen du fermage. Il y en a une cependant. La formule 
ne tient pas compte de la durée de l'accroissement du fer

rnage, ou, pour mieux dire, elle suppose l'accroissement in
défini. Il est clone essen tiel d'ajouter que lei clitrée cle l' ac
croisseinenl clii fernwge doil étre cm inoins égale aii nornbre 
d'années nécessaire poiir l'ciinortissemenl. 

Dans le cas où z est < i, pour que N soit réel, il faut 

que l'on ait 

1 - A (1:-z) >O ; 
(I. . 

ce qui donne la condition 

A(. 1 > - i-z), 
((. 

--~- _ _.__ 

16 

• I 



238 BULL. 

soit 
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a . A> i-z. 

SÉP. 50 

Et, pour que N soit positif, com me dans ce cas log 
1
1 + ~ +i 

est une quantité négative, il faut que log [ 1 - ! ( i-z)] 

soit aussi une quantité négative, c'est-à-dire qu'il faut que 
!'on ait 

1 - ! (i - z) < 1, 

soit 

- ! (i-z) < O, 

ce qui a toujours lieu du moment que i est > z. Par où 
l'on voit que, dans le cas dont il s'agit, si N est réel, il est 
en meme temps positif, et qu'ainsi : - Dans une société où 
le taux de l'intérét net surpasse le taux d'accroissement du 
fermage, on ne peut acheter des terres en faisanl l' amorlisse-· 
ment du prix d'achat att, moyen du fermage qii'à la condition 
que le taux du fermage initial soit sitpérieiir à la différence 
des deux aulres taux. Celte condition particulière s'ajoute 
ici à la condition générale, qui subsiste toujours, que la 
durée de l'accroissement du fermage soit au moins égale 
au nombre d'années nécessaire pour l'amortissement. On 
verra plus tard que ces conditions ne sont pas aussi natu
rellement remplies que le croit Gossen. 

Une confirmation des formules précédentes se trouve en 
supposant qu'il n'y ait pas de p-Ius-value de la rente, c'est
à-dire que z = O. L'équation [19] devient alors 
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A -A(l+ ')n _ (1+i)0 -1 n- i ci . , 
'1, 

et l'équation [21] devient 

A' 
log (1 - _ai) 

_ log a-log (a-Ai) N=-----
1 log (1 +i) 

log 1+i 

formules ordinaires de l'amortissement d'une somme A em
pruntée an taux de i et pour lequel on paie une annuité 
de a. La condition pour que N soit réel devient alors 

a > Ai; 

et, en effet, pour pouvoir amortir le prix d'achat d'une terre 
au moyen du fermage, sans accroissement de ce fermage, il 
faut hien que le montant du fermage constant soit supérieur 
au montant des intérèts du capitai emprunté pour l'achat, 
ou en d'autres termes, que le taux du fermage soit supérieur 
au taux de l'intérèt. La condition pour que N soit positif 
devient alors 

Ai --< O 
a ' 

ce qui a toujours lieu du moment que A et a sont des quan
tités positives. 

Enfin, z pourrait ètre négatif. En ce cas les deux équations 
[19] et [21] deviendraient 

An=A(1+i)n-a (1+i}n_~(1- z)n, 
'1, z 

log[1 - !(i+z)] 
N= -------

1-z 
log 1 +i 
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et l'inspection de ces formules fait assez voir à quelle con
dition l'amortissement est possible. Pour que N soit réel, il 

faut que !'on ait 

soit 

soit 

1 - A (i+ z,) > O, 
a 

A . ) 1 > -{i+z. , 
a 

Et pour que N soit positif, comme dans ce cas la quantité 

log l-~ est négative,ilfautquelaquantitélog[1~ A (i+z)] 
1 + i a · . 

sòit aussi négative, c'est-à-dire qu 'il faut que l'on ait 

1 -~ (i'+z) < 1, 
a 

soit 

A r· ---;; ,i+z) < O, 

ce qui a toujours lieu quand A et a sont positifs. Il s'ensuit 
que : - Dans une société où il y a diminuli'on et non accrois
semenl d·u fermage , on ne peut acheter des terres en f aisant 
l'amorlissement clu prix d'achat au rnoyen dii fermage qu'à 
la condition qiw le laux dii fennage initial soit su,périeiir à 

la somme dii taux de l'intérét net et du taux de la diminiition 
dii fer_mage. 
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V 

Dii rachat des lerres par l' Etat. Varùition de la somme 
due pendant la période d'amortissement. 

22. Après la question de savoir si l'amortissement au 

moyen du fermage est possible, c'est-à-dire si la courbe de 

la somme restant due en fonction des années écoulées coupe 
l'axe horizontal, une question très importante aussi est de 

savoir si la somme empruntée augmente par emprunts nou

veaux avant de diminuer par amortissement, c'est-à-dire si 

la courbe est croissante avant d'étre décroissante. Pour 

traiter celte question de la manière la plus complète, re
prenons l'équation [19] 

et faisons-y successivement n =O, 1, 2, 3 et 4; il viendra 
successi vem ent 

A0 =A, 

A1 = A ( 1 + i) - a , 

1 +Ci). '2 1 Ci) 2 

A _ A (l Ci) • ·~) _ ---'--~_i_;__+_i ___ ~_z_-_z 
2- +~i+i a . 

. 'l-Z 

= A (1 +2i+i2
) - a [2 + (i+z)], 

· A (1 +3i+3i2 + i0)-a [3+3 (i+z) + (i2+iz+z2
)], 

• 
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. 1 A • 6 °2 4 °3 04 1 4 6 2 4 3 ' A,=(H-4i+6i2+4i3+i')- a + 4-t+ i + i +i.- - z- z - z -z 
i-z 

= (1 ~i+6i2+4i3 + i')- a[ 4+6(i+ z)+4( i2+iz+z1 )+ (i'+i2z+iz2+z3
)]. 

Posons, pour plus de simplicité, 

il vient 

A0 =A, 

Ai= A (l+i)-a, 

A2 = A(1 +2i+i2)-a (2+a), 

A5 =A(1+3i+3i2 +i0
)- a(3+3a+p') , 

A/J.= A(l +4i+6i2 +4i0 +i1')-a(4+6a+4p'+y). 

Si on· se reporte à la loi du développernent du binome de 
Newton, celle du développement de notre formule devient 
évidente, et il est clair que, si on pose 

• 



• 

55 SÉP. THÉORIE MATHÉMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 243 

il vient 

A -A [i+!.:. ·+n(n-1) .2+n(n-1) (n-2) .5 + + ·n] 
n- l i l u) i l u) , i ... i ,.., ,,., 8 

_ f.!!:_+n(n-1) --+-n(n- 1)(n-2)fJ+ +] 
a . 1 1.2 a 1.2.3 ... x ' 

A -A[i+n+1 ·+(n +1)n ·i+(n+l)n(n-1) .5 + ·n+t] 
n+1- l i 1. 2 i 1. 2 _3 i + ... i 

[
n+ l +(n+1)n +(n+l)n(n-1) · ,] 

- a _-1- 1.2 a 1.2 .3 fJ+ ... +11, ' 

A -A[l n+2.+(n+2)(n+l) .• +(n+2)(n+ 1)n.5 +·n+2] 
n+2- +l i 1. 2 i 1, 2 _3 i+ ... i 

_ [n+!+(n +2)(n+1) +(n+2)(n +1)nfJ + ] 
a 1 , 1.2 a 1. 2.3 ... + fi ' 

A -A[l+n+ 3.+ (n+3)(n+2).2 + (n+ 3)(n+ 2)(n+1) .3 ·n+a] 
n+3- l i 1.2 i 1. 2.3 i + ... +i 

_ [ n-+:3 + (n+ ~n+ 2) + (n+3) (n+2) (n+1) fJ+ + ] 
a 1 1.2 a 1. 2.3 ... 11 • 

23. Cela posé, formons !es différences premières 

dA0=Ai-A0 , dAi= A2-Ai, dA,=A,-Ai, dA5=A4-A5 ... 

dAu=Au+1-An, dA.n +1=An+2- An+1, dAn+2=A0 +3-An+2, 
nous aurons 

dA0 =Ai-a, 
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di\.2 = A (i+2i2 + i5)-ct (1 +2a+ p'), 

dA. 5 = A (i+3i2 +3i5 +i11)-a (1 +3a+3p' +y) , 

[ 
n n(n - 1) . ] 

-a 1+ 1 a + 1.2 p' + ... +l, 

SÉP . 56 

_ [ · n+ 1 .2 (n+ 1)n .5 + ·n+2] dAn+-1-A i+ --1- i + 1.2 i ... + i 

[ 
n+ 1 (n+·J) n ] 

-a 1+ - 1- a+ 1.2 f3 + ... + fi , 

"A -A [ . + n+ ~ .2 + (n+2)(n+ ·l) .5 + ·a+a] 
LI n+2 - t 1 t 1.2 t ••• i 

[ 1 n+2 +(n+2)(n+1) R + ] 
- a + - 1- a · 1.2 t' .•• + •v . 

Pour que, dès le début, !es différences premières ne soient 
pas positives, il faut gue ]'on n'ait pas 

A1 - A0 = d A0 =Ai-a> O, 

soit 

Et, en effet, il est évident que: - Si le laux de l'inlérét net 
est supérieur au laux initi·al du fermage, la somme emprunlée 
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pour l'achat de la terre doit ciugmenler par em.pnmls noii
veaiix avant de diminiier par amortissement. 

Si, comme nous l'avons fait (19)_, on représente par un e 

courbe continue !es variations discontinues de la somme 

t t d d·t· . > a res an ue à la fin de chaqu e année, la con 1 10n i < A 

correspond à la double circonstance d'une courbe croissante 
ou d'une courbe décroissante à son point de départ A. La 

condition i = _; correspond à la circonstance d'une courhe 

cessant d' etre croissante pour devenir décroissante à son 
point de départ, c'est-à-dire à la circonstance d'un point de 
maximum en A, comme cela a lieu dans le cas de la courbe 
AN (Fig. 2) du 1 •r tableau de Gossen, où ci = 4 000 , 

A= 100 000, et où, par conséquent, 1 = p.04 = i. 

Si l'on veut qu'à un moment donné , la somme due cesse 
de s'accroitre, il fa ut poser généralernent 

dA 11 = 0, 

soit 

A[ . .!!._ .2 + n(n - 1) -3 + + •n+l] 
l + l i 1.2 i ... i 

[ 
n n (n-1) ]-

- a 1+ 1 a+ l.2 fi' + ... +À -0, 

d'où l'on tire successivement 

·1 .!.'!:.. + n(n- 1) R + + À + 1 a 1.2 t' .. . · 

A=a ------ - --------
. n ·e n(n-1).5+ ·n +-1 
i + 1 i + 1._2 i .. . i 
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1 n (. ) n (n-1) . . .) (. + ) +-1 i+z + '!) - (i2 +iz+z- + ... + i"+ ... zn 
1... I 

=a 
·+ ~ ·2+ n(n-1) ·o+ + ·n+1 
i 1 i 1.2 i ... i 

a[ · .:;+nt;l)a+n(n-;·~-~-2) µ+ ... +x] 
=-:- 1 + z --------- - -------

i 1+~. +n(n-1) .2 + + ·n 
. 1 2 1.2 i ... i 

_ a az (1 + i)" - (1 + z )11 

- -:- + . (1 ') X . i i +i n i- z 

_ a · i(t+i)0 - z (1+z) 11 

-i(1+i)0 X i- z 

24. On reconnait les équations [1] at [2] de prix normal 
dans lesquelles la durée de la plus-value m est remplacée 
par le nombre d'années n après lequel i'l n'y a plus <l'excé
<lant du moi;itant des intérets à payer sur le montant du fer
mage à recevoir. En y réfléchissant, on se convainc en effet 
que : - Le prùn normal d'une terre est celui qui, aug-menté 
des intéréts capitalisés et diminué des fermages capitalisés, se 
-trouve égal, quand fìnil la durée de la plus-value de la rente, 
-cm rapport dii fermage aii laiix dii revenu nel, de manière 
à ce qu'il n'y ait ni bènéfice ni perle à faire pour celui qui 
aurait acheté la terre lors de l'apparition de la plus-value et 
la revendrait lors de la cessation de cette plus-value. Et celte 
-considératfon aurait pu nous faire trouver d'une manière plus 
simple l'équation ci-dessus d'égalité du montant des intérets 
à celui du fermage, qui est aussi celle du prix normai. 

Au bout de m années, la somme due est 
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les intérets à payer s'élèvent donc alors à 

[
A (1 + i)m - a (1 + i)m_ - (1 + z)m] i; 

i-z 

tandis que, d'autre part, le fermage à recevoir s'élève alors à 

Pour qu'il n'y ait pas, à ce moment, accroissement de la 
somme due, ou pour que le prix soit prix normai, il faut 
que le fermage à recevoir suffise aux intérets à payer, ou que 

ou que, conformément à notre théorèma, 

Or, de cette équation, on tire l'équation [2] de la manière 
suivante: 
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25. Si !'on pose 

. n n(n-1) 
1 + T a + 1.2 µ + ... + i 

A=a -------- - -
: +!!'._·2+n(n-1) .o + + : n+ 1 
i 1 i 1.2 i ... i 

. n n(n-1) 
1+-1 a+ l ri) p'+ ... +l 

Cl · "" =-;-X----------
i (1 +i)n 

alors d An+-1 clevient 

. n n(n- 1) 
1+-1 a+ 1 0) fJ+ ... +l 

a ·"" 

SÉP. 60 

- X '(1 ')n+l i (1+i)n xi +i 

[
.1 ii + 1 + (n+ 1) n R + ] - a +-1- a 1.2 /-' + ... µ, 

_ [ n n(n-1) ] . 
_a _1+Ta+ 1. 2 p'+ ... +l (l+i) 

_ [ 1+n-±-..!_ +(n+1)nR+ +] - a 1 a 1.2 I-' ... µ, 

[1 1 n -(n+l) +n(n-1)-(n+1)n R+ 
=a - + 1 a 1.2 I-' .. ,-.ii 

. n . n(n-1) . ,·] 
+i+ 1 ai+ 1.2 p>i+ ... +~i 

[ 
n n(n-1) 

=a - a- 1 p' - 1.
2 

y- ... -µ, 

n · n(n -1) ] +(a- z)+ -y(p'- z2)+ 1.
2 

(y-z•)+ ... +(.ii-zn+1) 
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[ 
n n(n-1) - ] = - a z + - z2 + --- ~• + + zn+1 1 1.2 N ••• 

= - ClZ (1 + z)". 

Cetle quantité étant essentiellcment négative, quand z est 
positif, il s'ensuit, comme on pouvait le prévoir, que: -
Dès que la somme due ci cessé d'augmenler par empritnls 
no_uveaux', elle commence à diminuer par amortissement. 

26. Formons maintenant les différences secondes ,:PA0 

= (A2 -At) - (A1 -A0), d 2A1 = (A5-A2) - (A2, A1), 
d 2A2 = (A4 - A5) - (Ao-A2) ... L12An = (An+2-An.:i--1) 
- (An+t -An), d 2An+1 = (An":f-3-An+2) - (An+2-An+1) , 
nous aurons 

d 2A0 = Ai2 
- eta, 

d 2A1 = A (i2 +i0)-a (a+{J), 

.1/2An = A [i2 + ~ io + ~i;.2 1) i''+ ... + in+2] 

[ 
n n(n ~ 1) ] 

-a a+-yfJ+ 1.2 y+ ... + fi, 

[ 
n+ 1 (n+1)n ] 

-a IX+ -
1

- {J + '1, 2 Y + ... + 1' • 

Pour que, dès le début, )es différences premières, étant 
d'ailleurs positives, ne soient pas croissantes, c'est-à-dire 
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pour que les différences secondes ne soient pas positives, 
il faut que l'on n'ait pas 

soit 

Ainsi : - Si le taux de l'intérét net est supérieur au rapport 
de l'accroissement initial du fermage à l'excédant initial des 
intéréts à payer su,r le fermage à recevoir, les augmentations 
annuelles de la somme due sont croissantes a,vant cl' étre dé
croissantes. 

Si, comme nous l'avons f11it (19), on représente par une 
courbe continue les variations discontinues de la somme 

restant due à la fin de chaque année, la condition i>< A ~z 
i-a 

correspond à la double circonstance d'une courbe convexe 
ou concave par rapport à l'axe horizontal à son point de 

départ A. ,La condition i = A ~z correspond à la cir-
i- a 

constance d'une courbe cessant d'etre convexe pour devenir 
concave par rapport à l'axe horizontal à son point de départ, 
c'est-à-dire à la circonstance d'un point d'inflexion en A. 
C'est ce qui a lieu quand on pose 

Ai2 =a(i+ z), 

et qu'on en tirè 

i+ z 
A= a-.2-, 1, 

comme le fait Gossen pour obtenir son prix limite (4). Ainsi 
la condition posée par Gossen « que l'Etat ne se trouve pas 
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en perte (wenn des Staal keinen Schaden haben soll) pour la:. 
première année » ne signifie pas , comme on aurait pu le
croire , « qu'il n'y ait pas d'excédant de la somme due la. 
2• année sur la somme due la 1 ,. année, » ce qui implique
rait que 

a 
A=-:-, 

i 

com me dans le cas de son 1 ., tableau et de la courbe AN , 
mais bien « que l'excédant ne soit pas plus grand pour la 

seconde année que pour la première, ou, pour mieux dire. 
que ces deux excédants soient égaux. » Ce prix limite de 

i+z a az , 
Gossen A = a T = Ì + Ì2 n est pas non plus le prix 

1 
A= a-. - auquel l'amortissement devient impossible et 

i-z 

pour lequel la courbe ne vient plus couper l'axe horizontaL 

C'est le prix pour lequel !es excédants cessent de croitre
et commencent à décroitre. Si Gossen avait appliqué ri

goureusement sa condition dans son 2• tableau, il aurait dù 

su pposer ! = 
0

·
0t_6

4
~·

01 
=31 .25, et en faisant A= 100 000· 

f · 100 OOO 3 0)00 Al ·1 ·t 1 b aire a= 
31 

_
25 

= .,, . ors 1 aurai eu a cour e-

AN" au lieu de la courbe AN' qu'il a eue en supposant. 

lOOOOO 3 333 33 L ., b . ·t a = 
30 

= . . a prem1ere cour e aura1 eu son 

point d'inflexion en A et son point de maximum en M" ,. 
tandis que la seconde a son point d'inflexion en K' et son 
point de maximum en M'. 

Si l'on voulait qu'à un moment donné l'excédant cessat de.
s'accroitre, il faudrait poser généralement 

d 2An=0, 
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soit 

L. WALRAS 

A[ .. n .- n(n-1) .1 • +"] 
i- + T i • + -1. 2 ~ i , + ... + in " 

SÉP . 64 

[
. n n(n- 1) J _ 

- a a + T fJ + 1.2 l' + ... + ,ll _ O, 

d'où l'on tirerait snccessivement 

n n(n - 1) 
a + T fl + 1.2 y + ... + ,,i 

A=a ------------
.2 + n .5 + n(n - 1) ·1, + -11 +~ 

i 1 i 1.~ i . .. i 

(i+z) + i (i2+ iz+ z2)-t:: nin.~l )(i'+ i2z+ iz2+ z'J+ .. .+(in +1+ .. .+zn +1) 
= a---------------------

11 . n (n-1 ) 
i2+- za+--i' + + in +1 1 1.2 ... 

n n(n-1) , 

[ 

1+ -1 a+ l "' fl+ ... +J.] a z . .z =-,- 1 +-,- X-------------
i i 1 +.!!:_ ·+ n(n-1) .2 + + ·n 1 i 1. 2 i . .. 1, 

[ 

n n(n - 1) l · · -1 + _ 1_0_ a + ··· + x a z -~ =-,- 1+-,- l+ z 
t i [ 1 + ~ . + n ( n --1) , + + ." l 

1 i 1.2 i ... i 
. . 

_ a az az2 (1 +i)" - (1 + z)° - -;- + --:. + ·• (1 + .) . X . i i - i- i" i -z, 

µ 
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27. Cette équation est dans un rapport intéressant avec 

la précéclente relative aux différences premières. 

Supposons d'abord deux prix d'achat, l'un A tel que la 

,clifférence première soit nulle après n années, conformément 
à l'équation 

. A_!!:.._ + az . (1 + i)n - (:I +zt 
- i i(l+i) 11 X i-z 

€t l'autre A' tel que ce soit la différence seconde qui soit 

~rnlle après n années, conformément à l'équalion 

A'- a az + az" (l+il- (l+ z)11
• 

- -=- + -:;; ·o ( l + .) X , , i i- i- i 11 i -z 

-011 voit tout de suite que 

formule curieuse mais qu'il n'importe pas d'approfondir ici. 

Supposons à présent un seul et meme prix d'achat te! qu e 
la différence première soit null e après m années, conformé

ment à l' équation 

a i(l+i)m-z (l+z)• 1 

A= .( .)X . 
i l+z • 1 i-z 

-et que la différence seconde soit nulle après k années, con

formément à l'équation 

a i' (l+i)l' -zi (l+z)k 
A= •o (l+ ')k X • i- t i - z 

On a, 
1
dans ces conditions, 

a i (1+ i)m-z(1+z)m 
i(t+ iJm X i-z 

Ct i2 (1+i)k- z2 (1+z)k 
i2 (1+i)~ X i- z ' 

17 
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i(1+i)m-z(1+z)m _ i2 (1+i)k- z2 (1+z)k 
(1 +i)m · i (1 +i)k 

i (1 + z)m-k = z. (1 +i)m-k, 

i_= (1 +i)m-k 
1 z 'I +z 

. 1 + i i 
(m-k)log 1+ =log-, z z 

i 
log-

z 
m-k=---- : 

1 +i 
log 1 + z 

- SÉP. 6(-5. 

d'où il suit que : - Le nombre cl'ctnnées qiti s'écoule depitis 
le moment où l'excédant des intéréls à payer sur les fermages 
4 recevoir cesse de s'accroitre jusqu'à celui où il devient nitl 
ne dépend que du taux de l'intérét net et du taitx cl'accrois
sem.ent du fermage. Autrement dit, la distance horizontale du 
point d'inflexion au point de maximum des courbes est la 
meme quel que soit le rapport du prix d'achat au fermage· 
initial. Dans les deux courbes AN', AN", cette distance 

I 0.04 
og 0.01 

k'm' = ON est de --- = 47 .36. 
I 1.04 
og 11>1 

Cette distance m - k du point d'inflexion au point de 
maximum dans !es courbes AN, AN', AN" de la Fig. 2 est, 
comme on voit, la meme que la distance m - k du point 
d'inflexion au point de maximum dans les courbes AM, A'M\ 
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A"'Mm de la Fig. 1. Celte circonstance met dores et déjà 

en évidence l'identité cles courbes d'amortissement et des 
courbes de variation clu prix normai; mais nous Iaisserons 
cette iclentité de c6té pour y revenir clans un instant. 

28. Si l'on pose 

n n(n-1) 
a+ T fJ + 1.2 r + ··· + µ, 

A=a-----------
·2 +.!!'.. ·3+n (n-l) ·4+ + ·n+2 

i 1 i 1.2 i ... i 

n n(n-1) a+--:-1 {J + 1 Ci) r+ ... +,ii 
a . "' 

=-:.X-----------
i- (1+i)° 

alors Li2 A11 +1 clevient 

n n(n-1) . 
a+ -1 {J + 1 Ci) ì' + ... + fi 

a ·"" -:- X--------- Xi2 (1+i)0 +1 

i
2 (1 +i) 0 

_ · [ n +_!_ {J + (n+ 1) n + + ] a a.+ 1 1.2 ì' ... v 

[ 
n n (n-1) ] . 

= a a+-rfl + 1.2 r+ ... +ri (l+i) 

[ 
n+ 1 (n+l)n 1 

- a a+ -- {J + 0 y + ... + v J 
1 1. ... 

[ 
n-(n+1) n(n-1)-(n+1)n + 

=a a-a+ 1 {J + 1.2 ì' ... - v 

. n . n(n-1) . ·] + m + - {li+ 2 yi + ... +µi 
1 1. 
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[ 
n n(n-1) 

=a -{J--y- l v) rJ- ... -11 
1 ·-" 

n . n (n - 1) +9)] + ({J- z2
) + - (y- z0

) + O) (rJ-z4
) + ... + (1,-zn ~ 

1 1.-" 

[

a n. n(n-1) 4 +9] - - a ~- + - ~o+ ___;___.......:... Z . + + zD ~ - - 1 "' 1.2 ... 

Cette quantité étant essentiellement négative quand z est 
positif, il s'ensuit que : - Dès que l'excéclant cles intéréts à 
payer sur les fermages à rccevoir a cessé cle croitre, il com
mence à décroitre. 

VI 

lmpossibilité cle l'amorlissement en cas de prix normal. 

29. La discussion de la formule [19] de la somme restant 
due en fonction des années écoulées 

A -A(l ' .)0 (1+i)n-(1+z)n 
n - , i -a . 

i-z 

nous a fait reconnaitre certaines condilions de rapport entre 
A et a pour que l'amortissement du prix d'achat au moyen 
du fermage soit possible. Et, d'autre part, la discussion de 
la formule [1 J ou [2] 

A-!!_+ az (l+i)m - (l+z)m 
- i i (1 + i) 01 X i - z 

_ et i(1+i)m - z (1+z)m 
-i (l+i)mx i - z 
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a mis en évidence certaines conditions de rapport entre A 
et a quand le prix est prix normai. Il s'agit de savoir si ces 
dernières conditions permettent aux premières cl 'etre fré
quemment et facilement remplies. Or, au premier coup cl 'mil, 
on voit qu'il n'en est pas ainsi. 

« Dans ime société où l·e taux de l'intéret net surpasse le 
taux d'accroissement du fermage, c'est-à-dire dans le cas de 
z positif et < i, on ne peut acheter des terres en faisant 
l'amortissement du prix d'achat au rnoyen du fermage qu'à 
la condition que le taux du fermage initial soit supérieur à 

la différ ence des deux autres taux (21), » soit si l'on a 

Mais, d'autre part, « En cas de plus-value perpétuelle de la 
· rente , et quand le taux de la plus-value est inférieur au 

, 1 taux du revenu net, le taux du fermage qui résulte du prix 
normai est égal à la différence du taux du revenu net et du 
taux de la plus-value (11 ), » soit 

« Dans une société où il y a diminution et non accroisse
ment du fermage, c'est-à-dire dans le cas de z négatif, on ne 
peut acheter des ' terres en faisant l'amortissement du prix 
d'achat au moyen du fermage qu'à la condition que le taux 
du fermage initial soit supérieur à la somme du taux de 
l'intéret net et du taux de la diminution du fermage (21), » 

soit si l'on a 

Mais, d'autre part, « En cas de moins-value perpétuelle de 
la r ente, le taux du fermage qui résulte du prix normai est 
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égal à la somme du taux du revenu net et du taux de la 

rnoins-value (11 ), » soit 

Il y a donc contradiction entre .!es _conditions d'amortisse
ment du prix d'achat au moyen du fermage et les conditions 
de prix normal dans le cas de plus-value perpétuelle quand 
le taux de la plus-value est inférieur au taux de l'intérét et 
dans le cas de moins-value perpétuelle. Quant au cas de plus
value perpétuelle quand le taux de la plus-value est supé
rieur au taux de l'intérét, le prix normal étant alors infini, il 
ne· saurait y avoir d'amortissement. Par conséquent: - Quancl 
on paie le prix normal, il est impossible cle fa ire l' amortisse
ment du prix d'achat au moyen dit fermage ni dans le cas de 
plus-valite ni dans celiti de moins-11alue perpétuelle. Restent 
!es cas de plus-value et de moins-value temporaire ; mais il 
est facile de faire voir, par une démonstration générale vrai
ment remarquable, que, dans ces cas aussi, il est impo;sible 
de faire l'amortissement du prix d'achat au moyen du fer
mage quand on paie le prix normai. 

30. Soit une terre dont le fermage initial a est susceptible 
de s'accroitre de z fois son montant par an pendant m an
nées, qui a été achetée au moyen d'une somme empruntée 
au taux courant de i, et qui a été payée au prix normal. 
La somme. due, en principal et intéréts, au bout de n années 
de plus-value, est, conformément à la formule [19], 

An = A(1+i)"-a (1+i)~ - (1+z)" 
i-z 

A, prix normal, est donné par l'équation [2] 
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-Or, en portant celte valeur de A dans l' équation précédente, 

il vient successivement 

A _ [ a i (1 + i)m - z (1 + z)m] (l + ') n 
n - · (l ') X . i i + im i-z , _ 

(1 + i)0 
- (1 + z)0 

-a . 
i-z 

_ [ i (1+1') m+n_ z(1+zr(1+i)0 (1+ i)° - (1+z)n] 
-Cl i (1+i)m(i-z) - i-z 

_ i (1 +i)m (1+z)n - z (1+ z)m (1+i)TT 
_ (l i (1+i)m (i - z) 

. i (1+ i)m-n - z (1+z)m- n = a(1+i)n (l+z)n X i(l+ i)m (i - z) 

_ a (1+ z)0 i(1+ i)m- n_z (1+z)m- n 
- . (1 ') X . . i + i m- n i - Z 

soit 

An _ (1+ z) 0 i (1+i) m- • - z (1+ z)m-n 
a - i (l+ i)m--n X i .:.._z 

On reconna'ìt l'équation [ 12] de variation du prix normal 

en fonction des années écoulées depuis l'apparition de la 

plus-value. Ainsi, pendant toute la durée de la plus-value, 
l'acheteur dont nous étudions la situation doit , à chaque 

instant, une somme précisément égale , en principal et 
intérets , au prix norma] de la terre. P endant toute cette 

période, le fe rmage de la terre, qui est de et (1 + z)0
, 

ne suffit pas à payer les intérets annuels de la somme 
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. ,. , , a (1+z)n i(l+i)m-11 -z(l+z)m-n 
due, qm s elevent a (1+i)m - n X i_ z 

a (l+ z)n z (1+ i)m-n_(1+ z)m-n 
=a (1+ z)n + (l ') X . , et cette + i m-n i- Z 

somme due augmente en conséquence; mais, en raison de la 

plus-value restant à courir, le prix norma] de la terre aug

rnente d'une somme précisément égale (14) . 

Si, dans l'équation précédente, on fait n = m, il vient 

soit 

Am _ (1+z)m 
a i 

Et si on avait pris la somme due, en principal et intérets, au 

bout de m années de plus-value, 

et qu'on eut porté dans celte équation la valeur de A, prix 
normai, fournie par l'équation [2] 

il serait venu, par une série de transformations qu 'il est inu
tile de reproduire, 

soit 

Am _ (1+z):11 a: ---i- . 
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Ainsi, au bout des m années de plus-value, l'acheteur doit , 

en principal et intérets, une somme Am = à ( 1 '. z )m dont l'in-
i 

t éret annue] est a (1 + zt, et il possède une terre dont 
le fermage, désormais constant, est a (1 + z)m, et qui vaut 

a(1+ z)m f ' Am = . . Le ermage de la terre suftira alors exac-
i . 

tement à payer les intérets annuels de la somme due, à m0ins 
que l'acheteur, voulant liquider son opération, ne vende sa 
terre pour rembourser ce qu'il doit, sans bénéfice ni perte. 

Dans le cas particulier où z = i, la somme due, en princi
pal et intérets, au boul de n années de plus-value, est , 
conformément à la formul e [20], 

A, prix norma], est donné par l' équation [5] 

Or, en portant cette valeur de A dans l'équation ptécédente, 
il vient successivement 

soit 

A [ a ma ] 1 .) . 1 
.' n = Ì + l+Ì ( + i 11

- an(i+i)n-· 

= a (j ~ i? + ma (1 +i)11-'l - an (1 +i) 11 - 1 

i 

a (1+ i)11 = . + (m- n) a (1+i) 11 -
1 

i 

A (1+ i) 11 
• 

_n = -.- + (m - n) (l+i)"-1 , 
a i 

3 '· 
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ce qui est bien, pour ce cas particulier, l' équation [14] de 

variation du prix normai en fonction des années écoulées 

depuis l'apparition de la plus-value. 
Si, dans cette équation, on fait n = m,, il vient 

soit 

Am _ (1 + i) 01 

a i 

Et si on avait pris la somme due, en principal et intérets, au 

bout de m années de plus-value, 

et qu'on eut porté dans cette équation la valeur de A, prix 

normai, fournie par l'équation [5] 

A=-!· ma 
i + 1+ì' 

il serait venu 

soit 

Am _ a (1 + i) 01 

a i 

Ce cas particulier rentre donc dans le cas général. Et, par 
conséquent: - Quand on paie le JJrix normal, il esl impos
sible de (aire l'aniortissement du. prix cl' achat aii moyen dii 
fermage ni clans le cas cle plus-value ni clans celiti de moins
value temporaire. 
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31. Et pourtant, nous avions trouvé que « Dans une so
ciété où le taux d'accroissement du fermage égale ou sur
passe le taux de l'intéret net , c'est-à-dire dans le cas de z 

positif et égal à i ou > i, on pouvait acheter des terres à un 
prix'quelconque en faisant l'amortissernent du prix d'achat au 
rnoyen du fermage (2! 1). » Sans doute, mais nous avions in
troduit pourtant cette seule et unique restriction que toute
fois « La durée de l'accroissement du fermage, soit rn, devait 
etre au moins égale au nombre d'années nécessaire pour l'a
mortissement, soit à N. » Or, précisément, cette condition ne 
saurait etre remplie en cas de prix normal; car on a, d'une 
part, en vertu de l'équation [21], 

N = log [ 1 - ¾ ( i - z)] 
1+ z 

log 1 + Ì 

et, d'autre part, en résolvant par rapport à rn l'équation [2], 
on a successivement 

_ a i ( 1 + i) m - z ( 1 + z ?' 
A- . ( .) x . 

i l+i m i - Z 

_ _ a_ . i (1 +i)m - z (1+z)111 a [ _ z (.!...± z)m] 
- . X . (1 ') - . 1 . 1 . ' i - z i +im i - z i + i 

A . z (1 + z)m - (i - z) = 1 - --,- - . 
a i 1 + i ' 

z (1 + z) 111 A . 
Ì 1+ì =1-a(i-z), 

- . =- 1--(i - z) , (
1 + z)m i [ A . ] 
l+ i z a. 
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1 + z i l [ A(' )] m log -
1 
-. = log - + og 1 - - i - z , .. + i z a 

. [ A ·1 log -;- + log 1 - a (i- z) _ 
rn= 

On a donc -

1+ z 
log 1 + i 

i 
log

z 
N-rn=----

1+ z 
log 1 + i 

i 
log-

z 

1 + i log--
1+ z 

SÉP'. 76 

[23] 

Or cette différence est nécessairement positive, puisque, soit 

que i soit ~ z, le numérateur et le dénominateur de la pre

mière fraction seront toujours de signe contraire, et le numé
rateur et le dénominateur de la seconde fraction toujours de 
mème signe. Ce qui revient à dire que N est toujours > rn. 

Dans le cas particulier où z = i, on a, d'une part, en vertu 
de l'équation [22] 

A ( . 
N = a l+i); 

et, d'autre part, en résolvant par rapport à m l'équation [5], 
on a successivement 

A -!!:...+ rna 
- i 1+i' 

Ai (1 +i)= a (1 + i) + mai, 

mai = (Ai- a) (1 +i), 
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_ (Ai - a) (1 + i) _ Ai (1 + i) a (1 + i) 
m,_ . - . 

ai ai ai 

= ! (1 + i) -
1 + j . [24 J 

a i 

On a donc 

Or cette différence est nécessairement positive. Ce qui revient 
à dire que, clans ce cas encore, N est toujours > m. 

En comparant la différence N - rn avec la différence 

rn - k telle que nous l'avons rencontrée déjà à deux reprises 

(16 et 27), nous voyons que 

N-m=rn-k; 

d'où il suit que : - Le nombre d'années cle plus-valiie cle la 
renle qu'il (aiiclrail ajou.ter aii nombre existcmt, en cas cle pliis
valiie temporctire, poitr que. l'aniorlissement du prix d'achat aii 
moyen du fermage fùl possible, ne clépend que du laux de l'in
térét nel et dii taiix cl' accroissement clu fermage el est, en oiilre, 
précisémenl égal à celibi qiii s' écoible clepiiis le momenl où l'ex
céclant cles intéréts à payer sw· les fennages à recevoir cesse cle 
s'accroitre jiisqii'à celui où il devienl nul. 

32. Il faut nous arreter un instant sur le fait, déjà pres

senti plus haut et qui vient de se manifester complétement 

tout à l'heure, de l'identité de la courbe de variation du prix 
normai de la terre durant la période de variation du prix de 
la rente et de la courbe d'amortissement du prix d'achat de 

la terre au rnoyen du fermage. 
Po1Jr en bien saisir tous les détails, prenons les courbes de 

la Fig. 2, AN, AN', AN", clonnant la somme restant due à la 

fin de chaque année exprimée en unités numéraires suivant 
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le mode adopté par Gossen, et transformons-les en les cour

bes de la Fig. 3, AN, A'N', A"N" , donnant la meme somme 

exprimée en capitaux pour un de fermage initial suivant le 

mode adopté par nous pour les courbes de variation du 

prix normal. 
Ainsi, la courbe AN de la Fig. 2, dont l'équation est 

1.04n - 1.01n 
An = 100000x 1.04n-4000 X 

0
_
04

_
0

_01 , 

deviendra la courbe AN de la Fig. 3, dont l'équation est 

An - 05 1 04n - 1.04n - 1.01 n 
a - ~ X . 0.04-0.01 

La courbe AN' de la Fig. 2, dont l'équation est 

· 1.04n - 1.01 n 
. An = 100 000 X 1.04n - 3 333.33 X 0.04 _ 0.01 , 

deviendra la courbe A'N' de la Fig. 3, dont l'équation est 

An - 30 X 1 04n - 1.04n - 1.0ln 
et - • 0.04-0.01 

La courbe AN" de la Fig. 2~ dont l' équation est 

1.04n - 1.01n 
An= 100000 X 1.04n_ 3200 X 0.04 -0.0l , 

deviendra la courbe A"N" de la Fig. 3, dont l'équation est 

Gomme on le voit, toutes ces courbes sont form ées par la 

différence de trois courhes AP, A'P', A"P", r eprésentant le 

rnontant du prix de la terre augrnenté des intérets capitalisés 
en fonction des années écoulées, et dont les équations :;ont 
respectivement 



79 SÉP . THÉORIE MATHÉMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL . 267 

et d'une courbe unique OP, représentant le montant des fer

mages capitalisés en fonction des années écoulées, et dont 

l' équation est 

1.04n - 1.01 n 
,; y = 0.04-0.01 . 

C'est ainsi, par exemple, que l'abscisse ON= 47 .36 du point 

N d'intersection de la courb e AN avec l'axe horizontal, cor

respondant , au point P cl'interseclion de la courbe AP avec 

la courbe OP, est cl éterminée par l'équation 

OP - OP = 25 x 1.04 47
·
36 

1.04 47.36 - 1.01 47,36 ------ -- =o. 
0.04- 0.01 

Celte prernière transform ation opérée, pour faire appa

raìtre aux yeux l 'iclentité générique de ces courbes AN, 
A'N', A"N" de la Fig. 3 avec !es courb es AM, A'M', A"M" 
de la Fig. 1, prenons ces dernières et ramenons-les purement 

et simplement à l'échelle des précédentes en !es transportant 

dans la Fig. 3. Elles y devienclront !es courbes cqi, a'µ, ', a\u". 

Si ces courbes étaient continuées pour les valeurs de la va

riable n inférieures à zéro et supérieures à rn , valeurs que 

nous n'avons pas considérées jusqu'ici, elles auraient la 

forme des courbes AN, A'N', A"M" . C'est ainsi, par exem

ple, que la courbe cc',u' , dans l'équation de laquelle i et z 

ont !es memes valeurs que dans !es équations des courbes. 

AN, A'N', A"N", deviendrait la courbe a',ti'v', courbe cou

pant l'axe horizontal en un point ·v' fourni, conformément à 

la formule [21] , par l'équation · 

7 36 
_ log [1 - 27.1 1 (0.04 -Ù.01)] . 

5 . - 1.0J 
logf]4 
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La transformation de formul e opérée plus haut explique 
comrnent cette courbe a'µ,'v' peut avoir l'équation suivante : 

An - 0711 10411_ 1.04n - ~0ln 
Cl - ~ • X . 0.04 - 0.01 ' 

analogue à celles ci-dessus des courbes AN, A'N', A"N" et 
résultant de la diffé rence des deux courbes 

et 

y = 27.11 X 1.04 11 

1.0411 - 1.01 n 

V= 0.04 - 0.01 ; 

_et comment ces courbes AN , A'N', A"N" peuvent avoir les 
équations suivantes : 

A0 1.010 0.01 X 1.0 l11 1.040-n - 1.0.1 O-n 

a= 0.04 + 0.04 X 1.04°- n X 0.04 - 0.01 

A11 1.0P 0.01 X 0.01 ° 1.04 31 -30-n_ 1.0!31.so-n 
a= 0.04 + 0.04 X 1.0431-BO- n X 0.04 -- 0.01 

An 1.01 11 0.01 X 1.01 11 1.04 47·36- 11 - 1.0147 -36- n 
a= 0.04 + 0.04 x 1.04 •17.ilG- n X 0.04 - 0.01 

analogues à celle de la conrbe a'fi'v' (1 5), !es trois valeurs 
de 1n: U, 31.30 et 47.36 étant fournies respectivement , con
form ément à la fo rmul e [23], par !es équations 

l 0.01 

0 
_ log [l -25 (0.04-0.01)] og 0.04 _ . 
-

1 
O + - 47.36 - 47.36, 

l . 1 l. 0 J 
og 1.04 log 1.04 
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log[l - 30(0.04- 0.01)] log ~:~1 
31.30= 1.01 + 1.01- 78.66-47.36 

log 1.04 log 1.04 

log [1-31.25 (0.04-0.01 )] log ~-~~ 
47.36= 1.01 + 1:0~ _94.72-47.36, 

log 1.04 log 1.04 · 

lesquelles donnent, comme nous l'avons vu (31), le nombre 
d'années de plus-value pour lequel un prix est prix normai. 

Ainsi la courbe a' ft' ·v' serait courbe d'amortissement du 
prix d'achat dans le cas d'une terre payée à raison de 27 .11 
capitaux pour un de fermage initial alors que la durée de la 
plus-value de la rente serait non de 10 ans seulement mais 
de 57.36 ans au moins. Et inversement les courbes AN, A'N', 
A"N" seraient courbes de variation du prix normai dans le 
cas de terres payées à raison de 25, 30 et 31.25 capitaux pour 
un de ferrnage initial alors que la durée de la plus-value de 
la rente serait non de 47.36, 78.66 et 94.72 ans au moins, 
mais de O, 31.30 et 47.36 ans seulement. 

Les courbes de variation du prix normai de la terre durant 
la période de variation du prix de la rente et les courbes 
d'amortissement du prix d'achat de la terre au moyen du 
fermage devaient etre ainsi identiques, vu que, pas plus 
pendant les m années de plus-value qu'au bout de ces 
m années, l'acheteur d'une terre au prix normai ne doit 
faire •de bénéfice ni de perle, et que, par conséquent, pendant 
toute la durée de cette plus-value comme à la fin, la somme 
due en cas d'acbat avec des capitaux empruntés doit se con
fondre avec le prix normai de la terre. Quoi qu'il en soit, 
.cette identité des deux sortes de còurbes existant, il n'y a 

18 

•· I 
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pas à s'étonner si nous avons trouvé que, pour les unes 
et les autres, la distance du point d'inflexion K au point de 
maximum M était indépendante du rapport du prix rl'achat 

au fermage initial A et dépendante seulement du taux de 
a 

l'intéret net i et du taux d'accroissement du fermage z. Pour 
les unes et les autres aussi, celte rneme distance du point 
d'intlexion au point de maximum est égale à la distance du 
point de maximum M au p~int d'intersection avec l'axe hori
zontal N, en vertu de l'équation 

i 
log

z 
N - m == --- == m - k. 

1 +i 
. log 1 + z 

Ainsi, dans les courbes AN, A'N', A''N1
', a'ri'v', qui se rappor

tent toutes à un taux de l'intéret net de 0.04 et à un taux 
d'accroissement du fermage de 0.01, celte double distance, 
représentée par !es longueurs k'm', ON, d'une part, ON, 10v', 
m'N', NN", d'autre part, est toujours égale à 47.36. 

VII 

Critique de la théorie de Gossen. Possibili té de l'amortùsement 

grdce à l'élévation du taux d'accroissement du (ermage. 

33. Dans tous les cas, d'après ce qu·e nous avons vu, si on 
paie le prix normai, il est impossible de faire l'amortissement 
du prix d'achat d'une terre au moyen du fermage. Et il est 
bien clair, en effet, qu'il en doit etre ainsi puisqu'un te! amor
tissement constituerait un bénéfice et que le prix normai est 
celui qui ne permet ni bénéfice ni perte. On pouvait donc, 
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camme nous l'avons fait, annoncer cette conclusion a priori; 
mais il n'en était pas moins instructif de la développer. 

A cet égard, Gossen cite des faits et produit des chi:ffres 

qu'il emprunte, dit-il, à la réalité. A cela nous ferons l'obser
vation que voici. Pour . qu'un fait soit acquis -à la science, 

il faut qu'il soit à la fois réel et rationnel; il faut que, l'ob
servation et l'expérience constatant que ce fait existe et qu'il 
existe de telle ou telle façon, le raisonnement montre qu'il 
ne peut pas ne pas exister et qu'il ne peut pas exister d'une 
autre façon dans des conditions normales. Que si le raison
nement, d'une part, l'observation et l'expérience, d'autre 
part, se contredisent, il faut tacher de !es mettre d'accord 
si l'on veut élaborer la science du fait dont il 9'agit; mais 
le raisonnement n'est pas détruit par celte contradiction s'il 

est bon, car il est possible que ce soit le fait qui doive etre 
ou rectifié. ou expliqué par des circonstances exception
nelles. Nous croyons qu'il en est ainsi des faits allégués 
par Gossen. 

Son premier tableau, correspondant à la còurbe AN 
(Fig. 2), se rapporte à une terre donnant 4 ° / 0 de fermage 
avec une plus-value de 1 °lo alors que le taux de l'intéret net 

est à 4 °lo- Evidemment, il y a là quelque exception à signaler, 
car il est clair que des gens qui, toutes choses étant parfaite
ment égales d'ailleurs, ne feraient nulle différence entre deux 
capitaux dont un capitai à revenu constant et un capitai à 
revenu égal mais croissant d'année en année seraient à 

mettre aux Petites-Maisons. Le second tableau, correspon
dant à la courbe AN', se rapporte à une terre donnant 
3.33 °lo de fermage avec une plus-value de 1 °lo alors que 

le taux de l'intéret net est à 4 °lo- Eh bien, ce fait ne saurait 
etre considéré non plus comme un fait normai. Notre théorie 
établit d'une manière irréfragable, à ce qu'il nous semble, 
que la plus-value dont il s'agit ne saurait etre qu'une plus-
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value temporaire dont la durée m serait fournie, en vertu de 
la formule [23], par l'équation 

O 04, [ 100000 ] 
logolIT +log 1- 3333.33 (0.04-0.01) 

m = · = 31.30. 1.01 
log 1.04 

Et cette du~ée serait insuffisante pour un amortissement exi
geant un nombre d'années N fourni, en vertu de la formule 
[21], par l'équaf.ion 

[ 
100 000 ] log 1 - 3333 . 83 (0.04 - 0.01) _ 

N = 1.0l _ 78.66. 
log i .04 

D'après notre théorie, pour avoir une plus-value perpétuelle 
de l °lo, telle que Gossen semble la supposer, s( le taux de 
l'intéret net est à 4 ¼, il faut prendre une terre qui rap
porte 3 333.33 de fermage initial, mais qui vaut 111 111.11, 
en vertu de la formule [7] et conformément à l'équation 

111111.11 = 3333.33 , 
0.04-0.01 

ou bien une terre qui vaut 100 000, mais qui rapporte 3 000 
de ferrnage initial, en vertu de la meme formule [7] et con
formément à l'équation 

100000 = _ 3 ooo _ 
0.04-0.01. 

Adoptant cette dernière hypothèse, substitùons le chiffre de 
3 000 à celui de 3 333.33 dans l'équation 

An = 100000 X 1.040 - 3 333.33 X 1.04n - 1.0tn 
0.04-0.01 
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qui est celle de la courbe AN' , nous aurons l'équation 

1.04n - 1.0l n 
An = 100000 X 1.04n _ 3000 X 0.04 - 0.0l 

= 100000 X 1.01 n 

qui est celle de la courbe AN"'. Dans ces conditions, l'amor
tissement ne se fait plus. Au lieu de devoir une somme suc
cessivement croissante et décroissante, l'acheteur doit une 

somme qui croit constamment avec la valeur de la terre 

calculée d'après son revenu. Ainsi, théoriquement, ou du moil'ls 
dans les données théoriques par lui posées, la combinaison 
de Gossen est impossible. 

34. Mais Gossen, on l'a vu, invoque des considérations 

pratiques rela tives à la possibilité pour l'Etat: 1 ° d'emprun
ter à un taux plus favorable que !es particuliers, 2° de spé
culer sur des plus-values de rerite foncière plus éloignées, et 

3° de faire cles baux plus avantage ux. Ces trois consicléralions 
sont fondées, mais seulement si on compare la position de 
l' Etat avec celle des spéculateurs. Il es t certain que des spé

culateurs opérant sur la plus-value de la r ente fo ncière au 
moyen de capitaux empruntés n 'emprunter~ient pas en gé
néral ces capitaux au taux de l'intéret net, et ne les emprun
teraient meme qu'à ce taux grossi d'une prime de risques 
supérieure à celle que paie l'Etat. Sans doute, une opération 
camme celle dont il est ici question se fe rait au moyen de 
capitaux ernpruntés sur hypothèques ; mais on ne prete sur 

hypothèqu es que jusqu'à concurrence de 50 ou 60 °lo de la 
valeur des biens-fonds. De là celte conséquence qu e les spé

culateurs, faisant entrer dans les calculs une valeur de i 
plus forte que celle qu'y fait entrer l'E tat, ne peuvent pas 
s'approcher autant que lui du prix mathématique des terres. 
La deuxième considéi·ation a besoin d'etre expliquée. Il es t 
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certain encore qu'un spéculateur ne peut compter réaliser 
lui-meme toutes les plus-values de rente foncière escomptées, 

meme en cas de plus-value temporaire et, à bien plus forte 

raison, en cas de plus-value perpétuelle. Il réalise par la vente 
soit à un détenteur d'épargnes, soit à un autre spéculateur. 

Mais celte réalisation par la vente est soumise à des chances 
·et peut etre rendue difficile par des crises. L'Etat, lui, réalise 

lui-meme, à cause de sa durée plus longue. La troisième con
sidération est également juste à l'égard des spéculateurs; 

seulement, il reste ceci qu'aucune de ces considérations n'est 

fondé~ si, au Iieu de comparer la position de l'Etat avec celle 

des spéculateurs, on la compare avec celle des détenteurs 
d'épargnes. Les détenteurs d'épargnes n'empruntent pas. S'ils 
acquièrent un capitai non susceptible de détérioration par 

l'usage ou de destruction par accident, comme !es terres, il 
leur suffit de retirer de ieur placement le taux de l'intéret 
net, sans prime d'amortissement ni d'assurance. Les déten
teurs d'épargnes réalisent les plus-values de rente foncière 
escomptées soit eux-memes, par la vente au meilleur mo

ment, soit dans la personne de leurs descendants. Enfin, !es 
détenteurs d'épargnes peuvent faire des baux aussi avanta
geux que l'Etat. Ces détenteurs d'épargnes ne craignent donc 
pas la concurrence de l'Etat. _Or leur intervention suffit pour 
fixer le prix des terres. Donc, pratiquement comme théo
riquement, la combinaison n'est pas possible. 

35. Eh bien, ce pian, qui semblc ruiné à tous !es points 
de vue, se relève complètement si l'on fait intervenir à pré
sent une considération qui a échappé à son auteur et qui a 
pourtant une importance décisive dans la question. C'est la 
plus-value de la rente foncière qui occasionne la différence 
du prix des terres et du prix des capitaux proprement dits; 
,c'est le taux de la plus-value qui détermine ce prix des terres; 
mais ce taux n'est pas constant. S'il l'était, le bénéfice de la 
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plus-value aurait été réalisé une fois pour toutes par la pre
mière génération de propriétaires fonciers. Il augmente dans 
une société progressive, et c'est pourquoi toutes !es généra
tions de propriétaires fonciers participent au bénéfice de la 
plus-value. A chaque augmentation du taux de -cette plus
value, le prix des terres, en outre de l'augmentation relative 
à la plus-value existante, augmente en raison de l'apparition 
d'une plus-value nouvelle; et c'est ce bénéfice, sur lequel les 

- propriétaires n'ont aucun droit de p·ropriété, parce qu'il n'a 
été ni prévu ni calculé et qu'ils ne l'ont pas payé en ache
tant !es terres, qu'il faut réserver à l' Etat et qui lui permettra 
d'effectuer l'amortissement du · prix d'achat des terres au 
moyen du fermage. 

Il nous faut revenir ici sur la manière dont Gossen intro
. duit le coefficient z d'augmentation de la valeur de la rente 

foncière. _« Cette augmentation, dit-il, trouve une expression 
approximative dans la formule 

quand a. désigne la rente de la première année et a 0 la rente 
après n années, parce que les changements dans les circons
tances qui agissent sur l'élévation de la rente foncière con
courent eux-mèmes à produire de nouveaux changements, 
phénomène qui trouve son expression dans la potentiation 
proportionnelle au temps (weil die in den Zitslèinden herbei
gefiihrten Veréinderungen, welche auf die Hò'he der Grundrenle 
znruckwirken, selbst wieder mil wirksam sind, neue Veri.inde
rimgen zu erzeugen, was denn durch Potenziren nach Verhi.ilt
niss der Zeit seinen Ausdruck findel). l> Cette manière de 
procéder nous parait inattaquable. Nous dirions seulement, 
un peu différemment, quant à nous, que la fonction expo
nentielle par rapport au temps est la formule naturelle d'une 
variation comme celle dont il s'agit par la raison que, si cer- - 1 
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taines circonstances ont augmenté une quantité et de az, il 
est à croire que ces mémes circonstances augmenteront une 
quantité a+ az de (a+ az) z. Mais il ne faut pas perdre de 
vue que ces circonstances peuvent n' étre pas !es mémes 
après la première augmentation qu'avant, et c'est ce que 
Gossen a fait. D'une façon générale, dans l'application du 
calcul à l' étude des faits quantitatifs, il faut s'attacher à plier 
toujours les formules aux faits et non les faits aux formules, 
et c'est à quoi Gossen a manqué. Dans l'exemple emprunté 
à la Prusse, c'est l'administration prussienne qui a le tort 
de supposer z constant et égal à 0.005309. Encore faut-il 
dire que ce taux de plus-value n'est pour elle qu'un minimum. 
Mais, dans l'exemple tiré de l'histoire de l'Angleterre, c'est 
Gossen lui-méme qui, en vertu de son équation, a le tort de 
supposer que, pour !es terres appartenant à des couvents. 
supprimés par Henry VIII, z a été constant et égal à 0.012437 
depuis le milieu du XVI0 siècle jusqu'à la fin du XVIII0

• Il est 
probable qu'au contraire ce taux de plus-value de la rente a 
varié pendant tout ce laps de temps. Il l'est surtout qu'il a 
augmenté dans le courant du XIX• siècle, vu· que c'est pré
cisément à cette époque que se sont produits les progrès de 
!'industrie préparés par !es progrès antérieurs des sciences 
pbysiques et naturelles et que l'Angleterre, à la tete des 
nations !es plus avancées de l'Europe, a passé du régime 
agricole au régime industrie! et commercial. Il est probable 
enfin que ce taux de plus-value continuera d'augmenter du 
XIX• au XX• siècle, par la raiscin que celte grande évolution 
·économique n'est pas à beaucoup près terminée. Méme en 
Angleterre, l'agriculture n'est pas complètement passée du 
mode extensif au mode intensif; et il est à croire que cette 
transformation, qui suppose un emploi considérable de 
capitai proprement dit et qui · perrnet une extension con~ 
sidérable de la population, portera le taux mo yen de la 
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plus-value des terres à un chi:ffre qu 'il n 'a pas atteint jus
qu'ici. 

Nous disons le t ?,UX moyen; car il faut prendre garde encore

que le . coefficient z. varie aussi bien d'un point à l'autre qu e

d 'un moment à l'autre. Le ta ux de plus-valu li! de 0 .012437 

est assez élevé, m em e comme taux moyen quant au t emps,. 

et if n 'est p as douteux qu'il ne soit. supérieur au taux moyen 

quant aux Iieux; c'est qu 'apparemment ces biens eccl ésias

tiques dont parle Sinclair étaient des terres de bonne qualité

et bien situées. M. Léonce de Lavergn e, dans ses études sur

l'Economie riirale de l' Angleterre, donne le chi:ffr e de 0.01 pour 

le ta ux moyen de la plus -value des t erres en Anglet errn 

vers 1850. Ce taux est assez modéré, et il est à croire qu'il 

se rapporte exclusivem ent aux t erres cultivées et non pas 

a ux t errains batis sur la va leur de la rentc desquels l 'e:ffet 

du progrès économique est surtout sensible. Quoi qu 'il en 

soit , ce ne serait e.11 t ous cas qu'un taux moyen , et il r est e

rait à cons tater le taux spécial de plus-value de la r ente des 

t erres dans lei ou tel district de l 'Angleterre. On trou verait 

alors des chi:ffres moins élevés peut-etre dans certains cas; 

on en trouverait de bi en plus élevés sans doute dans cer-· 

tains autres, par exemple dan s le cas d es t errains apparte

n ant au m arquis de W estminster sur lesquels il s 'est élevé 

des quarti ers nouveaux de Londres et de ce ux appartenant 

a u comte de Derby où !'on a construit un e partie cl es usines. 

du Lancashire. En la matière qui nous occupe, comm e en 

toute matière de science appliquée, la théorie n e fournit que 

la formul e abstraite ; c'est à l'observation et à l 'expérience_ à. 
donner aux coefficients de celte fo rmule cl es valeurs con

crètes. Tout serait à fair e ici, en vue de la détermination la 

plus précisc et la plus clétaillée de z suivant les années et 

suivant !es localilés , pour la sta tistique, officielle ou indépen

dante, appuyée sur l'examen des actes de location ·et de 
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vente et du produit des droits de mutation. On s'occupera sans 
doute de ce lravail quand on aura compris à quel point les 
lords W estminstèr et Derby s'arrondissent au détriment de 
la fortune publique. 

Soit toujours i le taux de l'intérét net, a le fermage initial 
d'une terre susceptible d'une plus-value perpétuelle, z le taux 
de celte plus-value. Le prix normai de cette terre au début, 
quand le fermage est a, est, comme nous l'avons montré (11), 

a . 
-.--, et la somme due après m années, quand le fermage 
i-z 

est a (1 + z)m, e~t a (_l + z)m. Qu'à ce moment, le taux de la 
i-z 

plus-value, au lieu rì-'étre z , devienne z' , la somme due à la 
fin de chaque année, à partir de cette variation, est donnée, 
en fonction des années écoulées ·depuis l'origine, conformé
ment à la formule [19], par l'équation 

Prenons, par exemple, le cas du second tableau de Gossen 
rectifié. Le taux de l'intérét net est de 0.04, le fermage initial 
est de .3 000, le taux de la plus-value perpétuelle est de 0.01. 
Le prix normal de la terre au début, quand le fermage est 
de 3 000, est de 100 000, et la somme due après 10 années, 
quand le fermage est de 3 000 X 1.01 t o = 3 313.86, est de 
100 000 X 1.01 to = 110 462. Qu'à ce moment le taux de 
la plus-value, au lieu d' étre 0.01, devienne 0.02, la somme 
due à la fin de chaque année, à partir de cette . élévation, 
sera donnée, en fonction des années écoulées depuis l'origine, 
par l'équation 

_ 1.04n-10_ 1.02n-10 
An = 110462 X 1.04n-to_3 313.86 0.04 -0.02 
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Cette équation est celle de la courbe aNIV (Fig. 2) représen
tant un amortissement en 65 ans environ depuis l'achat. 
L'apparition de 1 ¼ de plus-value a ramené la courbe aN"' 
en aN1v • On voit par cet exemple comment le problème 
se pose exactement dans la réalité. II ne s'agirait pas, pour 
l'Etat, d'acheter des terres en s'attachant à payer un prix 
inférieur au prix normai résultant de la plus-value ou de la 
moins-value existante de ces terres, et en comptant sur la 
différence pour effectuer l'amortissement du prix d'achat au 
moyen du fermage, ce qui serait une spéculation ordinaire 
et médiocre, faite pour des particuliers. Il s'agirait, pour lui, 
d'acheter toutes ces terres au prix normai, en comptant pour 
effectuer l'amortissement du prix d'achat au moyen du fer
mage sur l'augmentation de la plus-value, sur la diminution 
de la moins-value et sur la transformation de la moins-value 

. en plus-value, - et en s'attachant à produire Iui-méme ces 
changements par l'habileté de ses mesures et la sagesse de 
sa conduite. Voilà ce qui serait une belle et grande opération 
vraiment digne de l'Etat. 

36. Il serait donc, en principe, possible à l'Etat de racheter 
toutes- !es terres sans bourse délier. C'est une vérité que 
Gossen n'a pas établie sur une démonstration parfaitement 
rigoureuse, mais qu'il a pourtant pressentie et- discernée 
avec une sagacité extraordinaire. Comme conception théo
rique, son pian, une fois rectifié et complété, est de beaucoup 
supérieur à celui de Mili. Il accorde plus aux propriétaires, 
puisqu'il reconnait Ieur droit à toute la plus-value actuelle, 
en faisant seulement réserve des plus-values futures; et il 

accorde plus à l'Etat, puisqu'il le remet en possession de la 
totalité du sol. Dans celte combinaison grandiose, l'Etat re
prendrait !es terres aux propriétaires au prix courant; il !es 
paierait en obliga:tions de sa dette au taux courant; il !es 
affermerait soit à des entrepreneurs pour y exercer !'agri-
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culture, !'industrie ou le commerce, soit à des consommateurs 
pour y construire ou y entretenir des maisons d'habitation, 
des chateaux, des jardins ou des parcs, sans autre condition, 
pour les uns et pour !es autres, que de payer le fermage le 
plus élevé. Théoriquement, on peut soutenir que les terres 

seraient, après l'opération, enfre les mémes mains qu'aupa
ravant. Pour ies terres détenues par des entrepreneurs ou 
des consommateurs non antérieurement propriétaires, ces 
entrepreneurs ou ces consommateurs paieraient le ferrnage 

à l'Etat au lieu de le payer aux propriétaires, et les proprié
taires toucheraient les intéréts de leurs obliga tions au lieu 
de toucher le fermage de leurs terres. Et, pour les terres 
détenues par des entrepreneurs ou des consomrnateurs an
térieurement propriétaires, ces entrepreneurs ou ces con
sommateurs paieraient d'une main à l'Etat le fermage des 
terres et recevraient de l'autre main de l'Etat l'intérét des 
obligations. Pratiquement, il est à croire qu'il se ferait de 
grands changements dans l 'emploi cles terres; niais ces chan
gements seraient lents, et, comme ils seraient déterminés 
par la condition de la plus grande valeur possible de la rente, 
ils le seraient par la condition de la plus grande utilité pos
sible de la terre. Pendant un certain nombre d'années, le 
montant tota! des fermages cles terres ne suffirait pas à payer 
le montani tota! des intéréts des obligations. La dette de 
l'Etat s'accroitrait tous ]es ans de la différence, sans toutefois 
jamais excéder la valeur normale des terres. A un certain 
moment, grace à l'augmentation du taux de la plus-value, à 

la diminution du taux de la moins-value, ou à la transforma
tion de la moins-value en plus-value, changements qu'il dé
pendrait de l'Etat lui-méme, nous le répétons, de provoquer 
ou de hater par un système de législation et d'administration 
tendant tout entier au progrès économique, c'es t-à-dire à 

l'augmentation du capita! et de la population, le montant 
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des fermages suffirait à payer le montant des intérets, et la 
dette cesserait de s'accroltre. Enfin, le montani des fermages 
arrivant à dépasser le montant des intére ts, l'amortissement 
commencerait. et, comme on le voit par la forme des courbes, 
s'effectuerait dès lors avec rapidité. Quand il serait terminé, 
le montant des fermages des terres serait disponible pour !es 
dépenses publiques et l'on supprimerait to~s les impòts. 
L'intéret social et la justice sociale seraient absolument sa
tisfaits, l'idéal social serait réalisé. Tel est ce plan dont la 
crilique la plus approfondie et la plus minutieuse ne fait que 
mettre en relief la solidité et la grandeur et qui, publi é en 
1854, n'a pas trouvé, pendant trente-cinq ans, un lecteur ni 
parmi les socialistes ni parrni ]es économistes. 

Gossen a indiqué des moyens et dressé des formules et des 
tableaux en vue de faire participer !es générations présentes 
au bienfait de cette opération. Nous ne le suivrons pas dans 
cetle voie qui d'ailleurs reste ouverte. L'histoire nou s ap
prend que !es changements essentiels et radicaux dans l'or
ganisation des sociétés ne s'effectuent presque jamais régu
lièrement et pacifiquement. Pour amener la suppression de 
l'esclavage, il a fallu l'effondrement de la société antique qui 
le praliquait et son remplacement par la société féodale. Le 
servage n'a disparu, et la société féodale n'a fait piace à la 
société moderne, qu'à la faveur d'une révolution violente. Il 
semble de plus en plus qu'il en doive etre de meme pour la 
transformation de la propriété foncière individuelle en pro
priété collective; car, bi en loin qu;on songe nulle part à faire 
rentrer l'Etat en possession de la totalité de la terre, on le 
dépouille partout de plus en plus de la jouissance de celte 
portion de la rente qui lui avait été réservée par l'imp6t 
foncier. Dans le canton de Vaud, où l'impot foncier avait été 
établi, au commencement du siècle, sur le pied d'une quotité 
proportionnelle, on s'est bien gardé de constat~r l'augmen-

.: 
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tation de la valeur de la terre, pour n'avoir pas à remeltre 
à l'Etat une fraction plus considérable de la rente. En France, 
où l'impot foncier a été institué par la Révolution sur le 
pied d'une quotité fixe, on a fait mieux : on a si bien dégrevé 
au profit des propriétaires fonciers que la part de l'Etat, 
fixée à 240 millions à une époque où la valeur totale an
nuelle de la rente était estimée à 1 200 millions, se trouve 
réduite, aujourd'hui que celte valeur totale atteint environ 
4 milliards, à moins de 180 millions. Evidemment, notre dé
mocratie parlementaire manque de cette notion de l'Etat 
que certains gouvernements aristocratiques ou monarchiqùes 
de l'antiquité et du Moyen-Age ont possédée à un si haut 
degré. Elle incline à prendre pour l'intérét public, qui est 
l'intéret de la totalité des individus, des coalitions d'intéréts 
particuliers assez nombreux et assez forts pour constituer une 
majorité électorale. Ce serait d'ailleurs une grande illusion 
que de compter sur elle pour faire les études préparatoires, 
pour établir le plan d'ensemble, pour effectuer la subordi
nalion des détails an but qu'exigerait une opération finan
cière aussi colossale que celle que nous venons d'esquisser. 

Et pourlant, il ne faut pas tomber dans un pessimisme 
excessif. Les égarements que nous venons de signaler sont 
moins imputables à la démocratie elle-meme qu'à l'économie 
politique qui devrait étre son guide et qui se fait sa complice 
dans l'abandon du patrimoine de tous aux convoitises de 
quelques-uns. Les· idées venant à s'éclaircir et à se recti
fier, les faits pourraient changer du tout au tout. Une opé
ration comme celle dont il s'agit ne serait pas, après tout, 
dans l'ordre social, plus difficile et plus compliquée que ne 
l'ont été, dans l'ordre indu·striel, le percement du tunnel 
du Mont-Cenis ou l'ouverture du canal de l'isthme de Suez. 
Ce qui a rendu ces dernières entreprises possibles, c'est 
l'avancement des sciences physiques et naturelles, pures 
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et appliquées; et ce qui rend la première impossible, c'est 
le fait que les sciences morales et politiques, pures et ap
pliquées, ne sont guère autre chose, à l'heure qu'il est, 
qu'un bavardage. En réalité, les sciences morales et po
litiques en sont aujourd'hui au pOint où en élaient les 
sciences physiques et naturelles il y a trois cents ans. Le 
fait cardinal de la science sociale, le fait qui ressort de toute 
l'économie politique pure et qui commande toute l'~conomie 
sociale, c'est le fait de la plus-value, et de la plus-value crois
sante, de la rente foncière dans une société progressive. Ce 
fait une fois constaté par la théorie de la richesse sociale, la 
théorie de la propriété n'a plus qu'à subir l'écrasante évi

dence du rapport qui existe entre la valeur de la rente fon
cière et · les exigences des services publics, par conséquent 
du droit de la communauté ou de l'Etat sur la terre et sur 
les fermages. Eh bien, ce fait est méconnu par l'économie 
politique conten1poraine comme le fait du mouvement de la 
terre était méconnu par !'astronomie du XVI• siècle. De meme 
qu'au temps de Galilée, !es conséquences du fait du mouve
ment de la terre dérangeaient dans leurs croyances religieuses 
un certain nombre d'individus en possession du pouvoir, de 
meme aujourd'hui !es conséquences du· fait de la valeur de 
la rente contrarient dans leurs opinions politiques certaines 
personnes influentes qui savent parfaitement s'opposer à son 
énonciation et favoriser celle du fait contraire. Gossen nous 
apprend, dans la préface de son livre, que la divulgation de 
ses idées lui a fait perdre sa position, et rnon père, qui avait 
besoin de la sienne pour élever sa famille, a loujours dù 
garder inédits !es deux derniers chapitres de sa Théorie de 
la richesse sociale dans lesquels sa théorie de la propriété 
est exposée. Au contraire, on arri ve à tout en se persu3:
dant à soi-meme et en tachant de persuader aux autres 
que des terrains qui se vendent 1000, 1500, 2 000 francs le 
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mètre carré n'ont pas de valeur. On peut, à la ·rigueur, espé

rer que la véri"té triomphera en économie politique comme 
el-le a triomphé en astronomie, et que la science sociale, dans 
un siècle ou deux, aura passé des mains des socialistes, qui 
ne sauraient avoir à son égard qu'un ròle exclusivement cri
tique et négatif, et des mains de ces savants officiels qui 
sont chargés de ne pas la faire et qui s'acquittent de ce soin 
.avec une conscience admirable, aux mains d'hommes de 
science dignes de ce nom, en possession d'une instruction 
première et d'une instruction spéciale sttffisantes et jouis
sant de toute l'indépendance et de toute la liberté néces
saires. Peut-etre, en conséquence, le progrès socia! _se 
fera-t-il, d·ans un a venir plus ou moins rapproché, d'une 
façon régulière et pacifique et non plus brutale et désor
donnée, ' tout camme, de nos jours, le progrès industrie! 
se fait déjà d'une façon rationnelle et non plus empirique. 
Peut-ètre l'abolition du prolétariat, par la suppression des 
impòts qui pèsent sur 7e salaire du travail, s'effectuera
t-elle aulrem_ent que ne se sont effectuées l'abolition de 
l'esclavage et celle du servage. Peut-etre, en un mot, la 
révolution sociale pourra-t-elle se ramener aux proportions 
de l'opération de trésorerie ci-dessus décrite. Il faut le désirer, 
et, qu'on l'espère ou non, il faut agir comme si cela pouvait 
€t devait avoir li el;I. C'est pourquoi la science, après avoir 
formulé l'idéal de la justice et de l'intéret, doit indiquer en 
outre des voies et moyens pour sa réalisation. Cela fait, sa 
ta.che est remplie, ~a responsabilité dégagée; et le reste est 
.affaire à la politique. 
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