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RESUMO

Neste trabalho define-se o que se entende por integral in~
ci a 1 e demonstra-se que a i ntegra1 de Ri emann sobre o conjunto R( [a,bJ;
lR) das funções definidas no intervalo [a,b] , integráveis, e uma in
tegra1 inicial.

A seguir demonstra-se o teorema da convergência dominada
de Arze1ã no contexto da teoria de Riemann.

SUMMARY

BISOGNIN,E., 1981. The initia1 integral. Ciência e Natura (3):5-11.

The pourpouse of thi s work i s to defi ne wha tis understood
by initia1 integral and a1so to demonstrate that Riemann's integral
over the set R( [a ,bJ;lR) of the integrab1e defined functions in the
compact interva1 [a ,bJ, is an initia1 integral.

The Arze1ã's Dominated Convergence Theorem in Riemann's
theory context is demonstrated.

INTRODUÇllO

As integrais clássicas, como por exemplo a integral de
Riemann, gozam da propriedade de passagem ao limite. Seguindo as no
ções apresentadas por Luxemburg (4) é dada uma versão do teorema da
convergência dominada, cujas idéias iniciais foram apresentadas por
Arze1ã (1) no contexto da teoria de Riemann.

Neste trabalho foi feito o estudo preliminar demonstrando
que a integral de Riemann é uma integral inicial.

REVISAO DA LITERATURA

Seja X um conjunto qua 1quer e F(X, lR) o conjunto de todas
as funções reais definidas em X. Dizemos que ECF(X,lR) é um cZã se as
seguintes condições são verificadas:
a) E é um subespaço vetoria1 de F(X;lR) .
b) Toda função f€E é limitada.
c) Se F€E e g:lR-+lR é uma função continua com g(O);O, então gof€E.

Como exemplo de cZãs temos:

a) O conjunto- C( [a ,bJ ;lR) das funções reais continuas no interva10[?,b].

b) O conjunto Esc( [a,bJ;lR) das funções reais e s c a l on a d a s no inter
va l o [a,bJ.
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c) O conjunto Reg( [a,bJ;lR) das funções reais reguladas, definidas
em [a ,b}, (Dizemos que uma função f definida no intervalo[a,b]e uma
função regulada se existe o limite ã direita f(xt) para todo x€[a,b[
e existe o limite ã esquerda f(x-) para todo x6Ja,bJ).
d) O conjunto D([a,b];lR) das funções reais limitadas com um numero
finito de descontinuidades em [a ,bJ.

A verificação de que os conjuntos a) b) c) d) constituem
clãs e simples. Estes conjuntos são tambem clãs de funções integr~
veis ã Riemann.
e) O conjunto R( [a ,bJ ;lR ) das funções reai s 1 imi tadas, defini das em
[a,bJ, integrâveis ã Riemann, e um clã de funções que contem os clãs

anteriores.
A demonstração de que R( [a ,bJ ;lR) e um clã encontra-se em

(2) no Teorema 2.4.
f) O conjunto C(X;lR) de todas as funções reais, continuas, defini
das no espaço compacto X.
g) O conjunto BC(X;lR) de todas as funções reais, continuas e limi
tadas sobre o espaço topolõgico X.

DESENVOLVIMENTO

Foi citado anteriormente que a integral de Riemann goza da
propriedade de passagem ao limite. Exemplifica-se, desenvolvendo o
caso particular da restrição da integral de Riemann ao conjunto

C( [a ,bJ ;lR)

.'7'eorema 1

Seja (fn) uma seqaência decrescente de funções reais con
tinuas sobre o intervalo compacto [a ,bJ pontualmente convergente p~
ra zero sobre [a,bJ. Então lim f~ fn(t)dt=O.

n+oo

Demonstração
O teorema de Dini (5), afirma que (fn) converge para zero

uniformemente. Então, pelo teorema 2.2 em (2), lim f~ fn(t)dt=f~(t)dt=O.
No teorema demonstrado está em jogo on"'runcional linear p~

sitivo f f--> f~ f(t)dt sobre o clã C( ~,bJ ;lR) .

Teorema 2
Seja X um conjunto e ECF(X;lR) um espaço vetorial. Se \1:E+lR

e um funcional linear positivo, são equivalentes as proposições se
guintes:

I) Se (fn)CE e uma seqaência crescente e pontualmente convergente
para fo 6 E, .então \1(fn) converge para \1(fo).

11) Se (gn)CE e uma seqaencia decrescente e pontualmente converge~
te para 906E então \1(gn) converge para \1(go):
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111) Se (gn)CE é uma seq~éncia decrescente pontualmente convergente
para zero. então ~(gn) converge para zero.

IV) Se_ (hn)CE é uma s e qüênc í a de termos positivos com 1: h =h .h €E,_ n=l n o o
então 1: u(h )=u(h ).n=l n o

Demonstração

(I) implica (11). Como (gn)CE é uma seq~incia decrescent~
então (gl-gn)CE é uma seq~ência crescente e (gl-gn) converge para
(gl-go). Por (I), segue-se que u(91-gn) converge para u(gl-go); 10
go u(gn) converge para u(go)·

(11) implica (111). A condição (111) é um caso particular
de (I I) . n

(111) implica (IV). Temos que (h -.1:
o J =1cia de E que decresce para zero. Por hipótese

n
v;rge para zero, então (u(ho) -j:lu(hj))

1: u(hn)= u(ho).
n= 1

(IV) implica (I). Seja n:l hn=ho com hn ~ O, para todo
tal que 1: u(h )= u(h ) e (f )CE, uma seq~ência crescente den=l n o n
çóes com fn convergindo para fo' foEE.

Tomando-se hl=fl' h2=f2-fl.···hn=fn-fn_l a seqaência

h.) é uma seqUê~
J n

u(h - 1: h.) con
o j =1 J. _

converge para zero, í st o e,

n

fun

das
reduzidas será: sl=fl, s2=f2, ... sn=fn. Como a série dada converge
a seqaência das reduzidas é convergente, então:

1: u(hn)= u(fo); logo u converge para u(fo)·
n=l
As proposições equivalentes do teorema anterior são ascon

dições de Lebesgue-Daniell.
Definição

Seja ECF(X;lR) um espaço vetorial e u r E.•lR um funcional.
u é uma integral iniaial em X se:

i) E é um alã em X.
ii) u.E .•lR é um funcional linear positivo em E.

iii) u satisfaz as condições de Lebesgue-Daniell.
Exemplo

Seja X um espaço localmente compacto de Hausdorff e K(X;~)
o conjunto das funções continuas de suporte compacto definidas em X.
Todo funcional linear positivo u:K(X;lR)"lR é uma integral inicial.

Com efei to, tem-se que K(X;lR) é um alã e u um funcional
linear positivo, logo basta mostrar que u satisfaz uma das condições
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de Lebesgue-Danie11.
Seja (fn)CK(X;lR) uma seqUência crescente de funções tal

que sup fn=~!: fn = fo' f06K(X;lR). O suporte de fn• n=O, 1. 2 ..• ê

um compacto contido na união dos suportes de f1 e fo'

Seja K=suporte f1 união suporte fo' K ê um compacto conti
do em X e suporte de fn está contido em K. Seja x6X tal que fn(X)FO.
Se fn(x)<O, então f1(x)<0 logo x pertence ao suporte discreto de
f1; se fn(x»O então fo(x»O, logo x pertence ao suporte discreto
de fo'

A seqUência (fn) ê crescente e (fn/K) isto ê , fn restrita
ao conjunto K converge para f

O
/K ' logo pelo teorema de üt n t , a co~

vergência ê uniforme em K. Como K ê um compacto em X. existe um
compacto K' contido em X tal que K estã contido no interior de K' e
existe uma" função g:X~lR, continua de suporte compacto O<_g~l, tal
que:

g(x)=l para todo x6K e
g(x)=O para todo x 6 CK'.
Então, dado 6>0. existe no 6 INta1 que Ifn(x)-fo(x)I<6 p~

ra todo x6X e n > no' dai Ifn-fol ~ 6. g. Como)J ê um funcional li
near positivo tem-se que 1)J(fn)-)J(fo)1 ~ )J(lfn-fol < €)J(g).

ExempZo

Seja X um espaço compacto de Hausdorff e C(X ;lR) o aZã das
funções reais continuas definidas em X. Todo funcional linear posl
tivo )J:C(X;lR)~lR ê uma integral inicial em X.

Este exemplo ê um caso particular importante do exemplo
anterior.

Na terminologia de Bourbaki (3), 11 ê a medida de Radon p~
sitiva em X.

Teorema J

Seja ECF(X;lR) um aZã e )J:E~lR um funcional linear po s i t i
vo. São equivalentes as duas seguintes condições:

I) )J ê uma integral inicial.
11) Se (fn)CE converge pontualmente para f06E e existe g€E tal que

Ifnl ~ 9 para todo n=L, 2 •... então )J(fn}+-)J(fo)'

Demonstração

(I) implica (11). Sem perda de generalidade assume-se
fn(x)~O para todo x€X e para todo n e f(x)=O para todo x€X.

Seja gn,m =mãx(fn,fn+1, .. ·, fm) para cada par de indices

m > n. Então O ~ gn,m € E e gn,m ~ 9 para todo m > n. g6E.
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Para cada n. a seqaência
m > n. Para cada € > O e para cada

mn < mn+l e 02. ].I(gn.K)-].I(gn.m ) 2.
n

Para simplificar põe-se g =un' Então O <
n.mn

(gn.m) ê crescente e
n. existe um m > m

n n
€/2 para todo K > mn

limitada em
tal que

< lim sup fn(x) = lim fn(x)=O para todo x€X. Para cada n. tem-se:
n~ n~~ n-1

O < f < u < min(ul •.•. u ) + 1: (mãx(ui •.•. un)-u,.)
n n - n i=l

Esta desigualdade ê verdadeira porque para 1 < i < n.
O 2. un =ui + (un-ui) < ui + (mãx í u , •... un)-ui) < ui + -:~~ (max(uk •

•.•• un) - uK)·

Visto que max(u .•... u )-u.=mãx(f .•... f )-u.=g. -g.
1 n, , mn" .mn ' .mi

mi para n > i conclui-se que. ].I(mãx(ui ••.. un)< €/2i para
1n e então para cada n , 02. ].I(fn)2. ].I(min(ui.· .. un) + €-:n:T

2
Como lim un(x)=O para todo x€X. tem-se que a seqtJência

n-

< i <

(min(ul.···.un)) decresce para zero. logo para todo x€X. l im j; (min
n ..•.,

(ul •. ·· un))=O. Segue-se então que lim ].I(fn)=O.
n ..•.,

(11) fmplica (I). E imediato.
O tipo de convergência considerada no item (11) do teore

ma anterior ê chanada de convergência dominada.

A integraZ de Riemann como uma integraZ iniciaZ

Prova-se que a integral de Riemann sobre [a.bJ ê uma int~
gral inicial. Arzelã chegou a esse resultado. mas a denominação ê po~
terior.

Preliminarmente. mostra-se que as integrais de Riemann das
funções continuas e das funções escalonadas sobre [a.b] podem ser
usadas para calcular a integral superior e a integral inferior de
uma função limitada f sobre [a.bJ.

Esse ê o conteúdo essencial do lema que segue.

Lema

Para cada função limitada f~O e cada €>O existe uma fun

ção continua g € C ([a .bJ; 1R) satisfazendo 02. Q2.f e J~ f < f~ g+€.

Demons tração

Para cada 6>0. existe uma função escalonada s em [a.bJ s~

tisfazendo 0< S < f e J~ f 2. J~ s + €/2.

A função escalonada s pode ser transformada na função tra
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b
pezoidal 9 tal que, O ~ 9 < seJa

existe uma função continua 9 com O <

b
< J a + €/2. segue-se então que

9 < f e Jb f < Jb 9 + € .a a

Teorema 4

Seja (fn) uma seqUência decrescente de funções integrãveis
em [a,b] . Se lim fn(x)=O para todo x €[a,b] então lim J~ fn(x)dx=O ,

n+~ n+~
ou seja, a integral de Riemann f + Jb f ê uma integral inicial sobrea
R([a ,b]; lR ) .

Demons tração

Segue do lema anterior que para cada €>O e para cada n,

existe uma função continua gn tal que O ~ gn ~ fn e J~fn(x)dX <

J~ gn(x)dx + 6/2n.

Para cada n, seja hn=min(gl, ... gn)' Então ~_hn~fn' hn ê

continua, n=l ,2 ... e a seqlJência (hn) decresce para zero para todo

x € [a,bJ. Pelo teorema de Dini, a seqlJência (hn) decresce para ze

ro uniformemente em [a,b] , logo lim Jb h (x)dx=O.
n+co a n

A prova do teorema estarã concluida se for provada a desi
gualdade:

O ~ J~ fn(x)dx ~ J~ hn(x)dx + €(l - ~).

Como a seqlJência (fn) ê decrescente tem-se que para cada
min (fl, ..• ,fn) e então:n, fn

(l < f
n

n
1: (f. -g .).

i = 1 ' ,

Segue-se que para cada n,

b b n b n.
0< f fn(x)dx - f hn(x)dx ~ 1: fa(f.(x) - g.(x))dx< I; 6/2'

a a i=l" -i=l

€(l - 1 ), o que conclui a demonstração.
2n

Isso prova que a integral de Riemann f + f~f sobre R([a;bJ;
lR) satisfaz as condições de Lebesgue-Daniell, logo ê uma integral
inicial pois R([a,b]; lR) ê um c l.a ,

CONCLUS)\O

Ficou comprovado neste trabalho que a restrição da int!
gral de Ri ema nn a todo eis E contido no cZã R( [a;b];lR ) das funções

reais definidas em _a,bJ integrãveis ã Riemann, ê uma integral ini
cial. Como os conjuntos C([a,bJ;lR) ; D([a;bJ;lR); Reg([a,b] ; lR)e
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Esc [a,bJ;lR) são clãs de funções integrãveis, então a integral de
Riemann elementar e uma integral inicial.

Num estudo posterior poderã obter-se a integral inicial a~
sociada a uma medida de Lebesgue, o prolongamento de Darboux de uma
integral inicial e o teorema de Representação de Riesz, o qual afir
ma que, toda integral inicial e a restrição de uma Integral de Rie
mann Abstrata, definida por uma medida inicial (2).
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