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Abstract— Tulisan ini mengkaji suatu model
pertumbuhan dua populasi pemangsa saling
berkompetisi secara langsung mendapatkan
satu populasi mangsa yang sama. Fungsi
predasi dari dua pemangsa diasumsikan sama
yaitu mengikuti fungsi predasi Holling tipe I.
Dengan asumsi bahwa kedua populasi
pemangsa bernilai ekonomi, maka fungsi
pemanenan dilibatkan dalam model. Fungsi
pemanenan yang dikenakan adalah
proporsional  dengan  ukuran  populasi
pemangsa. Pada model tersebut dilakukan
analisis tentang syarat Kkewujudan dan
kestabilan titik keseimbangan interior. Analisis
kestabilan  titik  keseimbangan interior
dilakukan dengan metode linearisasi dan
dengan memperhatikan nilai eigen dari
matriks Jacobi yang diperoleh. Analisis
kestabilan titik keseimbangan dilakukan
sebelum dan sesudah diberikan pemanenan.
Terdapat delapan titik keseimbangan yang
diperoleh pada model tanpa maupun dengan
pemanenan. Ada enam titik keseimbangan
yang dapat diinterpretasikan. Keenam titik
tersebut stabil lokal. Untuk titik keseimbangan
interior yang stabil dihubungkan dengan
analisis keuntungan, dan diperoleh nilai usaha
pemanenan yang memberikan keuntungan
maksimal. Berdasarkan hasil analisis
diperoleh nilai usaha pemanenan tertentu yang
memberikan titik keseimbangan yang stabil
dan keuntungan yang maksimal untuk waktu

yang panjang.

Kata Kunci— Model mangsa pemangsa, Titik
keseimbangan, Kompetisi, Kestabilan lokal,
Pemanenan optimal

1. PENDAHULUAN

Ada banyak peneliti yang memodelkan
interaksi populasi mangsa dan pemangsa.
Alebraheem dan Abu Hasan (2012) meneliti
tentang ketahanan pemangsa dalam sistem model
mangsa-pemangsa dengan solusi non-periodik. Das
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(2011) membahas tentang dinamika model
mangsa-pemangsa dengan  pemangsa yang
berpenyakit. Farajzadeh dkk., (2012) membahas
tentang kestabilan model Gauss untuk satu
populasi mangsa dua populasi pemangsa. Gakkhar,
dkk., (2007) meneliti tentang kompetisi dua
pemangsa terhadap satu mangsa. Gupta dan
Chandra (2017) membahas tentang dinamika
model mangsa-pemangsa dengan pemanenan
kuadratik. Penelitian dari Kar dan Matsuda (2007)
membahas tentang dinamika global dan kontrol
dari model mangsa pemangsa dengan fungsi
respon Holling tipe III. Kar (2010) meneliti tentang
model reaksi dinamika sistem mangsa-pemangsa.
Mukhopadhyay dan  Bhattacharyya (2015),
mengkaji tentang pengaruh pemanenan dan
kompetisi antara pemangsa dalam model mangsa-
pemangsa. Ndam dkk., (2012) membahas tentang
suatu model interaksi tiga spesies dalam satu
habitat. Toaha dkk., (2014) membahas tentang
analisis kestabilan dan kebijakan pemanenan
dengan usaha konstan. Upadhyay dan Raw (2011)
membahas tentang dinamika kompleks dari model
rantai makanan tiga spesies dengan fungsi respon
Holling tipe III.

Pada artikel ini dibahas dinamika populasi satu
mangsa dengan dua populasi pemangsa. Dengan
asumsi bahwa populasi pemangsa bernilai
ekonomi, maka kedua populasi dipanen dengan
usaha pemanenan konstan. Kewujudan dan
kestabilan titik keseimbangan interior dianalisis.
Selanjutnya titik keseimbangan interior yang stabil
dihubungkan dengan persoalan keuntungan
optimal.

II. TINJAUAN PUSTAKA

Mukhopadhyay dan Bhattacharyya (2015) telah
mengkaji dinamika populasi satu mangsa dan dua
pemangsa dalam bentuk sistem persamaan
diferensial. Dinamika dua pemangsa (H; dan H,)
dan satu mangsa P diberikan sebagai

dP P ezaszz
—_— = P(l ——)— PH ———— 1
ac k)T T TP M
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dH,
dat = ey PH, — pyHH, — diHy
dH, e,a,PH,
dt . h+P B2H Hy — dyHy — q2E3 Hy,
dengan nilai awal
P(0) > 0;H,(0) = 0; H,(0) = 0.

Kedua spesies pemangsa tersebut diasumsikan
mempunyai berinteraksi langsung dengan mangsa.
Kedua populasi pemangsa memberi pengaruh
yang sama kuat terhadap mangsa dan mereka
berkompetisi. Pengaruh interaksi kedua pemangsa
diasumsikan proporsional terhadap kepadatan
populasi pemangsa dengan f; dan f, masing-
masing koefisien interaksi yang diberikan. Akan
tetapi, fungsi predasi dari dua pemangsa dibuat
berbeda, satu mengikuti respon Holling tipe I dan
yang lainnya mengikuti respon Holling tipe II. Di
samping mengalami pengurangan karena adanya
fungsi predasi, populasi mangsa tumbuh logistik
dengan r sebagai angka pertumbuhan intrinsik dan
K sebagai kapasitas bawaan. Diasumsikan juga
bahwa pemangsa H, dapat dipanen. Konstanta E

dan g masing-masing menyatakan usaha
pemanenan dan koefisien ketertangkapan.
III. METODE PENELITIAN
A. Tahap Studi Literatur
Pada tahap ini dilakukan identifikasi

permasalahan dengan mencari referensi yang
menunjang penelitian. Pemahaman mengenai
masalah kestabilan sangat membantu dalam
penyelesaian model tersebut.

B. Tahap Analisis Model

Pada tahap ini model dianalisis dengan cara
mencari titik keseimbangan kemudian diperiksa
kestabilannya. = Karena  persamaan  model
merupakan persamaan diferensial tak linear maka
model perlu dilinearisasikan terlebih dahulu
dengan  memanfaatkan  matriks  Jacobian,
selanjutnya dianalisis kestabilannya dengan
melihat nilai eigen atau menggunakan uji
kestabilan Routh-Hurwitz. Setelah itu
menganalisis pemanenan optimal.

C. Tahap Simulasi Model

Pada tahap ini simulasi dilakukan untuk
melihat perilaku dari trayektori dari system di
sekitar titik keseimbangan dan fungsi keuntungan.

D. Tahap Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil
yang telah diperoleh dari simulasi.
E. Tahap Kesimpulan

Pada tahap ini dinyatakan kesimpulan dari
model yang telah dianalisis kestabilan serta
interpretasi hasil dari simulasi.
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IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model Populasi Mangsa - Pemangsa

Kami akan mengkaji model satu mangsa-dua
pemangsa yang melibatkan interaksi antar
pemangsa dan interaksi antar individu dalam
populasi pemangsa. Berikut asumsi-asumsi yang
digunakan dalam model.
1. Laju pertumbuhan populasi mangsa mengikuti
laju pertumbuhan logistik.
Populasi pemangsa saling berkompetisi
mendapatkan mangsa.
3. Menggunakan fungsi respon Holling tipe I
dalam pemangsaan.
Terdapat kompetisi intraspesifik pada masing-
masing popualsi pemangsa.
5. Populasi pemangsa bernilai ekonomis sehingga

dapat dipanen.

Dengan asumsi tersebut, diperoleh model

2.

dpP P

Ezrp(1—§)—a1PH1 —aszz

dH, 2

W =eaPH;, — g H" — B,H H, 2)
—dH; — q,E1H,

W= e, PH, — g, Hy,” — BoH, H,

—d,H, — q:E;H,

dengan P, H;, H, adalah masing-masing populasi
mangsa, pemangsa pertama dan pemangsa kedua.
Parameter r merupakan laju pertumbuhan intrinsic
populasi mangsa. Konstanta @; dan a, merupakan
masing-masing laju penangkapan mangsa oleh
pemangsa pertama dan pemangsa kedua.
Konstanta e; dan e, adalah masing-masing
menyatakan laju konversi pemangsaan terhadap
perubahan populasi pemangsa pertama dan
pemangsa kedua. Konstanta g, dan g, adalah
masing-masing menyatakan koefisien kompetisi
intraspesifik pemangsa pertama dan pemangsa
kedua. Konstanta 8; dan 5, adalah masing-masing
koefisien kompetisi pemangsa pertama terhadap
pemangsa kedua dan sebaliknya. Konstanta d; dan
d, nmasing-masing laju kematian pemangsa
pertama dan pemangsa kedua. Konstanta g; dan g,
adalah laju ketertangkapan pemangsa pertama dan
pemangsa kedua. Konstanta E; dan E, adalah
angka pemanenan dari pemangsa pertama dan
pemangsa kedua.

B. Analisis Titik Keseimbangan Model Tanpa
Pemanenan

Berikut ini diberikan model mangsa-pemangsa
tanpa pemanenan

dp
—=71P

R 3

P
(1 _E> - a]_PHl - aszz
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W = e;a;PH, — g.H," — B1H H,
—d,H,

dr = e,a,PH, — g,H,” — B,H H,
_d2H2 .

Titik keseimbangan yang mungkin pada sistem
dinamika Eq. 3 adalah
7,(0,0,0), T;(K,0,0), T3 (0,0, —Z—Z)

2
(K(d2a2+rgz) T(Kezaz—dz))
Kepaz2+rg, ' ' Kegaz24rgy )’
_4

TS (01 1 )y 0)1
T (K(d1a1+7'91)

6\ Keja 2+rg;  Kejai2+rgy’

d1gz—dzB1  dzg1—-di1P2

T 0’ L ) ’

7( . B1B2-9192 3132—9192)
TS(P ) Hf’ I_IZ»< )a
dengan
_ K((dy + E)s + (d, + Ep)t +1u)
h Keia;s + Ke,a,t +1u
_ Kapyv+Krw+rx
" Keja;s + Keyapt +ru
s = Kav+Kry+rz

27 Keyays+ Keyapt +ru’

S =B — 19, t=a1f1 — @91,

U= ayf; — 195,V = diea, — dre g
W = e,a,B1 — €119y’ x = dig, — dafy’
Y =et91 —eaif’z = dify —dy9;.
Dengan mudah ditunjukkan bahwa T (0, 0,— 2)

g2

r(Keja;—dy)

0),

*

Hy

dan Tg (0, —Z—i, 0) merupakan titik keseimbangan
yang tidak relevan dengan kondisi biologi
sehingga tidak dapat dianalisis. Titik T, wujud jika
Keya, > d,. Tg wujud jika Keja; >dy. Ty
terwujud jika S8, > 919, dig, > d,B; dan
dB, <d,g;. Tg terwujud jika a,f, > a,9,,
a1f1 > @291, 2Pz > 19y, dieyap > dyejay,

€31 > e1a1 95, d1g, > d;pB, g1 > dy,
d, > f,,dan d 8, > d,g;.

C. Analisis Titik Keseimbangan Model dengan
Pemanenan

Selanjutnya akan dianalisis kestabilan titik
keseimbangan dari Eq.1. Titik keseimbangan pada
sistem Eq.1 adalah T,.(0,0,0),

Ezqz+d;
T2+(Kl 01 0)! T3+ (OI 01 - g_Z)’
T (K(EZQZQZ*'dz“z*'ng) T(Kezaz—EZQZ—dz))
4+ Keyaz2+41g,

Keyay2+4rg,
E1q1+dq

Ty, (0,— 22242 o),

g1
T K(Eya1q1+diai+rgs)
6+
T (0 E19291-E2f192+d192—d2B1
7+ B1B2-9192

Te+(PY, Hiy, H3, ),
dengan

’ )

r(Kejay—E1q1—d1)

,0),
)

Keia12+rgq
d2g91—di1B>
" B1B2-9192

Keiai12+rgq

75

Surabaya, Universitas Airlangga

. K((dy +E)s + (d, + Ep)t +ru)
ke = Keja;s + Keya,t +Tu

Hi,

_ Koy +Krw+rx

a Keiais + Key,a,t +ru

" (Keya,® +1g,)E; — (Keyayap +75,)E,

Keia;s + Key,a,t +ru

Hy.
Kayv+Kry+rz
Bl Keja,s + Keya,t +ru
" (Keya,® +rg)E;, — (Keyayap +1f55)E;
Keiais + Ke,a,t +1u

diberikan s = a,B, — @195, t = @11 — 291,
U= ayB; — 195,V = dre;a; — dye

W= e,a,B1 —e1a1g; X = dig; — dafy’

Y =eag1 — e’z = diff; —dy 91

telah diketahui bahwa T3, (0,0,~22%2) dan

_Eiqitdy
Te, (0, - ,0)
keseimbangan yang tidak relevan dengan kondisi

biologi sehingga tidak dapat dianalisis. T,
terwujud jika Ke,a, > E,q, + d,. Ty, terwujud
jika Keja; > E q +d,. T,, terwujud jika
BiB2 > 9192,  E19291 + d1g2 > Exf1qz + dafy
dan d;f, <d,g;. Tg, terwujud jika a,f, >
192, WPy > X291, @y > a1gs, dieyap >
dyeiay, e, > €119, d19; > dap,
91> dy, dy > By, dify > dp gy, dan (Keja,® +
rg1lt2>Kelalal+rfF2F1.

merupakan titik

D. Analisis kestabilan titik keseimbangan model
2)
Teorema 1 Titik keseimbangan T, (M

Keya2+rg, ' '

rRke2a2—d2ke2a22+7rg92  stabil  lokal  jika
e1a;1K(dya,+1g;) _ BiK(exay—ds) 2r(daaz+1gs)
+ dl' r————
Ke,a,2+1g, Ke,a,2+rg, Ke,a,2+rg,
;K (e;ay—d3) €0,K(dya2+7g,) _ 2g,7(Keaz—d,) +d
Ke,a2+1g; Ke,a,2+1g, Ke,a2+1g, 2
4 14 4 14
dan Ji1J33 > J13/31-
. . . . . K(dyay+r
Bukti. Diberikan matriks Jacobi T, (M 0,
Ke,a,%+rg,

r(Keya,—d,)

) sebagai berikut.

Keya,2+71g,
Jin Ji2 i
J(T) = ]§1 ]gz ]§3
51 J52 Jss
dengan
4 2r(d,a; +1g;)  aK(ea, —dy)
Jihi=r- -

Ke,a,? +1g, Ke,a,? +1g,

_ a, K(dya, +1g;)

]fz = 2
Ke,a,* +1rg,
Jh = — a,K(dya, +rg,)
13 Ke,a,? +1g,
];'1 =0,
ey K(dyay +1g;)  BriK(ea, — dy)
J22 = - —d;

Ke,a,? +1rg, Keya,? +1g,
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]§3 =0, Persamaan karakteristik dari matriks J(Tg)
. ear(Keya; —dy) diberikan sebagai berikut.

Ja1 = Ke,a,? +1g,

Ja Bor(Ke,a, —dy) det(J(Tg) — Al) = 0. (6)
32— Ke,a,? +1g, '
. etK(da, +1g,) 2g,r(Keya, — dy) Salah  satu akar dari Eq.6  adalah
33 = K 2 Tk 2 —d,. eaK(diai+rg,)  par(Kejay—dy) do. Nilai eigennva

e +71g; €0 +71g; Kera, 2419, Keia 2479, 2: genny
- , , akan bernilai negatif jika 20K(@tTgy)
Persamaan karakteristik dari matriks J(T,) Keia,*+71g;

Bair(Kesa;—d,)
Keja;%2+rgy
merupakan akar-akar persamaan kuadrat berikut

det(J(T,) — AI) = 0. 4) ini

diberikan sebagai berikut. +d,. Dua nilai eigen lainnya

S, don Badadalh 28 ) 4G — ISR =0 ()
- —d;. Nilai eigennya

Ke,ay*+7g; Ke;az%+7g, . [ cp s
bernilai negatif jika elalK(dzza2+ng) < ﬁlK(Ezlzlz_dz) n . Juml6ah akar-algar dari Eq.7 bermlal.nega'.uf jika
Keya;®+7g; Keyaz?+7g; Ui +J32) <0,J; <0,/3, <0 . Hasil kali akar-

dy. Dua nilai eigen lainnya merupakan akar-akar

persamaan kuadrat berikut ini akarnya bernilai positif jika J11/2, > J1J2.

Teorema 3 Titik keseimbangan Tg(P*, Hy, H;)

2 4 4 g4 474 _ 4 s _
A% = AU11 +J53) + i3s3 —Jial31 = 0. O] stabil jika < 21:* + o Hy + ayH,
Jumlah akar-akar dari Eq.5 bernilai negatif jika  e;aP* < 2g.H;" + B H," + d4, e, P <
Ut +J%) <0,]J# <0,J4 < 0. Hasil kali akar-  SoH1" + 2g,Hy" + da, J11)22 + J11J33 + J22)33 >
akarnya bernilai positif jika J J35 > Jia/4. Ji2Jor + sfss Haslse dan —(ig + oz +
J33/11/22+4/11/33+/22/33—/12/21—/13/31—

Teorema 2 Titik keseimbangan — /23/32>/11/23/32+4/12/21/33+/13/31/22—/1

1/22/33—/12/23/31—/13/32/21

(K(d1a1+rg1) r(Keja;—dy) 0)
Keja2+rg,;’ Keja;2+rgy’
eaK(dyas+rgy) _ Bir(Keia,—dy)

stabil Jika

Kera, 2419, Kesatrg, d, 1 < Bukti. Diberikan matriks Jacobi dari Tg(P*, Hj,
2r(d,a,+rg,) . a;r(Keya,—dq) e;aK(dya,+7rgy) < H2* sebagai berikut.
Keja,2+1g, Keja,2+rg, Keja,2+rg,
2g;1r(Kejay—d,) 6 16 6 16
Keyai2+7g, +dy dan JP1)3; > J12)31- 11 Jiz Jis
](TB) =11 Joz Jas
Bukti. Diberikan matriks Jacobi 31 Ja2 I3
K(d + K —-d . .
TG( (dya,y Tg1)‘ r(Keja, 1)‘ 0) Sebagal berikut. dengan
Keja,%2+rg, Keja,2+rg,

2rp*
Ju=1r-— %

* * *
6 6 6 —aH —ayHy, Ji; = —a4P
Jiv Ji2 Ui ’ ’

= —a,P* ], = e;a;H"
T.) = |6 6 6 J13 a0 5)21 11,
J(Te) ]261 ﬁz ;263 Jaz = exayP* = 2g,H," — B Hy" — dy,
dengan 31 J3z /33 523 i _§1Z1*a]31 = eayHy 7,
2r(da, +r a;r(Keja; —d 52— Paizo . N
]161 =r—- (d, ; 91) St ( 12 L ) J33 = e;a,P* — BoHy" — 2g,H,” — d,
Keja,* +rg; Kejay? +1g; pe = K(dys + dyt +ru)
e alK(dlil + rgl)’ " Kejays + Keya,t +ru
Keia,* +1g, = Ka,v + Krw + rx
Js, = _ %K (dias +1g1) 1 T Keyays + Keya,t +ru
3 Keja;? +rg, ot = — Kav+Kry+rz
15 = era;r(Keyay —dy) 2 Keja;s + Keya,t +1u
2 Kejay? +1g; S =Py — 19, t = a1y — a9, u
6 _ elalK(dlal + T'gl) _ Zglr(Kela’l - dl) _d = azﬁz - algz,
22 Kelalz +rg1 Kelalz + rd1 1 v = dlezaz - dzelal, w = ezazﬁl - elalgz,
6 _ Bir(Kejay —d,) 6 _ n 16 _ x = dig; — daff1,y = €;0,91 — e1a1 By,
S5 = T Reya? g, TR0 2= dif, — dogs.
101 1
6 _ eaK(diay +1g,) pir(Kejay —dy) o . .
BT T Kea?+rg, | KeaZt+rg, % dPlerEamaan karakteristik dari matriks J(T'g)
adala
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/’{3 + All’{z + Azl’{ + A3 = 0 (8)

Ay = =1 +J22 +J33)

Ay = idJaz + 1133 + J22)33 = J12J21 — J13)3
—J23/32

Az = J11)23)32 + J12J21)33 + J13)31)22 — J11)22)33
— J12J23/31 — J13J32)21-

Nilai eigen dari Eq.8 akan bernilai negatif, jika
Ay >0,4,> 0,43 >0,dan 4,4, > A;.

E. Analisis kestabilan titik keseimbangan model
1)
Teorema 4 Titik keseimbangan

K(E,aqp+dyan+1 r(Keya,—Eyq,—d .
T4+( (2K2CI2 22 2 .92)‘ 0, (Keya, 2sz2 2)) stabil
e,a,%+rg, Keya,°+rg,

1K (Keyay—Epq,—ds)
Ke,a,%+1g,

.. e a1 K(E,apqp+dyan+1
]lka 121K (E, 2‘122 202 .92)<
Keya,%+rg,

Elql + dl'r <
21 (E2a2q2+d2a247g2)

2 +
Keyaz“+rgy
azr(Keyaz—Ezqa—dy) e2a2K(Exa2qz+d2a2+792) <
Kepay2+rg, > Kepay2+rg,

2g;7(Keaaz—Ezqz2—dz) 44744 44 14+
+d, dan > .
Kepay?+79, 2 i1 )33 > Ji3 )31

Bukti. Diberikan
Tys (K(Ezazﬂh‘*'dzaz‘*"’gz)‘ 0,

Ke,a,%+rg,
berikut.

matriks Jacobi
T(Keyay—Epq,—ds)

Ke,a,%+rg,

) sebagai

4+ 4+ 4+
11 12 13

— |74+ jar e+
J(Tw) =27 23 T3
4+ ja+ 4+
31 J3z2 /33

dengan

_ 2r(Ea,q; + dya; +195)
Ke,a,? +1g,
_ arr(Keya, — E>q, — dy)

4+ _
1 =

Ke,a,? +1g,
_ a, K (Eyayq, + dyay +1g,)
Ke,a,? +1g,
a, K(Eya2q; + dya, +19;)
a Ke,a,? +1g,

4+ _
12 =

4+ _
13 —

2 =0,
4t _ e1a; K (E;a2q; + dya; +193)
22 =

Ke,a,? +1g,
BiK(Keya, — E>q, — dy)

B Ke,a,? + 19,
e;a,r(Keya, — Erqp — dy)

- Eq,—d,y

33 =0J3 =

Ke,a,? +1g,
at _ _.827”(1{32“2 — E>q; — dy)
32 7 Ke,a,? +1g,
e,0,K(Eya,q; + dya, +1g5)

4+ _
33 —

Ke,a,? +1g,
_ 2g;r(Keya, — Erq; — dy) _

d,.
Ke,a,? +1g, 2

Persamaan Kkarakteristik dari matriks J(T,,)
diberikan sebagai berikut

Surabaya, Universitas Airlangga

det(J(T,,) — AI) = 0. ©)]
Salah  satu  akar dari  Eq.9 adalah

1K (B, 2G5 +d,2,4797) — P1K(Kepap—Ezqp—dy) Eyq, —
141

Keya,%+rg,
dy. Nilai eigennya akan bernilai negatif jika
€101 K(E;a2q2+d2,47g92) . B1K(Keya,—Epqp—ds)

Keya%+r < 2 +tEq+

202° 477> Keyaz“+1g;

Keya,%+rg,

dy

Dua nilai eigen lainnya merupakan akar-akar
persamaan kuadrat berikut ini.
22— A0L 43 + 133 — Ji5Js0 = 0. (10)
Jumlah akar-akar dari Eq.10 bernilai negatif
jika Ui +J35) < 0,J1 < 0,J5F < 0. Hasil kali
akar-akarnya bernilai positif jika J{7 J35 > Ji4J51.

Teorema 5
T K(Eya1q:+d1a;1+791)
6+ Keja, 2+r,
101 g1
Jika

Titik keseimbangan
r(Keya,—E;q,:—dq) .
1 O) stabil
Kelal +rg,
Bor(Keija;—E1q1—d4)
Keya,%2+rgy

€,0,K(E1a1q1+dya,47g,)
Keja 2+1rg,

+

Ezqz + dz,r <

2r(E @191 +d1a,+791)
Keya,%2+rg,

a;r(Keyay—E1qy—dy) e;a;K(Eiayqy+dias+71gy) <
Ke,a,2+71g, ’ Ke,a,2+1g,

2g;1r(Keyay—E1q1—d1) 6+ 716+
1 12 L 1F dy dan >
Keya,2 479, +E1qs+dy Ji1 )22

6+ 16+
]12]21 .

Bukti. Diberikan

T K(E1a1q1+d1a1+791)
6+

sebagai

matriks Jacobi
r(Keya;—E1q;—d1) 0)

Ke a,%+rg,

Keja,2+rg, ’

berikut.

6+ 6+ 6+
11 12 13

— 6+ 6+ 6+

](T6+) - /21 22 23
6+ 6+ 6+

31 32 33

dengan

2r(Eyayq, + dyay +1g7)
B Keja? +1g,
_ ar(Keya; — E1qq — dy)

6+ _
11 =T

Keja,? +rg,
6+ _ a,K(Eia1q;, + diay +19,)
12 =~

Ke,a,? +rg,
a,K(Eya;q, + dia; +19,)
B Keja?2 +rg,
_ era;r(Kejay — Eiqy — dy)

6+ _
13 —

6+
21

Keja,? +rg,
or Q1 K(Eja1qy + diay +1g1)
22 =

Keia?2 +1rg,
_ 2g,7(Keya; — E1q; — dy)

—E g, —d
Keia,2 +rg, 1% L

6+ _ _.817”(1(315(1 —Ei1q, — dy)

- Ke a2 +rg,

=08 =0

e, K (Erayq, + dyay +1g,)
Keja.?2 +rg,

6+ _
33 —
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_ﬁzr(Kela’l —Eiq; — dy)
Keja.? +1rg,

—Eq, —d;

Persamaan karakteristik dari matriks J(Tg,)
diberikan sebagai berikut.

det(J(Ty,) —AI) =0 an
Salah satu akar dari Eq.l11 adalah
0K (E1a1q1+d1a,41g,)  Par(Keya;—Esqy—dy) Eqq
- — E,q, —

Keja 2+rg, Kejaq 2+rg;
d,. Nilai eigennya akan bernilai negatif jika

e, K(E a,q; + diay +1g,) <
Ke,a,? +rg,

Bar(Kejay — E1qy — dy)
Keia,2 +rg,
Dua nilai eigen lainnya merupakan akar-akar
persamaan kuadrat berikut ini.

+E,q, +d,.

6+ _ 16+
22 12

2 =205 +J32) + i s =0. (12
Jumlah akar-akar dari Eq.12 bernilai negatif
jika (J&F +J$5) < 0,J8F < 0,J83 < 0 . Hasil kali

akar-akarnya bernilai positif jika J&; J$F > Jo5 St

Teorema 6 Titik keseimbangan Tg,(Py, Hi,,
A2+ stabil jika /11<0, /22<0, /33<0,
J11J22 + J11S33 +J22)33 > J12J21 + J1sJ31 + J23)32
dan —(J11 + J22 + J33)Urd)2z + J11J33 + J22)33 —
J12/21-/13/31—/23/32>/11/23/32+/12/21/3
3+/13/31/22—/11/22/33—/12/23/31-/13/32/
21
Bukti. Diberikan matriks Jacobi dari Tg, (Pf, Hi,,

H2+x*sebagai berikut.
11 Jiz Ji3
J(Tgy) = []21 J22 ]23]
31 Jz2 Js3
dengan
Ju=r— 27: —aH;" — ayH,", J1, = —a P7,
J13 = —a;P" Joy = exa Hy ',
Ja2 = ey P — 2g,H;" — B H," — dy,
Jas = —BiHi", J31 = e;axHy,
J32 = —BH,",
J33 = e;a,P" — BoH" — 2g,H," — d,

e K((dy + Ey)s + (dy + Ey)t + 1u)

+

Keja,s + Keya,t +1u
Ka,v+ Krw +rx

H{, =
™ 7 Keyays + Keyayt +ru
n (Keya,> +1g,)E; — (Keyayay +75,)E,
Keja;s + Ke,a,t +1ru
. Kav+Kry +rz
Hy, =

B Keja,s + Keya,t +1u
+ (Keya,* +1g1)E;, — (Keyaya, +1B)E;

Keays + Key,at +1u
S =yf; — a9zt = a1y — Az gy,
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U= B — 4192

v =diea; —dye ay, W = e,a,61 — e1a1 g,
x = dig, — dyf1,y = e;a291 — e1 15,
z= diff; —dy9;.

Persamaan karakteristik dari matriks J(Tg,)
adalah

B+A 22 +A4,1+4;,=0 (13)
Ay = =1 +J22 +J33)
Ay = JidJaz + 1133 + 12233
—J12J21 = J13J31 — J23)32
As = Ji1)23)32 +J12)21)33 + J13)31)22
—J1J22J33 = J12J23)31 — Jazls2)21

Nilai eigen dari Eq.13 bernilai negatif, yakni
Ay >0,4,> 0,43 >0,dan 4,4, > A;.

F. Pemanenan Optimal

Teorema 7 Fungsi pemanenan dengan titik kritis
TE.(E{,E3) optimal  jika Bsp, + Bgp, >
2,/ B3Bsp1p.,

B3Byp1p; + ByBsp,* + B3cypy + 2Bscip, +
Bgcap, < 2B1Bspip;

B,B3pi* + B Bsp1p; >

2B;B4p1p; + 2Bycyp1 + Bscipy + Bscyps.

Bukti. Fungsi keuntungan yang digunakan adalah

T = pH{ Ey + poH3 By — ¢ By — B, . (14)
Untuk  memaksimalkan  keuntungan  maka
ditentukan titik kritis dengan syarat

dm dm 1
dn _ dr o (15)

sehingga diperoleh titik kritis TE, (E7, E) dengan
B3Byp1p2 + B4Bep2® + B3cypy

Ef=—
B3*ps? + 2B3Bep1p; + Bs"py? — 4B, Bspip;
_ 2Bscipy + Becop, — 2B1Bspyp,
B3?ps? + 2B3Bep1p; + Bs“p2? — 4B, Bspip;
B BiB3p:* + B Bsp1p2 — 2B, Bup1p;

2 =
B3*p1? + 2B3Bep1p; + Bs*p2? — 4B, Bspip,
_ 2Bycyp1 + Bseypy + Beyp,
B3*ps? + 2B3Bep1p; + Bs“pa? — 4B, Bspip;
Ka,v + Krw +rx

B = Keiays + Ke,at +1u
_ (Keyaz® +7g,)
B, = Ke,ais + Ke,a,t +1u
B, = (Keyaya; +1py)
Keyays + Keyayt +1u
Ka,v+ Kry +rz
By = Keiais + Ke,a,t +ru
_ (Keja,® +7rg,)
Bs = Keiais + Ke,a,t +1u
B, (Keyaia; +1f7)

" Keja;s + Keyapt +ru’
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Ef >0
Bspy + Bgp, > 24/ B Bspypa,

B3Bup1p; + ByBsp,® + B3cypy + 2Bscip,
+Bgcyp, < 2B1Bspip;

E;>0

By B3p,* + B Bsp1p, >

2B, Byp1p; + 2Bycyp1 + Bscipy + Bscips

G. Simulasi numerik model tanpa pemanenan

Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi
yaitu r = 1.5,K = 10000,a, = 0.000021, a,
0.000022, e, = 0.5,e, = 0.5,d; = 0.00055,
d, = 0.00065, 8, = 0.0000008 3, = 0.000001,
g1, =0.000022 g, = 0.000022,q; = q, = 1.
Titik keseimbangan yang diperoleh yaitu Tg =
(8721.544892, 4369.476033, 4545.875889)

Matriks Jacobi dari Ty adalah
—1.308231735  —0.1831524427

J(T5)0.04587949835 —0.08738952063
0.05000463478 —0.004545875889

—0.1918739876
—0.003495580826
—0.09091751779

Persamaan karakteristik yang dibentuk dari J(Tg)
adalah

A3 +1.486538773A% + 0.25919380491
+0.01190383372

Nilai eigen yang diperoleh adalah
(—1.29323327963695,—0.108359422651380,
—0.0849460711316692)

H. Simulasi numerik model dengan pemanenan
Nilai parameter yang digunakan dalam simulasi
yaitu r = 1.5,K = 10000,a, = 0.000021, a,
0.000022,e; = 0.5,e, = 0.5,d; = 0.00055,
d, = 0.00065,3, = 0.0000008 8, = 0.000001,
g, =0.000022 g, = 0.000022,q; = q, = 1,
p1=p2=10,c;, =¢; =5

Titik keseimbangan yang diperoleh dari simulasi
dari Eq.2 tanpa nilai E; dan E, yaitu

T(Ey, Ey)

= (8721.544892 + 6158.843441E,
+5792.107017E,,4369.476033

+ 5108.114480E,
—47180.93203E,,4545.875889

+ 5544.705461E, — 46868.04183E,)

n(Ey, E;) = pyHi By + poHy By — €1 By — B,

n(E,, E,) = 10E, (4369.47603
+5108.114480E, — 47180.93203E,)
+10E,(4545.875889 + 5544.705461E,
—46868.04183E,) — 5E, — 5E,

Titik kritis dari fungsi keuntungan adalah sebagai
berikut
TE.(0.05244746121, 0.05445170152).

Keuntungan maksimal yang diperoleh yaitu
m = 2383.225761
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Gambear 1. Kurva fungsi pemanenan

Nilai parameter pemanenan yang digunakan yaitu
E; = 0.05244746121,E, = 0.05445170152.

Titik keseimbangan yang diperoleh dari simulasi
dari Eq.2 yaitu
Tg+ = (9360.685705, 2173.101455,
2284. 636989
Matriks Jacobi dari Tg, adalah

—1.404102857  —0.1965743998 —0.2059350855
J(Tg4)|0.02281756528 —0.04346202910 —0.001738481164
0.02513100688 —0.002284636989 —0.04569273974

Persamaan karakteristik yang dibentuk dari J(Tg,)
adalah

A3 +1.493257626A% + 0.1368250981
+0.003193385615

Nilai eigen yang diperoleh adalah
(—1.39694831795502,—0.0538903378614323,

—0.0424189700235430)
Dengan menggunakan nilai awal P(0) =
9000, H,(0) = 2000, H,(0) = 2000 maka

diperoleh hasil simulasi dari Eq.2 dan Eq. 3 adalah
sebagai berikut sebagai berikut.

2400 4

9360.685705

e B
————— ———— =1 8721.544892

EE— = U t 1
0 20 40 60 30 100

— populasi mangsa setdlah pemanaa — — populasi mengsa schelum pemaenan

Gambear 2. Plot trayektori populasi mangsa
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4369.476033

e . B .

2500+~

1130-/ -

-2173.101455

2000

T i
150 200

T =
50 100
t

[—— populasi pemangsa | setelah pemanenan — — populasi pemangsa | sebelum pemanenan

Gambar 3. Plot trayektori populasi pemangsa pertama

4545.875889

2284.636989

T T 1
100 150 200
t

[— populasi pemangsa 2 sctelah pemancnan — — populasi pemangsa 2 scbelum pemancnan |

Gambear 4. Plot trayektori populasi pemangsa kedua

V. KESIMPULAN

Model mangsa-pemangsa dengan dan tanpa
pemanenan memiliki dinamika populasi yang
sangat berbeda. Selain memberi keuntungan yang
maksimal (mr = 2383.225761) setelah
pemanenan, kebijakan dengan memanen populasi
pemangsa memberi dampak pada peningkatan
kepadatan populasi mangsa. Walaupun kepadatan
populasi pemangsa berkurang setelah pemanenan,
namun tidak menganggu kestabilan sistem.
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