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Abstract— Pada penelitian ini ditemukan syarat
cukup keterbatasan operator integral fraksional
di ruang Morrey terboboti dan ruang Morrey
diperumum terboboti pada ruang Kuasi Metrik
yang berbeda dengan hasil penelitian sebelumnya.
Pembuktian dilakukan dengan menggunakan
ketaksamaan Holder.
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I. PENDAHULUAN

Penelitian keterbatasan operator integral
telah dikembangkan pada ruang Eclid, ruang
Metrik, dan ruang kuasi metrik di ruang
Lebesgue, ruang Morrey, dan ruang Morrey
diperumum baik tanpa bobot maupun yang
terboboti. Penelitian tentang keterbatasan
operator integral fraksional pada ruang kuasi
metrik terboboti dapat dilihat pada [1, 2, 3, 4, 5,
6].

Pada penelitian sebelumnya telah
ditemukan syarat perlu dan cukup untuk
keterbatasan operator integral fraksional pada
ruang kuasi metrik tak homogen terboboti. Pada
penelitian ini akan ditentukan syarat cukup
lainnya untuk keterbatasan operator integral

fraksional I, f(x):= [, fOpCxe,»)* du),
0<a<1 di ruang Lebesgue terboboti M}; ,

yaitu ruang kelas ekivalen fungsi terukur u
sehingga

1
Iflly = (Jy 1FOIIPo(@ ) du() )} < o,
B ER,
di ruang Morrey terboboti Mg"l; yaitu ruang
kelas ekivalen fungsi terukur p sehingga
171l =

1
suB-sar) (72 F O p(a, )P du))” <
00,0<4<1, FER,
dan di Ruang Morrey diperumum Mz'ﬁ ; yaitu

ruang kelas ekivalen fungsi terukur p sehingga

LN pe =
Mg

1
1 (1 P
s u@::s(a,mm(; [, IFO)Pplay)fdu®)) <
o, ER,
dengan ¢ merupakan fungsi dari (0,0) ke

A-1
(0,00). Jika ¢(r): =77 , maka M5P = MP*,

1

jika ¢(r) = r », maka Mg'ﬁ = Mg , sedangkan
jika A = 0, maka M}* = M?. Jika § = 0, maka
semua ruang akan menjadi ruang tanpa bobot.
Berbeda dengan pembuktian syarat cukup untuk
keterbatasan operator integral pada penelitian
sebelumnya yang membagi operator integral
fraksional menjadi tiga bagian, pembuktian pada
penelitian menggunakan pembuktian yang lebih
sederhana, yaitu hanya dengan menggunakan
ketaksamaan Holder.

II. TINJAUAN PUSTAKA

Berikut ini diberikan definisi ruang kuasi
metrik (lihat [1]).
Definisi 2.1. (Ruang kuasi metrik). Misalkan
X = (X,d,u) merupakan ruang topologi
dengan u merupakan ukuran lengkap sehingga
ruang fungsi kontinu dengan support lokal
adalah rapat dalam M*(X,u) dan p: X X X -
[0,0) merupakan fungsi kuasi metrik, yaitu
fungsi yang memenuhi kondisi:
(i) untuk semuax € X, p(x,x) =0

(i1) untuk semua x,y € X dengan x # Y,
p(x,y) >0

(iii) Terdapat konstanta K; > 1 sehingga
untuk setiap x,y € X, p(x,y) <
Kip(y, x).

(iv) Terdapat konstanta K, > 1 sehingga untuk
setiap x,y,z € X, p(x,z) < K,(p(x,y) +
p(,2)).

Diasumsikan bahwa untuk semua x € X
dan setiap konstanta r >0 bola terbuka
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B(x,r) ={y € X:p(x,y) <r} merupakan
himpunan terukur. Untuk setiap persekitaran V
dari x € X terdapat konstanta r > 0 sehingga
B(x,r) CV. Diasumsikan pula bahwa
u(X) = oo, untuk semua x € X dan untuk
semua konstanta r; dan 7, dengan 0 <1n <
r, <o berlaku pu({x}) =0 dan B(x, 1)\
B(x,1r) # 0.
Tripel (X, d, i) disebut ruang kuasi metrik.
Jika p pada ruang kuasi metrik memenuhi
kondisi penggandaan, dinotasikan dengan
u € (DC), (yaitu: u € (DC) jika untuk semua
x € X dan semua konstanta r > 0 terdapat
konstanta C; > 1 schingga u(B(x,2r)) <
Ciu(B(x,1)) ), maka (X,p,u) disebut ruang
tipe homogen. Jika kondisi penggandaan tidak
terpenuhi, maka X disebut ruang tipe tak
homogen.  Ukuran pu dikatakan memenuhi
kondisi pertumbuhan tingkat s, dinotasikan
dengan u € GC(s), s >0, jika untuk semua
x € X dan semua konstanta r > 0 terdapat
konstanta Cy > 0 sehingga u(B(x,1)) < Cor”.
Keterbatasan I, di ruang Lebesgue ([2])
diberikan dalam teorema dan akibat berikut ini.

Teorema 2.1. Misalkan X merupakan ruang tak
homogen. Misalkan 1 < p < q < o0. Operator
I, terbatas dari MP ke M? jika dan hanya jika
terdapat konstanta C > 0 sehingga untuk semua

la B(a,7) dalam X, u(B) < Cr*, s = 244=9
bola B(a,r) dalam X, u(B) < Cr®, s —
Akibat 2.1. Misalkan X merupakan ruang tak
homogen. Misalkan 1 <p < % dan % = %— a
Operator I, terbatas dari MP ke M? jika dan
hanya jika u € GC(1).
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Eridani dkk. [1] memperluas
keterbatasan [, dari Lebesgue MP ke ruang
Morrey klasik, MP* dan ke ruang Morrey

terboboti, Mg"l, yang diberikan dalam teorema
berikut.

Teorema 2.2. Misalkan X merupakan ruang tak
homogen. Jika pu€ GC(1), 1<p<qg<oo,
101 1
< = - -
5 q_a<1, a;tp, palljﬁ<p 1,
O<M<B—ap+1 dan ?1=;2, maka I,
terbatas dari M;; M ke M;,MZ dengan y =

1.8

-+-—a)-1
q (p + » a)

Utoyo [4] melengkapi melengkapi

Teorema 2.2. dengan syarat perlu untuk
keterbatasan I, dan selanjutnya Utoyo dkk. [5]

menentukan  syarat perlu dan  cukup
keterbatasan I, untuk u € GC(s).

III. METODE PENELITIAN

Berikut adalah  langkah-langkah  yang
digunakan untuk menyelesaikan penelitian ini.
(1) Mengkaji definisi, teorema, dan pembuktian

teorema keterbatasan operator integral

fraksional pada ruang kuasi metrik tak
homogen terboboti

(2) Mencari syarat cukup keterbatasan operator
integral fraksional pada ruang kuasi metrik
tak homogen terboboti selain yang telah
ditemukan dan yang memungkinkan
menggunakan pembuktian yang lebih
sederhana

(3) Membutikan kebenaran hasil yang diperoleh
dari langkah (2)

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini diberikan teorema tentang keterbatasan operator integral fraksional di ruang Morrey
Terboboti dan di ruang Morrey diperumum terboboti pada ruang kuasi metrik

Lemma 4.1. Misalkan (X, p, u) merupakan ruang kuasi metrik tak homogeny. Untuk setiap a € R dan
r > 0 berlaku:

(1) Jlkaf € Mp, maka fXB(a,Zr)\B(a,r) € MP
. A
(2) Jlkaf € Mp , maka fXB(a,Zr)\B(a,r) € MP

(3) Jikaf € ME* maka fxocazrnscar) € M7
Bukti: Diambil sebaranga € R danr > 0.

1

= B » B
(1) [fx Ifxs(a,m\s(a,r)(x)lp du(x)]” <rp [fB(ayzr)If(x)I”p(a.y)ﬁdu(x)] <rr|f ||Mg

1

v 5 By b 2B
@ [ [fxstazmoan @l el <77 [5 foqonlf P p@y)Pduto] < 11fll pa

1 1-8 1
3 Sy xs@emsan@I” dw@]" <77 ¢ g5 [ oo f I pla, )P duo]”
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Teorema 4.1. Misalkan (X, p, #) merupakan ruang kuasi metrik tak homogen, u € GC, 1 <p < i, dan
1<q<-—2- Jika £ Y _ g < 0, maka I, terbatas dari MZ; ke M;,I.
1-ap P q

Bukti: Misalkan s = ——, maka E=£—a, 2>1, dan —E+Z+ﬂ=—ﬁi+m+a>0
1 s p q P q qs p q

Berdasarkan Akibat 2.1. diperoleh bahwa I, terbatas dari MP ke M®. Berdasarkan Ketaksamaan Holder
S .
pangkat; dan Lemma 4.1. (1) diperoleh

1/
Unanllaf D@3 du)) " = Tiden (fy amirrsgazin laf 0)19p(@, 7Y du(3))

QR

s—4q a

_ s e a

< C Zki—oo (fB(a,Zk"'lT‘)\B(a,Zk‘r) p(a' y)s—q d#(Y)) |:(f3(a’2k+1r)\3(a‘2kr)|Iaf(y) |Sd#(J’)) ]
<

£ P 1
€T P (fy(aprspaazin) P@ 0T 4DD) X (Jyo s ya(asin [ OIP AP )7

<

s—=q

_B s as
CYri_o(2kr) P (fB(a,2k+1r)\B(a,2kT)p(a’ y)s-d dﬂ(}’)) X

(ntaztrrpa(atn|fOIPA@ )P du@))”

s=q

- s = 1
< CX @) (fyuatrira(azen P@ YT AHD)) X (fyFOIPA(@ 1) A

-1 k _£+Z+ﬂ » B E
< CRit @) P w ([ IFO)IPd(a,y)Pdu(y))
1 X B,y ,s—a
< Cllfllyp Zi2-wo(@0) 774" < ClIf

Teorema 4.2. Misalkan (X, p, ) merupakan ruang kuasi metrik tak homogen, 4 € GC, 1 <p < i, dan
L2 BH_ Y1 5 <0, maka I, terbatas dari MP* ke M2,
q p q B Y

Bukti: Misalkan s = ——, maka l=l—a, 2>1, —E+Z+ﬂz —E+m+a >0, dan
s P q p a as p q

% - %2 - g + g + Sq_—sq = 0. Berdasarkan Akibat 2.1. diperoleh bahwa I, terbatas dari MP ke M5.

Berdasarkan Ketaksamaan Holder pangkatg dan Lemma 4.1. (2) diperoleh

1<q<L. Jika 22 —
1-ap P

1 t/a =22 -1 1/q
(F Jo@n laf D@y du) " =70 Zetoos (fyaaerirnsazinlef D@ 3) du())

QR

s—q
P s e 1
S CT' 4 Zl;i-oo (IB(a,zk“r)\B(a,zkr) p(a! Y)S_q d#()’)) |:(fB(a'2k+1r)\B(a'2kr)|10{f(y)|Sdl'l(y)) ]
<

$=q

2z & s =
Cr @ Yil_o(2Fr) p(IB(a,zk+1r)\B(a,zkr)P(a'Y)s_q du(y))q X

1

ntazerrnaqaztn f OIP@IPdutn) )’

s—q

2 W s as
<Cr a Z (2%r) P(f p(a,y)s-a du(y)>
B(a,2k*t1r)\B(a,2kr)

k=—o0
1

p
y ( f FO)Pd(a, y)Bdu(y)>
B(a,2k*1r)\B(a,2kr)
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Teorema 4.3. Misalkan (X, p, #) merupakan ruang kuasi metrik tak homogen, p € GC, 1 <p < i, dan

1<g< ;;ap- Jika %—% = %—YTH— a < 0 dan ¢(r) < CY(r), maka I, terbatas dari Mg'ﬁ ke
Mq"y
lp .
Bukti: Misalkan s = ——, maka l=l—a, I>1, —E+Z+S_—q= —&+m+a >0, dan
1-ap s P q p a as q
11 8 +X4 Sq_—sq = 0. Berdasarkan Akibat 2.1. diperoleh bahwa [, terbatas dari MP ke MS.

p a p 4
Berdasarkan Ketaksamaan Holder pangkat 2 dan Lemma 4.1. (3) diperoleh
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1
r q
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1 =49
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