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Resumen

El early algebra es una propuesta curricular y linea de investigacion que atien-
de a la integracion del pensamiento algebraico en el curriculo de Educacion Pri-
maria. Partimos de una vision multidimensional del algebra escolar que incluye la
aritmética generalizada, el estudio y generalizacion de patrones, el estudio de las
funciones y la resolucion de problemas. La nocioén de estructura esta presente en
todas estas dimensiones, con diferencias en su significado. En este trabajo descri-
bimos el significado asignado a esta nocion en diferentes investigaciones que se
enmarcan en algunas de estas dimensiones en el marco del early algebra.
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Abstract

The early algebra is a curricular proposal and research line that refers to the
integration of algebraic thinking in the Primary Education curriculum. We adopt a
multidimensional view of school algebra that encompass generalized arithmetic,
the study and generalization of patterns, the study of functions and problem solv-
ing. The notion of structure is considered in all these dimensions with some differ-
ences in its meaning. In this chapter we describe the meaning given to this notion
in different research studies which can belong to some of these dimensions in the
context of early algebra.
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INTRODUCCION

La propuesta curricular y linea de investigacion denominada early
algebra plantea la “algebrizacion del curriculo” de Educacion Primaria
(Kaput, 2000), es decir, la introduccion de modos de pensamiento alge-
braicos en la matematica escolar desde los primeros cursos (Cai y Knuth,
2011). Se propone promover en las aulas la observacion de patrones, rela-
ciones y propiedades matematicas y, de este modo, promover habitos de
pensamiento que atiendan a la estructura que subyace a las matematicas
(Blanton y Kaput, 2005). El early algebra va acompanado de una amplia
concepcion del algebra escolar que engloba la aritmética generalizada, el
estudio y generalizacion de patrones y relaciones numéricas, el estudio de
relaciones funcionales, la resolucion de problemas, el estudio de estructu-
ras abstraidas de calculos y relaciones, y el desarrollo y la manipulacion
del simbolismo algebraico (v.g. Kaput, 2000).

El algebra' se considera importante en términos de como representa
los principios y estructuras de las matematicas (Cooper y Warren, 2011).
Las diferentes concepciones no son disjuntas y en ellas se observan nocio-
nes comunes. La generalizacion, los sistemas de representacion, la reso-
lucion de problemas o las estructuras son algunas de ellas. En este trabajo
recogemos diferentes significados con los que el término estructura se em-
plea en este contexto, distinguiendo la concepcion del algebra en la que se
enmarca y ejemplificando algunas de las investigaciones que la consideran
como objeto de estudio en el marco del early algebra.

EL ALGEBRA COMO ARITMETICA GENERALIZADA

En general, el término estructura en matematicas se asigna a un siste-
ma compuesto por un conjunto de objetos matematicos, una o mas opera-
ciones, asi como ciertas propiedades y relaciones de y entre estos objetos y
operaciones (Castro, Rico y Romero, 1997). Por ejemplo, la estructura del

! En este trabajo utilizaremos el término algebra para referirnos al algebra escolar.
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conjunto de los nimeros naturales con la operaciéon suma que es de semi-
grupo conmutativo, comprende los citados numeros, junto a la operacioén
suma y ciertas propiedades, entre ellas la conmutativa.

Este es el significado con el que se usa la nocion estructura al consi-
derar el algebra como aritmética generalizada. Las investigaciones con
alumnos de Educacion Infantil y Educacion Primaria que atienden a esta
nocion de estructura analizan la comprension y conocimiento de propieda-
des y relaciones matematicas de forma previa y paralela a la introduccioén
del simbolismo aritmético (v.g., Irwin, 1996; Resnick, 1992). La mayoria
de los estudios se centran en el contexto de la estructura aditiva en los
numeros naturales, prestando especial atencion a las cuatro propiedades
—complementaria de la suma y la resta, conmutativa de la suma, asociati-
va de la suma, y compensacion de la suma—, de forma conjunta o aislada
(Molina, 2006).

En investigaciones sobre el uso de algoritmos o estrategias inventadas
en la resolucién de problemas, se observa que los estudiantes aprecian
las propiedades conmutativa y asociativa desde muy jovenes, utilizando-
las cuando abordan célculos de formas no estandares o cuando inventan
y discuten multiples soluciones de un problema verbal (Resnick, Bill y
Lesgold, 1992). Concretamente, al descomponer y volver a componer los
términos de una operacion de distintas formas, los alumnos hacen un uso
implicito de las propiedades conmutativa y asociativa de la suma. Sin em-
bargo, los nifios entienden inicialmente estas propiedades como permisos
(evidentes) para combinar los nimeros en cualquier orden pero no como
leyes o propiedades (Resnick, 1992). Por ejemplo, dan muestras del uso
implicito de la propiedad conmutativa de la suma, al operar sin dar im-
portancia al orden tanto al trabajar con modelos fisicos como al operar
mediante conteo

Algunos trabajos mas recientes que atienden a esta dimension del al-
gebra, lo hacen en conexion con el estudio de pensamiento relacional, tér-
mino que se refiere al reconocimiento y uso, para alcanzar un objetivo, de
relaciones (incluyendo propiedades) entre los elementos que componen
una expresion numérica (Molina, 2006). Como ejemplos estan los trabajos
de Carpenter y colaboradores (v.g., Carpenter, Levi, Franke y Koehler,
2005) y Molina y colaboradores (v.g., Molina, Ambrose, Castro y Castro,
2009). Estos autores aportan evidencias de la emergencia natural de este
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tipo de pensamiento en el contexto de tareas que juzgan la equivalencia de
expresiones aritméticas (p. ej., 12+7=7+12; 16 + 14 — 14 =16).

EL ALGEBRA COMO ESTUDIO Y GENERALIZACION DE PATRONES

A la generalizacion, usualmente se llega a partir de una regularidad
observada y tras la busqueda de un patrén que sea valido para mas casos
(Polya, 1966). La nocidon de patron se asocia a términos como secuen-
cia, serie, orden, predecible, regularidad o estructura. Todas ellas son re-
levantes y permiten acotar la esencia de esta nocion (Liljedahl, 2004). Un
patron “es lo comun, lo repetido con regularidad en diferentes hechos o
situaciones y que se prevé que puede volver a repetirse” (Castro, Cafiadas
y Molina, 2010, p. 57). Morales, Cafiadas y Castro (2017) distinguen los
siguientes tipos de patrones:

» Patrones visuales o espaciales, en los que la regularidad se percibe

a través de la vista. Generalmente, se encuentran en el ambito de la
geometria o representaciones pictoricas. La representacion puntual
de ntimeros poligonales se considera un patron visual. En la figura
1 presentamos un ejemplo con los primeros términos de la secuen-
cia de los nimeros cuadrados.

e
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® 00 000 00ee
1 4 9 16

Figura 1. Primeros términos de los nimeros cuadrados

» Patrones lineales o de repeticion son en los que una unidad se repite
ciclicamente. A la unidad que se repite se le llama unidad de repeti-
cion o nucleo. Un ejemplo de este tipo de patrones es ABABAB,...
donde el nucleo es AB. Otro ejemplo lo observamos en la figura 2,
donde el nucleo es cuadrado blanco-triangulo negro.
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A A A

Figura 2. Ejemplo de patron de repeticion

* Patrones numéricos, donde el valor numérico de los elementos en
cada posicion es importante. Por ejemplo, 1 23 58 13 21... cons-
tituye un patrén numérico.

» Patrones logicos son aquellos en los que predomina el razonamien-
to basado en igualdad y diferencia de atributos entre objetos. En la
figura 3 mostramos un ejemplo en el que se mantiene el tamafio de
las figuras geométricas. Podriamos considerar que el patron por el
que se van afiadiendo términos a la seriacion es que cada término
se diferencia del anterior en forma y color.

O/ RAA

Figura 3. Ejemplo de patron logico

Los tipos de patrones presentados no son disjuntos. Por ejemplo, el
patrén mostrado en la figura 1 es un patron visual pero también es numéri-
co si atendemos al nimero de circulos que componen cada configuracion
puntual que representa los términos de la secuencia.

En este contexto, la nocidn de estructura conecta los patrones y la ge-
neralizacion. Por ejemplo en el caso de patrones repetitivos, la estructura
comprende aspectos como la unidad que se repite, la longitud de dicha
unidad, el numero de veces que se repite y si el patron termina o no en una
unidad completa. Mulligan, English, Mitchelmore y Robertson (2010) de-
finen el término estructura como la forma en que varios elementos se orga-
nizan y relacionan. Estos autores enfatizan que “la estructura matematica
se expresa mas a menudo en forma de una generalizacion —una relacion
numérica, espacial o logica que es siempre verdadera en un cierto domi-
nio” (Mulligan y Mitchelmore, 2009, p. 34). Desde esta aproximacion del
early algebra, la nocion de estructura permite establecer conexiones y re-
laciones entre conceptos y procesos matematicos y, como consecuencia,
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permite analizar como los estudiantes interpretan una regularidad y, poten-
cialmente, la generalizan (Warren, Miller y Cooper, 2013).

Las investigaciones sobre estructura en el estudio y generalizacion de
patrones abordan aspectos tales como la distincion de niveles de reconoci-
miento de estructura en tareas de generalizacion (Mulligan y Mitchelmore,
2009) o la relacion entre las formas de percibir la estructura que eviden-
cian los estudiantes y su mayor o menor competencia matematica, detec-
tando importantes diferencias entre los estudiantes de alto rendimiento y
los de bajo rendimiento (Liiken, 2012). Mulligan y Mitchelmore (2009)
destacan que, por ejemplo, el patron 3 x 5 representado en la figura 4 no es
evidente para estudiantes de los primeros cursos, ya que no reconocen la
estructura de tres filas con cinco cuadrados cada una (ver (b) de la figura
4). Asi, se observa que una estructura pictorica u otra puede ser mas cerca-
na a unos estudiantes u otros y puede favorecer o dificultar la comprension
de una estructura numérica asociada.

HEEEE
HEEEE @@
HEEEN

(a) (b) (©)

Figura 4. Representacion pictorica de (a) 3 x 5, (b) 3 filas de 5, (¢) 5 columnas
de 3 (p. 34)

EL ALGEBRA COMO ESTUDIO DE LAS FUNCIONES

En este enfoque funcional del algebra, las funciones son el foco de
contenido matematico. En Educacion Infantil y Educacion Primaria, las
investigaciones utilizan funciones lineales. En este sentido, son claves las
funciones lineales en general y las relaciones entre las dos variables, en
particular. El foco esta en el pensamiento funcional “entendido como un
componente del pensamiento algebraico basado en la construccion, des-
cripcion, representacion y razonamiento con y sobre las funciones y los
elementos que las constituyen” (Cafiadas y Molina, 2016, p. 210).
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La forma en que se trabajan las relaciones funcionales en el marco
de la propuesta early algebra se basa en promover la percepcion y gene-
ralizacion de patrones detectados en situaciones donde hay dos variables
relacionadas que covarian. En consecuencia, la nocion de estructura se
utiliza con significado semejante al recogido en el apartado previo. En la
practica, en una misma situacion en la que subyace una relacion funcional
los estudiantes identifican diversidad de estructuras, no todas ellas ade-
cuadas ni equivalentes. Por ejemplo Pinto y Canadas (2017) en un estudio
comparativo, con estudiantes de tercero y quinto de Educacion primaria,
de la resolucion del problema de las baldosas (se les presenta la imagen de
la figura 5 y se les pregunta por el nimero de baldosas grises necesarias
para un numero dado de baldosas blancas), destacan una amplia variedad
de estructuras mayor en tercero que en quinto.

Figura 5. Imagen presentada para el problema de las baldosas

Las estructuras identificadas en el total de estudiantes son las siguien-
tes, expresadas mediante simbolismo algebraico a partir de lo que los es-
tudiantes presentan para casos particulares: (a) 2x+6, (b) 2(x+2)+2, (¢)
2x+3+3, (d) 3(x+2)-x, (e) 3x+1, (f) 2x+2 (g) (x+3)-2 y (h) (x+6)+2x. Es
importante observar que diferentes conteos o formas de percibir el patrén
se corresponden con diferentes estructuras. En efecto, en los ejemplos an-
teriores no todas las respuestas corresponden a estructuras equivalentes.
Algunas son adecuadas y otras no. Los estudiantes de tercero, de forma
general, emplean mas de una estructura al responder diferentes preguntas,
lo que permite a los autores concluir una inconsistencia en el uso de las
estructuras. Por otra parte, en los estudiantes de quinto se observa una
mayor consistencia.
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EL ALGEBRA COMO RESOLUCION DE PROBLEMAS

Desde la concepcion del algebra como herramienta para la expresion
de métodos generales que resuelven clases de problemas, el término es-
tructura se emplea para hacer referencia a la estructura semantica del pro-
blema, la cual permite distinguir significados que se asignan a las opera-
ciones en los problemas verbales.

La forma de abordar la resolucion de problemas mediante modelos
rectangulares, ampliamente utilizada en el método Singapur, hace uso de
esta idea de estructura. De forma sistematica, desde segundo de Educacion
Primaria (7-8 afos) hasta la secundaria se ensefia a los estudiantes a repre-
sentar problemas verbales y relaciones numéricas (Clark, 2013). Se utili-
zan modelos rectangulares para representar la relacion entre las cantidades
conocidas, cantidades desconocidas y resolver problemas relativos a estas
cantidades (ver Figura 6). Se trabaja con las cuatro operaciones aritméti-
cas con diferentes conjuntos numéricos, tanto con los numeros naturales
como las fracciones. La creacion de modelos rectangulares permite a los
estudiantes visualizar relaciones matematicas abstractas y la estructura se-
mantica de los problemas. De este modo los estudiantes llegan a resolver
problemas algebraicos sin usar (el menos de manera tnica) el simbolismo
algebraico (Bautista y Cafiadas, 2015). Adicionalmente el método condu-
ce a los estudiantes a desarrollar el concepto de variable e incognita de
forma gradual.

Este heuristico forma parte del método Singapur (Kho, Yeo y Lim,
2009), que ha tenido especial reconocimiento en los ultimos afios gracias a
los buenos resultados de los estudiantes de Singapur en diferentes edicio-
nes de evaluaciones internacionales de PISA y TIMSS. El objetivo de este
método es que los estudiantes desarrollen las habilidades conceptuales y
procedimentales de matematicas para el dia a dia, y proporcionar a los
estudiantes la habilidad para formular, aplicar y resolver problemas. Se
considera que las representaciones juegan un papel crucial en la resolucién
de problemas.

Las investigaciones indagan en aspectos tales como de qué forma los
estudiantes utilizan este método (Swee Fong y Lee, 2009), qué dificultades
presentan (Kow Cheong, 2002) y como condiciona su posterior uso del
simbolismo algebraico en la resolucion de problemas (Swee Fong, 2003).
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Tengo 10 cromos de animales y 20 de | He comprado un sobre con seis cromos y ya
deportes ;cudntos cromos tengo en total? tengo 13. ;Cudntos cromos tenia?
13
el ———
N o
N
9 —
6 ?

En una clase hay 4 tizas de color rojo. Hay dos tizas mds azules que las que hay rojas. Hay
tres veces mds tizas blancas que rojas. ;Cudntas tizas hay en total?

Tizas rojas
’

4|4|4

Tizas azules

Tizas blancas |

3x5+2=17

Figura 6. Problemas resueltos con el método Singapur

No encontramos literatura que haga mencion explicita al término estruc-
tura en este contexto.

CONCLUSIONES

En este trabajo nos hemos centrado en un contexto muy particular de
las matematicas: el algebra escolar. No abordamos otros significados que
la nocion de estructura presenta cuando se trabaja el algebra en cursos
superiores a la Educacion Primaria o cuando se trabajan otros contenidos
matematicos. Hemos presentado nociones de estructura, con sutiles dife-
rencias para distintas aproximaciones al early algebra. Estas nociones se
encuentran estrechamente conectadas con la generalizacion. Este hecho
es importante dado que la generalizacion se considera clave en el pensa-
miento algebraico, en el conocimiento matematico y en el conocimiento
en general (Castro, Cafiadas y Molina, 2010).
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Observamos que en las investigaciones consultadas que atienden al
estudio y generalizacion de patrones, no es facil en ocasiones distinguir la
nocion de patron y la nocion de estructura. Consideramos la primera mas
amplia, conteniendo a la segunda. Entendemos que la nocion de estructura
hace referencia a la identificacion del patron a través de casos particulares,
y a la expresion o aplicacion del mismo para el caso general. No obstante,
este trabajo pone de manifiesto la necesidad de avanzar en una clara carac-
terizacion independiente de ambos términos.

Hay estudios donde considerar que la nocion de estructura podria con-
tribuir a la descripcion del pensamiento algebraico de los estudiantes y
de la percepcion del contenido matematico involucrado. Por ejemplo, en
el contexto funcional asi como en el estudio de patrones, permitiria inda-
gar sobre si la estructura se mantiene para el trabajo con diferentes casos
particulares y la generalizacion. Esto informaria sobre la consistencia del
trabajo de los estudiantes en un determinado problema. Consideramos que
seria interesante y necesario indagar sobre estas ideas en la investigacion
desde algunas de las dimensiones del algebra.
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