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Zusammenfassung

Mein Promotionsthema liegt in der Schnittmenge von Arithmetik und Funktionentheorie.
Es betrifft eine neue Methode, um elliptische Modulformen zu studieren. Elliptische
Modulformen sind seit einigen Jahrzehnten ein vielstudiertes Gebiet der reinen Mathematik
mit zahlreichen Verbindungen zu anderen mathematischen Objekten. Dies sind zum
Beispiel elliptische Kurven, quadratische Formen, Galoisdarstellungen sowie Objekte aus

der Codierungstheorie und Kombinatorik.
Es folgt nun eine Kurzbeschreibung des Themas dieser Arbeit:

Sei I" eine Untergruppe von endlichem Index in der vollen Modulgruppe SL(2,Z) (z.B.
eine Kongruenzuntergruppe von SL(2,Z)). Dann operiert I" von links auf 5#* (= obere
Halbene ## = {z € C : §(z) > 0} vereinigt mit den Spitzen P!(Q) = QU {o0}) durch

Mébiustransformationen:

a b _az+b

—_—, € SL(2,7Z), z € H*.
c d cz+d c ( ) 2

Unter einer elliptischen Modulform vom Gewicht £ > 2 und der Stufe I" versteht man eine

auf 4 und in den Spitzen holomorphe Funktion mit folgendem Transformationsverhalten:

b
“z+2) fiir alle | eT.

c d

F@ = ez r a1 (227
Die Gesamtheit aller Modulformen vom Gewicht £ und der Stufe I'" bildet einen endlich-
dimensionalen Vektorraum iiber C, den man mit M} (I") bezeichnet. Mit S (I') bezeichnet
man den Teilraum der Spitzenformen. Einer Spitzenform ordnet man, durch Integration
entlang von Zyklen, ihre Perioden zu. Ein Satz von EICHLER-SHIMURA identifiziert Vek-
torrdume von Modulformen mit Vektorrdumen von Polynomen (Periodenpolynome). In
den 1980er Jahren haben sich vor allem YU. I. MANIN und D. ZAGIER mit diesen Perioden

beschiftigt. Es gelang ihnen, die Aktion der Heckeoperatoren auf den Periodenrdumen als



Aktion gewisser ganzzahliger 2 X 2-Matrizen zu verstehen und die Spuren der Heckeopera-
toren auf eine ganz neue Weise zu berechnen. ZAGIER erhélt in [32] eine Spurformel mit
analytischen Mitteln, in dem er eine Formel aus [12] benutzt, die das Skalarprodukt zweier
Modulformen durch ihre Perioden ausdriickt. In meiner Promotionsarbeit wird ebenfalls
das Ziel verfolgt, Spurformeln fiir Heckeoperatoren zu gewinnen. Der dafiir gew&hlte
Zugang ist rein algebraischer Natur und wesentlich allgemeiner, der im Kern auf einem
neuen, in dieser Arbeit entwickeltem Projektor auf den abstrakten Periodenraum basiert.
Erwartet werden Formeln fiir die Spur der Heckeoperatoren auf dem Raum Si(I'o(IV))
der Spitzenformen vom Gewicht k& > 2 und der Stufe I'g(N) (N > 1) in Termen von
spezifischen diophantischen Gleichungen und Ungleichungen. Da sich diese Spurformeln
erheblich von den klassischen Spurformeln von EICHLER-SELBERG unterscheiden, ist
ein direkter Vergleich von groflem Interesse. Das Vorbild fiir diesen Vergleich sollte die
schon erwihnte Arbeit [32] von D. ZAGIER sein, dort wird der Fall der Stufe SL(2,Z)
behandelt, den wir in dieser Arbeit ausfiihrlich untersuchen. Zur ergénzenden Betrachtung
und historischen Einordnung der Thematik sei abschlieBend noch auf die Quellen [20],

[31], [11] und [19] hingewiesen.



Kapitel 1:

Abstrakte Periodenriaume

Als natiirliche Verallgemeinerung der Periodenrdume von Modulformen betrachten wir
in diesem Kapitel abstrakte Periodenrdume. Wir werden die Gruppenaktion der vollen
Modulgruppe untersuchen und als Hauptergebnis einen Projektor auf den Periodenraum
erhalten. Projektoren dieser Art spielen eine zentrale Rolle zur Gewinnung von Spurformeln
von Heckoperatoren, welche ausfiihrlich in den Folgekapiteln behandelt werden. Der
FEichler-Shimura-Isomorphismus charakterisiert elliptische Modulformen vollstandig durch
ihre Perioden. Die zugehorigen Periodenrdume sind endlich-dimensionale Vektorrdume.
Wir werden am Ende dieses Kapitels die Projektoren auf Periodenriumen zur vollen
Modulgruppe I'(1) fiir ein beliebiges Gewicht k£ > 2 und zu den Kongruenzuntergruppen
der Form T'y(p) fiir eine Primzahl p > 3 und Gewicht 2 untersuchen.

§1. Grundlagen

Mit I' oder I'(1) (oder auch I'y) bezeichnen wir die volle Modulgruppe, d.h. die (nicht-

b
kommutative, unendliche) Gruppe SL(2,Z) aller 2 x 2-Matrizen y = ¢ iiber Z der
c d
. . . 1 0},
Determinante det(y) = ad — bc = 1. Die Matrix I = ist das neutrale Element
01

von I', welches wir auch hiufig als 1 schreiben. Nach [28, S.81] hat I" die wohlbekannte
Présentation

I'=(S,T:5*=1, (TS)®=5?),
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wobei
0 -1

1 1
T =get. und S =gef.
01 0

Man erkennt leicht, daB 7' unendliche Ordnung und S endliche Ordnung 4 hat. Sei

weiterhin

1 -1
U=g4et. TS = ,
1 0

dann hat U Ordnung 6, und nach [28, Seite 11] kénnen wir die Modulgruppe auffassen

als amalgamiertes Produkt der Form
L= (S) % (N =2LYyg, gy (1.1)
Daher hat jedes Element y € T" die Gestalt
N=ISU*SU*2S..-SU** S (1.2)

fir eindeutig bestimmte Exponenten 0 < o, w<lund 1< ; <2 (1<j<k).

Unter der Wortlinge von v verstehen wir die natiirliche Zahl

k
1(7) =det, @ +w + (k — 1)+Zaj. (1.3)

Fiir die weiteren Betrachtungen seien ein Korper K der Charakteristik 0 und ein K [I']-
(Rechts-) Modul A gegeben. Das heifit, daB A ein (endlich-dimensionaler) K-Vektorraum
mit einer linearen Rechtsaktion des Gruppenringes K [I'] = @, . K v ist, so da8 fiir alle
a,be A, k; € K und 7, 7; € I" die folgenden Rechenregeln gelten:

(1) a‘l = a,

(2) (a+b)|y=aly+b|,

(3) a

f: kivi = En: ki (a
i=1 i=1

%’)-
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Wir fordern auBerdem, dafl —I stets trivial auf A operiert.

Bemerkung. Es ist zu beachten, dafl —I = trivial auf A operiert, aber
0 -1
10 10 : L .
—1g =— als Element des Gruppenringes K [I'] als Multiplikation mit
0 1 0 1

—1 € K zu lesen ist.

Bemerkung. Da —I trivial auf A operiert, betrachtet man statt der Modulgruppe I auch
oft die zugehorige projektive Modulgruppe PSL (2,Z). Diese kann als freies Produkt der
zyklischen Gruppen der Ordnung 2 und 3 aufgefaflt werden, d. h.:

PSL (2,Z) = 11/<_ ne YA LY

Eine zentrale Rolle spielen jene Elemente aus A, die die sogenannten Periodenrelationen

erfiillen.

(1.4) Definition. Der Teilraum
W (A) =ae {ae A:a|(1+5) =a|(L+U +0?) =o}

von A heif3t abstrakter Periodenraum.

Um den Apparat der Gruppencohomologie anwenden zu kénnen, werden wir die Elemente
aus W (A) cohomologisch als 1-Cozyklen mit gewissen Zusatzeigenschaften interpretieren.
Bevor wir dies jedoch tun, erinnern wir an den Begriff des coinduzierten Moduls (vgl. z. B.

[10, Chap. 4, p. 36] oder [3, Chap. V, p.67]).

(1.5) Definition. Ist IV eine Untergruppe von I', und A’ ein IV-Modul, so kénnen wir A’
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den (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) coinduzierten I'-Modul

Coind®, (A") =g, Homgp, (Z[F], A’)

{50 41508 = f)ls, ¥y e, voer]
zuordnen. Die (Rechts-) Aktion von I' auf Coindr., (A’) wird wie folgt definiert:

(f]7) (0) =aet. F(v8), 7,8 €T.

Wir deuten nun A, unter Restriktion, als K[(—I)]-, K[(S)]- und K[(U)]- Modul resp. Die

zugehorigen coinduzierten K[I']-Moduln sind dann:

M(A) =aes. Coind(_ (4) ={f: T = A: f(—7) = f(7), ¥y €T},
Mi(A) =4et. Coindlg (4) = { FiT = A: f(78) = f()|8, vy e r} ,

M3 (A) =get. Coindfm (A) = {f: ' > A: f(vU) = f(fy)‘U, Vv € I‘}.

Fiir die so gewonnenen K |[I'-Moduln gibt es eine kurze exakte Sequenz, die wir nun in
zwei Schritten herleiten. Dazu bemerken wir, dafl die direkte Summe M;(A) & M2(A) ein
K[I']-(Rechts-) Modul ist, wobei die Aktion durch (f, g) |'y =(f

v, g|fy) gegegen ist.

(1.6) PROPOSITION. Die Abbildung
B: Mi(A) @ Ma(A) — M(A),

definiert durch
/B(fag) —def. f -9, .f € MI(A)a g € M2(A)a

1st surjektiv.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, da§ die Abbildung S kompatibel mit der Gruppenaktion
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ist, denn fir r = Y rkyy € KII] gilt B((f,9)|r) = B((f|r.9|r) = f|r = g|r =
(f— g)‘r = B(f, g)‘r. Die Wohldefiniertheit von £, also f — g € M(A), folgt nun wegen
82 = —T = U3, denn fiir f € M;(A) gilt f(y) = f('y)|.5’2 = f('y‘S2) = f(—~) und analog

g(y) = g(7)‘U3 = g(fy‘U3) = g(—v) fiir g € M,(A). Die Surjektivitit zeigen wir durch
Induktion in der Wortlénge I(7y) der Elemente v € I', dargestellt wie in 1.2. Dazu sei
h € M(A) beliebig vorgeben. Wir legen die Werte f(I) = f(—I) und g(I) = g(—1I) derart
fest, daB h(I) = f(I) — g(I) erfiillt ist. Sei die Relation h(vy) = f(y) — g(y) fiir alle
v € I der Linge I(y) < n fiir ein festes n > 1 bereits erfiillt. Jedes Element aus I der
Lénge n + 1 hat dann die Gestalt .S oder yU mit [(7y) = n. Im ersten Fall setzen wir
f(vS) =qet. f (7)‘8 und dann g(vS) =ger. f(7S) — h(yS). Im zweiten Fall setzen wir
g(7U) =4ef. g(fy)‘U und dann f(yU) = h(yU) + g(yU). Insgesamt haben wir auf diese
Weise Abbildungen f € M;(A), g € M2(A) mit der Eigenschaft h = f — g gefunden. Diese
sind eindeutig durch die Werte f(I), g(I) gegeben. (Durch Festlegung von f(I) erhilt
man g(I) wegen g(I) = f(I) — h(I).) [

(1.7) SaTz. Sei
a: A— Ml(A) (&%) M2(A>
definiert durch

a(a) =def. ('y > a|fy, > a|fy), a€ A vyeT, (1.8)

dann st

0— A% Mi(A) @ My(A) 5 M(A) — 0

eine kurze exakte Sequenz von K [I'|-(Rechts-) Moduln.

Beweis. Aus der Definition und der Proposition folgt sofort, dafl a;, 8 wohldefiniert sind,
o injektiv, S surjektiv und im(a) C ker(f5) ist. Sei umgekehrt (f,g) € Mi(A) & Ma(A)
und B(f,g) = 0, dann gilt f = g und somit f,g € M1(A) N Mz(A). Setzt man f(I) = a, so
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folgt f(v) = f(I)|y = a|y aus den Eigenschaften von Mj(A), M2(A) und der Darstellung
1.2, also (f,g) € im(c) und damit im(a) = ker(f). [

Die im weiteren Text benutzten Begriffe aus der Gruppencohomologie kann man z. B. in

[3], [4], [10] und [22] finden.

Die kurze exakte Sequenz des letzten Satzes liefert uns eine lange exakte Sequenz in der

Gruppencohomologie:

0—— AT —° (My(A) © My(A))" —2— M(A)T —25 HY (T, A) — -

Dabei haben wir HO(T, A) = AT (AT C A ist die Gruppe der Fixpunkte unter der Aktion

von I'.), und analog fiir alle weiteren Moduln, sowie
HYT, A) = Z'(T, A) /Bl(I‘,A)

benutzt. H(I', A) ist die Faktorgruppe der Gruppe Z!(I', A) aller 1-Cozyklen, d.h. aller
Abbildungen f:I' - A mit

fnre)=Ffn)|e+ f(r), Vn,reel,

modulo der Untergruppe aller 1-Corédnder B(T, A), d.h. aller Abbildungen f: T — A,

die sich in der Form

foy) =af|(v—1)

fiir ein ay € A schreiben lassen. (Jeder 1-Corand ist automatisch ein 1-Cozyklus, denn

agl(vive — 1) = (ag| (y1 — 1) ) |2 + ag|(v2 — 1).)

Bemerkung. Aus der Definition folgt sofort, da8 jeder 1-Cozyklus ¢ € Z(T, A) auf
dem neutralen Element verschwindet, denn es gilt (1) = o(I - I) = ¢(I)|I + p(I), also
0=¢{)—¢(I) =¢(I). Da —I trivial auf A operiert, folgt weiter 0 = p((—I) - (—I)) =
o(=I)| — I+ o(—1), also p(—I) + ¢(—I) =0, aber i. Allg. nicht ¢(—I) = 0.
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Wir konnen die lange exakte Sequenz auch in einer modifizierten Weise aufschreiben.

Dazu benétigen wir die néchsten beiden Satze.

(1.9) SaATz.([3, Chap. III, Corollary 10.2, p.84]) Sei A ein K[G]-(Rechts-) Modul und G
eine endliche Gruppe, deren Ordnung in A invertierbar ist, dann gilt H*(G,A) = 0 fiir

alle 1 > 0.

(1.10) SHAPIROS LEMMA. Sei I eine Untergruppe von T’ und A’ ein K[I'']- (Rechts-)

Modul, dann gibt es fiir jedes i > 0 einen kanonischen Isomorphismus:

o (r, CoindF, (A)) = H(IY, A').

(1.11) MAYER-VIETORIES-SEQUENZ. Die Sequenz

0— AT — 5 A(S) g AU yA—2 5 HY (T, A) —— 0

ist exakt.

Beweis. Die Aussage folgt wegen
(M1 (A) ® My(A))" = A @ AD)| M(A)T = AD =4

und

H' (T, M1(A) & M2(4)) = H*((S),A) ® H'((U), A) = 0.

In [28] findet man die Verallgemeinerung der angegebenen Mayer-Vietories-Sequenz fiir

beliebige Gruppen der Form G = G1 *g,, Ga.

(1.12) &-Homomorphismus. Die Uberginge H*(T', M(A)) — H*+1(T, A) in der langen
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exakten Cohomologiesequenz sind durch den zugehérigen &-Homomorphismus (Ver-
bindungshomomorphimus) gegeben. Dessen allgemeine Konstruktion ist etwa in [22]

nachzulesen. Fiir unsere Betrachtungen ist insbesondere von Interesse:
§: M(A)Y — HY(T, A).

Startet man mit a € A, dann wird dadurch eine auf ganz I' konstante Funktion f, €
M(A)T' mit Wert a definiert. Da 8 surjektiv ist, gibt es (f,g9) € M1(A) & M3(A), so
daB B(f,9) = f — g = f. gilt. Fiir beliebiges v € T gilt, unter Ausnutzung, da8l 3 ein
I'-Homomorphismus ist: B((f, g)‘(v —1)) =8/, g)‘v - B(f, g)‘ =fa|Y—fa=fa—fa=0.
Also liegt (f, g)‘(fy -1)= (f‘fy — f,9|v — g) in ker(8) = im(c). Daher gibt es ein a,, € A,
so dafl (f"y - f)lo) = (g‘fy —9)(o) = f(yo) — f(o) = a,y‘a fiir alle o € T' gilt. Setzt man
o =1 ein, so folgt a, = f(y) — f(1). Die Abbildung v — a, = f(v) — f(1) ist dann ein

1-Cozyklus aus Z1(T', A). Der Verbindungshomomorphismus ist dann gegeben durch:

8(a) = 8(fa) = — lay] = f(v) = fF(1) + BY(T, 4).

(1.13) Definition. Ein 1-Cozyklus ¢: I' — A heifit parabolisch, falls o(T) = 0 und
o(—I) = 0 gilt. Die Gruppe aller parabolischen 1-Cozyklen bezeichnen wir mit

H' =71,

Parabolische 1-Cozyklen werden unter anderem in [12], [24] oder [33] eingefiihrt. Sie stehen,
wie der nédchste Satz zeigt, in direktem Zusammenhang mit den Perioden von A, die aus
dem Kontext der Theorie der elliptischen Modulformen stammen und diese vollstéandig
charakterisieren (FEichler-Shimura-Isomorphismus). Die auftretenden Periodenrdume sind

alle endlich-dimensional.
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Mit Blick auf den néichsten Satz halten wir fest, daB die parabolischen 1-Cozyklen
p: I' — A die folgenden Gleichungen fiir beliebige v € T" erfiillen:

o p(T'vy)= @(T)‘v + (7)) = (7)),

* p(=Iv)= w(—I)‘v +o(r) = e()-
(1.14) SATz. Die kanonische Abbildung

ist ein (K-Vektorraum-) Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert. Um dies einzusehen, miissen wir fiir ¢(S) die
Periodenrelationen nachweisen. Es gilt <p(S)‘ (1+9) = <p(S)+<p(S)‘S = ¢(8%) = p(-I) =
0 und <p(5)‘ 1+U+0U?) = <p(TS)‘ (1+U+U?) = <p(U)+<p(U)‘U+<p(U) ‘U2 = p(U?)+
(U )‘U2 = p(U3) = ¢p(—I) = 0. Der Cozyklus ¢ ist bereits vollstindig durch seinen Wert
an der Stelle S festgelegt. Sei also ¢(S) = 0, dann folgt wegen ¢(7T") =0, p(—I) =0 und
der Cozykluseigenschaft von ¢ die Injektivitit, denn gegebenenfalls ist ¢(y) = 0 fiir alle
v € I'. Zur Surjektivitét vergleiche man [12, Chap. 2.4, Lemma 8]. |

Definition. Mit I'o, bezeichnen wir die von den beiden Matrizen +7" erzeugte Untergruppe
von I'; d. h.:
Feo = (£T).

Damit 148t sich Z1(T', A) auch deuten als die Gruppe aller 1-Cozyklen, die eingeschrinkt
auf die Gruppe I', unter der Restriktionsabbildung trivial sind, d. h.:

H!(T,A) =ker (Z'(T', A) — Z'(T'wo, A)) .

Wir erhalten damit, als Spezialfall von [12, Lemma 1, p. 251], die spater noch niitzliche

exakte Sequenz:
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0—— HO(T, A) —— H°(T'oo, A) — HL(T, A) (1.15)
) 1
1
HYT,A) — H'(Too, A) —— H2(T, A) — 0

Zur Formulierung der nichsten Aussagen betrachten wir weitere Teilrdume von A.

(1.16) Definition.

Ao =qet. ker(T — 1) = AT~ = H°(T'w, 4),
Aw —def. lm(T - 1)7
As =gef. {a € A: a|(S -1 e Aw}.

Der folgende Satz gibt AufschluB dariiber, welche Elemente beim Ubergang von A
zur ersten Cohomologiegruppe H' = Z!/B! via §-Homomorphismus auf jene Klassen

abgebildet werden, die von parabolischen 1-Cozyklen aus Z!(T, A) reprisentiert werden.

(1.17) PROPOSITION. Fiir jedes a € A gilt a‘(S -T) € A, a‘(S— 1) € A, =
a‘(l —8) € A,

Beweis. a‘(S—T) €eim(T-1) & \/beAa‘(S’—T) = b‘(T—l) & VbeAa‘S — a‘T =
b‘T— b VbGAa‘S— a= b‘T—|—a‘T— b—a o VbGAa‘(S—l) - (b—l—a)‘(T— 1) &
a‘(S’ — 1) € im(T — 1). Die zweite Aquivalenz gilt, da die Inversenbildung a — —a ein

Automorphismus auf A, ist. (\/ ist der Existenzquantor 3.) [

(1.18) SaTz. Der Raum A, besteht aus allen Elementen a € A mit 6(a) € H, (T, A),
wobes

H) (T, A) =gef, im (Hcl (T, A) — Hl(F,A)). (1.19)
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Beweis. Sei f,: I' — A die konstante Abbildung v —— a € A, dann existiert ein Paar
(f,9) € M1(A)® M3(A) mit f—g = f,, wobei f, g eindeutig bis auf ein Element aus a/(A)
bestimmt sind. Nach Bemerkung 1.12 ist dann 6(a) = 6(f,) = [y — f(v) — f(1)], d.h.
jeder 1-Cozyklus ¢ € §(a) hat die Form v — f(v) — f(1) + b|('y —1) fiir ein b € A. Sei f
derart gewéhlt, daf§ f(1) = 0 gilt, dann folgt g(1) = —a und damit 6(a) = [y — f(7)]
Weiterhin ist 6(a)(U) = 6(a)(T'S) = f(T'S) + af|(TS — 1). Andererseits gilt a =
F(T8)—g(TS) = f(TS)—g())|TS = f(T S)+a|T S, also a|(1-T S) = f(T S) = f(T)|S.
Da —S~! = 8 gilt und —1I trivial auf A operiert, folgt daraus durch Multiplikation beider
Seiten mit S~! die Gleichung
f(T) = a|(S—T).

Damit haben wir gezeigt, dafl ¢ genau dann parabolisch ist, wenn ein b € A mit
0 = o(T) :f(T)+b‘(T—1) :a‘(S—T)—I—b‘(T—l) (1.20)

existiert. Dies ist aber, unter Zuhilfenahme von 1.17, genau dann erfiillt, wenn a|(S — 1) €

A, =im(T —1) gilt.

(1.21) Bemerkung. Fiir jeden parabolischen 1-Cozyklus ¢ € §(f,) erhélt man b € A aus
der Gleichung
p(S) =b|(S - 1),

denn mit den Bezeichnungen aus dem Beweis gilt ¢(S) = f(S) + (S — 1), wobei

f(S) = f(1)|S =0 wegen f(1) = 0 folgt.

(1.22) Definition. Die Untergruppe Hj (T, A) von H'(T, A) heit parabolische Cohomo-
logiegruppe, es gilt:

HY(T, A) 2 Zc(T', A) / (ch(r, A)N Bl(I‘,A))-
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(1.23) Bemerkung. Das Diagramm

A— % SHYT,A)

Ac———— H(T, 4)

ist kommutativ, wobei die vertikalen Pfeile die kanonischen Inklusionen darstellen.

§2. Bernoulli-Operatoren

Die in diesem Abschnitt betrachtete Klasse von Operatoren spielen eine zentrale Rolle

bei der Gewinnung der Projektoren des anschlieBenden Abschnittes.

(1.24) Definition. Unter einem Bernoulli-Operator versteht man einen linearen Operator
B: A, — A, so dafl
a|B(T—-1)=a, Vac€A,

gilt. (D.h. B(T — 1) ist die Indentitét A, — A..)

(1.25) PROPOSITION. Fiir jeden Bernoulli-Operator B: A,, — A existiert genau eine

lineare Abbildung A\p: A — A, mit der Eigenschaft:

1—|—)\B=(T—1)B auf A.

Bewets. Wir definieren Ag auf A durch a‘)\ B =def. a‘(T — 1) B — a, wobei a € A. Dann
folgt aus der Definition des Bernoulli-Operators a‘)\ s(T—-1)= a‘ (T-1) —a‘ (T'-1)=0,
also ist a|\p aus A,. Die Eindeutigkeit von a‘)\ folgt direkt aus der geforderten Eigenschaft,
denn fiir jedes a € A ist der Wert a + a‘)\ durch die rechte Seite festgelegt. |
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(1.26) SATZ. Durch
1

'FE —def. (S_ 1) (B+ 5) (S— 1)
ist ein linearer Operator
Tg: A — W(A)

gegeben.

Beweis. Fiira € A.ist a|(S — 1) € A, und damit A, als Definitionsbereich fiir r g geeignet
gewihlt. Wir zeigen nun, daf r5 nach W (A) abbildet. Aus (S—1) (S+1) = §24+5-5—-1 =
0 folgt sofort die erste Periodenrelation, denn rg (1 +.S) = 0. Durch Ausmultiplizieren
erhilt man weiterhin SU? = —T !, so da8 SU? und T~ als Operatoren auf A identisch
sind. Es folgt (S —1)(1+U+U?)=S+SU+SU>-(1+U+U?)=8S+SU+SU? -
(TS+TSU+1)=1-T)(S+SU+T 1), also

(S-1)Q1+U+U»)=—(T-1) (S+SU+T™).

Da zudem B (T — 1) die Identitéit auf A, ist und U~! und U? identisch auf A operieren,
folgt
B(S-1)1+U+U*»)=—-(S+SU+T 1) =-S(1+U+U?.

Die Multiplikation dieser Gleichung mit (S — 1) von links ergibt
(S—-1)B(S-1)(1+U+U*»=-1-5)1+U~+U?

bzw.
((s-1)3(s-1)+(1—5)) 1+U+U?) =0,

so daf} aus

B=(5-1)(B+,) (S-1)=(5-DBE-1)+01-5)
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die Behauptung folgt. Fiir die letzte Gleichung haben wir die Umformung 3 (S — 1)2 =
3 (S2—2S+1) =1- S benutzt. [

(1.27) KOROLLAR. Durch

TB =def. =B = (1= 5) (B—I— %) (S-1)

ist ein linearer Operator
rp: Ac — W(A)

gegeben.

Beweis. Die Aussage folgt, da die Zuordnung a — —a ein W (A)-Automorphismus ist. ll

(1.28) SATz. Das Diagramm

A, S HLT,A)
TB proj.
W(A) ¢ HA(T, A)

ist kommutativ.

Beweis. Sei a € A, dann ist §(a) = [¢] fiir einen parabolischen 1-Cozyklus ¢ € HX(T, A).
Nach 1.20 gibt es ein b € A mit

a‘(T _8) = b‘(T ~1) und ¢(S)= b‘(S ~1).

Auf der anderen Seite existiert wegen 1.14 ein eindeutig bestimmter parabolischer 1-
Cozyklus ¢ € H(T', A) mit
P(S) = a‘r B.
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Zu zeigen ist, daB [¢] = [¢] gilt, also ¢ — 1 ein 1-Corand ist, d.h. es gibt ein b € A, so da$
(p—v)(y)=v+— 8‘(7 — 1) fiir alle v € T" gilt. Fiir die Differenz ¢ =q¢f. b — a folgt sofort

c‘(T— 1) = b|(T— 1) —a‘(T— 1) = a‘(T—S) —a‘(T— 1) = a|(1 — 3.

Wenden wir den Bernoulli-Operator auf beiden Seiten an, dann erhalten wir unter

Ausnutzung der Eigenschaft 1.25 die Gleichung
a|(1 _S8)B= c|(T— 1)B = c‘(l +Ap)
und weiter

4(1-5)3(5-1) =c‘(S—1)—c‘)\B(S—1)

=85 = 1) —a|(S = 1) + (c]s) (5 - 1),
was quivalent zu
o (1=9)B(S -1+ 1)) =a|rs = o(5) + (c|As)| (5 - 1)
baw. zu
$(S) - p(S) = B|(S - 1)

fiir b =def. C|AB € Ay ist. Wegen (c‘/\B) ‘(T — 1) = 0 gilt die Gleichung auch an der
Stelle T'. An der Stelle —1I gilt sie trivialerweise, so dal wir die gesuchte Corandeigenschaft

schlufolgern kénnen:

V() —ely) = 13‘(7 —1), ¥y eT.
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§3. Der Projektor pp

Wir kommen nun zum Hauptergebnis des Kapitels, der Gewinnung eines Projektors auf

den Periodenraum W (A).

(1.29) Definition. Fiir jeden Bernoulli-Operator B: A, — A betrachten wir den
linearen Operator

DB =def. (T_l - T) TB: Acc — A7

wobei das Definitionsgebiet gegeben ist durch:

Ace ={a € A: a‘(T—T‘l) €A} ={acA: a‘(T‘l —T) € A}

Dann ist A.. die grofitmogliche Menge, auf der pp wohldefiniert ist. Zusammen mit der

Definition der Abbildung rp erhalten wir:

pp =T ~1)(1-9)(B+ %)(S— )= (@ -1 - 1)(B+ %)(S— 1.

(1.30) PROPOSITION.
bB: Acc — W(A)

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Konsequenz von 1.27. [

(1.31) PROPOSITION.
W(A) C Acc

Beweis. Auf dem Periodenraum W (A) gilt 1+ S =0=1+U+U? also S=U +U? =
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TS + TSTS. Daraus erhalten wir die sechs Gleichungen:

S=-1, —T718=1771,
TS =8 —-TS8STS, T 18=8+8TS, (1.32)

T=1-TS8ST, T-!1=1+ 8T,

wobei wir benutzt haben, da $? als Identitét auf A operiert. Es ist dann T-! — T =
1+8T —1+TST=ST+TST und T — T~—! = —ST — T'ST. Weiterhin folgt

(T'-T)=T-T"S (1.33)

aus (T7'—-T) =(T—-T 1S < ST+ TST = —8TS —TSTS <= ST + TST =
—(ST+TST)S <= ST+ TST + (ST+TST)S = 0 < (14 5)(ST + TST) = 0,
da die letzte Gleichung auf W (A) stets erfiillt ist. (Aquivalent dazu erhalten wir nach
Multiplikation mit S von rechts die Gleichung (T~ —T) S = (I’ — T7').) Fiir jedes
a € W(A) folgt
a|(T =TS - 1) =
— a‘(T T8 - a‘(T _ 71

= a‘(T‘1 —-T)+ a‘(T_l —T) (1.34)

- —2a|(T _ T,
Wegen

—2a,|(T -y = —2a‘(T — 1)+ b‘(T ~1)

fiir b = —2a|T ! folgt die Aussage, denn es gilt a‘(T -T 18 -1) e A, =im(T - 1),

was a € A.. impliziert. [ |

Bemerkung. Ein linearer Operator p: V — V wird als Projektor bezeichnet, wenn p? = p

gilt, so daB p eingeschriankt auf sein Bild als Identitét operiert.
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(1.35) THEOREM. Der Operator pg operiert auf dem Raum W (A) als (Quasi-) Projektor,

genauer ist:

PB|y sy =6 Idwwy —2-A1+T7 ) A (S -1).
Beweis. Sei a € W(A) beliebig vorgegeben, dann gilt, dquivalent zu 1.34, die Gleichung
a‘(T‘l —T)(1-8) = 2a‘(T‘1 —T).
Zusammen mit (7! —T) = —(1+T71)(T — 1) erhilt man
a|(T_1 _T)(1-8) = —2a‘(1 FTY(T - 1),
folglich ist
a‘(T‘l _T)(1-8)B = —2a‘(1 LT YT -1)B= —2a‘(1 FT1)(1+ Ag)
und damit
a‘(T‘l —T)1-8)(B+1) = —2a‘(1 +T-Y)(1+ ) + a|(T—1 —T).

Die Aussage gewinnen wir durch direkte Rechnung, indem wir die letzte Gleichung mit

(S — 1) von rechts multiplizieren:

a‘pB - —2a‘(1 FT-Y(1+Ap)(S— 1)+ a‘(T‘l ~TY(S 1)
= 2| (1+ T ")Ap(S — 1) — 2a|(1+ T-1)(S = 1) + a|(T"* = T)(S — 1),
Setzen wir noch
b =qet. 20,‘ (1+T"HAs(S — 1)

und beachten

a‘(T‘l TS —1) = 2a‘(T s
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so folgt:

alpp +b= —20,‘ (S+T-1§—1-T1) —|—2a,‘(T—T‘1)
=2a|(T-T'-S+1-T7'S+T1)
=2a|(2+T-T195)

=2a| (24T — STST)

= 4a + 2a| (T + TST)

= da + 20| (TS + TSTS) S

=4a — 2al|S
=4a + 2a

= 6a.

Fiir die Umformungen haben wir die Gleichungen TS +TSTS = U +U? = —1 = S sowie
T-18 = STST, die aus (T'S)3 = —1 und S? = —1 folgt, benutzt. [

§4. Zerlegung von A durch den e-Operator

Wir nehmen an, dafl die Aktion von I auf A linear zu einer Aktion von GL(2,Z) auf A

fortgesetzt werden kann. Aufgrund von

0
GL(2,Z) =T Uel, e= € GL(2,Z) (1.36)
0 1

reicht es dann, die Aktion fiir

T_1 =def. € (137)
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zu betrachten (vgl. [16]).

(1.38) HILFSSATZ. Fliir a € A gelten die folgenden Regeln:
e aleS = a‘S €
e aleT = a‘T‘1 €

° asUa=a‘SUzS

° asUzeza‘SUS

0 1
Beweis. Sei € =gef. ( ) . Durch einfaches Ausrechnen gewinnen wir e S =¢é = —¢é =
1 0

-1 -1
Se (—1 operiert trivial auf A) und T = = T~'e. Damit folgt eUe =
0 1

eTSe=T1eSe=T182=T18=8STST=STST(SS)=8(TSTS)S =
SU2S. SchlieBlich erhalten wir eU?e = eUUe = eUeeUe = (SU2S)(SU?S) =
(SU?)S2(U?) =SU*S =SUS. (Die letzte Gleichung folgt, da U3 = —I trivial auf A
operiert.) |

Auf ganz A gilt somit eSe =S und e(1+ U+ U?)e = (ce+eUec+eU%e) =(SS+
SU2S+SUS)=S(1+U+U?S.

(1.39) KOROLLAR. W (A) ist e-invariant.

Beweis. Sei a € W(A) = ker(1+S) Nker(1+U + U?), dann ist (a‘s)‘(l—I—S) =
a‘(l—I—S)s:Ound (a‘s)‘(1+U—|—U2)=aS(1+U—|—U2)Se=—a‘(l—l—U—l—Uz)é:

0,
wobei wir a‘S = —a benutzt haben. [ |

(1.40) KOROLLAR. A, ist e-invariant.

Beweis. Fiir alle a € A gilt:

aeAcc<:>a‘ (T-T71) e A
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(:>a,‘ (T-T71) (S—-1) € A,

=V (|r-1=d@-17) 5-1).

beA

Aus den Rechenregeln folgt nun (a‘6)| (T-T71) (S-1)= —a‘ (T-T7) (S-1)e=
(T —1)e= —b‘s (T-!-1) = b‘sT‘l(T ~1),d.h a‘s € Aee. m

Seien AT und A~ die beiden Eigenriiume von ¢ zu den Eigenwerten +1 und —1. Dann ist
A= AT ® A~. Aufgrund der e-Invarianz von W (A) und A, erhalten wir zusétzlich die
Zerlegungen W (A) = W(A)*T @ W(A)~ sowie A.c = AL, @ AL, (VE =qer. V N AT fiir

jeden Teilraum V von A.)

(1.41) KOROLLAR. Sei B ein Bernoulli-Operator mit der Eigenschaft
1 1
B+-)=—(B+-=
€ ( + 2) ( + 2) 3

e A — w(A)*E.

cc

dann gilt
PB

Beweis. Aus der Definition des Projektors pp und obiger Eigenschaft folgt sofort pge =
epp. Fiir a € AL, ist a‘s = a, also (a‘pB)‘s = (a‘s) ‘pB = a|pB, d.h. a‘pB € AT NW(A).
Ist a € AZ, so gilt a‘s = —a und somit (a|p3)‘e = (a‘s) ‘pB = —a‘pB, also a‘pB €

A= NW(A). m

§5. Der Eichler-Shimura-Isomorphismus

In diesem Abschnitt wiederholen wir bekannte Resultate aus der Theorie der elliptischen
Modulformen. Insbesondere werden wir den wichtigen Fichler-Shimura-Isomorphismus

fiir beliebige Kongruenzuntergruppen wiedergeben. Mit Hilfe dieses Satzes ist es moglich,
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die abstrakte Theorie auf Rdume elliptischer Modulformen anzuwenden. Alle Aussagen

sind enthalten in z. B.: [8], [7], [14], [29], [24], [31], [11], [15], [12].

Definition. Sei N > 1 eine positivie natiirliche Zahl. Dann heifit

T(N) =aet (‘c‘ Z) € SL(2,2): (‘c‘ 2) = <(1) (1’) mod (N)

Hauptkongruenzuntergruppe des Levels N. Jede Untergruppe I von SL(2,Z), die eine
Hauptkongruenzuntergruppe I'(IV) enthélt, heifit Kongruenzuntergruppe. Das kleinste N

nennt man Level von I".

Die wichtigsten Kongruenzuntergruppen sind die Gruppen I'o(N) und I'; (N):

a

To(N) =aet ( Z) €T(1): c= 0 (modN) $,

C

a b
c d

' (N) =det. ( )EI‘(I):aEdEI(modN) ,

wobei

T(N) C T4(N) C To(N) € T(1) = SL(2,Z) =: T

Es zeigt sich, daf§ die Sequenz
1— 3 T(N) ——SL(2,Z) — L sL (2%nz) —1

b dN) b dN
exakt, also der natiirliche Homomorphismus f: 4 — a (mod ) (mod N)
c d ¢ (modN) d (modN)

surjektiv, und I'(V), als Kern von f, Normalteiler von I'; ist.

Sei N = Hp p¢ die Primfaktorzerlegung von N, dann erhalten wir aus dem chinesischen
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Restsatz, der Surjektivitédt von f und wegen

SL (2,24 ) = p* (1 - %)

die Index-Formel

[Ty :T(V)] =N ] (1-%) :

p|N

Jede Kongruenzuntergruppe IV hat daher ebenfalls endlichen Index in I'y, denn I'(IV) C
IV CSL(2,Z).

Die Indizes [['1(N) : T(N)] und [To(XV) : T'1(V)] kénnen wir leicht aufgrund der Tatsache
berechnen, daB die beiden folgenden Abbildungen surjektiv sind und die Kerne I'(/V) und
I'1(N) resp. haben:

a

o I\ (N) — Ly 4, ( Z) —s b (mod N),

(&

¢ b) — d (mod N).

* To(N) — (Z/NZ)*’ (c d

Wir erhalten

[[1(N):T(N)] =N, [Co(N):T1(N)] =¢(N) =N [] (1 — %) ,

p|N

wobei ¢(IN) der Wert der Fulersche ¢-Funktion an der Stelle N ist. Aus den allgemeinen

Rechenregeln fiir Indizes folgt nun sofort:

[[1:To(M)] =N ] (1+ 1) :

p|N p

Elliptische Modulformen. Sei # = {z € C: $(z) > 0} die komplexe obere Halb-
ebene und P!(Q) = QU {co} die projektive Gerade iiber den rationalen Zahlen (Spitzen).
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Dann operiert I'; auf /% =401, 52 UP(Q) von links via Mébiustransformationen, d. h.:

az+b a b
} S * = I‘ -
7(’2) CZ—|—d, ZEﬁ y Y (c d) el

(Ist ¢ # 0, dann ist die Zuordnung durch —g —— 0o und oo — ¢ gegeben. Im Fall c =0
durch oo — co. Z.B. gilt §(0) = oo, S(c0) = 0 und S~1(cc) = 0, S71(0) = 0o, wobei

0 1
S~1=g3= )
-1 0

Fiir jede natiirliche Zahl k£ > 2 erklirt man eine Rechtsaktion fiir Funktionen f: 5 — C

durch:
b _ a b
(f‘k’y) (2) =qef. [ (Zi_d) (cz+d)F, 4= (C d) ely.

Definition. Sei I' eine Kongruenzuntergruppe und k > 2 eine natiirliche Zahl. Eine

Funktion f: ## — C heifit elliptische Modulform vom Gewicht k und Level I, falls

folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) f ist holomorph,

@ f| =1 wer,

(3) f ist holomorph in den Spitzen P1(Q).

Erlduterungen zu (3): Da I eine Kongruenzuntergruppe ist, gibt es eine kleinste positive

1 h
natiirliche Zahl h, so daB T" = ( € I gilt. Dabei wirkt T" als Translation, d.h.
0 1

T"(2) = z + h. Jede Modulform beziiglich T’ ist demzufolge h Z-periodisch, denn aus der
Bedingung (2) folgt f(z + h) = f(2) fiir alle z € . Daher existiert fiir f die folgende

Fourierreihenentwicklung in der Spitze co = ¢ co:

= 3 an @) (am€C, anle) =),

n=—oo
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Man sagt, dafl f holomorph in der Spitze oo ist, falls a, = 0 fir alle n < 0 gilt,
f verschwindet in der Spitze, falls zusédtzlich ag = 0 erfiillt ist. Ist o € T'y, so folgt
(f‘ka) ‘k'y = f‘ka fir alle ¥ € o~ 'T'a. Daher hat auch f ka, fiir beliebiges a € T'y,
eine Fourierreihenentwicklung in der Spitze co. Man sagt dann, da3 f holomorph in den
Spitzen P1(Q) ist (resp. verschwindet), falls f ‘ka holomorph in oo ist (resp. verschwindet).
Die Menge I'"\P! (QU {oc}) der I'"-inéquivalenten Spitzen ist endlich, da I endlichen
Index in I'; hat. Man kann zeigen, daf§ die Bedingung (3) #quivalent zu folgendem
Wachstumsverhalten ist: lim,_, ‘( f ‘k'y) (i y)‘ < 00, Vv € I';. Die Spitzenformen sind

genau jene f, fiir die der Grenzwert verschwindet.

Den endlichdimensionalen C-Vektorraum aller (elliptischen) Modulformen vom Gewicht
k und Level IV bezeichnet man mit .#j (I''). Den Teilraum der Spitzenformen bezeichnet

man mit %% (IV).

Wie z.B. in [8, Chap. 4] nachzulesen ist, kann man .#(I") in natiirlicher Weise in den
Raum der Spitzenformen % (I) und den zugehérigen Quotientenraum der FEisensteinrei-
hen & (L") zerlegen:
/
& (T') =aer, (T )/yk(p/)
und

M(T) = F(T) @ &(T).

(1.42) Beispiel. Fiir gerades k > 2 definiert man die normalisierte Eisensteinreihe auf

J€ durch:

E(2) =qet. %(k) Gr(z) =1— % ng_l(n) ", (q(z) = 2™i%)

(Gr(2) = 3 @ayeaxa, (cz+d)™, By ist die k-te Bernoulli-Zahl, ¢(k) = 3.2, X die
(c,d)#(0,0)

Riemannsche Zeta-Funktion und ox—-1(n) =3y, d*~! die Teilersummenfunktion vom

Gewicht k — 1). Dabei ist Ej, fiir jedes gerade k > 4 eine Modulform vom Gewicht k zur

vollen Modulgruppe I';. Dagegen ist E5 keine Modulform.
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(1.43) Beispiel. ([8, S. 88] oder [30, Corollary 2.16, S. 18]) Sei k > 4 eine gerade natiirliche
Zahl, dann gilt:
My (T1) = F(T'1) ® CEy

und

k1, falls k = 2 (mod 12),
dimc (Mg (T1)) = iel

|_1—’“2J + 1, sonst

(also dimc (S(T'1)) = dime (Mg(T'1)) — 1). Weiterhin ist dimc¢ (Mo(I'1)) = 1 und
dim(c (Mz(rl)) = 0 sowie dim(c (80 (Fl)) = dim(c (82(I‘1)) = 0.

(1.44) Beispiel. ([8, S. 18 und S. 89]) Sei g = go(p) das Geschlecht der Modulkurve
X1y (p), dann gilt:

My (To(p) = F(To(p)) ® CGayp, dime (yk (Fo(p))) — g

Perioden ([12], [16], [9], [23], [24], [25]). SeiV =V (C)=CXa®CY Cc C[X,Y] der
Standard-Rechtsmodul iiber G = GL (2, R), d. h. X‘g =aX+bY und Y‘g =cX+dY fiir

Cc

b
g= (a ) € GL(2,R). Fiir jede natiirliche Zahl k > 2 betrachten wir das w = (k — 2)-
d

fache symmetrische Produkt von V: Vg = Vi, = Vi_2 (C) =qet. Sym*—2 (V). Dieses
kénnen wir nach [9, Sec.2.4] mit dem C-Vektorraum der homogenen Polynome des

maximalen Grades i + j = k — 2 identifizieren, d. h.:

Vice= P CX'Y7,

4,520,

i+j=k—2
wobei die G-Aktion gegeben ist durch:
aX +bY k—2
P(X,Y ‘ =P (22 (X +dy
h=p (%o ) ex+an)
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fir P(X,Y) € Vk—2, g € G. Die Zuordnung (X,Y) — (X, 1) beschreibt einen Isomor-
phismus zwischen homogenen und inhomogenen Polynomen. Daher kénnen wir V;_o auch
auffassen als den C-Vektorraum aller Polynome in X mit maximalem Grad w = k — 2:

k-2

Vo =Vie2 =PCX"
=0

und

X +b -
P(X)‘g:P (ZXid) (eX +d)"?

fir P(X)=P(X,1) € Vy_2, g € G.

Sei nun I eine Untergruppe der vollen Modulgruppe I';, die endlichen Index in I'; hat.
Wir betrachten V;_o als I'V-Modul. Sei VkF_/2 der I'y-induzierte Modul, dann kénnen wir
diesen nach [23, p. 59] auffassen als C-Vektorraum aller Abbildungen P: I'\I'; — V,,
mit I'1-Aktion: P|y(vy;) = P(y: )|y fiir 45 € I"\I'1, v € T'1, wobei 0.B.d. A. die Aktion
von —I trivial sei (vgl.[24, Sec. 2]). Nach Shapiros Lemma sind dann die parabolischen

Cohomologiegruppen H(I", Vi_2) und H}(T'y, V') isomorph zueinander.

Jeder Spitzenform f € # (I') ordnet man wie folgt einen parabolischen 1-Cozyklus
op: 't — V,CP_I2 Zu:

300

of (v) (’Yz) =def. /

o UL) @ =20 s (i er\ry, v e).
¥~ 1(ico

(Wegen ( f ‘k%) = f fiir v; € IV ist die Aktion unabhéngig von der Wahl der Représen-
tanten von I'V\I'1.) Die Abbildung o hat also folgende Eigenschaften:

e gp(v0) =0os(v) +or(0)|6, (1,6 €T),
e o7(£T™) verschwindet fiir alle n € Z, also [oy] € HL(T'1, ViL',).

Sei nun p; =qor. 05(S) € VI, dann ist ps: I"\I'y — Vj_o bestimmt durch die [I'; : IV]

Polynome

o= [ () @ G-2 e (eeminy)
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(beachte S~1(i 00) = 0). Man nennt p; auch das mehrfache Periodenpolynom von f. Jedes

py erfiillt die Periodenrelationen
pf|(1+S) =0, pf|(1+U+U2) =0
und ist somit ein Element des Vi ,-Teilraumes der Periodenpolynome
Wiy =aer. {P € Viy: P|(1+8) =0, P|1+U +U?) =0}.
Setzt man noch
CELa =aer. { P|(1-8): P e VEynker(1-T)} c WL,

dann ist CL_, das Bild der 1-Coréinder und es gilt insgesamt: H, (T, V) = Wi, / cr .,
wobei nach [24, Lemma 4.3, S. 8] dim¢ (C,El_z) = dimc (&% (I) ) ist.

- 1 0 / /
Seinun e = ( ) , dann kann man unter der Aktion von £ den Raum V;-_, (resp. Wi_,)
0 1

/ :l: ’ :l: ’
in die zugehorigen +1-Eigenrédume (VkP_Q) (resp. (W{_Q) ) zerlegen. Fiir P € VkF_2
! :I: ! :I: ’
ist dann P* —ger, } (P £ Ple) € (VF,) und P* € (WE,) ", falls P € W, Auf

, \E
diese Weise erhilt man die beiden Abbildungen p*: % (IV) — (W{_z) , fr— pj?.

EICHLER-SHIMURA-ISOMORPHISMUS. ([24, Thm. 2.1]) Die Abbildungen p*: % (I') —
NE-
(W£ ) , f— pjf ergeben folgende Isomorphismen von C-Vektorriumen (mit derselben

Bezeichnung):

7= @) — (W) /(o)

Bemerkung. (vgl. [24, Prop.4.4]) Sei IV = T'o(N). Dann gilt (Cf ,)~ = {0} <= N =
2¢ N', mit N’ ungerade, quadratfrei und 0 < e < 3. Insbesondere ist im Fall N = 1 oder
N = p (fiir eine Primzahl p) der Raum (CL_,)~ trivial (dim¢ ((C};I_z)_) = 0). Es folgt
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dann (vgl. auch [24, Sec. 8]):

My (T') = (W,{LQ)’L, S (') = (W,{L2)_

Beispiel I'g(p) (vgl. [31, S.100-102], [6], [30] und [3], [10], [26]. Wir wollen den

folgenden coinduzierten C [I'1]-Rechtsmodul berechnen:

M =4, Coindfa ) (Vea(C) ) =

= {f: I — V2 (C): f(v6) = f(y)|0,VyeT1, Vo e I‘o(p)}.
Die I';-Rechtsaktion ist dabei gegeben durch:
(#7) @ =aer. £v8), 7 8€Tu.

Da I'y(p) den endlichen Index p + 1 in I'y hat, ist M isomorph zum induzierten C[I'1]-
Rechtsmodul:

W =qet. Indll:;(p) (Vk—2((c)) =def. Vi—2(C) ®c[r,(p)] CIT1]

mit der I';-Rechtsaktion

(U Q®C[To(p)] ’Y) ‘5 =def. ¥V ®C[Top)] V0 v € Vk2(C), v, €Ty

Ist {vi})_y C T'1 ein vollstéindiges Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von I'o(p)\I'1,
dann kann man jedes Element aus C [I'1] eindeutig darstellen in der Form > 5_, &; y;, mit
8; € C[To(p)]. Wir erhalten auf diese Weise eine Zerlegung C [I'1] = @}_, C[[o(p)] v in
C[To(p)]-Linksmoduln. Aus den Eigenschaften des Tensorproduktes (Distributivgesetz



[Kap. 1-§5] ABSTRAKTE PERIODENRAUME 30

und v ®c(ry(p)] 0 Vi = v‘& ®ciro(p)] Vi fiir 6 € C[T'o(p)]) folgt dann:

W = é (V;c 2(C) ®cirop) C [To(p)] ’)’z) = é (V’“ 2(C) &c C%>
=0

=0

Ein vollstdndiges Vertretersystem von I'o(p)\I'; ist z. B. durch die Menge
7 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 -1
o1/ \1 1)’ \2 1)/ \3 1) "\p-1 1/ \1 o

gegeben.
Nach [6, Prop.2.2.2 (S.16)] ist die folgende Zuordnung eine Bijektion:

-

{v}o_, +— P (Fy), (a Z) s (c: d).

(Die ganzen Zahlen a,b € Z werden dabei so ergénzt, da ad — bc = 1 erfiillt ist.)

Die I't-Rechtsaktion auf dem Vertretersystem von I'g(p)\I'; induziert eine I';-Rechtsaktion

. auf P1(F,):

(c: d)‘1 (i Z) =get. (c: d) (f Z) = (ecp+dr:cqg+ds) (1.45)

fir (c: d) € PY(F,), (p q) el.

r S

Alternativ zur Aktion 1.45 kénnen wir auch die folgende I';-Rechtsaktion auf P! (F,)

betrachten:

t

-1
(c:d)‘Q (1: Z) et (c:d)‘1 (’: Z) =(c:d)‘1 (_sq ;"‘) (1.46)
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fir (c: d) € PL(F,), <p q) eT,.

T S8

Bemerkung. Allgemein gilt: Ist a‘l g eine I';-Rechtsaktion, dann definiert
_ —1\t
a|2g def. a‘l(g )

eine weitere I';-Rechtsaktion, denn (a‘zg)‘zh = (a|1(g_1)t)‘2h = a|, (gDt (A1) =
al (B 7YY =a| ((9)71) = a|_(gh).

SATz. Die Aktionen 1.45 und 1.46 sind I'1-isomorph, wobei ein entsprechender I'y-

Isomorphismus durch die Aktion der Matrix S induziert wird:

x: PY(F,) —s PL(F,), (c:d)|—>(c:d)‘2S

Beweis. Es gilt: (c : d)‘zS = (c: d)‘ S—1) = (c: d)‘ S = (d: —c), also ist x((c

d))|2<f Z):(d:—c)L(i ") = —)|, ( ) (d;_c).(_sq —pr):

(ds + cq : —dr — cp), was mit x((c : d))‘ (p q) x((ep+dr : cq+ ds)) = (cq+ ds :

—cp — dr) iibereinstimmt. [

(1.47) Bemerkung. Im Fall k = 2 ist V;_2(C) = C und daher gilt fiir jede der beiden
Aktionen 1.45 oder 1.46:

—1"1 —1"1 @671 _Fl ( P)]



Kapitel 2:

Beispiel Level I'(1) und
gerades Gewicht k > 2

Sei K ein Koérper der Charakteristik char(K) = 0, k > 2 eine gerade natiirliche Zahl und
A der GL(2,Z)-Rechtsmodul aller K-Polynome maximaler Ordnung w = k — 2, wobei die
Aktion von GL(2,Z) durch

a b aX+b _
p(X)‘( d) =def. P (cX—I—d) (cX-l—d)k 2
c

Z) € GL(2,Z)) gegeben ist (vgl. [12], [16], [17]). Dann ist dimg (4) =

(ped v= (a

C

k — 1, und die Menge der Monome {1, X, ..., X’“_z} bildet eine K-Basis von A, d.h. es
gilt A = @;'U:o K - X7 und

Xily=(@X +bf (X + )"

(j=0,...,w=k—2), so dal Xj"y hochstens den Grad j + (w — j) = w hat, was die
Wohldefiniertheit der Aktion zeigt. Fiir j = 0, beispielsweise, erhalten wir so X 0‘7 =
(cX +d)”.

Wir werden nun die Rdume A,, A,,, A; und A, explizit beschreiben. Fiir beliebiges p(X) =
E;'lj:o c; X7 € A ist p(X)‘fy = Z;):o ¢; (X +b) (cX +d)” 7. Es folgt p(X)‘T =
pX+1)=co+car X+ +-+e, (X+1)” und daraus ¢(X) =get. p(X)|(T— 1) =
a (X+1)=XN)+3% ¢ (X +1)7 — X7). Da jeder der Summanden (X +1)7 — X7

32
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Grad j — 1 hat, hat ¢(X) maximalen Grad w — 1 = k — 3. Wegen char(K) = 0 ist jedes
von 0 verschiedene Element, insbesondere jeder Binomialkoeflizient, in K invertierbar.
Es folgt ¢(X) = p(X + 1) — p(X) = 0 genau dann, wenn cg beliebig ist und ¢; = 0 fiir
j > 0 gilt. Mit der gleichen Begriindung kénnen wir jedes Polynom ¢ vom Grad < k — 3
durch die Aktion des Operators T — 1 auf ein geeignet zu wéhlendes Polynom p aus A

gewinnen. Wir haben damit
Ay =ker(T—-1)=K-X°

und

A, =im(T-1) =P K X’

=0

gezeigt.

0 -1
Zur Berechnung von A, und A.. miissen wir die Aktion von S = ( ) genauer
1 0

untersuchen. Wir benutzen
Coeﬁj(p(X)) =def. Cj, (OSJSw=k—2, p(X) EA)

Sei ¢*(X) =qet. p(X)‘(S — 1), dann gilt X9 +>5 (—1)7 - X*~J und damit

w w
= chc(—l)kX“’_}lc - chXj

Z 1)U X7 — ZCXJ

=0 7=0

w
=) () ew-j — ;) X7.
j=0

Fiir die Umformung haben wir die Indextransformation j = w — k bzw. k = w — j fiir

j=w,...,0 benutzt. Es folgt, da w gerade ist, ¢*(X) € A, <= coeff,, (¢*(X)) =0 <=
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Cw = Cg, d. h.
A, = {p(X) €A:cy= cw}.

Um den Raum A.. zu bestimmen, betrachten wir aulerdem die Aktion von 77! =

1 -1
( ) Sei ¢**(X) =get. p(X)‘ (T —T1), ¢§* der Koeffizient in ¢**(X) von X° und
0 1

. -1 .
cx der Koeffizient von X* in ¢**(X). Wegen X/ sy (X —1)? erhalten wir

w

D o (X +1)7 = (X —1))

_ 5 (3 (()-co=())x)

und durch anschlieBendes Aufsammeln der Koeffizienten von X° und X% die Gleichungen:

e RE) R (o )

w
Daher ist die Bedingung c§* = ¢} genau dann erfiillt, wenn ¢§* =2 > ¢; =0 gilt (fiir
=0

q** (X)

j ungerade
gerade j verschwinden die Summanden fiir beliebige c;), also

Age = {p(X) € A: i ¢j = o}. (2.1)

. j=0,
j ungerade

Bernoulli-Operatoren. Nachdem wir nun die im theoretischen Teil motivierten Rdume
Ay, Ay, Ac und A konkret bestimmt haben, werden wir im nichsten Schritt einen
passenden Bernoulli-Operator auf A, angeben. Es zeigt sich, daf die klassischen Bernoulli-
Polynome die geeigneten Kandidaten sind, um einen Bernoulli-Operator zu finden. Die
Definition und die fiir unsere Betrachtungen benétigten Eigenschaften der Bernoulli-
Polynome und -Zahlen findet man etwa in [18, S.218-220], [2, S. 382-389], [21, S. 447 {f.,
S.4531t.], [5, S.107-109] und [1, S. 264 ff.]
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Definition. Unter dem j-ten Bernoulli-Polynom B;(X) versteht man den durch j! =
1-...-j (Fakultiit) normierten j-ten Koeffizienten der formalen Potenzreihenentwicklung

der erzeugenden Funktion F(¢, X):

F(ta X) —def.

_ZB ﬁ

]!

Der konstante Anteil des j-ten Bernoulli-Polynoms, also B; =gcr. B;(0), heiit j-te
Bernoulli-Zahl.

Wir fassen nun die wichtigsten Rechenregeln zusammen:

SATZ.

(1) B,(x) = & () Bix™,

(2) Bo(X +1) — Bo(X) =0,

(8) Bj(X +1) = Bj(X) =j- X7~ firj > 1,
(4) sz+1 =0 fir j > 1,

(5) E () 7 Biyr = — 547 firj > 1.

(6) Dze Bernoullizahlen sind rationale Zahlen.

Beweis. Aussagen (1)-(4) werden in [1, S. 264 ff.] gezeigt. Betrachtet man (3) an der Stelle
Jj .
X =0, so erhélt man fiir j > 2 die Gleichungen B;(1) = B;(0) sowie B; = Y (1) B,

2=

wobei man noch X =1 in (1) einsetzen muf. Die Werte B; kann man dabei kiirzen, so

dafl wir die Rekursionsformel

I i+1

=0

ablesen konnen. Daraus folgt (5), denn 70 (%) 2; +1 Bir1 = 2> = (ZE) 741 Bit1 =

T O 5 B = 2 T O B = 72 - (S <J71>—Bo)=—j%

fiir j > 1. Aussage (6) ist ebenfalls eine Konsequenz aus der Rekursionsformel. [
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Bemerkung. Man beachte den Hinweis in [21, S. 447-448] zu einer abweichenden Definition
der Bernoulli-Polynome. Diese fiihrt aber lediglich zu einem Wechsel des Vorzeichens der

Bernoulli-Zahl B; = —%.

(2.2) PROPOSITION. Die Bernoulli-Polynome Bo(X),...,Bn(X) (n > 0) bilden eine
Basis des K -Vektorraums @;’;0 K- X7,

Beweis. Fiir j > 0 hat das j-te Bernoulli-Polynom B;(X) den Grad j, wobei der Koeffizient
von X7 identisch 1 ist. [ |

Wir kéonnen nun einen Bernoulli-Operator fiir A angeben.

(2.3) Definition. Der Bernoulli-Operator B: A, — A sei definiert als die lineare Fort-

setzung der Rechtsaktion

X7 B =qe. mBJ‘H(X), 0<j<w-1.

Dafl der Operator wohldefiniert ist, also Definition 1.24 erfiillt, folgt leicht aus den

aufgefiihrten Rechenregeln der Bernoulli-Polynome, denn:

XjB@”4)=ﬁhBHKXHT—D
1
Cj+1

1 )
- (j+1)X?
J+1U )

(Bj+1(X +1) — Bj1(X))

= X7,

Wir werden nun die Aktion des Operators A\p: A — A, explizit bestimmen. Dazu
sei p(X) aus A beliebig gegeben. Wie wir bereits gezeigt haben, kénnen wir p(X) als
Linearkombination der Bernoulli-Polynome By(X), ..., By (X) darstellen, d. h.

p(X) = ¢ Bo(X) + -+ ¢& Bu(X), (cf € K).
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Diese Darstellung ist von Vorteil, da auf den Bernoulli-Polynomen die Aktion des Operators
(T' — 1) B im Wesentlichen trivial ist, es gilt ndmlich By (X )‘(T —1) B =0 und im Fall
7>0:

B,(X)|(T'— 1) B = (B;(X +1) - B;(X))|B
= jx1|B
1
=7- EBJ'(X)
= B;(X).

Daraus folgt p(X) 37 50 + ¢t Bi(X) + -+ + ¢ Bu(X) = p(X) — ctBo(X) =
p(X) + A(p) fiir eine Konstante A(p) aus K, die nur von p(X) abhingt. Insbesondere ist
p*(X) =get. X7 ‘(T —1) B = X7 + \(p*) fiir jedes j > 0. Andererseits rechnet man leicht
nach, da fiir j > 1

dr-ns-5 () L 5,
xilr-1)5 g(k)kHBH (X)

und somit (vgl. Rechenregeln)
i-1 .
SN gy _1 1
30 =0 =3 (1) g B =
pard k) k+1 j+1

gilt. Da der Homomorphismus Ap durch Eigenschaft (T'— 1) B = 1 4+ Ap eindeutig

charakterisiert ist, kénnen wir wegen X’/ ‘ (1+Xg) = X7 + Xj‘AB und durch einen

St

Koeffizientenvergleich X7 ‘)\B = A\(p*) = —+5 € K fiir § > 0 ablesen. (Die Gleichung
stimmt auch fiir j = 0, was man wegen 0 = XO‘(T -1)B= XO‘(l +Ag)=1 —|—X°‘)\B

sieht.)

Da auBerdem Xj‘S = (=1)7 X*J fiir jedes j > 0 gilt, folgt k-XO‘(S— 1) = k-
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(X k=2 _ 1) fiir alle k € K. Daher ist das Bild von A.. unter dem pg-Fehlerterm
e =det. —2 (L+T71) Ap (S—1)

der Teilraum K - (X*~2 — 1). Dieser Teilraum ist in W (A) enthalten, denn fiir gerades w
gilt (X* — 1)‘(1 +8) = X¥ —14(—1)* X*® — X® = 0 und (X* — 1)‘(1 +U+U?) =

) g1 -1
X% 14 (X —1)* —X¥)+((=1)* — (X — 1)) = 0, wobei wir XJ‘UzXJ‘( ) -
1 0
! . , (0 -1
(X —1)7 X*~7 und X7 ‘U2 - XJ‘
-1

) = (=1)7 (X — 1)¥77 fiir j > 0 benutzt haben.

Nach 1.35 operiert pg auf X*~2 — 1 durch
(Xk=2 — 1)‘p3 =6 (XF2 - 1)+ (X*2 - 1)|ep.

Wir werden nun pp und ep explizit bestimmen.

(2.4) LEMMA. Fiir jede gerade natiirliche Zahl w =k —2 > 0 gilt:

2k+2

k—2 _ -
(X 1)‘103 L1

(xF2-1).

Beweis. Zunichst zeigen wir fiir w > 0 die Identitét Y5 ,(—1)*~7 (’;’) ’;’T"‘ll = 1. Wegen

bt ), verschwindet deren Wechselsumme,

der Symmetrie der Binomilakoeffizienten, (1;’) = (w_j

d.h. 35 (=)= (%) =0.

Aufgrund von

(w>.w+1_ w (w+1) (w+ 1)! _(w—l—l)
i) i+l (=)t +D)  (w+D)-G+1) G+ i+l

und der Substitution k = j + 1 folgt

Sy (5 10)- e ()
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+1
—wD ekt (V0
k
+1
k
w1
1
=- (Z(—l)“"’“ (w,‘: ) +1- 1)

k=1

(g 1))

und damit

(X% = 1)| (14771 Ap = (X¥ = 14 (X = 1)* —1)|Ap =

=141y > (QJU) (7%)

=0

2w—|—1 = 1
Z ()J+1

Jj=

= 2w—|—1—2( 1)’”( )j S(w+1)7

2w

w+1

Die Aktion von S —1 auf 2“’ liefert -2%- (X® — 1). Multipliziert man anschlieBend noch
'w+1

mit —2, so erhiilt man das B11d von (X* — 1) unter der Aktion von ep:

qw
X¥—1)lep=——nu (X¥ - 1).
( ) |es w—+1 )
SchlieBlich folgt die Aussage des Satzes, d. h. der Wert der Aktion von pg, durch Addition

von %Ujl(s (X¥ —1), was %Uw—rf (X¥ —1) = 22 (X*=2 _1) ergibt. m

Bemerkung. Wegen X7|e = (—1)? X7 fiir j > 0 kann man jedes Polynom p(X) aus A
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durch p*(X) =get. 3 - (p(X ) + p(X) ‘6) in seinen geraden Anteil p*(X) € AT und seinen
ungeraden Anteil p~(X) € A~ zerlegen.

LEMMA. Fiir alle j > 0 gilt Xj‘ (B+ %) € A* «— j ungerade (AT-Fall), gerade
(A~ -Fall).

Beweis. Wir benutzen die folgende Darstellung des j-ten Bernoulli-Polynoms: B;(X) =
i:o ({c) bj—k XF* wobei by =1, by = —% und b,,, = 0 fiir ungerades m > 1 gilt. Daraus
folgt

. 1 .
X3|(B+13) = 5 Bin(X) + 5 X7

j+1

Ji Ci) by X0 Ly
B j+1 2

1 ; ]+1 1 1

— ij—l—l XJ XJ X
j+10 iT1 X T X HrX)
1
J+1XJ+1+’"(X)

Dabei ist 7(X) ein gerades Polynom (mit maximalem Grad j — 1) genau dann, wenn j

ungerade ist. Genauso ist X7*! genau dann gerade, wenn j ungerade ist. [

KOROLLAR. Esgilte(B+3)=—(B+1)e

Beweis. Die Aktion von € auf A ist gegeben durch X7 ‘6 = (—1)7 X7. Fiir gerades j folgt
dann X‘E (B+3) = Xj‘ (B+1) = X3 4 r(X), wobei r(X) € A~. Andererseits ist

S|

- +1 j+1 j+1 .
X”‘ —(B+3)e=- ()J(_JH +7r (X)) ‘8 = - (—)ﬁ_l —r(X)) = X5 + 7(X). Sei nun
j ungerade, dann erhilt man auf analoge Weise X7 ‘s (B+1)=- (Xj ‘ (B+ %)) =
()](f: +r (X)), wobei 7*(X) € AT sowie Xj‘ —(B+3)e=- ()J(f: +r (X)) ‘g =

()]{fl +r*(X )), da e auf geraden Polynomen trivial operiert.
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KOROLLAR. Fiir gerades w = k — 2 > 0 ist die Einschrinkung von pp auf W(A)~
gegeben durch:
pPp = pB|W(A)— =6-Ildw(a)--

Beweis. Aufgrund des Korollars gilt pz(Az) € W(A)~. Andererseits gilt eg(Ace) C
K- (X¥—1)CW(A)". Aus der Zerlegung pB|W(A) =6 - Idw (4) + ep folgt, dal ep auf

W (A)~ verschwindet. Damit ist die Aussage bewiesen. [



Kapitel 3:

Beispiel Level I'g(p) und
Gewicht k£ = 2

Sei K ein Kérper der Charakteristik 0 und A = K[P!(F,)] fiir eine Primzahl p > 3
(Fp = Z/pZ). Die Aktion von GL(2,Z) = TUeT (I' = T';) auf A sei definiert als die
lineare Fortsetzung der Aktion auf der projektiven Gerade P!(F,) = F, U {oo}, gegeben
durch:

(a: 5)‘7 =def. (’yb : (a,ﬁ)t)t

b) € GL(2,Z) und +* = adj((a b)) -
d c d

C

mit 0‘713 € Fp ((avﬂ) 7é (0’0))7 Y= (a

d —b
( ) (Adjunkte). Da v invertierbar ist, folgt v* = det(y) - y~!. Wegen v~ =

d -b
( ) und &* = det (¢) - e~! = —¢ gilt daher (vgl. Kapitel 1):

—C a

(a:B)|y=(da—-bp:—ca+ap).

Bemerkung. ([13, Lemma 1, S.285]) Die Aktion von GL(2,Z) faktorisiert iiber GL(2,F,).

Fiir die Elemente j = j (mod) p aus F, schreiben wir im Folgenden kurz j. Dann hat

jedes Element (Aquivalenzklasse) des projektiven Raumes P!(F,) die Gestalt

[j]:def.(j:l)a jzoala"'ap_l

42
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oder

[OO] =def. (1 : 0).

Die Gesamtheit dieser Elemente bildet eine K-Basis von A, so dal

A= P K[, dimg(4)=p+1

JEF,U{oo}

gilt.

Die Elemente D aus A nennt man auch Divisoren. Jeder Divisor D kann daher

eindeutig als Linearkombination der Form

D= Z ¢j il + coo [], (€5, coo € K)

geschrieben werden. Zum Beispiel ist der Nulldivisor 0 durch 0=0-[0]+0-[1]+---+0-
[p — 1]+ 0 - [oo] gegeben.

Die Aktionen von T, S und ¢ sind gegeben durch:
c[T=G-1:D)=[-1, GeR)

o fool|T = (1:0) = [od],

e llff=G:-D=l-d=b-il, GEF)

o foolle = (1:0) = [od],

(=7t =[-7Y, (G eF\{0}),

o l|s=(:-5)=
[OO], (.7 = 0),

e [oo]|S = (1,=5) = (0: =1) = (0: 1) = [0].

1
Die Aktion von T ist ein Spezialfall der Aktion der Operatoren ( n) € SL(2,Z)
0 1

(n € Z):
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1 n

\0 1

o [d] (1 ”) — (1:0) = [od].
0 1

Wir wollen nun die Aktion von U auf A betrachten.

o ] )=(j—n=1)=[j—n1, (G €Ty,

LEMMA. Fiir die Aktion des Operators U =T S gilt:

(i) [0]|U = 1], [1)|U = [oo] und [oo]|U = [0],
(i) U: {[j]: € Fs\{1}} — {lj]: 5 € F3\ {1}}, wobei die Aktion explizit durch

U]‘U = [(1 — 5)71] gegeben ist.

Beweis. (i): Fiir jede Primzahl p ist p — 1 selbstinvers, denn (p —1)2 =p? —2p+1 =
1 (mod p). Die Elemente 1 und p — 1 sind die einzigen selbstinversen Elemente von F},
denn es gibt maximal zwei Losungen von X2 — 1 im Korper Fj. Es folgt [0]‘TS =
p— 1| =[-@— 1) = [p— (p— 1] = [1] sowie [1]|TS = [0]|$ = [oc] und [oc]|T'S =
[oo]‘S = [0]. (i4) : Wegen T ({[j]: j € F3\ {1}}) ={[1],-..,[p — 2]} und der Injektivitt
der Inversenbildung erhélt man sofort die Behauptung, denn S ({[1],...,[p—2]}) =
{lo—0]: peFs\{p—1}} = {[j]: € F;\ {1}}. Die Aktion von U erhélt man direkt

31T =] (i ‘01>

=0-j+1,-1-5+1-1)

aus der Definiton:

=(1,-j+1)
= ((1 _j)_la 1)
=[1-5)7"
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KOROLLAR. Fiir jedes D € W(A) gilt co = —coo und c1 = 0.

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir die Aktion von U folgen die Gleichungen
D|(1+5) = (o = coo) ([0] + [o]) + - -

und

D‘(1+U+U2)=(CO+CI+COO)([O]—I—[1]+[oo])_|_.,,

Damit die Periodenrelationen D‘ (14 5) =0und D|(1+ U + U?) = 0 erfiillt sind, miissen
demnach ¢y + coo = 0 und ¢g + ¢1 + coo = 0 gelten, was dquivalent zur Behauptung

Co = —Coo Und c; = 0 ist. [ |

Definition. Fiir jedes j € P!(F,) heifit die Abbildung
ordj: A— K, Dwr—cj
Ordnung an der Stelle j. Die Abbildung

deg: A— K, D+ Z ord; (D)
JEP! (Fp)

nennt man Grad.

(Aus der Definition folgt sofort, da8 die Abbildungen ord;, und damit auch die Abbildung
deg, K-linear ist.)

Eine ausgezeichnete Rolle spielt der (endliche) Divisor

Df=qer. » _[jl, deg(Ds) =#F,=peK.
JE€Fp

Wir konnen nun die Raume A, A, Ac und A.. berechnen.
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LEMMA. Es gilt
Ay =K -Dy @ K - [o0]

und

A, = {D € A: deg(D) = 0, ordee(D) = 0}.

Beweis. Wir beginnen mit der Berechnung von A, = ker(T — 1). Fiir beliebiges D =
3275 ¢; ]+ oo loo] € At D|T = X275 ¢5 [ — 1]+ oo [o0] = co [-1]+ X521 ¢ i — 1] +
Coo [00] = €0 [P—1]+ 3222 ¢j41 [1]+ oo [00]. Es folgt D* =gt D‘(T —1) = (co — cp1) [p—
1]+ Z?;g (cj+1 — ¢;) [j] und daraus die Behauptung, denn D‘(T —1)=0<=c¢=ca=
... =cp—1 € K und beliebiges c, € K.

Um A, = im(T — 1) zu berechnen, betrachten wir die Koeffizienten von D*. Diese sind

eindeutig charakterisiert durch cxo, = 0 und

3
Cp_l =C —Cp-1

* —
Cp_2 =Cp—1 —Cp-2

o = €1 — Co,
was dquivalent zu ordeo(D*) = 0 und Y2_} ¢* = deg(D*) = 0 (Teleskopsumme) ist. W

=0 ~3j

LEMMA. FEs gilt
A, = {D € A: ordg(D) = ordoo(D)}.

Beweis. Sei D = Z?;é ¢; [j] + ¢oo [00] ein beliebiger Divisor aus A, dann gilt D|S =
co [00] + Zﬁ-’;i ¢j[p—J 1t + coo [0] und somit

D™ =get. D|(§ — 1) = (oo — ) [0] + z_:cj' (lp =371 = 3] + (co — coo) [o0].
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Da die Zuordnung j <— p—j -1

eine Bijektion auf F} ist, kommt in den beiden Ausdriicken
E?;ll cj[p— 7' und E?;ll —c; [j] jedes ¢; genau einmal vor. Aus der Additivitdt der

Gradabbildung folgt dann

deg | S e; (-5~ — 1)) | =o.

Jj=1

Daraus erhalten wir die Aussage des Satzes, denn deg(D*) = 0, ordo(D*) = 0 <=
ordg(D*) = orde (D*). ]

LEMMA. Es gilt
Age = {D € A: ordy (D) = ord_l(D)}.

Beweis. Sei wieder, wie oben, D = Z?;g ¢; [j] + €00 [00] ein beliebiger Divisor aus A,

dann gilt
p—1
D" =4t D|(T =T~ = 3 ¢ (lj +1] = [j = 1]) + (coo — a0) [o]
j=0
p—1 p—1 p—1
= GlU+1-> li-1=) (¢—ciy2) [i +1].
§=0 7=0 §=0
Daraus liest man sofort ¢}, = orde(D*) = 0 ab. Es folgt die Aussage des Satzes,
denn ordg(D*) = ordeo(D*) <= ordo(D*) = 0 <= c_1 = ¢y (dabei ist ord_; (D) =
ord,—1(D)). [

LEMMA. FEs gilt
H°(T, A) = K - ([o0] + Dy).

Beweis. Es ist A = HO(T', A), die Aussage folgt dann sofort aus aus der Tatsache,

daB8 T transitiv auf P!(F,) operiert. Insbesondere lassen sich die Elemente der Basis
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{j1: 5=0,...,p— 1} U{[oo]} von A durch die Verkettung der Aktionen von 7" und S

aufeinander abbilden. [ |

LEMMA. Firle = (£T) gilt

Al = H9(Tw,A) = K - [00] @ K - Dy.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition der Aktion von T und der Tatsache, dafl —I

trivial auf A operiert. [ |

(3.1) PROPOSITION. Die Menge B, =gef. {[j] —[p—1]: 0 < j < p—1} ist eine K-Basis

des Raumes A,,.

Beweis. Es ist klar, daBl B, C A, gilt. Sei nun D € A, beliebig, dann hat D eine
eindeutige Darstellung D = Z;:é ¢j [J] + Coo [00] beziiglich der K-Basis von A. Als
Element des Teilraumes A, hat D die zusétzlichen Eigenschaften ordo, (D) = coo = 0
und deg(D) = E;:é ¢; = 0. Wir erhalten somit die folgende eindeutige Darstellung von
D beziiglich B,,, denn:

[y

D:ZCJ 4]
an( _[,,_1])+’§c,.[p_1]
j=0

ch (1= o= 11) +deg (D) [p— 1]

0
-1

<

Il Il
'e . '3 <. ’e .
I II .-\ g

i (11— lp—11).

<.
Il
o



[Kap. 3] BEeisPIEL LEVEL T'o(p) UND GEWICHT k = 2 49

Definition. Der Bernoulli-Operator B: A,, — A sei die lineare Fortsetzung der Rechts-
aktion:

([j]—[p—l])\B=def. § [, 0<j<p-1.

i=j+1

(Die Summation iiber die leere Indexmenge, wie im Fall j = p — 1, sei identisch 0.)

Die den Bernoulli-Operator charakterisierende Eigenschaft zeigt die Rechnung;:

G-p-pr-v="5 ic-v=Si-1- S u=p-p-1

=i+l i=j+1 i=j+1

Wir werden nun den Homomorphismus Ag: A — A, berechnen. Aus der Definition

lesen wir dazu zunéchst ab:

e ll|@-1B=(i-1-1)B =;[] S =l tujeF

i=j+1

« 0@ -1B = (p-1-0)[B = (01~ b-1)[B=-"T 1 =~y - 0) =
[0] — Dy,
. [oo]‘(T—l)B= ([o0] — [oo])‘BzO‘B=O.

KOROLLAR. Fiir alle D € A gilt

D‘AB = —ordeo(D) - [00] — ordo(D) - Dy

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus den obigen Rechenregeln und der Identitét (T —
1)B=1+ Ap, denn

D|(T — 1) B =ordo(D) - ([0] — Df) + Z_:ordj(D) [7] + ordeo(D) - 0

J=1

= ordo(D) - [0] + Zord ) [§] — ordo(D) - Dy

= D — orde (D) - [00] — ordg(D) - Dy.
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SATZ. Die Einschrinkung pB|W( A) des Projektors pg: Acc —> A auf den Periodenraum
W (A) ist gegeben durch:

Dlp = 6D +6-ordec(D) - ([0] ~ [oc]), (D € W(4)).
Beweis. Wir miissen die Aktion des Fehlerterms eg =qor, =2 (1 +T"1) Ap (S — 1) auf
dem Raum W(A) berechnen. Sei dazu zunichst D aus A.. beliebig gewihlt, d.h. D =
E;’;g ¢j [1] + coo [00] mit der Eigenschaft ¢; = c_;. Es folgt D* =ger. D|T = ¢ [0] +

v+ ep—a[p— 1]+ cp—1[0] + oo [00], also ordg(D*) = ¢p—1 = c—1 = ¢1 und ordeo(D*) =

orde (D) = coo. Wir setzen
D™ =g = D|(1 + T Ap (S —1)
und erhalten

D* = (D + D*)

A (S —1
= (~Coo [00] = €0 Dy) | (S = 1) + (—eoo [o0] = 1. D) (S = 1)

= (—2 oo [00] — (co + Cl)Df) ‘(S -1).

Da aufierdem Dy|§ = ([0] + [1] + -+ [p — 1]) |3 = oo} [t}+- +[p—1] = [oc]+ Dy —[0]
und damit Df‘(S — 1) = [o0] — [0] gilt, folgt (auf A.)

D™ = (~2¢00 [0] = (o + 1) Dy) | (S = 1)

= —2c0, ([0] — [00]) — (co + 1) ([oo] — [0])

= (=2¢o0 +co+ 1) ([0] = [00]).

Sei nun D aus W(A) C A.., dann folgt aus den Periodenrelationen ¢y = —co und ¢; =0
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(vgl. Rechenregel fiir die Aktion von U), so dafl wir zunéchst
D™ = =3 ¢oo ([0] — [00])

und, nach Multiplikation mit —2, die Aussage des Satzes erhalten. [

(3.2) SATZ. Die Spur des Projektors pp auf W (A) ist durch
Tr (ps; W(A)) =6 - dimg (W(A)) — 6

gegeben.

Beweis. Die Rechenregeln fiir die Aktion von ¢ auf A zeigen, da D € A* <= ord;(D) =
Ford,—;(D) fiir alle j € Fy, gilt. Man sieht weiterhin leicht, dafl das Element [0] — [o0]
in W+ (A) liegt (vgl. Rechenregeln fiir Aktion von U) und [0] — [oc] ein Eigenvektor des
Fehlerterms 6 - ordeo (D) - ([0] — [00]) ist. Der zugehérige Eigenwert ist 6 - orde ([0] — [00]) =
—6, so dafl wir 6 - dimg (W(A)) — 6 fiir die Spur von pp |W( A) erhalten. [ |

Wir werden nun den Wert der Spur explizit berechnen, indem wir sukzessive Dimensionen
gewisser Unterrdume ermitteln und diese mit Hilfe von Aussagen aus der Gruppencoho-

mologie (exakte Sequenzen) ins Verhéltnis setzen.

HILFSSATZ. Es gilt

dimg (H°((S),A)) = dimg (AS)) =

()

Beweis. Wegen [O]‘S = [o0] und [oo]‘S = [0] miissen wir ¢p = ¢ fordern. Daher spannt

N =

[0]+[oo] den unter der Aktion von S fixen Unterraum K - ([0] + [oco]) auf. Fiir die restlichen
p — 1 Basiselemente [j] fiir j € F}; ist [j] genau dann ein Fixpunkt unter der Aktion von
S, falls —j~! = j* = j <= j%2 = —1 gilt, d.h., falls —1 quadratischer Rest in F, ist.

Gegebenenfalls existieren genau 2 Fixpunkte, sonst 0. Wir haben also folgende disjunkte
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Zerlegung von Fy: Fy =, ,_;-11J, —ji~1Iu Ujz—_1{j} Sei nun I =ger. 1 + (_71), dann

kénnen wir die gesuchte Dimensionformel wie folgt aufschreiben:

—1-1 1 ~1
p——l—l—|—1:—-(p—|—2—|—(—>>.
2 2 P

HiLFssATZ. Es gilt

dimg (H°((U), 4)) = dimg (AD)) = % - (p +3+2. (_73)) :

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir U folgt, da der Teilraum K - ([0] + [1] + [o0]) fix unter
der Aktion von U ist. Betrachten wir nun die Menge der restlichen p — 2 Basiselemente [j]
fiir j € F; \ {1}. Diese zerféllt unter der Aktion von U in die Mengen {[;], [j]‘U, L]]‘Uz}
der Kardinalitét 3 und die Einermengen der Fixpunkte. Dabei ist [j] ein Fixpunkt, wenn
i=0-j)r <<= j2-j+1=0+=j=—3+3 /=3 in F; losbar ist. Dies ist
genau dann erfiillt, wenn —3 ein quadratischer Rest in F} ist. Gegebenenfalls gibt es

genau zwei Losungen. Setzen wir [ =gef. 1+ (_73), so erhalten wir die folgende gesuchte

.(p—|—3+2- (%”))

Dimensionsformel:

p—2-—1
—+il+1=
g ti+

W=

Beispiel Fs. Die Dimensionsformel fiir die Dimension von A¢S iiber K ergibt den Wert
3 (p +2+ (%)) = 1-(5+2+ 1) =4 und die Dimensionsformel fiir die Dimension von
AU tiber K ergibt den Wert % - (p +3+2- (_73)) = 1 - (54 3 —2) = 2. Man beachte,
daB —1 quadratischer Rest und —3 quadratischer Nichtrest in Fy ist. (Da S2 = —1I trivial
operiert, haben wir im Fall S Bahnen der Linge 2. Da U2 = —I trivial operiert, haben

wir im Fall U Bahnen der Lénge 3.)
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Abbildung 3.1: p=5

Nach 1.14 wissen wir bereits, dafl

dimg (W (A)) = dimg (HX(T, A))

gilt. Als néchstes zeigen wir auBerdem den

HILFssATZ. Es gilt
dimg (H} (T, A)) = dimg (H'(T, 4)) .

Beweis. Aus der langen exakten Sequenz (1.15) lesen wir ab:

0 = dimg (H(T, A)) — dimg (H°(T'w, A))
+ dimg (HX(T', A)) — dimg (H' (T, A))
+ dimg (H' (T, A)) — dimg (H2(T, A))
=1-2+dimg(HX(T, A)) — dimg (H (T, A))
+ dimg (HY(Too, A)) — dimg (H2(T, A)).

Um die Dimension von H'(T'x, A) zu berechnen, schreiben wir A in der Form K - [oo] &

p—1
P K- |j]=K-[x]® Indéigz,)(K ). Aus dem Lemma von Shapiro und wegen
=0

HY(G, M) = Hom(G, M),

falls G trivial auf M operiert [4, Kap.4, S. 97|, folgt

H' (Do, A) & H' (Teo, K - [o0] @ Ind {7}, (K)



[Kap. 3] BEeisPIEL LEVEL T'o(p) UND GEWICHT k = 2 54

~ H'(T'oo, K) ® H' ((£T7), K)
=~ Hom(T' oo, K) & Hom((£77), K)

2K®K.

Aus [14, S. 352, Prop. 2] fiir So = S und [14, S.162, Prop. 1] fir M = K und T = T'y(p)
und Shapiros Lemma folgt dimg (H 2(T, A)) = 1 und somit die Behauptung des Satzes. B

KOROLLAR. Es gilt

6 - dimg (W(A)) =p—3- (_?1) —4- (_—3)

p

Beweis. Den gesuchten Wert fiir die Spur erhalten wir mit Hilfe der MAYER-VIETORIES-

SEQUENZ (vgl.1.11), denn
dim (H(T', A)) = dimg (AT) — dimg (A<S> ® A<U>> + dimg (A) =

(2 () (s () 0

und damit

-1 _
6 - dimg (H' (T, A)) =6p+ 12 — <3p—|—6—|—3- (?) +2p+6+4- (73»
-1 _
s () (3)
p p
Die Aussage des Satzes folgt aus dimg (W (A)) = dimg (H(T, A)) = dimg (H'(T, A)). &
Direkte Berechnung der Spur von pg auf A... Ziel dieses Abschnittes ist die

Berechnung der Spur von pg: A.. = W(A) C A direkt aus der Definition von pg. Wir
erinnern daran, da8 A.. durch die Eigenschaft ord([1]) = ord([—1]) charakterisiert ist,
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d.h. A.. hat eine K-Basis bestehend aus den p Divisoren

[0]) [2]3 ) [p_ 2]) [1] + [p_ 1]7 [OO]

Die Spur ist eine lineare Abbildung A.. — K, daher untersuchen wir nun, welche Beitrige
die Aktion von pp auf die einzelnen Basiselemente liefern. Sind etwa ey,...,e, die
Basiselemente von A, wobei ez = [2],...,ep_2 = [p — 2| gelte, so miissen wir die j-ten
Koeffizienten der Bilder coeff j(ej‘ pB) betrachten, deren Summe dann die Spur ergibt
(2_;(Aej,€5)). Man beachte, dafi coeff; (ej‘pB) mit ord;(e;|pp) iibereinstimmt, wenn

ji=2,...,p—2 gilt.
LEMMA. Es gilt
(i) [<l|pz = 0, [0]|ps = 0,
(i6) ([1]+ [1])|p = 0.

Beweis. (i) Sowohl die Aktion von T als auch die von T—! lassen [oo] fix, daher ist

[00] ‘ pB = 0. Die zweite Gleichung folgt aus

Olps = (-1 - W)|(S—1) (B+3) (S-1)

=2 (M -lp-1)|(B+1) (5-1)
(M +2- 2+ +2- p—2 +[p—1)|(5 -1
0

I

wobei wir benutzt haben, daf§ 1 und p—1 selbtsinvers sind und die Invertierung eineindeutig
ist. Insbesondere folgt damit der letzte Schritt der obigen Rechnung, da der Divisor
[1]4+2-[2]+---+2-[p—2]+ [p— 1] invariant unter der Aktion von S ist.

(ii) Fiir den Bernoulli-Operator, angewendet auf Differenzen von Divisoren, gilt die
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Rechenregel

(Ia] - ) [B = ((fa] - o~ 1) - (] - [P - 1)) |B

—(z+ 1+ 4 - 1) = [+ 1]+ +p 1)),

Insbesondere ist dann

(- (53] (B +3) = |25+ + -1

(5] [ ve)

()17
= (-
SR

sowie

(2 -20)| (B+3) =B+ + -2+ 5 21— 5 [-2

1 1
=52+ B+ + -3+ 5 [-2).

Fiir
D =aer. ([25] - 23] + 121 - [-2]) | (B+3),

gilt somit

DZ—%[I%]‘]—%[p;l}-F 2]+ 8]+ +[p— ]+%[—2]

:%([2]+[2*]—|—[p 2]+ [(p— 2)* +Z[J]

wobei die Summe iiber alle 3 < j < p — 3 gebildet wird, die nicht in der Menge {2,p —
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2,2*, (p — 2)*} liegen. Also ist D, beachtet man (5*)* = j, invariant unter der Aktion von
S: [j] — [§*], woraus sofort die Aussage, ndmlich D|(S — 1) = 0, folgt. [

SchlieBlich miissen wir noch die Aktion des Projektors auf den restlichen Basiselementen

betrachten, d.h. auf den Elementen [j] fiir j € F;y \ {£1}. Fiir j =2,...,p — 2 ist

D; =aes. [il| (T ~T71) (S~ 1) (B+3)
=G-1U-G+1|s-1) (B+3)

=([(j—l)*]—[(j+1)*]+U+1]—L7'—1])‘(B+%)-
Zur Ermittlung der Spur miissen wir noch (S — 1) auf D; operieren lassen, so da8 wir mit
D} =gef. Dj‘s
die Spurformel wie folgt aufschreiben kénnen:
p—2 p—2 p—2
Tr (pB; Aec) = »_ord; (D} — D) =Y ord;(D}) — ) _ord;(D;).
j=2 j=2 =2
Fiir die Ermittlung der beiden Summen auf der rechten Seite ist es notwendig, D; und

dann D} explizit zu bestimmen.

HILFSSATZ. Fiir alle 1,k € F, i,k # +1 mit i < k gilt:

(i1~ )| (B+3) = 5 i1+ 3 bl + 5 K]

i<j<k

Beweis. Es gilt ([i] — [k])‘ B+3)=(+1++Pp-1)—(k+1]+---+[p-1]) =
+1]+--+[k]+2 ([i] - [k]) = 3[&] + [i + 1] +--- + [k] — 5 [k]. Dies ist genau die
behauptete Summe, wobei der Fall ¢ + 1 = k enthalten ist, denn in diesem Fall gilt

>i<j<kld] =0. L
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KOROLLAR. Fir alle j € Fy, j # £1 gilt:

(G+1-L-1)|(B+2) =—5 -1 5[ +1]

Beweis. Man wende den vorangegangenen Satz auf i = j — 1 und k¥ = 5 + 1 an. Anschlie-

Bende Multiplikation mit —1 ergibt die Aussage. |

Als weitere direkte Konsequenz erhalten wir das folgende

KOROLLAR. Fir jedes j € F, j # 1 mit (j — 1)* < (j + 1)* gilt:

B+ =5G-01+ X [+ G+
(G—1)*<r<(G+1)*

(G -1 -1 +1)*)

Der entgegengesetzte Fall j € Fy, j # £1 und (j+1)* < (§—1)* impliziert (Multiplikation
mit —1) die Gleichung:

(G-D1-1G+DD]B+H =35~ ¥ F-5G+D7]

G+ <r<(G-1)*

Zusammenfassend stellen wir fest, da8 fiir (j — 1)* < (j + 1)* die Gleichungen

D=~ li=1 =l +1+ 56 - yle 3l SlG+7)

D=3 (G- 1= -5l 5 -1+ X+l

und fiir (7 +1)* < (j — 1)* die Gleichungen

Dj=— g li~1-Bl-5h+10-5G-DT- X [F-gG+1,
(F+1)*<r<(3—-1)*

Dy =3 [G-171-1 -3 [G+ -5 li-1- > - gL+
(+D)*<r<(G-D1)*
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gelten.

Definition. Fiir jede Primzahl p > 3 sei

Ni(p) =aer. #{j € Fy \{£1}: - 1) <+j < (G+1)"}

und

N1(p) =aer #{5 € F \ (£1}: G - 1) < 5% < G+ 1)},

Mit Hilfe dieser vier Kardinalitdten kénnen wir nun die Spurformel wie folgt aufschreiben.

SATZ. Die Spur des Operators pp: Ace — W(A) ist durch

Tr (pB; Aec) =P — 3 — Ny (p) + N_(p) + N3 (p) — NZ(p)
-(+(5)-(+(5)
gegeben.

Beweis. Wie bereits gezeigt, liefert die Aktion des Projektors pp auf den Basiselementen
[0], [oo] und [1] 4+ [—1] keinen Beitrag zur Spur. Es reicht daher, die Aktion fiir die
Elemente [j] € A mit j € F; \ {£1} zu untersuchen. Die Spur ist daher die Differenz
S* — S fiir 8* =4et. Z?;g ord;(D5) und S =gef, ?;g ord;(D,) aus K. Man sieht leicht,
daB S = N4 (p) — N_(p) — (p — 3) ist, da sich die mit & % gewichteten Randfille (fiir
j= (¢ —=1)*und j = (5 + 1)*) paarweise aufheben. Dies folgt wegen j = (j — 1)* <
(G+1)* <= —j=p—37=(—j+1)* > (—j — 1)*. (Diese Aquivalenz stimmt wegen
fL<jp=p-—ji=-ji>p—je=—jound p—j)(p—j ) =p"-pjl—jp+1=1
in Fp, was wiederum (—j)* = (p—j)* =p—(p—j) ' =p-(p—-j ") =" =—j
impliziert. Ist D; ein Divisor, der einen Randbeitrag leistet, so ist der zugehdrige zweite
Divisor, der diesen Beitrag wieder aufhebt, genau D,_; = D_;.) Die Bestimmung von S*
erfolgt auf &hnliche Weise, wobei sich die Randfille (5 = j*, j = (j—1)* und j = (j +1)*)

auf den Teilterm —3 [(j — 1)*] — [*] — 3 [(j + 1)*] von D7 auswirken und damit einen
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Beitrag liefern. Es ist in I,

j=i"ej=p-3J
&jt=pj—1
&241=0

& —1 ist quadratischer Rest
-1
»(7)-1
p
Gegebenenfalls liefern die Divisoren D; und D;« den Beitrag —1, also ingesamt —2 =

- (1 + (%)) Weiterhin gilt

i=G-D)"ep-jt=5-1
epj-1=5"—j
©j2—j+1=0

& —3 ist quadratischer Rest
o (‘_3) 1
p
und

j=+) ep-1"=j+1
epj—l=5"+j
&2 +j+1=0

& —3 ist quadratischer Rest
o (—_3) _1
p

In beiden Fillen liefern die Divisoren D; und Dj- einen Beitrag von —3, also ingesamt

—2=—(1+(—73)). m
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Man erhilt mit Hilfe der Ergebnisse des vorherigen Abschnittes die folgende, in der

Literatur bisher unerwéahnte, Identitét.

SATZ. Fiir jede Primzahl p > 3 sei

N(p) =def. N+(p) — N—(p) — N1 (p) + NX(p),

dann gilt:

o= o ()5 (- ()«

Beweis. Mit der Spurformel Tr (pp; W(A)) aus dem vorherigen Abschnitt folgt

-1 — -1 -
p—3- (—) —4. (—3> —-6=p—-3-N;y+N_+Nj-N*-1- (—) —-1- (—3),
p p p p

also ist

Ny—N_—-Ni+NZ =142 (_—1) 3- (_—3> = 2. (1 + (_—1>)+3- (1 + (_—3)) —4.
b b P D

(Dabei wurden Ny und N} abkiirzend fiir Ni(p) und Nj(p) resp. benutzt.) [

Die folgende Tabelle ist das Ergebnis numerischer Berechnungen der oben definierten

GroBen fiir kleine Primzahlen 3 < p < 200.
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p | N®) | Ni) | N2(0) | Na(p) | No(p) | 14 (F) | 14 (F2) | Tr(pms Ace)
5) 0 0 0 0 0 2 0 0
7 2 0 0 0 2 0 2 0
11 —4 0 2 2 0 0 0 12
13 6 2 0 0 4 2 2 0
17 0 2 2 2 2 2 0 12
19 2 2 2 2 4 0 2 12
23 —4 0 2 2 0 0 0 24
29 0 2 2 2 2 2 0 24
31 2 6 6 6 8 0 2 24
37 6 8 6 6 10 2 2 24
41 0 6 6 6 6 2 0 36
43 2 6 6 6 8 0 2 36
47 —4 6 8 8 6 0 0 48
23 0 6 6 6 6 2 0 48
29 —4 8 10 10 8 0 0 60
61 6 14 12 12 16 2 2 48
67 2 12 12 12 14 0 2 60
71 —4 8 10 10 8 0 0 72
73 6 14 12 12 16 2 2 60
79 2 10 10 10 12 0 2 72
83 —4 8 10 10 8 0 0 84
89 0 14 14 14 14 2 0 84
97 6 16 14 14 18 2 2 84
101 0 20 20 20 20 2 0 96
103 2 16 16 16 18 0 2 96
107 —4 12 14 14 12 0 0 108
109 6 16 14 14 18 2 2 96
113 0 14 14 14 14 2 0 108
127 2 22 22 22 24 0 2 120
131 —4 18 20 20 18 0 0 132
137 0 18 18 18 18 2 0 132
139 2 26 26 26 28 0 2 132
149 0 16 16 16 16 2 0 144
151 2 26 26 26 28 0 2 144
157 6 28 26 26 30 2 2 144
163 2 24 24 24 26 0 2 156
167 —4 24 26 26 24 0 0 168
173 0 28 28 28 28 2 0 168
179 —4 18 20 20 18 0 0 180
181 6 34 32 32 36 2 2 168
191 —4 26 28 28 26 0 0 192
193 6 34 32 32 36 2 2 180
197 0 26 26 26 26 2 0 192
199 2 34 34 34 36 0 2 192
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Bemerkung. Aus dem EICHLER-SHIMURA-ISOMORPHISMUS folgt, dafl W(A) iiber C
isomorph zu #2(To(p)) ® #2(To(p)) ist (vgl. 1.47). Weiterhin gilt dimc (62(To(p)) ) =1
(vgl. 1.44), so daB die Identitét

dime (W (4)) =2 - dime (S (To(®))) +1=2-go(p) +1

folgt. Dabei bezeichnet go(p) das Geschlecht der Modulkurve Xy (p). Aufgrund von 3.2

erhalten wir:
Tr (pB; Ace) = Tr (pp; W(A4)) = 6 - (dime (W (A4)) — 1) =12 go(p).

Eine entsprechende Formel zu Berechnung des Geschlechts go(p) findet man z. B. in [30,

Chap. 6, S.92]. In der folgenden Tabelle sind die ersten 44 Werte zu finden (p > 3).

—

(2 Jo@ P Tlo@ P [o®@ » [9®] » [9® » [ 90 ]

) 0 31 2 67 ) 103 8 149 12 191 16
7 0 37 2 71 6 107 9 151 12 193 15
11 1 41 3 73 5 109 8 157 12 197 16
13 0 43 3 79 6 113 9 163 13 199 16
17 1 47 4 83 7 127 10 167 14
19 1 93 4 89 7 131 11 173 14
23 2 99 5 97 7 137 11 179 15
29 2 61 4 101 8 139 11 181 14

Tabelle 3.1: go(p), 3 < p < 200



Kapitel 4:

Heckeoperatoren

Eine der wichtigsten Strukturen auf dem Raum der klassischen Modulformen ist die
Aktion der Hecke-Algebra. Wir werden in diesem Kapitel Heckeoperatoren auf abstrakten
Periodenrdumen studieren und fiir diese einen Prototypen einer Spurformel herleiten. Im
anschliefflenden Kapitel werden wir diese abstrakte Spurformel anwenden und spezialisieren

auf Ridume von Modulformen fiir die volle Modulgruppe I' = SL(2, Z).

§1. Grundlagen

Sei A = Mat(2,Z) die Halbgruppe der 2 x 2-Matrizen iiber Z.

(4.1) Definition. Fiir jedes n > 1 betrachten wir die Menge A(n), bestehend aus allen

Matrizen M aus A der Determinante n:

A(n) =ger. {M € A: det(M) =n}.

Bemerkung. A(n) ist nicht abgeschlossen unter Multiplikation. Die Inverse von M =

b
¢ € A(n) existiert iiber Q und ist gegeben durch:

c d

—b

1 1
M-t = cadj(M) = = -
det(ar) M) =2

—C a

64
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d - 5 2
wobei adj(M) = ( ) die Adjunkte zu M ist. (Z.B. ist fiir M = ( ) € A(29)
—c a 3 7
T =2
die Inverse gegeben durch M~! = i?; 259 , wobei det(M 1) = 2% = 5 € Q\ {0}
29 29

gilt.)

b
(4.2) Definition. Eine Matrix M = ¢ € A(n) heilt reduziert, falls 0 < ¢ < a und
c d

0 < b < d gilt. Wir schreiben M(n) fiir die Menge aller reduzierten Matrizen aus A(n).

b
Bemerkung. M(n) ist endlich, denn a + d > n + 1 impliziert det (a ) > n, wie
c d

ad—bc>ad— (a—1)(d—1) =a+d—1>n zeigt. Es gibt aber nur endlich viele Tupel
(a,b,c,d) € Z*, diea+d—1<n,0<c<aund 0<b< d erfiillen.

Wir betrachten neben M(n) die beiden folgenden Teilmengen von M (n):

a a

Ma(n) =aet ( Z)EM(n):b:O | Ma(n) =aet ( Z)EM(n):c:O

C C

0 d
Bemerkung. Die Zuordnung ¢ — ) definiert eine Bijektion M4(n) —

c d 0 a
Magq(n). Der Durchschnitt M 4(n) N Mq(n) besteht aus allen Diagonalmatrizen D =

0
(a ) mit det(D) = ad = n.

0 d

Geht man von einer beliebigen reduzierten Matrix M aus, so kann man dieser durch
sukzessives Abspalten von Faktoren in eindeutiger Weise Matrizen a(M) € M4(n) und

w(M) € Mq(n) zuordnen.

b
(4.3) LEMMA. Fliir jede reduzierte Matriz (a ) € M(n) mit ¢ > 0 ezistiert genau
c d
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C
ist N > 2 und d’ < a.

b ! bl ! bl
ein N € Z, so daff (a ) =TNS (a ) und (a ) € M(n) gilt. Gegebenenfalls
d

Beweis. Es wird ¢ > 0 vorausgesetzt. Die Matrix

CVY) evsy = sy (¢ ) o * ) cam

cd d c d Nc—a Nd-b
ist nach Definition genau dann reduziert, wenn die vier Ungleichungen 0 < Nc—a < c
und 0 < d < Nd — b sind. Die ersten beiden Ungleichungen sind &quivalent zu a <
Ne<ct+a<= S <N<1+ 7<= N-1< ¢ <N. Aus dieser Ungleichung folgt die
Eindeutigkeit von N, falls ein solches N existiert. Gegebenenfalls ist N > 2, dac < a

b
bzw. £ > 1 gilt. Die zweiten Ungleichungen folgen aus den ersten, denn (a ) € M(n)
c d

impliziert d > 0, so dafl d < Nd —b &dquivalent zu % < N —1 ist. Die letzte Ungleichung ist
aber bereits wegen N > 2 und 5 < 1 erfiillt (es folgt die Existenz). Wir haben insgesamt

die folgende Gleichung gezeigt:

a b TV g a b N -1 a v Na' —c N —-d
c d d d 1 0 cd d a’ v ’
a b
wobei € M(n) und d’ = ¢ < a gilt. |
¢ d

a b

(4.4) LEMMA. Fiir jede reduzierte Matriz M = (
c d

) € M(n) mit b > 0 existiert

/

b b
genau ein N € Z, so daf (a ) =TNS (a ) € M(n) gilt. Gegebenenfalls ist
d d c d

N>2undd <d.



[Kap. 4-§1] HECKEOPERATOREN 67

Beweis. Nach Voraussetzung ist b > 0 und

TN g a b _ Na—c Nb—d _ a b c Aln)
c d a b cd d
genau reduziert, wenn die beiden Ungleichungen 0 < a < Na—cund 0 < Nb—d < b erfiillt
sind. Die erste Ungleichung ist dquivalent zu N — 1 < % < N, woraus die Eindeutigkeit
von N folgt, falls ein solches N existiert. Gegebenenfalls ist NV > 2, da nach Voraussetzung
M reduziert ist, also b < d und damit % > 1 gilt. Die zweiten Ungleichungen folgen aus
den ersten, da nach Voraussetzung a > 0 und damit a < Na — c gilt, was &dquivalent zu
¢ < N —1ist. Die letzte Ungleichung ist aber aufgrund von N > 2 und £ < 1 stets erfiillt

(es folgt die Existenz). Um den Beweis zu schlieBen, lesen wir noch d' = b < d ab. [

(4.5) LEMMA. Fiir jede reduzierte Matrizc M € M(n) (n > 1) existieren Matrizen
a=a(M) e Ma(n) und w =w(M) € Mq(n) sowie ganze Zahlen ki1, ...,kr > 2 und
li,...,lg > 2, so daf gilt:

(i) a(M)=Tk §-..T* S M,
(i) M=T" S...T' Sw(M).

Dabei sind o, w und k;, lj (¢ =1,...,7, j=1,...,8) eindeutig durch M bestimmt. Man
sagt, M gehort zu dem Paar (o,w) € Ma(n) x Mq(n). (Fir den Fall M € M4(n)
setzen wir r = 0 in (i). Fir den Fall M € Mq(n) setzen wir s = 0 in (i). Ist D eine
Diagonalmatriz aus M a(n) N Mq(n), so folgt T =s=0.)

Beweis. Die Existenz von (i) folgt aus 4.4, die von (ii) aus 4.3. Wir zeigen nun die
. L . a v a 0 a* b* .
Eindeutigkeit. Seien M = , (M) = und w(M) = die

d d c d 0 d
Matrizen aus (i) und (ii). Wir zeigen zunéchst, daf3 die Zahlen a,c,d und a*,b*,d*
eindeutig bestimmt sind. Es gilt
1 [a O d -b 1 ad’ —ab/

a(M)yM™t == == € SL(2,7),
n\e d — ad N \ed —c'd a'd—Vbc
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sowie

1 [dd* a*b —d'b*
Mw(M)™! = == € SL(2,7).
n n cld* a*d/ _ b*cl

Aus der ersten Gleichung lesen wir ggT ( e d) = 1 und folglich d = ggT(d’,b’) und
X % +Y % =1 fir X,Y € Z ab. Aus dem Wert von d folgt der Wert von a, denn
a = 5. Um die Eindeutigkeit von ¢ nachzuweisen, benutzen wir die Kongruenzen cd’' =

c/d mod (n) und a’d = b’¢ mod (n). Diese sind dquivalent zu c% = ¢ mod (a) und
c% = a' mod (a). Daraus folgt X +Yd = (X 1yl ) ¢ = c¢mod (a). Damit
ist ¢ eindeutig durch 0 < ¢ < a bestimmt. Aus der zweiten Gleichung folgt analog
ggT (a*,a;) = 1, also a* = ggT(a’,c) und X’;’—,: +Y’g—; =1 fir X')Y’ € Z und
d* = 5. Es gilt weiterhin a*b’ = a’d* mod (n) und a*d’ = b*c’ mod (n). Daher ist
¥ = b* % mod (d*) sowie b* & = d mod (d*) und damit X'b +Y'd = X'b* % +
Vb = (X'% +Y'&) b = b mod (d*). Damit ist b* eindeutig bestimmt durch
0 < b* < d*. Es bleibt, die Eindeutigkeit der Exponenten ki,...,k,. und ly,...,ls zu

1 0
zeigen. Sei dazu V = = T'ST, dann erzeugen 7T und V eine freie Halbgruppe in

1 1
' =SL(2,Z) (vgl. [12, Chap. 3.1, Lemma 2]). Wegen

TFH §... Tk §=Th-lyThk-2y...Thk-1g

folgt die Eindeutigkeit, da je zwei solche Ausdriicke genau dann identisch sind, wenn ihre
Exponenten gleich sind. Das gleiche Argument ergibt die Eindeutigkeit der Exponenten
liy ..y ls. |

(4.6) KOROLLAR. Startet man mit einer Matriz o € M a(n), so impliziert das Lemma
a=ThS... Tk Sw(a), wobei w = w(a) € Mq(n) ist. Auf diese Weise erhalten wir eine
Bijekion:

®: My(n) — Mq(n).
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0
Die Diagonalmatrizen D = (a € My(n) N Mgq(n) sind fiz unter der Abbildung P,

0 d
also ®(D) = D. Die reduzierten Matrizen M € M(n), die zum Paar (o, w) gehdren, sind

durch
Mj=g TH ST Sw, (j=1,...,5+1) (4.7)

gegeben. Die Extremfille sind

M1 =qQ, Ms_|_1 = W. (48)

0 * b
(4.9) LEMMA. Firn > 1 sei a = (“ d) € My(n) und w = (C:) d*) € Mgq(n).
c
Dann ist w = ®(a) genau dann, wenn gilt:

(i) a* = ggT(a,c),
(i) d = ggT(b*,d*),

(iii) % - & =1mod ().

Beweis. ,=“: a und w stehen genau dann in Bijektion, wenn es ein M € SL(2,Z) mit
a = M w gibt. M ist dann eindeutig bestimmt durch M =T+ §...T* § = qw™! €
SL(2,Z). Nach der Cramerschen Regel gilt nun

ad* —ab*

0
=1 _1
n n \ed* a*d—b*c

Wegen M € SL(2,Z) erhalten wir leicht (linke Spalte und obere Zeile haben jeweils

coprime Eintréige) (i) &, % € Zund ggT(%, %) =1, (i) £, % € Z und ggT(%, %) =1

und (i) a*d — b* ¢ = 0 mod (n), wobei (iii) dquivalent zu % - < =1 mod (.2;) ist und
n ad

= = =& gilt.

a*d a*d —

»<=%“: Die umgekehrte Richtung, (i)-(iii) = w = ®(«), folgt, wenn wir M € SL(2,Z) aus

(i)-(iii) gewinnen kénnen. Genauer ist zu zeigen, da§ n Teiler von ad*, —a b*, cd* und
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a* d—b* cist. Aus (i) folgt, n = d* a* teilt a d* sowie cd*. Gleichung (ii) impliziert, dafi n =
ad Teiler von —ab* ist, und (iii) ist wie im ersten Teil zu betrachten, d. h. n| (a* d — b* ¢).
(Die Determinante von M ist gegeben durch % (ad* (a*d — b*c)+ab* cd*) = 5 (aa*dd* —
acd*b* + a,b*cd*) = # ada*d* = Z—Z =1.) [

0
KOROLLAR. Seien n = p eine Primzahl und 1 < j,5* < p. Dann ist ® (p ) =
j 1

1 4
< ])@jj*zlmod(p).

0 »p

§2. Heckeoperatoren

Sei K ein Koérper der Charakterisitik 0, I' = SL(2,Z) und A ein K[I']-(Rechts-) Modul,

-1 0
wobei —1 = ( ) trivial auf A operiert. Wie in Kapitel 1 sei eine Aktion auf A fiir
0o -1

die Gruppe

0
GL(2,Z) =TUel, T =e= € GL(2,Z)
0 1

definiert. Wir nehmen an, dafl diese Aktion die Einschrinkung einer linearen Aktion von

ganz A auf A ist.

Wir geben nun die Konstruktion der Heckeoperatoren in [12, Kap. 2, S. 253] wieder.

(4.10) SaTz. ([15, Chap. IX, S. 256], [17, Chap. 2.1, Lemma 1]) Fiir jedes n > 1 hat
A(n) folgende T'-Nebenklassen-Zerlegungen:

n 0 a 0

a b
A(n)=T I'= r= r
0 1 a!zZ!L, c d a,t|l_=1|'1., 0 d

0<c<a 0<b<d
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(4.11) Definition. Sei n > 1, dann ist durch

Tp =g 3 ( ”)— Y W

ad=n, \0 d
0;b<¢’1 weMga(n)

der n-te Heckeoperator auf A gegeben. Durch

(L) =3 »&)

wEMgq(n)

W', @€ Zl(I‘,A)

ist der n-te Heckeoperator auf Z'(T, A) (bzw. H'(T, A)) gegeben, wobei 4/ € T' und

w' € Mq(n) in eindeutiger Weise aus der Gleichung w+y = 7' w’ (4.10) gewonnen werden.

SATZ. Fir jedes n > 1 ist der n-te Heckeoperator, T,,, ein wohldefinierter linearer
Operator Z1(T', A) — Z1(T', A), der parabolische 1-Cozyklen auf parabolische 1-Cozyklen
abbildet.

Beweis. Sei Mq(n) = {wi,...,wn} und v, d € T beliebig. Dann gilt w;y = 7 w(s)
und w; § = &; ws(;), wobei v;,d; € I' und die Indizes (i), (i) eindeutig bestimmt sind
fiir alle 2 = 1,...,m. Dabei durchlaufen ~(¢) und 4(¢) alle Werte von 1,..., m. Wegen
W) = Oy(s) W) Tl wi (70) = i (i) Wiy Oa(i) Watr(1)) = Vs Ox(i) Wit () und damit

(Tn) (v8) = D¢ (1 640) ‘wa(w'))
=1

fiir jeden beliebigen 1-Cozyklus ¢ € Z1(I', A). Unter Ausnutzung der Cozykluseigenschaft
von ¢ leiten wir die Cozykluseigenschaft von T), ¢ ab:
m
(Ta ) (M6 = Y @) 8
i=1

= Zw(%)

i=1

Oy (i) Wa(y(i))
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.

(o (1 83) = 0 (550) ) |wsriin

=1

o

@ (%:839) [wsan — D_ @ (649) [wsron
=1

=1

= (T 9)(79) — (T ) (9)-

Ist ¢ parabolisch, so folgt wegen p(—1) = 0 sofort (T, p)(—1) = v, go(—1)|wz- = 0. Fiir

1 1 . a b 1 1 . a b a x;
T — gilt = T; wr@) mit w; = und wre) =
0 1 0 d 0 1 0 d 0 d

+b d —x; d b—uz;
(ad =n,0 < z; < d). Daherist T; = 1 “ @ ‘ =1 ad a(a+b—w:) =
0 d 0 a 0 ad

1 Yi

=TV fiir y; € Z. Wegen @(TV) = 0 folgt (T, ) (T) = > iv; o(T3)
0 1

wT(i) =0.0

Bemerkung. Neben der Aktion von T—_; = ¢ auf A definieren wir eine Aktion auf Z} (T, A)

durch

(T—1¢) =aet. (V') |,

wobei v/ aus der Gleichung ey =v'¢, v/ € " gewonnen wird. T__; operiert als Involution
auf Z1(T, A), und es gilt (T_1 ¢)(S) = ¢(S) ‘6. Wir erhalten auf diese Weise die Zerlegung
ZNT,A) = Z}(T,A)~ @ Z}(', A)* von Z1(T', A) in die +1-Eigenrsdume Z!(T, A)*.

Als nichstes wollen wir die Aktion von T,, auf dem Raum Z!(T', A) der parabolischen

1-Cozyklen berechnen.

(4.12) SaTz. Fiir jedes n > 1 und jeden parabolischen 1-Cozyklus ¢ € Z1(T, A) gilt:

(Tn@)(S) =9 (S)| > M.
MeM(n)
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a
Beweis. Sei w = (
0

b
) € Mgq(n), dann ist 0 < b < d und
d

=gt ST w8

(6 I6)
()

reduziert, also aus M4(n), falls 0 < b < d gilt. Nach 4.5 (ii) erhalten wir in eindeutiger
! bl

Weise die Darstellung o = T §---Tts S fiir ' = ¢ ,) € Mgq(n), wobei ®(a) =
0 d

w'. Es folgt wS =+'w mit v/ =T ST S---T' S und dann, unter Ausnutzung, daB ¢

ein parabolischer 1-Cozyklus ist,

oY)W =(TSTh §---T )|

=p(T)|STS--- Tt Suw' +(STH S --- Tt 9)|w'

=p(STh §..- T S)

(Ul

wl

=pQ)|Th S T Sw +p(Th S--.T)

= ¢(S5)

S
STHS . Tl
i=1

D.h. o(v')

w = <p(S)‘ > M, wobei M die Menge aller reduzierten Matrizen, die zum Paar

0
(a,w’) gehoren, durchliuft. Fiir die noch nicht betrachteten Fille b =0, w = (a ) gilt
0 d
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d
wS = Sw mit ' = . Damit haben wir die Diagonalmatrizen erginzt. Iteriert

0 a
man nun iiber alle Représentanten w € Mgq(n), so folgt die Aussage des Satzes. [

(4.13) KOROLLAR. Fiir allen > 1 sei

Tn: A— A, fZﬂ:’n =def. Z M,
MeM(n)

dann operiert fn auf dem Periodenraum W (A) derart, daff das folgende Diagramm

kommutiert, wobei die horizontalen Pfeile fir den Isomorphismus 1.14 stehen:

Z;(T,A) ——— W(4)

T T,

Z} T, A) —— W(A)

(4.14) LEMMA. Seiw = ®(a) fiir o € M4(n), dann gilt

s+1 s
(S-1)) Mj=Sa-w+)» (T4 -1) M,
J=1 Jj=1

wobei nach 4.7 und 4.8 die Matrizen
M;=T48--.T"Sw, (j=1,...,5+1)

alle zum Paar (a,w) € Ma(n) x Mq(n) gehdrenden reduzierten Matrizen durchliuft.

Beweis. Nach Definition ist T% S M;1 = M;, also SM;;; = T—% M; und damit
SMjy1 — M; = (1% — 1) M;. Wegen M; = o, Msy1 = w folgt nach Summation
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iiber j =1,...,s die Aussage des Satzes:

8

DT M=) SMju-) M
j=1 j=1

=1

s s
ZZSMJ'_H—ZMj+SM1—SM1—I—M3+1—MS+1

=1 j=1
s+1
= (SM; — M;) — S My + M,y
j=1
s+1
=(S-1) ZMJ- —Sa+w.
j=1

(4.15) KOROLLAR. Fiir jeden Bernoulli-Operator B: A, — A gilt die folgende Glei-

chung:
s+1 s U
B(S-1)> Mj=B(Sa—w)—Y > T7"M;.
j=1 j=11i=1

Beweis. Esist T~ —1=—(T-1)

lj . lj i
T~% und folglich B (T~%—1) = —B(T—1) Y. T~ =
— i=1

=1

l; . s+1 s i .
—EJ:T",alsoB(S—l) Mj:B(Sa—w)—EzJ:T_’Mj. [
i=1 j=1 j=1i=1
b
(4.16) Definition. Eine Matrix M = ¢ € A(n) heilt semireduziert genau dann,
—c d

wenn a, b, ¢,d > 0 gilt. Die endliche Menge aller semireduzierten Matrizen M aus A(n)
bezeichnen wir mit:

Bemerkung. Die Endlichkeit von M(n) folgt sofort aus a,b,c,d > 0 und det(M) =
ad + bc = n fir M € M(n).
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(4.17) Definition. Sei M € M(n) eine reduzierte Matrix. Nach 4.5 (ii) kann M zerlegt
werden in der Form M = T'+ §...T' Sw, fiir genau ein w € Mgq(n) und eindeutige

Exponenten [lq,...,l; > 2. Es sei

E(M) —aur Lh(>2), M & Mgq(n),

0, sonst

sowie

S =get. {T—iM: MeMn),0<i< k(M)}.

0 1
(4.18) SaTz. Die Linksmultiplikation mit S—1 = ( ) induziert eine Bijektion von
-1 0

Mengen: & — M(n).

Beweis. Zunichst zeigen wir die Wohldefiniertheit der Abbildung. Dazu sei M € M(n) \
Ma(n) und 0 < i < k(M),d.h. M =T S... T4 Sw fiir w € Mq(n) und l; = k(M).
Es folgt T~ M =T7 S N, wobei N aus M(n) \ Ma(n) stammt und j = k(M) — i, also

b
0 < j < k(M) gilt. Demnach hat N die Gestalt N = ¢ fir0<c<aund0<b<d.
c d

Weitherin gilt

[ (k(M)a,—c k(M)b—d) |
a b

woraus wir, da M reduziert ist,
d d
05k(M)b—d<b<:>g <k(M)< 5+1

ablesen konnen. Es folgt

0<j§k(M)—1<C—Z,

also

jb—d<0
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und wegen c —a <0 und 0 < j < k(M)
c—7a<0.

Daher ist die Matrix

—1 —3 -1 : b
STTT*"M=8""T'SN =
c—ja d—jb

semireduziert.

Im n&chsten Schritt miissen wir zeigen, dal zu gegebener semireduzierter Matrix N €

M(n) stets genau eine reduzierte Matrix M € M(n) und genau eine Zahl i € Z mit

. b
0 < i< k(M) existiert, so da8 T—* M = S N gilt. Nach Definition ist N = ( ¢ ) fiir
—c d

a,b,c,d > 0. Die Matrix

. b
M =g STITISN=|
ja—c jb+d

ist genau dann reduziert, wenn 0 < ja —c < a und 0 < b < jb+ d gilt. Die letzten beiden
Ungleichungen sind fiir alle 5 > 0 erfiillt. Die ersten beiden Ungleichungen sind dquivalent
zu § < j < £ 4 1. Daher ist M’ fiir genau ein j > 0 reduziert. Wegen b > 0 kénnen wir
4.4 anwenden, d.h. es existiert eine eindeutig bestimmte reduzierte Matrix M und ein

eindeutig bestimmter Exponent k = k(M) = N > 1 mit:

ka—ja+c kb—jb—d
a b

M=def. =TNSM =

Es folgt 0 < kb — jb — d < b oder dquivalent L;)"d <k(M)< @ + 1. Weiter lesen wir
0<a<ka—ja+cab, was £ +1+j <k impliziert. Wegen j < £ +1 gilt 0 < j < k(M).

Wir setzen noch ¢ =g, k(M) — j, dann erhalten wir die Aussage des Satzes leicht, wie



[Kap. 4-§2] HECKEOPERATOREN 78

die folgende kurze Rechnung zeigt:

S—l T—i M= S—l T]—k(M) Tk(M) SM/
= 8L i—kM) k(M) g g1 =i g N
= N.

(4.19) KOROLLAR. Die inverse Bijektion M(n) — & wird induziert durch die Links-

0 -1
multiplikation mit S = ( . Sei
1 0
Tn=as Y, M, (4.20)
MeM(n)
dann gilt
STp= Y 6 SM= M. (4.21)
MeM(n) Me6

(4.22) Definition. Fiir n > 1 sei

~ ~ 0
T.,? =def. Z «, T,,‘f =def. Z w, Dy, =det. Z (a ) .

a€Ma(n) weMaq(n) ad=n, 0 d

(4.23) SaTz. Sei B: A, — A ein beliebiger Bernoulli-Operator und n > 1. Dann ist

der lineare Operator pp Tn auf Acc gegeben durch:

peT,=(T-T7Y)(S-1)B(STe - T%) +
+(T=T7) (S=1) (T - T2) : A — W(A).
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Beweis. Aufgrund von 4.5 und 4.6 kénnen wir die Menge der reduzierten Matrizen M (n)
auffassen als disjunkte Vereinigung aller Teilmengen M, ,,)(n) jener reduzierten Matrizen,
die zu einem beliebig fixierten, in Bijektion stehenden Paar (a,w) € Ma(n) X Mgq(n)

gehoren (®(a) = w), d. h.
Maw)(n) = {M;a’w) eMn): j=1,...,0,+1, M;a’w) gehort zu (a,w)}
und (disjunkte Vereinigung)

M(’I’L) = |_| M(a,w) (’I’I,)
wEMg(n)

Mit Hilfe dieser Zerlegung finden wir:

B(S-1)T,=B(S-1 Y M
MeM(n)
lo+1

=B(S-1) > > M

wEMga(n) j=1
lo+1

= Y B(-1) Y M
j=1

weMga(n)
L k(M)

(4.15) 3 (B S lw) -w) =Y X T—"M}"’“’))

weMa(n) =1 i=1
L)
- B (s To — T“;) - Y Y Y M.

wEMgq(n) j=1 i=1

Wir untersuchen nun den rechten Summanden weiter, es gilt:

lo k(MJga’W))

> SN T

weEMgq(n) j=1 i=1
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L k(MJ@’“)) -1

lw
=X > Y M ¥ St

wEMagq(n) j=1 i=1 wEMgq(n) j=1

Aus 4.19 folgt, daB der linke Summand des letzten Ausdrucks identisch Y. S M ist.

MeM(n)
Fiir den rechten Summanden desselben Ausdrucks gilt:
lw —k(M(a’w)) ( )
> ) s -
wEMgq(n) 3=1
L, lo+1
= > YsMi=s 3 Y M= 3 sMm
wEMgq(n) j=1 weEMgq(n) j=2 MeM(n)\Ma(n)
Insgesamt haben wir somit folgende Identitéit gezeigt:
B(S-1)T,=B (Siﬁg—'f;) - Y smM- Y sm
MeM(n) MeM(n)\Ma(n)

Wegen

1 ~ 1 - -

5 (8=DTn+ 5 (S+1) T = > SM+ST¢

MeM(n)\Ma(n)
(auf beiden Seiten steht S T;,) folgt:
1 ~
(B+§) (S—1) T, =
Ta Tw M 1 'a
- B (STn —Tn) - Y SM4 (S-DT- Y SM
MeM(n) MeM(n)\Ma(n)
T Tw AT T 1 ™
- B (STn —Tn) - Y SM+STe -5 (S+) T,
MeM(n)
- B (ST“—T‘”) By ( 3 M—fa> L+t
n n o n 2 n
MeM(n)

Multiplikation von links mit (T'— T1) (S — 1) ergibt die Aussage des Satzes, wobei wir

ausgenutzt haben, daB S und S—! = —S identisch auf A operieren und S? = —1 als
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Identitsit auf A operiert, also (S —1)S =582—-5=1-8 = —(S — 1) gilt. Der letzte
Summand verschwindet wegen (S —1) (S +1) =0. [

Wir geben noch eine Variante des Satzes an.

(4.24) SATz. Unter den Voraussetzungen des vorherigen Satzes gilt:

peTn=(T-T7) (S—1) (BTZ (S—1) + T+ DnS) : A — W(A).

0 0 1 -1 0
Beweis. Fiir beliebiges ¢ EMuy(n)ist TS @ S-1 — ) =
c d c d 1 0 —-d ¢

ad=n, ad=n, a
0<c<a 0<c<a

_ Z (Z a,—c)+ Z (d a) g
ad=n, a ad=n, 0 a

=n
0<c<a a>0

(o (z )

IS

s

ad=n,
a>0

=T |T¥—Dn+ Y (d S
0

1A 1 1 -1 d a
=T 'T*S—T'D,S+ S
ad=n, 0 1 0 a
a>0
—1 7 -1 d 0
=T 'T*S—T'D,S+ S
ad=n, 0 a
a>0

=T7'T¢S+(1-T7) D,S.

Zur Abkiirzung schreiben wir C,, =ger. (1 — T_l) D, S, dann gilt S ﬁ‘{‘ =71 fﬁ‘{’ S+Cy.
Nach Definition des Bernoulli-Operators B operiert B (T'—1): A, — A, als Identitiit.
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Wir erhalten T-2T“ S =B (I'-1) T TS =(BT - B) T-'T*S=BTT TS —
BT 'T¥S=BT“S— BT 'T% S bzw.

BT 'T*S=BT*S—-T"'T“S

sowie (B+1)C, =(B+1) (1-T7') D,S=B(T-1)T'D,5+(1-T') D,S=
D, S, also
(B+1) C, =D, 5.

Die Aussage des Satzes gewinnen wir nun durch schrittweises Ersetzen der Terme in

Formel 4.23, beginnend mit S ff;j‘:

ppTo=(T-T7) (S-1) (BT ' Ty S+ BCo— BTy + T - T¢)
= (T-T7) (S-1) (BT;S—T—1T;S+BCn—BT; +Tn+sfg)

=(T-T7Y) (S-1) (BT (S—1)+Tn+ (B+1) Cy).

Fiir den zweiten Schritt haben wir zusdtzlich ausgenutzt, dafl S? = —1 trivial auf A

operiert, was (S —1) ST = (82 — 8$)T* = (1 — 8) T = (S — 1) (-T2) impliziert. W

§3. Abstrakte Spurformeln

Wir wollen 4.23 und 4.24 anwenden, um die Spur von T}, auf dem Periodenraum W (A)

bzw. auf W(A)" zu berechnen.
LEMMA. Flir jedes a € Ay = ker(T' — 1) gilt a‘ (8—1) e W(A).
Beweis. Folgt sofort aus (S—1)(S+1)=52+5—-S5—1=0und

(S—1) (1+TS+(T8)?)=(S+STS+STSTS-1-TS—-TSTS)
=(S+STS+T'—-1-TS-TSTS)
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=(8+8TS+1-1-5-8T&)
=0

I

wobei ST ST S = T~ nach Voraussetzung trivial auf A, operiert, denn a = a‘T T-1 =
a|T 1. |

KOROLLAR. Der Operator (1+T~') Ag (S—1) bildet nach W (A) ab, wobei B: A, — A

ein beliebiger Bernoulli-Operator ist.

Beweis. Ap: A — Ay =ker(T —1). [

(4.25) SATZ. Fiir jedes n > 1 und jeden Bernoulli-Operator B: A, — A gilt:

Tr (p5 T Acc) = 6- Tt (T W(4)) =2+ Tr (1 +T71) Ag (S = 1) T W(4)).
Beweis. Folgt sofort aus 1.35. [

(4.26) SATZ. Seik > 2 gerade und A = Vi_2(K) der K-Vektorraum aller Polynome des
maximalen Grades k—2 mit der Aktion auf Polynomen wie aus Kapitel 1. Sei B: A, — A
ein beliebiger Bernoulli-Operator mit der Eigenschaft € (B + %) = — (B + %) €. Dann
ist der Operator pjg =4et.= (1 +¢€) pp auf A definiert, bildet in den Raum W (A) =4ef.
W(A)*T ab und fiir jedes n > 1 gilt:

Tr (pg T A) —12-Tr (iﬁn; W+(A))

—2-Tr ((1+2) 1+T™) Ap (S = 1) T WH(4)).

Beweis. Nach Definition ist AT = ker(1 —¢) = im(1+¢) und Xj‘ (1+¢e) = X7 +
(—1)7 X7 =2 X7 fiir j gerade und 0 sonst. Wegen 2.1 gilt daher A* =im (1+¢) C AL.
Die Aussage folgt dann aus 1.41. [ |



Kapitel 5:

Spuren von Heckeoperatoren

Ziel dieses Kapitels ist die Rekonstruktion der Spurformel der Heckoperatoren in [32,
Theorem 1], die fiir die volle Modulgruppe SL(2,Z) und beliebiges gerades Gewicht
k > 2 formuliert wurde. Dabei werden wir ausschliefllich die algebraischen Methoden der
vorangegangenen Kapitel verwenden. Im gesamten Kapitel sei K = C und £ > 2 eine
positive gerade ganze Zahl sowie w = k — 2. Weiterhin betrachten wir den C[I']-Modul
A=A, = Ax_2 = Vk—2(C) zur vollen Modulgruppe I' = SL (2,Z) aus Kapitel 2. Nach
dem EICHLER-SHIMURA-ISOMORPHISMUS gilt dann #(T') @ 4 (T) = W~ (A) @ Wt (A),
wobei #,(T') =2 WT(A) und % (T') & W~ (A). Der Isomorphismus ist kompatibel mit
der Aktion der Hecke-Algebra.

§1. Grundlagen und Organisation der Spurformel

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, sind die Voraussetzungen von 4.26 erfiillt. Die

abstrakte Spurformel hat unter diesen Voraussetzungen die Gestalt (w > 0):

210 (W ) = 5 o ) y
2-T.r((1+8) 1 +T7Y) Ap (S - 1) Ty; W+(Aw)). -1

84
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Wir unterdriicken den Index w in A,, (w = k — 2) und schreiben stattdessen kurz A,

immer dann, wenn dies zu keinen Miflverstdndnissen fiihrt.

(5.2) LEMMA. Die Spur des Fehlerterms ist fiir alle w > 0 gegeben durch:

4w
+1

Tr ((1 +e) 1+ T Ap (S —1) Tos W+(Aw)) - Twri(n),

wobei

U'w+1(n) =def. Z dvtt,

d>o0,

d|n
Beweis. Fiir j > 0 ist X7|e = (—1)? X7 und somit (X% — 1) ‘ (I1+e)=2(X"-1),da
w gerade ist. Analog zum Beweis von 2.4 folgt (X — 1) ‘ (1+e)1+THAs(S-1) =
2 3—1’1 (X*—-1)= w+1 (X —1). Wir wollen nun die Aktion von T}, = =D Memmn): A —
A auf dem eindimensionalen Raum C - (X® — 1) untersuchen. Dazu miissen wir iiber alle

reduzierten Matrizen summieren. Fiir jedes in Bijektion stehende Paar (o, w) € M4(n) x

0 * b
Mgq(n) mit a = “ und w = [ gilt nach 4.14: -1) | ZSHM =
c d 0 d
1(5-1) X3 M, 1‘ (Sa —wH Y (T 1) Mj) - 1‘ (Sa—w), wobei die
Matrizen M; fir j =1,...,s+ 1 alle zum Paar (o, w) gehdrenden reduzierten Matrizen

1
durchlaufen. Die letzte Gleichung folgt wegen 1‘T m = 1‘ ™) =1 fir beliebiges
0 1

0
m € Z. Weiterhin gilt 1‘Sa = X“" (“ ) = e € X +d)” =a® X¥ und 1jw =
c d

*

* * * 0
1‘ ( ) = (”é—;“’) (d*)* = (d*)". Fiir festes a > 0 sind alle reduzierten Matrizen
d

0
aus M 4(n) durch ¢ fiir 0 < ¢ < a und ad = n gegeben. Die Anzahl ist demzufolge

c d
a = #{0 < ¢ < a}. Analog gibt es fiir festes d* > 0 genau d* reduzierte Matrizen der
a* b*
Form € Mgq(n). Summiert man iiber alle reduzierten Matrizen, so kommt der
0 d

Term a* X¥ genau @ mal, und der Term (d*)" genau d* mal vor. Es folgt die Aussage
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des Satzes, denn

(X*—1)

Tn = Z a? Tl xw _ Z (d*)w+1 —
A S (5.3)

= 0upt1(n) X¥ — opi1(n) = oui1(n) (X¥ —1).

Nachdem wir den Spuranteil des Fehlerterms berechnet haben, betrachten wir den Operator

2 T, = (14+¢) pB T,,. Diesen zerlegen wir gemiB 4.24 in die folgende Summe von

Operatoren:
pETn=FE1+Ey+ P (5.4)
mit
Ei=aet. (1+€) (T—T71) (S—1) T, (5.5)
By =qet. (1+¢€) (T=T7") (S-1) Dn§, (5.6)
P=4ot. 14€) (T-T7Y) (S—1) BT¥ (S—-1). (5.7)

(Zur Vereinfachung lassen wir jeweils den Index n, der den n-ten Heckeoperator markiert,

weg.)

Die Berechnung der Spuren von F; und Fs ist elementar, die des Operators P nichtele-

mentar. Beide Fille betrachten wir getrennt in den néchsten Unterabschnitten.

Wir organisieren die Spur wie in [32] (vgl. auch [25, S. 3]) als Potenzreihe.

(5.8) SATZ. Fiir jede Matriz M € GL(2,R) gilt:

i Tr (M; Ay) - Y¥ =

0,
w gerade

: ((1 —Te(M) - Y +det(M) - Y?) " + (1+Te(M) -Y+det(M)-Y2)‘1).

N =
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Beweis. Da M reguldr und die Spur invariant unter Koordinatentransformationen ist,

A0

kénnen wir M auffassen als M = ( ) , wobei A, i # 0 die beiden Eigenwerte von M

0 u
sind. Fiir die Aktion von M auf der Monomen-Basis von A gilt X"|M = (A X)" p*~" =
AT p?=T X7 fiir 0 < 7 < w. Daher ist A" p*~" der X"-Eigenwert der Aktion von M auf

A, also Tr (M; A) = Y7 o A" u®~". Wegen Tr (M) = A+ p und det(M) = X - p gilt

weiterhin:
1 _ 1 1
1—-Tr(M) Y +det(M)-Y2 ~ (1-X-Y) (1—p-Y)’
1 _ 1 1
1+Te(M)- Y +det(M)-Y2 — (14+X-Y) 1+p-Y)

Wendet man die formale geometrische Reihe ﬁ =Y o 09" (Beachte: (1—¢q) > o 1 q¥ =
S 03% — > oe_1 ¥ = ¢° = 1) auf die vier Faktoren der rechten Seiten an und addiert

diese anschliefend, so erhélt man die Gleichung:

1 1
1= Tx(M)-Y +det(M) - Y2 1+ Te(M)-Y +det(M) - Y2
:Z( Z )\m‘u,n_Ym—Fn_'_ Z (_)‘)m(_ﬂ)n'ym+n>-
w=0

m+n=w m+n=w

Fiir ungerades w heben sich die inneren Summanden weg, fiir gerades w sind die inneren
Summanden identisch. Daher kénnen wir die rechte Seite der letzten Gleichung wie folgt
aufschreiben:

2. ; Y“’-( > ,\mu“)

m+t+n=w
w gerade

Die Aussage folgt dann aus der Tatsache, daf§ > A™u™ =Tr (M; A) gilt. [ |

m+n=w

Rechenregeln.

e Ist Tr(M) = 0 und sind =X # 0 die beiden Eigenwerte von M, dann gilt
Tr (M; Ay) =Y o A" (=AY " =307 o(—=1)¥~" A% = 0, da w gerade ist.
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e Aus Tr (M) = Tr (M’) und det(M) = det(M’) folgt Tr (M — M'; A,) = 0, wobei
M — M’ als Element von C[I'] aufzufassen ist (M — M’ = M —¢r) M’).

e Fiir jede Konstante ¢ € C gilt Tr (¢- M; Ay) = ¢ Tr (M; Ay).

(5.9) KOROLLAR. Fiir jedesn > 1 gilt:
> T (phTws Au) Y™ =

o0 oo o0
= ) Te(Bi; Aw) YU+ ) Tr(Bx;Aw) Y'Y+ ) Tr(P; Ay)- YV
w=0, w=0, w=0,
w gerade w gerade w gerade

§2. Der elementare Spuranteil

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Spurbeitrége der beiden elementaren Operatoren

E1 und EQ.

(5.10) LEMMA. (E1-Operator) Fiir jedes n > 1 gilt:

f: Tr(Ey; Ay) - YY = — Z sgn(cd)-(1—(a+d—c)-Y—|—n-Y2>_1.

ad>0>bc,
w gerade ad—bec=n

Beweis. Esist By = (14+¢) (T-T7 ) (S—-1)>M=>1+¢) (X TSM->TM)+
(XT'M-3YT715M),daT, =3 M. Die Summe ist dabei iiber alle semireduzierten

- — b _
Matrizen M € M(n) zu bilden. Sei M = (a ) € M(n) beliebig fixiert, dann ist
—c d
a,b,c,d >0, ad + bc = n und
— —c b+d — +c b—-d
i (2 v

—c d —c d
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— a+c b—d i pp— c—a —-b—-d
a b a b
sowie
_ c—a —-b—-d - —a—c d—0>b
eT M = y el ™ M = )
—c d —c d
— —a—c d-—b» I pp— a—c b+d
eTSM = , eTT"SM=
a b a b

Der Operator T, = E‘L’;”f,;iiﬁ’ M ist invariant unter Permutationen der Eintrige a, b, c, d,
die die Determinante invariant lassen. Z. B. erfiillt die Substitution (a, b, ¢, d) — (¢, d, a, b)
diese Bedingung, denn ad + bc = n impliziert cb + da = n. Neben Permutationen benutzen
wir Substitutionen der Form (a, b, c,d) — (a, —b, —c,d). In diesem Fall mufl dann die
Summation iiber alle b,c > 0 zu b,c < 0 gedndert werden. Mit Hilfe dieser beiden

Umformungen erhalten wir

_ _ a+c b—d a—c b+d
S rsM-yri- ¥ S
a,d,b,c>0, a b a,d,b,c>0, —C d
ad+be=n ad+be=n
Z a+c d—b Z a+c d—b>b
a,d,b,c>0, C d a,d>0, C d
ad+be=n b,c<0,
ad+bec=n
a+c d—b>b
= Z sgn(c) -
a,d>0, C d
bc>0,
ad+be=n
und
— _ a+c b—d c—a -b-—d
D TTIM-Y TTHSM = ) - 2
a,d,b,c>0, —C d a,d,b,c>0, a b
ad+bc=n ad+bec=n
_ Z a—c —-b—d Z a—c —-b—d
a,d>0, c d a,d,b,c>0, C d
b,ec<0 ad+bc=n
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a—c —-b-—d

= Y (—sen(o)-

a,d>0, C d
be>0,
ad+bc=n

Im letzten Schritt haben wir jeweils b,c < 0 und b,c > 0 zu b - ¢ > 0 zusammengefafit

und das Vorzeichen durch die sgn-Funktion ausgedriickt. Fiir die Summe der Differenzen

T =det. (TSM-YTM)+ (XT 1M - T'5M) € C[I] folgt somit:

a+c d-—b0 a—c —-b-—d
T= Z sgn(c) - -
a,d>0, C d C d

be>0,
ad+tbec=n

Die erzeugende Funktion aus 5.8 angewendet auf 7 hat die Gestalt:

S =dget. Z Tr(7; A)-YY =

w=0
w gerade

:% Z sgn(c) - ((1—(a+d+c)Y+nY2)_1+(1+(a+d+c)Y+nY2)—1)_

a,d>0,
b-¢>0,
ad+bec=n

— = sgn(c) - ((1—(a+d—c)Y+nY2)‘1+(1+(a+d—c)Y+nY2)‘1).

b-¢>0,
ad+bec=n

Durch Umordnen der vier Summanden der rechten Seite erhalten wir auflerdem:

6=6,+6,
fiir
S1=at 3 3 sen(@)((1-@+d+aY+n¥?) " —(1-(@atd—g¥+n¥?) "),
e,
G2 =def. % 3 sgn(c)-((l+(a+d-|—c)Y+nY2)_1 - (1+(a—|—d—c)Y—|—nY2)_1).
et

b-¢>0,
ad+bec=n



[KAP. 5-§2] SPUREN VON HECKEOPERATOREN 91

Wir werden nun durch einfache Manipulationen jeweils die beiden Summanden in &; und

S, zusammenfassen.

61:% > sen(@)- ((1-(e+d+0)Y +n¥?) " = (1= (a+d— )Y +n¥?) )
a,d>0,
b-¢>0,
ad+bec=n

—_ 2; sgn(c) - (1—(a—|—d—c)Y—I—nY2)_1

b-¢<0,
ad—bec=n

—1
=— Z sgn(cd) - (1— (a+d—c)Y+nY2)
a,d>0,

b-c<O0,
ad—bc=n

(Im ersten Summanden haben wir ¢ durch —c ersetzt, was b- ¢ < 0, ad — bc = n und
—sgn(c) zur Folge hat. Auf den zweiten Summanden haben wir die Ersetzung b — —b
angewendet, was b- ¢ < 0 und ad — bc = n impliziert. Der letzte Schritt ist trivial, da

sgn(d) > 0 ist.)

=5 > s (1+@+d+9Y+n¥?) " = (14 @+d-Y +ny?) ")

b-c>0,
ad+bc=n

=% > sgn(c)- ((1—(a—|—d—C)Y—I-nY2)_1— (1—(a—|—d—|—c)Y—|—nY2)_1)

b-c>0,
ad+bec=n

= Y sgn(c)-<1—(a+d—c)Y—|—'nY2)_1

a,d<0,
b-¢<0,
ad—bc=n

=— Y sgn(cd)- (1—(a—|—d—c)Y+nY2)_1.

a,d<0,
b-c<O0,
ad—bc=n

(Die erste Transformation ist (a,d) — (—a, —d), was insbesondere a,d < 0 zu Folge hat.
Alle weiteren Transformationen sind analog zu denen, die wir im Fall &; benutzt haben.)

Das Resultat ist:



[KAP. 5-§2] SPUREN VON HECKEOPERATOREN 92

—1
6=61+62=—Z Sgn(cd)-<1—(a—|—d—c)Y—|—nY2) )

a-d>0>b-c,
ad—be=n

Im letzten Schritt miissen wir noch den e-Anteil des Operators E; betrachten. Dieser ist,

b —a —b
aufgrund von ¢ (a ) = ( ¢ ), gegeben durch:
d

c d c

—a—c b-—d c—a b+d
Tt cT= 3 segn(c)- -
a,d>0, C d C d

be>0,
ad+tbe=n

Analog zum Fall T ergibt 5.8 auf 7. angewendet, wobei det(e) = —1 zu beachten ist:

o

S¢ =4et. Z TI‘(7;, A) YV =

w=0
w gerade

=3 > sen(o)- ((1— (—a—c+d)Y —nY?) ' 4 (1+(—a—c+d)Y—nY2)_1)
? i
ad+bec=n
N % Z Sgn(c) ) ((1 - (-a—l—c—|—d)Y—nY2)_1 + (1_|_ (_a_|_c+d)Y_nY2)—1) ,
a,d>0,

b-¢>0,
ad+be=n

und dann

66 = 66,1 + 68,2

fiir

Se1 =der % > sen(o): ((1_(_a—c+d)Y—nyz)_1—(1—(—a+c+d)Y—nY2)_1)
a,d>0,

b-¢>0,
ad+be=n

und

Se,2 =def. % Z sgn(c)- ((1+(—a—c+d)Y—nY2)_1—(1+(—a+c+d)Y—nY2)_1).

a,d>0,
b-¢>0,
ad+be=n
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Wir wenden nun die Ersetzung ¢ — —c auf den ersten Summanden in &, 2 und den
zweiten Summanden in &, ; sowie die Ersetzung b — —b auf den ersten Summanden in
6S,,1 und den zweiten Summanden in &, 2 an. Dadurch &ndern sich in allen Summationen
bc > 0 zu bc < 0 und ad 4 bc = n zu ad — bc = n. Im Fall der Ersetzung ¢ — —c mufl

auBerdem jeweils sgn(c) durch —sgn(c) ersetzt werden. Wir erhalten

Ge1 = Z sgn(c)- (1—(—a—c+d)Y —nY?)

a,d>0,
b-c<O0,
ad—be=n

= Z sgn(c)- (1+(a+c—d)Y —nY?)

a,d>0,
b-c<0,
ad—bc=n

und

Geo2=— Z sgn(c) - (14+ (—a+c+d)Y —nY?)

a,d>0,
b-c<O0,
ad—bc=n

=— Y sen(o)-(1+(a+c—d)Y —nY?)

a,d>0,
b-¢<O0,
ad—bc=n

(Die letzte Gleichung gilt aufgrund der Symmetrie a «+— d.)
Es folgt
66‘ = 66,1 + 65,2 =0

und damit die Aussage des Satzes

Y Tr(E;; A)-YY=6+6.=6.

w=0,
w gerade
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[KAP. 5 - §2]

(5.11) LEMMA. (E2-Operator) Fiir jedes n > 1 gilt:

Y Tr(By Ay) YV =0
w=0

w gerade

Beweis. Seien n > 1 und a,d > 0 mit a d = n beliebig fixiert. Aufgrund der Beschaffenheit

des Operators Eo miissen wir Matrizen der Form
a 0 0 —a
M =ges. S =
0 d d 0
betrachten. Ausmultiplizieren ergibt

(I4e) (T-TY) (S-1) M=
=(1+e) (T-T7") (SM - M)
=(l+¢e) ( TSM-TM-T'SM+T' M)
=TSM-TM-T*SM+T M+
+eTSM—eTM—eT'SM+eT™' M.

—-d -
Die acht Summanden aus C[I'] sind gegeben durch TSM = ¢
0 —a

@) gy = (T4 %) i = [T T wdeTsm = (¢4
d 0 0 —a

d 0 0 -—a

—d d — d
eTM = ( a),ng,S'M: ( a),sTlM: ( a).Da —1I trivial auf A
0 —a d 0

TM =

d 0
operiert, folgt
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Die Matrizen jeder der vier Differenzen haben jeweils gleiche Determinante (n, n, —n,
—n) und gleiche Spur (d + a, d, d — a, d). Daher ist die Gesamtspur, also die Summe
der Spuren der vier Differenzen, identisch 0. Es folgt die Aussage des Satzes, namlich

Tr (Ea; A) = 0. m

§3. Der nichtelementare Spuranteil

In diesem Abschnitt berechnen wir die nichtelementare Spur Tr (P; A). Dazu zerlegen
wir P schrittweise weiter in eine Summe einfacherer Teiloperatoren. Ausgangspunkt dafiir

ist der Teilausdruck

(S-1) BTy (S-1)= (SBTy - BTy) (S-1)

=SBT*S—-BT*S—-SBTY+ BTY.

Wir erhalten

P = (Pl — P3) — P+ Py (512)
fiir
Py =qer. (L +¢) (T—-T7Y) BTY,
Py =qet. (1+¢) (T—T7Y) SBTY
und
P3 =4¢¢ P S,
Py =4et. P S.

(5.13) LEMMA. ((P; — P3)-Operator) Die Spur des Operators P, — Ps auf A,, ist fir alle
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n > 1 gegeben durch:

> Tr(Py—Ps; Ay)- YV =

w=0,
w gerade

% Z (¢ +d) <(1_(a+d)Y—|—nY2)_1+(1+(a+d)Y+nY2)—1)

oo
+ Y (@+d) (1-(@-d)Y —n¥?)~
e
[ ST -tv+av) '+ Y 3 (1+tY —nY?)
ad=n, 0<|t|<d ad=n, 0<|t|<d
a,d>0 a,d>0
n i (_4_waw+1(n)) YW,
=1 w41
w gerade

Dabei bedeutet Z*, daf$ die Eckterme t = —d und t = d mit der Vielfachheit % gezdhlt

werden.

Beweis. Nach 1.25 gibt es fiir jeden Bernoulli-Operator B: A, —> A genau eine Abbil-
dung \p: A — A,,sodaB 14+ )\ = (T — 1) B auf ganz A gilt. Daher kénnen wir P; — P

wie folgt umschreiben:
Pi—Py=(1+¢e) 1+T7Y) 1+28)T¥ (1—-S)=Px + Py

mit
Px =gqet. 14+6) 1+T7H) T¢ (1-5)

und

Py =qet. (1+¢€) A1+T7 ) AT 1-9).

o<b<d 0 d

- b
(Nach Definition ist T = 3 aacn, (“ ) )

Wir betrachten zunschst den Operator Py auf A,. Da X7 ‘)\B = —jﬁ fir 0 < j <
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w gilt, miissen wir die Aktion von 7% nur auf den Konstanten (komplexen Zahlen)

b
c = ¢X? € A, betrachten. Fiir jede Matrix (a ) mit ad = n, 0 < b < d ist
0 d

b
c‘ “ =c (%)0 d¥ = cd", also
0 d

a b =c Zd“’:cdewchde:cawH(n).

0a<db:<nd 0 d ad=n d>o0, d>o0,
= 0<b<d ad=n d|n

c‘sz" =c

Wegen 1‘ (1-8)=—(X" —1) bildet Py in den eindimensionalen Raum C - (X% —1)
ab. Die Spur von Py stimmt daher mit dem Eigenwert von Py auf C- (X* — 1) iiberein.

Wie in 2.4 und 5.2 kénnen wir diesen Eigenwert leicht bestimmen: (X¥ —1)|Py =

3_-1:1 ow+1(n)‘(1 —-98) = —,3—_:)1 owt+1(n) - (X* —1),d. h.

Z Tt (Py; Aw) - YV = Y (—w‘ljr”lawﬂ(n))-yw. (5.14)

w=0,
w gerade w gerade

Im n#chsten Schritt berechnen wir die Spur des Operators Px auf A,,. Ausmultiplizieren

ergibt

Pe=Y Y (+e)+T7) (Z 2) 1-5)

ad=n, 0<b<d
a,d>0 —

b b b b
S D N B R Ve B Y B L o b (1-5)
Ao oSza\\o 4 0 d 0 d 0 d
a,d>0
a b a b—d —a b —a d-—0»
e s () ()
ad=n, 0<b<d 0 d 0 d 0 d 0 d
a,d>0
[(b —a) (b—d —a) (—b a) (d—b a)]
- + + + .
d 0 d 0 d 0 d 0

Wir fassen nun die Matrizen 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 sowie 7 und 8 zu Px 1, Px2, Px3
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und Px 4 resp. zusammen, d. h.
Px = Px1+ Pxp2 — (Px,s + PX,4)-

Die zusammengefafiten Matrizen haben jeweils die gleiche Determinante, ndmlich —n im
e-Fall, sonst n. Es folgt durch Vertauschen von @ und d im ersten Summanden (was aus

Symmetriegriinden die Summe nicht &ndert):

a b a b—d
+

Pa- 2 ¥

ad n 0<b<d O d 0 d

d b a b—d
=2 2, )t X
@.d>0, 0<b<a a 0,d>0, 0<b<d 0 d

also

Z (Px,1; Aw) - Y¥ =

_ 5 3 a{(l—(a—l—d)Y+nY2)_1—|—(1+(a+d)Y—|—nY2)_1}+

ad=n,
a,d>0

+% Z d{(l—(a+d)Y—|—nY2)_1+(1+(a+d)Y+nY2)_1}

ad=n,
a,d>0

:% Z (a+d) ((1_(a+d)Y+nY2)_1+(1+(a+d)Y+nY2)_1).

ad=n,
a,d>0

Der néchste Operator ist

—a d-b
Px,2 = +
i ac%: o<;<d 0 aagz>2 0<;<d 0 d
Z Z —d 4 Z Z a b—-d
a,d>0, 0<b<a 0 a,d>0, 0<b<d 0 —d

ad=n ad=n
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so daf

Y Tr(Pxg; Aw) YV =

w=0,
w gerade

:% 3y a{(1—(a—d)Y—nY2)‘1+(1+(a—d)Y—nY2)‘1}+

ad=n,

a,d>0
+% 3 d{(l—(a—d)Y—nY2)‘1+(1+(a—d)Y—nY2)‘1}
ad=n,
a,d>0
=Y (a+d)(1-(a—d)Y —nY?)™!
nas0

folgt. Dabei haben wir jeweils im zweiten Summanden beider Summen a und d vertauscht,

was 1+ (a—d)Y —nY?zul— (a—d)Y —nY? transformiert.

Der vorletzte Operator ist

b —a b—d —a
Pa= Y % I
ad>0 0<b<d d 0 d 0
Dieser hat die Spur
S =aet. »_ Tr(Pxs; Aw) Y,
w=0,
w gerade

gegeben durch:

6=y > [%((1—bY+nY2)_1+(1+bY+nY2)_1)+

a,d>0, 0<b<d

ad=n

+% ((1—(b—d)Y-|—nY2)_1—|—(1+(b—d)Y+nY2)_1)].

Wir fassen nun die beiden Summanden beider Zeilen zusammen. Es folgt:

=Y [% Z**(l—tY+nY2)_1+% 3 (1—tY—|—nY2)_1]

a,d>0, 0<|t|<d 0<|t[<d
ad=n
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-y T (1—tY+nY2)_1+% > (-ty+ny?)”

,d>0, —
*a>0, Lo<|t|<d te{—d,d}

=Y YT (-ty+ay?) .

a,d>0, OS|t|Sd
ad=n

Dabei bedeutet Z**, daBl der Summand an der Stelle ¢t = 0 doppelt gezahlt wird. Z*
gibt an, dafl die Eckterme t = —d und t = d mit der Vielfachheit % gezahlt werden. Die
Spur des Operators Px 4 erhilt man auf exakt die gleiche Weise, wobei wir lediglich die
Determinante n durch —n ersetzen miissen. Aulerdem tauschen wir —¢ durch ¢, was die

Summe nicht dndert:

o0

Y Tr(Pra Au) Y= > Y (1+tY —nY?)
w gerade a,d>0, 0< [¢|<d

|
(5.15) LEMMA. Fir allen > 1 gilt:
Yo a+d)(1-@-d)Y —nY?) " =23 ouui(n) Y.
a,d>0, =0
ad=n w gerade
Beweis. Es ist 1—(a—c(;;_;’i'—nY2 = (1_(1}?)4"(‘{4_‘”,) = (a+d) - kz_:o(a Y)k . l;)(—dY)l =
(a—l—d)-k;O a* (—=d)! Y*+ = (a+d)- z—:o Yw. (2_:0 a” (—d)“’_r) = (a+d)- Z—:o Y¥ (—d)¥-
w T o0 w__ _a w’:—: . w
> (—%)r =(a+d)- > Y*(-d)¥- %, wobei wir im letzten Schritt ) ¢" =
r= w=0 =0
1_1‘1_wq+1 fiir ¢ = —% benutzt haben. Der linke Term in der Aussage ist gegeben durch:

P(Y)=at » (a+d)-(1-aY)™" (1+dY)7".

a,d>0,
a-d=n

Aus Symmetriegriinden gilt P(Y) = P(-Y), so da in P(Y) nur gerade Y-Potenzen
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vorkommen. Aus den Vorbetrachtungen folgt daher:

W)= Y| 3 yea DT
P(Y) = a-+d Y 0
a,zlii>0, w=0d 1 +%
a-a=n w gerade
oS} 1
:Z Z (a+d)dw-ﬂ Lyw
w=0 a,d>0d, 1 + %
w gerade

_ w+1 w-+1 %
—Z Z a +d Y

w=0 a,d>0,
w gerade

=2-) owri(n)-Y".
w=0

w gerade

Fiir den zweiten Umformungsschritt haben wir

14+ (2)"" (@@t 4avtl) 4 qutl 4 det
142 dwt1 ‘a+d  d¥ (a+d)

benutzt. [ |

Mit Hilfe des Lemmas kdnnen wir noch eine zweite Version fiir die Spurformel von

P; — P3 angeben.

(5.16) KOROLLAR. ((P; — P3)-Operator) Die Spur des Operators Py — Ps auf A, ist fir
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alle n > 1 gegeben durch:

> Tr(Py—Ps; Ay)- YV =

w=0,
w gerade

% Z (¢ +d) <(1_(a+d)Y—|—nY2)_1+(1_|_(a+d)Y+nY2)—1)

ad=n,
a,d>0
[ ST -tv+av) '+ Y 3 (1+tY -nY?)
ad=n; 0<|t|<d adirs 0<|t|<d
> -1
-2 (2 penm) v
w=0,
w gerade

Dabei bedeutet Z*, daf$ die Eckterme t = —d und t = d mit der Vielfachheit % gezdhlt

werden.

Beweis. Fiir alle n > 1 und w > 0 gilt: 2- 0y41(n) — 13—};’1 cowt1(n) =2 w—jr% cOp+1(n). A

(5.17) LEMMA. Seien n > 1 und m ungerade mit 0 < m < w beliebig vorgegeben, dann
gilt:
>0

ad=n, 0 d

0<b<a

X™|BT¢ (T —1) = X™

Beweis. Wir benutzen die beiden folgenden Indentitéten fiir Bernoulli-Polynome (siehe

z.B. [18, S. 219]):

(i) d™Bpni1(Y) = 3 Bmi (YF2), d>0,
0<b<d

(i) Bt (Y +1) = Bpsa(¥) = (m+1) Y™
und erhalten:

1

m Tw _ - =
X™ BTy (T -1) |

Br1(X)|T7 (T —1)
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1
“ iy 2 2 B

ad=n 0<b<d

(dw—m Brti(a X)) ‘ (T —1)

@ 1

m+1

ad=n,
a,d>0

ad=n,
a,d>0

ad=n,

1 —m
m+1 Z d”

1 w—m
m+1 Z d

103

(aXd—l—b) d“"(T—l)

Byny1(a(X +1)) — Bpy1(a X)
( )

( Z Bm+1(aX +b+ 1) — Bm+1(aX + b))
0<b<a

a,d>0
(i) 1 w—m m
LDy ((m—l—l)(aX—l—b) )
aa=mn, 0§b<a
a,d>0
_ ¥ (dw—m ) (aX+b)m)
o 0<b<a
- x|(e
ad=n, 0 d
0<b<a
a b
= X™ .
0<b<a

(5.18) KOROLLAR. Seien n > 1 und m ungerade mit 0 < m < w beliebig vorgegeben,

dann gilt:

(i) X™

(i) X™

BT¢(1-T7Y) =Xxm

BT¢(T-T ) =X™

a b
J
d=n,
—aaSbn<0 0 d
a b
d=n,
—G;Sbn<a 0 d

Beweis. Die Aussage (i) folgt sofort wegen BTY 1-1T7Y = BT“ (T —1) T~! und

abT_l_abl
0 d 0 d 0 1

-1

a b—a

0 d

aus 5.17, denn X™| BTy (1-T"Y)
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b— b
XmI Y ad=n, (a a) = XmIZ ad=n, (a ) Die Aussage (ii) folgt leicht aus

0<b<a 0 d —a<b<o0 0 d
517 und (i), da BT¢ (T-T"') = BT¢ (T-1)+(1-T%) = BT¥ (T-1) +
BTY (1-T7Y). m

(5.19) LEMMA. (P2-Operator) Fir alle n > 1 gilt:

Y TPy A Y=Y Y ((1—tY—I—nY2)_1—(1—|—tY—nY2)_1).

ad=n 0<|t|<d

w gerade

Dabei bedeutet Z*, daf$ die Eckterme t = —d und t = d mit dem Faktor % multipliziert

werden.

Beweis. Wir wollen die Spur von Py = (1+¢) (T —T~') § BT auf A,, berechnen. Mit
Hilfe der Rechenregeln a,|sS = aISs, aIeT = aIT‘1 ¢ und aIsT‘l = aITs fiir (a € Ay)
folgt:

k
I
N
nn
I
(O
3
I
K
»n
oy
5

(5.20)

Il
3
I
N
n
I
N
I
)

»n
L]

sy
R

Da jede Spur invariant unter zyklischen Vertauschungen von Teiloperatoren ist, kénnen
wir in P, die Terme (T —T~') S und (1 —¢) BT vertauschen, so daf§ dann fiir alle
geraden w > 0 (n > 1)

Tt (Py; Ay) = Tt ((1 —¢) BT (T-T7Y) S; Aw)

gilt. Wir bemerken, dafi (1 —¢): A, — A, C (Ay)w = Polynome vom Grad < k —3 =



[KaP. 5-§3] SPUREN VON HECKEOPERATOREN 105

w + 1 gilt, wobei A_, die Menge aller ungeraden Polynome aus A,, ist. Daher kénnen wir

5.18 (ii) anwenden, es folgt:

P=4t. 1—€) BT? (T-T7Y) S

ad=n —a<b<a d 0

Wir setzen noch

und

Die Matrizen in 7\'1 haben Determinante n, die Matrizen in 7\'2 haben Determinante —n.

Daher gilt:

=Y > %-[(1—bY—|—nY2)_1—|—(1+bY—|—nY2)_1]

ad=n —a<b<a

=Y Y @-ty+ay?) -

ad=n 0<[t|<a

=Y YT (-ty+ay?)T

ad=n 0<[t|<a

: [(1 —aY +nY?) " 4 (1—|—aY+nY2)_1]

N =

Die Summe ist invariant unter einem Vorzeichenwechsel von b und der Ersetzung von ¢

durch —t, d. h.

=Y S (1+ty-nv?)7

ad=n 0<|t|<a

Wegen Tr (P; A,) = Tr (ﬁg; Aw> =T - Ts folgt die Behauptung, wobei wir noch a
und d vertauscht haben. [
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Es bleibt, die komplizierteste Spur zu berechnen, namlich die des Operators

Po=(+¢) (T-T7Y) STYS.

(5.21) LEMMA. Fiir alle n > 1 und geraden w > 0 gilt:
Tr (P4; Aw) =Tr (P5; Aw) + Tr (P(;; Aw> + Tr (P7; Aw) ,

wobei

Py =g4e (e—1) BT¥ (T —1) ST,

Ps =ge. (6 —1) BTY (T —1) ST,
Pr=g4 —(14e) S (1+T7) (1+Ap) T,
Beweis. In 5.20 haben wir bereits (1+¢) (T —T7!) S = (T —-T7') S (1 —¢) gezeigt.
Dabher gilt
Tt (Py; Ay) = Tt ((T —T7Y) S (1—¢) BT¥ S; Aw)
=T ((1-€) BT S (T-T7") $; Au)

denn die Spur bleibt unveréndert bei Vertauschen von (T'—7~!) S und (1 —¢) B T“ S.

Zur Abkiirzung setzen wir noch:
Py=qet. 1—€) BT¥S (T —T71) S.

1

Wir formen nun den Term S (T —T7") S um. Es ist leicht nachzurechnen, dafl ST S =

-1 0 1 0 -1 0
=T 18T, TST = und ST-1S = gilt. Da —1
1 -1 11 -1 -1
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trivial auf A,, operiert, sind auch TST und ST~ S als Operatoren identisch, d. h.:

S(T-T7')S=T"'ST'-TST
=T 'S8T '-ST'-TST+ST—-ST+ST™*
=1-T)T'ST'-(T-1)ST-S(T-TY).

Einsetzen des Terms ergibt

Pi=(1-¢) BTy (A-T)T' ST —(T—-1) ST-5 (T-T7"))

=P+ P+ P;

fiir
Ps=—(1—¢)BT* (T—1) STS,

Ps=—(1—-¢)BT* (T—1) 8T,
Pr=—(1-¢)BT¥S (T-T™).
Wegen S (T'—T7 ') (1—€)=(1+¢) S (I'—T"") und durch Vertauschen der beiden
Terme — (1 — &) BT¥ S und S (T — T~1) folgt:
Tr (137; Aw) - (—s (T-T7Y) (1—¢) BT Aw>
~Tr (— (1+¢) S (T—T!) BT Aw)

:’I‘I‘(Pﬂ A'w)a

wobei
Pr=qet. —(1+€) S (T —T7Y) BTY.

Abschliefend wenden wir noch die Identitdat 1.25 (d.h. (T'— 1) B =1+ Ap auf A,) auf
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P; an und erhalten die Aussage des Satzes, denn:

(T-14+1-T7%) BT
:_(1+a)S( ~1)B+T7'(T-1) )
:—(1+8)S((1+)\B )+ T~ 1(1+>\B)):’~1§”

(1+

1+T7Y) (1+Xp) T2

(5.22) LEMMA. (Ps-Operator) Fir allen > 1 gilt:

D Tr(Ps; Ay) Y'Y =

w gerade

:_%Z > (1+tY+nv?) T4

a,d>0, d<|t|<a+d
ad=n

D o I o AR VI R ED

a,d>0,

d—a<t<d —d<t<a—d
ad=n

Beweis. Nach 5.17 und wegen ST S =T ST ! ist

=E-1) ) ) (0 d) T'ST'=¢6-6,

ad=n 0<b<a

wobei

ad=n 0<b<a —d ad=n 0<b<a

_defzz( b),e622(d

-1

108
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Daraus folgt

Y Tr(6; Ay) YV =

w=0,
w gerade

=2 X %[<1—(b—a—d>Y+nY2>‘1+(1+<b—“—d>”"W)_l]
ad=n 0<b<a

:% Z Z (1+((a+d)—b)Y+nY2)_1+(1+(b_(a+d))Y+nY2)—1]

ad=n 0<b<a

:%Z S (1+tY+ny?) .

ad=n d<|t|<a+d

Die letzte Gleichung erhélt man durch Zusammenfassen der beiden Ausdriicke

Z (1+((a+d)_b)Y+'l’I,Y2)_1= Z (1+tY—|—nY2)_1
0<b<a d<t<a-+d

und

Y A+ (@+d) -0 Y+n¥?) = Y (1+tY+nY?) .
0<b<a —(a+d)<t<d

Fiir den e-Anteil gilt:

Y Tr(e6; Ay) YV =

w=0,
w gerade

=> > % (1-(a-d-b0)Y-nY?) " +(1+(@a-d-b Y -nY?)~
ad=n 0<b<a

1
=5 Z (Fre +%2e),

ad=n
wobei

Tie=det. Y, (1+0+d—a)Y —n¥Y?) = 3 (1+tY-ny?)™

>0,
0<b<a d—(:zSt<d
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und
Toe=det. . (L+(@—d=0)Y-nY?) = Y (1+tY-nY?)"
0<b<a a>0,
—d<t<a-—d
Damit ist die Aussage bewiesen. |

(5.23) LEMMA. (Ps-Operator) Fir allen > 1 gilt:

D Tr(Ps; Ay) - Y'Y =
w gerade
=——Z Y (-tY+aY?) s

a,d>0, d<|t|<a+d

+§Z S @+ty-a¥) '+ Y (1+4tY —nY?)

a,d>0, | d—a<t<d —d<t<a—d

ad=n

-1

Beweis. Nach 5.17 gilt

R=c-1 Y ¥ (° ) sT=co-s,

ad>0 0<b<a 0 d

fiir
b b—a —-b a—2>
6 =ger. Z Z , €6= Z Z
+,d>0, 0<b<a d d 4,4>0, 0<b<a d d
Es folgt

Y Tr(S; Ay) YV =

w gerade

=3 Z (1—(+d) Y +nY?) 4+ (14+(b+d) Y +nY?)"
ad—n0<b<a
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=Y Y -0 Y+nY?) T (- (D) ¥ +n¥?)

ad=n 0<b<a

=Y Y -tveary)’

ad=n d<|t|<a+d

und
Z Tr(e6; Ay) - YV =
w gerade
=> Y % 1-@-0)Y+nY?) " +(1+d-b)Y+nY?)™
ad=n 0<b<a
=> > % 1+0-d) Y +nY?) '+ (1+(d-b) Y +nY?) "
ad=n 0<b<a
1
= 5 Z (gl,s + T2,6) )
ad=n
wobei
Tie=aet. Y, 1+0-d)Y-nY?)"' = Y (1+tY-n¥?)~
0<b<a a>0,
—d<t<a—d
und
Toe=det. D, (L+@-0)Y-nY?)"= Y (1+ty-nY?) .
0<b<a a>0,
d—a<t<d
Damit ist die Aussage bewiesen. [ |

(5.24) LEMMA. (P7;-Operator) Fir alle n > 1 gilt:

D Tr(Pr; Ay) Y'Y =
wngr(t)z’de

==Y ST (-ty+ay?) T =Y Y 14ty —a¥?) T+

ad=n 0<|t|<d ad=n 0<|¢t|<d
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Dabei bedeutet Z*, daf8 die Eckterme t = —d und t = d mit der Vielfachheit % gezdhlt

werden.

Beweis. Wir splitten P; wie folgt weiter auf:
Pr=—(1+4e)S (1+T7Y) (14+2) T¥ =P+ Py

fiir
Pa=—(14¢) S (1+T) T¥

und

—Py=(1+¢€) S (1+T7Y) A\pT¥
=S (1+T7Y) AgT¢ +eS 1+T7Y) A\pT¥
=S (1+T ) AgT¥+Se 1+T) ApT¥
=5 ((U+T ) ApTw +e (1+T7) A Ty)

=S (1+e) 1+T7Y) AgTY.

Durch zyklisches Vertauschen kénnen wir S nach rechts verschieben, ohne die Spur zu

veréndern, d. h.:

Tr (Py; Ay) = Tt (139; Aw)

fir
ﬁg =def. — (]. + 8) (1 + T_l) AB f,‘f S.

Analog zur Argumentation in 5.13 sieht man, daf das Bild von ﬁg in dem eindimensionalen

Raum C-X™ liegt. Daher stimmt Tr (ﬁg; Aw) mit dem Eigenwert von X iiberein, welcher
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w

wegen X“’| (+e) 1+T ) ApTY = — o1 - Owt1(n), was X Py = o7 ows1(n)- X

ergibt, durch wi_i_l - owt1(n) gegeben ist.

Wir betrachten nun den Operator

Po=— (ST;; +ST—1T;;) —e (Sﬁ‘;’ +ST—1T;;) = -6-¢6,

wobei
~ ~ 0 —d a —d
6=STY+ST'T¢= ) +
ad=n, a b a b_d
0<b<d
und
0 d a d
e6 = Z +
ad=n, a b a b_d
0<b<d
Es folgt
1 _ _
Y T (-6 Ay) YV =— ) 3" [(1—bY+nY2) "+ (1-(-b)Y +nY) T 4
w sorade o<bea

+(1_(b—d)Y—|—nY2)_1+(1_(d_b)Y+nY2)—1

=3 ST (1-ty+ny?y)"

ad=n 0<[t|<d

Dabei haben wir die Summanden iiber Kreuz zusammengefafit. Es ist zu beachten, da3

die Eckterme +d in der oberen Summe mit dem Faktor % auftreten.

Die Spur von € & wird im Wesentlichen genauso gebildet, wobei nur noch die Determinante
n durch —n getauscht werden mufl. Da die Summe symmetrisch in £ ist, tauschen wir ¢

durch —t, ohne die Summe zu éndern, d. h.:

Y O Tr(—e®5 A, Y == Y (1+tY-nY?) .

w=0, ad=n 0<|t|<d

w gerade

Damit ist die Aussage bewiesen. [ |
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§4. Vergleich mit der Spurformel von Zagier

Wir wollen nun mit Hilfe der gewonnenen Ergebnisse die folgende Spurformel aus [32]

rekonstruieren.

(5.25) THEOREM. Flir beliebiges n > 1 sind die Spuren des n-ten Heckeoperators T, auf
den Modulriumen M, = M, (T(1)) fir alle (geraden) w =k —2 > 0 durch die folgende

erzeugende Funktion gegeben:

_12 i( (Ty; Mipz) — —aw+1(n))Y“’

w gerade

= Y smed)(1-(@atd—oY +n¥?) +

ad>0>bc,
ad—bec=n

+ 3 ( Y 21—ty +ny?) T+ 3 (1-tY+av?) T4

a,d>0, \ 0<[t|<a 0<|t|<a+d

+ > (—%) it (1—tY +nY?) ™ )

|t|=a+d

Dabei bedeutet Z*, daf die Eckterme t = £ a und t = £ (a + d) mit der Vielfachheit %

gezdhlt werden.

Beweis. Fiir eine beliebig fixierte natiirliche Zahl n > 1 wollen wir die rechte Seite des

Ausdrucks

12 ) 'I‘r(Tn; w+ (Aw)) YY = wz_; (’I‘r (pjg n; Aw) i 0w+1(n)) Yv
w gerade w ge_ra’de
berechnen. Dabei ist . 2% 04y1(n) der Spuranteil des Fehlerterms aus 5.2 und pE T, =

Ei+FEy;+ P mit P= (P1 — P3) — P, + Py und Py = P5 + Ps + P;. Wir fassen zunéchst
alle Terme zusammen, die 0,,41(n) enthalten. Neben dem Beitrag des Fehlerterms liefert

P, — P3 den Beitrag —2 ( v +1> ow+1(n) und P; den Beitrag _ +1 ow+1(n). Die gesuchte

Sw—2 w+2+4

Summe ist dann o T owt(n) = 611’}”4:"16 Ow+1(n) = 60y41(n). Wir betrachten
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nun alle Ausdriicke, die nicht 0,,+1(n) enthalten. Der elementare Anteil, gegeben durch

den Operator E; + E», liefert den Beitrag — ) aa>o0>te, 1= (a+figf£§§2+n vz zur Spur. Die

ad—bec=n

nichtelementaren Spuranteile stammen von den Operatoren (P; — P3)— P, und P4. Genauer

gesagt, liefert P, — P53 die Spurbeitrige

Z 1/2-(a+d) _
1-—(a+d)Y+nY2) '+ (1+(a+d)Y +nY2)""

_ 1/2 -t
N Z Z 1—tY +nY?

’d>01 =
@d>0 |t|=a+d

a,d>0,
ad=n

sowie

-> Z* ((1 —tY +nY?) 14 (1—|—tY+nY2)_1).
ad=n 0<|t|<d

Der Operator — P, liefert den Spurbeitrag

- Z Z* ((1—tY+nY2)_1—(1_|_ty_|_ny2)—1).

ad=n 0<|t|<d

Fafit man diese zusammen, so erhélt man den Spurbeitrag von (P, — P3) — P,, ndmlich:

3 ( Y 21—ty +nY?) T Y 1_1/;;L|t7|1y2>.

e,d>0, \ 0<|t|<a |t|=a+d
ad=n

Es bleibt, den Operator Py = P5 + Ps + P; zu untersuchen. Wir starten mit der Zusam-

menfassung aller Terme der Form (1 +tY +n Y2) ~! und erhalten:

-y % 3 +% Yoo+ Y A+tY+ny?)

Ly d<[t|<a+d d<|t|<a+d  0<[t|<d

R NI R R DI DIEE DY
d 2 2 2 2 2
4d>0, | [t|=a+d d<[t|<a+d d<[t|<a+d lti=d  0<|t|<d it

14ty +nY?) 7 =
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-3 37 @+ty+ay?) ==Y Y7 (1-tv+ny?)Th

e,d>0, 0<|t|<a+d ¢,d>0, O<|t|<a+d
ad=n ad=n

Analoges Vorgehen fiir die e-Terme (1 +tY — nY2) - ergibt:

(]
+

1 1 1 .
D93 X t 3 2+ 5 2~ 2
a,d>0, d—a<t<d —d<t<a—d —d<t<a—d d—a<t<d  0<|t|<d

ad=n

(14+ty —ny?)™

1 1
SRV o ;X -y
a,d>0, d—a<t<d —d<t<a—d —d<t<a—d d—a<t<d —d<t<d

ad=n

N
-

(14+ty —ny?)™

=0.

Um dies einzusehen, betrachten wir fiir jedes Paar (a,d) mit a,d > 0 und ad = n die

folgenden Q x Q-Multimengen:

R(a,d) =def. U {(t, 1)}

—d<t<d

TR I ()
- U 6D, U6}

—d<t<a—d

und

Zur Vereinfachung fassen wir jeweils alle Paare mit identischer erster Komponente zu-
sammen, in dem wir die zweiten Komponenten addieren, d.h. (¢,s1) und (¢, s2) wird
ersetzt durch (t,s1 + s2). Es ist nun leicht zu sehen, da8 £, 4y = R(q,q) im Fall a = d gilt
(kommt z. B. fiir n = 4 vor, aber fiir n = 6 nicht). Sei nun 0.B.d. A. a < d, dann folgt
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E(%d) U ﬁ(d,a) = R(a,d) U R(d,qa), denn:

Lo ={ 1) ~d<t<a-dhu{(a=d ) }u

U{(d—a,%)}u{(t,l):d—a<t<d}

(vgl. Abbildung 5.1),

£(d,a):{(t,1): —a<t<a—d}U{<a—d,1+%)}U

U{(t,2):a—d<t<d—a}u{(d—a,1+%)} U

U{(t,l) : d—a<t<a},
falls a > d — a (vgl. Abbildung 5.2),

,C(d,a)={(a—d,%)}U{(t,l):a—d<t§—a}u
U{(t,z): —a<t<a}U{(t,1):a§t<d—a}U

()

falls a < d — a (vgl. Abbildung 5.3),

o= {(-a 1)} o0 —a<e<alu{(s)).

falls d — a = a (vgl. Abbildung 5.4, z.B. fiir n =18, d =6, a = 3).

Auf der anderen Seite ist

R(d,a)Z{(t,l): —d<t<d}, R(a,d)z{(t,l): —a<t<a},

117

also besteht R(g,q) UR(q,q) aus allen Paaren der Form (t,1), falls |t| >= a und (2, 2), falls

lt| < a.
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d 0 d

"
\&,

—d a

—

| @l

| @ o=
—_

QU O

a

Abbildung 5.1: L, 4) fiir a < d, a —d und d — a werden mit Faktor % gezéihlt. Fiir den
Extremfall @ = d stimmt das Intervall £, 4y mit R, q) iiberein.

1 1
1 1+§ 2 1+§ 1
o ¢ f ¢ O
—a a—d 0 d—a a

Abbildung 5.2: L4,4) fiir den Fall a < d und d — a < a.

1 1

3 1 1 2 I 1 3

* ¢ f ¢ ¢
a—d —a 0 a d—a

Abbildung 5.3: L(4,4) fiir den Fall a < d und a < d — a.

L AL

|

IS

O+ N
L @ N

Abbildung 5.4: L4,4) fiir den Fall a < d und a = d — a.
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Insgesamt erhalten wir Ua,gzo, La,d) = Ua,gio, R(a,q) und damit die Behauptung. W

Wir kénnen die Ausdriicke (1 +eY+f Yz)_1 fiir e, f € Q leicht in formale Potenzreihen
P(Y,e,f) = Y 525¢; Y7 entwickeln, indem wir die Koeffizienten ¢; = c;(e,f) € Q
rekursiv (j = 0,1,2,...,00) berechnen. Die Rekursionsvorschrift gewinnen wir dabei

durch Koeffizientenvergleich aus

1=(1+eY +fY?) - P(Y,e,f)
= ZCij +ZGCj_1Yj +Zij_2Yj
j=0 j=1 7j=2

o0
=co + (Cl -I—eCo)Y-l-Z (Cj +ecj-1 -|-ij_2) Yj,
Jj=2

so dafl wegen c; +ecop =0und ¢; +ecj_1 + fcj_2 =0 fiir alle j > 2

Co = 1,
C1 = —¢€,

cj=—(eci-1t+fe-2), (j=2...,00)
folgt. Insbesondere ist ¢; € Z (fiir alle j = 1,...,00) im Fall e, f € Z.

Wir wenden die Rekursionsvorschrift auf das Beispiel [32, S. 323], d. h. den Hecke-Operator
T, (=Identitéit) an. Die Koeffizienten der so gewonnenen Potenzreihe entsprechen genau
den Dimensionen der Modulrdume My, (I';) tiber C zur vollen Modulgruppe I'y = SL (2, Z).
Die rechte Seite der Spurformel ist gegeben durch:

-1/2 N 2 N 3 N 2 N -1/2
1-2Y+4+Y2 1-Y+Y2 140Y+4+Y2 14Y+4+Y2 142Y+4+Y2

Die zugehorigen Potenzreihenentwicklungen der (ungewichteten) Terme sind:

(1-2Y+Y?) 7 =142Y +3Y2+4Y? +5Y* +6Y° +7YS 4+ 8Y7 +9Y3 + O (Y?)
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1-Y+Y)  =1+Y-Y3—Y*4+ Y+ Y +0(Y?)

1

(1473 =1-Y24+7Y*-Y*+Y®+0O(Y?)

1+Y+Y)  =1-Y+Y3 -V 4+ Y - Y +0(Y?)
(1+2Y+Y?) " =1-2Y +3Y2—4Y345Y*—6YS+ 7Y —8Y T +9Y*+ O (v9).

Stellt man nach > Tr (Ti; My+2(T1)) Y™ um, so gilt fiir entsprechend umgeformte
w=0

w gerade

rechte Seite:

BY)=Y2+V* 4V + V8 +2Y0 y2 42y 4216 4 2y18 4 2720
+3Y22+2Y24+3Y26+3Y28+3Y30+3Y32+4Y34+3Y36—|-4Y38
_|_4Y40-|_4Y42+4Y44+5Y46+4Y48+5Y50+5Y52+5Y54+5Y56
+6Y%® 41570 1672 4+6Y4+6Y0 +6YR 7Y +6Y2 7Y™
+ 7Y 7Y™ 4 7Y80 1882 1 7Y84 1 8Y®6 1 8YB8 4 8Y 0 L 8Y92
+9Y9 +8Y% 1 9Y?® 4 9Y100 4 9y102 4 9Y104 4 10Y106 4 gy 108
+10Y110+10Y112+10Y114+10Y116+11Y118+10Y120+11Y122
—|—11Y124—|—11Y126—|—11Y128+12Y130+11Y132—|-12Y134—|-12Y136
+12Y138 4 1210 1 13YM2 L 12744 4 13Y146 1 13Y148 4 13 Y10
+13y152+14yl54+13y156+14Y—158+14y160+14yl62+14yl64

+15Y"%0 +14Y'® + 150 4 15V + 15V + O (Y'7P).

(Der Fehlerterm geht dabei mit dem Wert > (—6) Y™ in die rechte Seite ein, denn

w=0,
w gerade

Twr1(l) = 1.)

Die Dimensionsformel fiir die volle Modulgruppe I'y haben wir in 1.43 angegeben. So ist
z.B. dim¢ (M2 (T1)) = 0 (dies stimmt mit dem Koeffizienten von Y? {iberein) oder, als
weiteres Beispiel, dim¢ (M7 (I'1)) = |23| +1 =541 =6, denn 12 ist kein Teiler von
68 = 70 — 2. Der Wert ist identisch mit dem berechneten Koeffizienten coeffgs (P(Y)) = 6.
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§5. Eisensteinreihen

Wir wollen abschlieend die Spur von 4.24 fiir den Fall w = k — 2 = 2 diskutieren. Wir
erhalten auf diese Weise einen alternativen Nachweis der bekannten RAMANUJAN-Identitét:
Ey = E3 —12q & (E,) (vel. [27)).

SATZ. Firn > 1 gilt:

n—1

503(n) = (6n—1) o1(n) + 12 Z o1(m)o1(n —m).

m=1

Beweis. Sei w = 2 (also k = w+ 2 = 4), dann ist A = A = CX?® CX & C. Die

. b . .
Aktion von SL(2,Z) ist gegeben durch X7 ‘ (a ) = (aX +b) (¢X +d)*>7, wobei
d

j =0,1,2. Weiterhin gilt W (4) = W+(4) = C (X2 — 1), denn (X2 —1) ‘ (1+8)=0=
(X2 1) | (14U + U?) und dime(W(4)) = dime(Mq (SL (2,Z)) = 1.

Wir erhalten (X2 —1)[(T = 77%) (5—1) = (X +1)* = 1= (X =)’ +1)[(s - 1) =
4X‘(S— 1) =—4X —4X = —8X und —SX‘B — 81By(X)=-4(X2-X+1)=
—4X244X - % nach Definition des Bernoulli-Operators in 2.3. Wir wollen nun die Spur

des Operators
(T-T7)(5-1) (BT (S—1) +Tn+Dn ) : Aec — W(A)

berechnen (rechte Seite von 4.24). Da dieser Operator nach C (X2 — 1) abbildet, ist
die Spur gegeben durch die Summe der Koeffizienten der X2-Komponenten (=negative
Koeffizienten der X°-Komponenten) der Bilder der einzelnen Teiloperatoren (Summan-
den) angewendet auf das Polynom X2 — 1. Die entsprechenden Koeffizienten der X-

Komponenten der Bilder tragen nicht zur Spur bei. Der Operator D,, S trigt demzufolge

0
nicht zur Spur bei, da -8 X |D, S = —8X‘ Y a,a>o, ¢ S=—-8>aa0 (ad) X|S =

ad=n 0 d ad=n

81 ) a0, X = 8nop(n) X gilt, wobei oo(n) die Anzahl der Teiler von 7 ist.

ad=n



[KAP. 5-§5] SPUREN VON HECKEOPERATOREN 122

ad+bc=n —c d

_ a b
Im n#chsten Schritt betrachten wir die Aktion von T, = ) ab,c,d>0, ( ) :

— a
—8X|T,=-8X| ) =8 Y (aX+b)(cX+d)
a,b,c,d>0, —c d a,b,c,d>0,
ad+bc=n ad+bc=n
=-8 Z ( —ac) X2+ (ad — bc)X—I—(bc))
a,b,c,d>0,
ad—l—bc:n
=8 3 ((ac) X2 — (ad — be) X — (bc)).
a,s:fl,,dzo,

Fir m = ad ist a|m und c| (n—m) wegen n—m = be. Der Koeffizient der X2-Komponente

ist demnach gegeben durch:

8 Z (ac) =8 Zal(m) o1(n —m). (5.26)

a,b,c,d>0,
ad+bc—'n.

Der noch fehlende Spurbeitrag ist der Koeffizient der X2-Komponente des Bildes unter
der Aktion des B-Terms:

_ b
s-1, .= (" 7). (5.27)
o<v<a, \O0 d

ad=n

(—4X2+4X—§) T,

Wir betrachten die Aktion des Operators T, (S — 1) auf den drei Summanden einzeln,

um jeweils den Koeffizienten der X2-Komponente des zugehérigen Bildes zu ermitteln.
b
d
(a?X?+2abX +b%) = (b> —a?) X2 —4abX + (a® — b*) X° ist die X?-Komponente
von —4 X2|T,, (8 —1) gegeben durch:

Wegen X2

(S—1) = (@ X>+2abX +8)[(S - 1) =a® X°—2ab X +B2 X2 -

4 ) ®X2-4 ) PX?=4) (@dX2-4> [ Y | x?=

0<b<d, 0<b<d, a,d>0, 0<b<d
ad=n ad=n ad=n d|n -
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Can Y ax?o Z(d(d+1)6(2d+1) _dQ) 2

a,d>0,

ad=n d|n
2 1 2 1 2
=4noi(n) X 42( - 5d +6d)X
d|n

- ( (4n _ ;) o1(n) + 203(n) — gog(n)) X2

WegenX‘( d) (S-1) = ((@X +) |(S—1) = ~ad X +bd X ~ad X ~bd X° =
0

bdX? —8adX — bd ist die X2 T, (S — 1) gegeben durch:

4Z(bd)X2=4Z(Z b)dX2 Z( (d+1) d)dX2
d|n

0<b<d 0<b<d d|n

e <d3;d2) X? = (203(n) — 203(n)) X?

d|n

Schliefllich ist die X2-Komponente des letzten Summanden, also von —% T, (S — 1),
gegeben durch —2 o3(n) X2, denn —2X°‘f -1) = -2 2 os<a, d? XO‘(S— 1) =
Eo<b<d d? X2—|— Zo<b<d d? X° und 20<b<d d? = d|nd3 = o3(n).

Insgesamt erhalten wir somit fiir den X2-Koeffizienten des B-Terms 5.27 den Wert:
(4n— 2) o1(n) + 202(n) — %0’3(71) + 203(n) — 202(n) — 203(n) = (4n—2) o1(n) +
(~4+8 1) oslm) = (4n—3) ).

Die gesuchte Gesamtspur ist die Summe von 5.26 und 5.27, d. h.:

<4n - g) o1(n) +8 nf o1(m) - o1(n — m).

m=1

Dieser Wert stimmt mit der Spur der linken Seite von 4.24 iiberein, welche gegeben ist
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durch

Tr (pB T W(Az)) = ? o3(n).

Denn nach 2.4 ist (X% —1) |pB = 2u40 . (X™ — 1), und nach 5.3 gilt (X* — 1) T, =
ow+1(n) fiir n > 1. (Einsetzen von w = 2 ergibt obige Spur.) Multiplikation beider Spuren

mit % ergibt die Aussage des Satzes. [

KOROLLAR. FEs gilt:
E,=E? - 129 - (Ez)

wobei
oo oo
Ey,=1-24 Zal(n)qn, E;=14240 Zag(n)qn
n=1 n=1
Beweis. Nach Definition gilt % (B2) = =24 3% noi(n)g™ 1, also 12q & iq (B2) =

—12-24 3> ;noi(n)g® = —288 Y > noi(n)q” und EF = 1—-48 3> o1(n) g™ +
242 (5°°  o1(n) q")2. Mit Hilfe der Identitdt des vorherigen Satzes, die wir auf die

vorletzte Zeile der folgenden Rechnung anwenden, erhalten wir die Behauptung:

2
d oo
E2 —12qd (By) =1—48 Zal(n q" + 242 (Zal n)q) +288 ) “noy(n)q" =

n=1 n=1 n=1

m)o1(n — m))

=1+48§:(6n—1)01(n)q +48-12 f: 3 m) o1 (n — m))

n=1

oo
= Z (288 — 48) o1 (n) ¢" +242

—1+482(6n—101 +12§:a1 )o1(n — m))q"

n=1

=1+448- 5203 n)q" = Es.

n=1
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