Ueber bilineare Formen und deren geometrische Anwendung.

Von

M. Pasce in Giessen.

In zwei Aufsitzen, welche in diesen Annalen 1884 Bd. 23 8. 419,
1886 Bd. 26 S. 211 abgedruckt sind, habe ich mich, unter Zugrunde-
legung bilinearer Formen, mit projectiven ebenen Systemen und zwar
hauptsichlich mit der Deutung der Invarianten, welche in der Deter-
minante einer linearen Verbindung solcher Formen auftreten, be-
schiiftigt. #) Seitdem bin ich durch verschiedene Fragen, welche sich
urspriinglich auf terndre quadratische Formen bezogen, veranlasst
worden, auf ternire und dann auf binire bilineare Formen zuriick-
zugehen. Der Zusammenhang, welcher sich dabei zwischen jenen
Fragen ergab, fithrte zu der nachfolgenden Darstellung, welche mehr-
fache Beriihrungspunkte mit den friiheren Aufsiitzen bietet.

‘Wenn man von einer linearen Verbindung zweier ternéiren bilinearen
Formen die Adjuncte bildet, so entsteht eine bilineare Form (Nr. 5
und 12), welche zu jenen in invarianter Beziehung steht. Mit dieser
Beziehung und deren geometrischer Construction beschiftigen sich die
Nummern 6, 7 und 13, mit den verschiedenen Ausartungen die Nummern
8, 14—16. Fiir den Fall, dass zwei terndre quadratische Formen zu
Grunde liegen, stellt die dritte Form den ,,Kegelschnitt der acht Tan-
genten® dar. Bei der eingehenden Betrachtung der Ausartungen dieses
Kegelschnittes (Nr. 18—23) begegnet man einer Eigenschaft einférmiger
Gebilde, welche in Nr. 4 selbststindig behandelt ist, ferner einem
Zusammenhange mit den metrisch ausgezeichneten Kegelfiichen 2. O.
und mit den birationalen quadratischen Verwandtschaften.

#) Einige Druckfehler in diesen Arbeiten sind am Schlnss des 26%" Bandes
verzeichnet,

Ich erlaube mir hier nachzutragen, dass Herr S. Kantor in den Wiener
Denkschriften von 1882 die Wiederholung linearer Transformationen untersucht
hat, und dass Figuren, wie die in meiner zweiten Arbeit in § 2 und am Ende
des § 3 betrachteten, bei Herrn Kantor in den Wiener Sitzungsberichten .von
1881 bezw. 1877 vorkommen.
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Gelegentlich konnten auch diejenigen Determinanten 9.und 6. Grades
ausgewerthet werden, welche die Hesse’sche Form einer Determinante
dritten Grades darstellen (Nr. 17, 23 und 24).

Um gewisse algebraische Fragen, welche bei den oben erwihnten
quadratischen Verwandtschaften auftauchen, zu erledigen (Nr. 9—11),
wurden Entwickelungen aus dem binéiren Gebiete — Ausdehnung von
Eigenschaften quadratischer Formen auf bilineare — vorausgeschickt
(Nr. 1-3).

Den Schluss bildet die Herleitung einer algebraischen Beziehung,
welche bei der wiederholten Anwendung einer bilinearen Form von
beliebig vielen Verinderlichen auftritt (Nr. 25 und 26).

I.
Binére bilineare Formen.
1. Bildet man aus zwei bilinearen Formen der Verinderlichen
z, 1z, und ¥, |y,:
f=y) =2“ik ne, f (o) =Dldhaye (G k=1,2)
die beiden Functionaldeterminanten :
of of of of 1 1
635, 8; — 80;2 a; =5 X= —2—(X“a;f-{—?me,xz-}—ngxz?),
of © of © 1 1 c
£ of . of O =3 Y= ‘2’(Y11y12+3Y12%%+ Y0 1,%),

8371 a.’ﬂz 0 Za 8371
so haben die Coefficienten X;:, ¥, folgende Werthe:
14 r U4 7 ’ ’
X, =2(a; a1z — @15 011);  Xyg=04,02 — Oy 11— Gy Q21+ Gy G2,
’ ’
Xy =2ty a22— Ay @21),

Y, =2(ay 00 —ay @u), Y,=ay, Gz — Gy @i — Oy Giz+ gy o1,
Yy ==2(ay 22 — G G12),
und die Formen X, Y selbst lassen sich auf mannigfache Art
schreiben, z. B.:

0 1 A 0 0
1 x| % Gz G G Ty 0 z, | G11 Ou1 Qo O |2y U Ty
5 ’ r 4 4
2 dy G o a%|0 2, 0 z, Qs Ghz Gy G220 2, O 7,
Ay Qg Ay 2% ‘ Aoy —Qy — Qg Oy
’ r 7 ’ ’ ’ 14 r
Q11 Qi Qg1 az v @y — O —diz an
Tz, 0 —z O 0 z, 0 =z

Das identische Verschwinden der Combinante X wiirde bedeuten,
dass f und f* entweder in constantem Verhiltniss steben oder durch
eine und dieselbe lineare Form von |y, theilbar sind.
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Aus dem Systeme

Ay Q9 Gy Qo
’ ’ ’ 4

iy Gy Qg1 09

gehen 6 Determinanten zweiten Grades hervor, nimlich:
, ;1 . 1y
a11a12—a12all='§"X11, a“am-—'amau=—2~ 119

p 1
a“a'22~dgzan=?(ym+Xi?):

04 I4 1 7 7 1 Y
Qo1 092 = Qgg (91 == 5 Ky, Qay Qiz— iy Uag== —5 Loy,

I4
1
Gy Uy — Ay Q2= £} (Y12 — X,)-

Man schliesst hieraus, dass X, X,,— ¥, Y,, -+ Y12 — X2 verschwindet,

dass also die Formen X und Y gleiche Discriminanten besitzen E
Xn Xy — Xl% =Y, X, — Ylg-

Da die Ausdriicke X;z= X;; und Y;;= Y;; dadurch entstehen , dass

man die Reihen
r Y4 I 4 ’
Qi1 Gz Q3 G2z und @i — A —op ay
bezw.
’ U4 d r l4
Q; Qz2; Qy; Gz; un Qo — Qu — g Qi

componirt, so erscheinen die Discriminanten auch in den Formen:

r 7 ’ ’
A1y Gyy G “12!“12 —au Gy

’ ’ 4 4
Uy Cgy Gz1 Q22|02 — Q21 —Qyy Oy

Xu X22 - Xé =

4 ’

Gor —Qu1 —Qy Ay
Gz —d —ay, @y
2. Die beiden bilinearen Formen von % |%, und y,|y, kénnen —

bei veriinderter Bezeichnungsweise — aus einer trilinearen Form, welche
noch weitere Verinderliche 2, |2, enthil:

Flays) = Dlawags, G,k 1=1, 2)

als Coefficienten von 2z, und 2, entnommen werden, Zu den zwei
Covarianten

’ ’
@1y Gy G1nn G2

2
Yu Y22'—' Yo ==

’ I4
G1a Gy Giz Qg2

PP pF PP pF 1y
09,02, 09,02, 09102, 0%20% 2 ?
*;F  2F _ _O*F pF 1 Y
3315.’1:1 azzaxz 93’18.’172 az:ami — 2

tritt alsdann noch eine dritte

*) Ueber entsprechende Erscheinungen im quadratischen Gebiete siehe
Frobenius, Journal f Math, 1890 Bd. 106 S. 125.
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#F @F _ pF__@F
0210Y; 0%20Y» 0x,0Y: 02209,

=% (24,2 + 272,522, + Zyy2,?)

1
=3z

hinzu, und die Discriminanten der Formen X, Y, Z sind einander
gleich:
2 2 2
XXy — X=X, Yy — Yie =212y, — Znz,

oder, anders ausgedriickt, die durch Composition hergestellte Deter-
minante

A1y Cyoy Qgpe Qo9 Qyop — Qyy2 8191 Gy
gy Oogy Qogg Qoo |Qgyy g1 a9y Qyyy

indert ihren Werth nicht, wenn man iiberall den ersten Index mit
dem zweiten vertauscht, oder den ersten mit dem dritten, oder den
zweiten mit dem driften.

. Die Function —;— X erscheint als Determinante von F, wenn man
nur ¥, |y, und 2|2, als Veréinderliche ansieht:

X =2det, F, Y=2det,F, Z=24det,F.
Kehrt man also zu der vorigen Bezeichnungsweise zuriick und fiihrt
statt z,|2, homogene Parameter ¢|6¢ ein, so erscheint —%—Z als Deter-

minante der aus f und f linear zusammengesetzten Form g¢f 4 af
der Verinderlichen x|z, und y,|y,:

o 0 6 O
0 0 06

und die Gleichheit der Discriminante von Z:

1 Gy Gy Gu G2 /
T4=|, — Ae*+ 06 + 80

r 7
Gyy Qg Q21 OG22

gy Qg Aoy Gop

r [4 ’
ayn Q2 Q21 Q2

gy —Ugyy Qg gy

4AN — O =

I 4 7’ L4 I 4
Q22 ~—Q21 — 013 Q41

mit denen von X und Y als Verallgemeinerung einer bekannten Eigen-
schaft des Systems zweier bindiren quadratischen Formen.

Ein einfacher Beweis ergiebt sich iibrigens auch durch folgende
Determinantenmultiplication :

Gy Qg |biy —byy X, X,+0 .
Qg @y (Dyy —Dhyy X,,—86 X,
Die so erhaltene Determinante ist die der bilinearen Form
2(ay &+ 24 ay) (by, E Fbonky) — 2(0y,%) 202} (byy &+ budy)
= X, 2§ + (X +0)z, 8, + (X1a—O) &y + Xy 708,

welche unter.der Bedingung O == 0 symmetrisch wird.

4AA =4

_
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3. Um in gleichem Sinne eine gewisse Eigenschaft dreier biniren
quadratischen Formen zu veraligemeinern, fiihre ich drei bilineare
Formen von z, |, und y,|y,:

fy) = Danwiys, f (o)) =D duzigs, [ (0y) = > dnay;
@ k=1, 2)
ein und bilde die Ausdriicke:

7 r ’ ’
Byy Gy —Gp Oy ==L, Oy 02 — Gyy O31— Gy Biz - gy A1y =0y =0y, . . .5

of of _ of o wu sy an e
oYy 0Y: 0y, 0Y, =a 7 +bx1x2+cx2, H

a Qa ’ a a ” Y4 ry
%[; 35{'.2 ~8£ 32'1 = ?/12+ﬁ y1y2+? y22’° 3

so dass z. B. a”, b”, ¢” dieselbe Bedeutung haben, wie oben
1 1
) Xy, Xyas "2‘X22-

Da die halbe Determinante des componirten Systems aus

A1y Qg Aoy Qgy | Gay ~—Qyy —Gyg Gy
’ V4 i4 ’ 14 r 7’ r
iy G2 Q21 A | Az —QA3x —Q1i2 Qu
144 ” 144 14 r rr " 77
an Qi az Gk | Qe —Q1 -—aQiz a;

sich auf die Differenz zweier Determinantenproducte

Ay Qg Qgq [O1y Gy Qo Ay Ayg Aoy |Byg Byy Qg
’ ’ 7 * i 4 ’ ’ ’ ’ 7y ’

au Qg Qg |01 Q21 G2z | — Q11 Q2 OG21|Qye Q21 Qos
1” r 144 7 rr ” n” ” (44 71 rr ”
11 G2 Qa2 Q11 QBuy Aze A1y Qi Gg1idie Qg Agg

= (@ @+ 022d + a5 d") (@ ¢+ anc +ai )
— (aya+tand +dsa”) (@24 a1c 4 aizc”)

zurtickfihrt und mit Zuziehung verschwindender Elemente in die Summe

’

ay ¢+ and 4+ ane’ oya -+ oyd + ohd
U2y €+ Al + amc”  aya -+ apa’ + apd
@y + 0o ¢ + ane’ ay a4+ dnd + ana”

’

+ 4 4 ;7 ’ ’ ” ’”
Gy C + aiz¢ + aizc’ /2084 + Q120 + 238X/]
R T ay ahle ¢ ¢ + @y Q21 Az |c ¢ C°
Gy OG22 a2 |a & a’| |ay, di dila o a”

ibergeht, so gelangt man zu der Formel:
24 0, 6, a o o a o o
0, 24" 0,/=2b b V| =2|8 § B
10, ©, 2A” ¢c ¢ ¢ y v 9
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4. Die Deutung der Invariante © der beiden Formen f(zy) und
f (zy) ist von Herrn Rosanes (Journal f. Math. 1881 Bd. 90 8. 3121))
angegeben worden; siehe auch Pasch, diese Annalen 1884 Bd. 23
S. 423, und die Schlussbemerkung in Nr. 2 der gegenwirtigen Abhand-
lung. In dem besonderen Falle @y, = ay, @iz = ax stellen die Glei-
chungen f(zy) =0, f'(zy) = 0, wenn z,|z,, 9, |y, als lineare Coordi-
naten von Punkten einer Geraden X gedeutet werden, Involutionen
dar, deren Doppelpunkte FF’ bezw. GG’ heissen mbgen, und die
Gleichung ©=0 driickt die harmonische Lage dieser Punktepaare aus.

Nehmen wir also an, dass a,, = @y, 012 = a2 und © =0 ist,
aber AA =0, und verstehen wir unter ¢ irgend einen Punkt der
Geraden X, unter p den harmonischen Punkt zu FF’q, unter ¢ den
harmonischen Punkt zu G G'¢. Dann erzeugen die Paare pg eine
Involution (Rosanes a.a. 0.), welcher die Paare FF¥ und GG’ an-
gehoren; fiir einen gewissen Punkt p’ der Geraden X ist daher p der
harmonische Punkt zu G-G’p, ¢ der harmonische Punkt zu FF'p’,
und auch das Paar p'¢ liegt in der eben erwidhnten Involution;.
m. a. W.:

Hat man ouf einer Geraden vier harmonische Punkte FF' GG’
und einen weiteren Punkt p, und bestimmi man s2u FF'p, GG p die
beziiglichen harmonischen Pumkte ¢, p', so ist der su FF'p’ harmonische
Punkt q zugleich harmonisch 2u GG’ ¢, und die Paare FF', GG,
pq, p'q liegen in Involution.

Geometrischer Beweis: Sowohl die Reihe FFF' G'G ¢'q, als auch
die Reihe F'"FGG'p’p sind (involutoriseh) projectiv zu FF GG pp’;
folglich sind jeme beiden Reihen einander projectiv, die Paare F'.F",
GG, pg, ¢ in Involution. Weiter sind die Reihen G'G pp’ und
G G’ qq projectiv, folglich GG ‘qq harmonisch.

Wenn man einen Doppelpunkt der durch die Paare FF und GG’
bestimmten Involution mit £ bezeichnet, so wird der andere Doppel-
punkt aus der Gleichung f(z£) = O gefunden, und die Punkie GG’
sind dann die Nullstellen der Functionaldeterminante der Formen f(22)

und (z&) . f(z§):

9 0% + a7, (@) (@ &+ a108) + §f (2 E)
O Ty + Cogty  (2E) (@2 61+ 0208y) — &1 (2E)
—2A . (z8? — 2 (f(2D)?,
wobei (zE) die Determinante &, — #,§ bedeutet. Nun ist
A - (@E) = f(§8) Fl@z) — (f(=E))?
folglich konnen zwei harmonische Punktpaare durch die Gleichungen

fleg) =0, f(EE)flaz) —2 (f@g)*=0
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in der Weise dargestellt werden, dass der Punkt £ in Bezug auf beide
Paare einem und demselben Punkte harmonisch zugeordnet ist. — Auch
die Identitit
Oy (Go1 Ty + Qo %)* — 2045 (a11 21 + 013%,) (021 %y + 0ys %)
+ gy (a3 2y + 4 %) = A - f(27)
lasst erkennen, dass die harmonische Invariante (Rosanes, diese
Annalen 1884 Bd. 23 8. 413) der beiden Gleichungen verschwindet.¥)

1L,
Terndre bilineare. Formen mit contragredienten Verdnderlichen.

5. Bei der bilinearen Form der contragredienten Verinderlichen
lea:g}x:,. und u, |, |u,:

) flaw) = Dawsu (5,k=1,2,3)

treten uns zunichst Determinante und adjungirte Form (Adjuncte)
entgegen:

det f=2i‘_ Q1 Gop 33 = A,
adj f = D e = g (20),

wo ;== adj a;z 1n der Determinante A. Bei verschwindendem A
wird @, bei identisch verschwindendem ¢ wird f selbst ein Product
linearer Factoren.

Legt man nun eine lineare Verbindung of 4 ¢f  der Form f(zu)
und einer gleichartigen Form

1’ (zu) --—-2 axz;ue (3, k=1,23)
zu Grunde, so haben Determinante und Adjuncte die Gestalt:
det (of + 6f") = A 4 0?60 + 620" + 634,
adj (of -+ of) = o9 (2u) + 00 P(zu) + 0*¢ (xu).
*) Auch wenn f(xy) nicht symmetrisch ist, bestebt die Identitit:

Axg) (yn) =f(En) fxy) — flen) fEYy).
Die harmonische Invariante der Formen f(zy) und (z&)(yn) ist = f(E 1), die der
Formen f(zy) und f(xn) f(Ey) folglich = Af(&yn). Fir

f'@y) =xfley) +2flzn fEy)
O=AaQ2x+1fEn), A=xA(x+ifEn),

und insbesondere fir

wird daher

f (@y) = f(&n) flzy) — 2f(zn) FEY)
=0, A=—A(fEn).

wird
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Mittels der besonderen Form w,, d. 1. 2 Z; u;, werde

det (of + 6us) = @*A + %6 iy + @6%4 - 67,
adj (of + 6us) = @*9p(zu) + 06 V(%) + 6> u,.

Wir denken uns in einer Ebene lineare Coordinaten eingefiihrt,
z,|%, 25 als Coordinaten eines Punktes z, w|u,|u, als Coordinaten
einer Geraden w. Dann begriindet die Gleichung f(2u) = O unter der
Voraussetzung A == 0 in dieser Ebene eine Collineation, welche dem
Punkte z einen bestimmten Punkt zuordnet; die Gleichung @ (zu)=0
stellt die nmgekehrte Beziehung dar, u, = O die identische Collineation.
Die Figuren, welche einer und derselben Figur mittels der Collinea-
tionen f(zu) = O, f'(zw) = O entsprechen, stehen unter sich in einer
projectiven Beziehung; vermoge dieses Umstandes kann die Deutung
der Ausgdriicke ©', ©, ¢ auf die der Ausdriicke ¢, 4y, % zuriickgefithrt
werden (s. Nr. 11 der Abhandlung in Bd. 23).

6. Um die Projectivitit ¥(zu) =10, deren Bedeutung a. a. O.
S. 425 entwickelt ist, geometrisch herzuleiten, nehmen wir in der
Ebene den Punkt ¢ beliebig an und geben dann zwei weiteren Punkten
b, ¢ eine solche Lage, dass — wenn immer a,b,...,a,... mittels
fleu)=0 in o, ¥, ..., a’, ... iibergechen — in dem Dreieck abe
die Seite ab durch ¢, die Seite ac durch b hindurchgeht (Seite bc¢
durch ¢’ nur bei verschwindendem 4); m. a. W.: die Geraden b¢ und
¢b’ laufen durch ¢. Ich will das Paar b¢ ein Gegenpaar des Punktes
@ in Bezug auf f nenmnen; die Gerade be¢ triigt unendlich viele Gegen-
paare von @, die Paare einer gewissen Involution. Nur anf einer ein-
zigen solchen Geraden (vorausgesetzt, dass « kein Doppelpunkt der
Projectivitit f ist), nimlich auf aa’, artet die Involution der Gegen-
paare aus, indem dort beide Doppelpunkte in @ zusammenliegen, und
ausser ¢ giebt es nur einen einzigen Punkt 4, welcher sich mit mehr
als einem Punkte — den simmtlichen Punkten der Geraden a4’ —
zu einem Gegenpaare verbindet, nimlich denjenigen Punkt der ad/,
welchen das Quadrat der Projectivitit f in einen Punkt 4" der ad’
iibertriigt. Dieser Punkt A, in welchem alle Geraden be¢ sich begegnen,
heisse der Gegenpunkt von a in f.

Zu je zwei projectiven Punktreihen be ..., b'¢ ... auf den Ge-
raden U, U’ gehort eine Gerade u als Ort der Punkte (b¢, cb') u. 5. w,,
in welchen jene Reihen involutorisch gesehen werden. Herr J. Kraus®)

*) Jacob Kraus: Die geometrische Deutung von Invarianten, welche bei
ebenen Collineationen auftreten. Dissertation, Giessen 1886. (Daselbst gehdren
anf 8.9 Z. 14 v. u. & und & in den Nenner; 8. 15 Z. 1 v. u. vertausche man
ABCD und «fyd, S.16 Z.11 v. 0. B ED und «fyd). S. den Auszug in diesen
Annalen 1887 Bd. 29 S, 234, — Die Uebertragung auf den Raum behandelt
Herr P, Muth ebendas. 1889 Bd. 33 S. 493.
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nennt « die Involutionslinie der beiden Reihen und beschreibt mittels
derselben die Umkehrung der Collineation ¥ (§ 9 der Dissertation);
in der That lduft # bestindig durch @, wenn I/ sich um A dreht.
(Um direct zu beweisen, dass w, wihrend U sich um einen beliebigen
Punkt 4 dreht, ein Strahlbiischel beschreibt, schneidet man a aus A A"
mittels derjenigen Geraden heraus, welche durch fin die 4 4" iibergeht.)
U verbindet die Gegenpunkte aller Punkte von w und heisse deshalb
die Gegenlinie von w in f. Um zu irgend einer Geraden u = az die
Gegenlinie U == Ab zu erhalten, bestimmt man den Punkt b auf der
Geraden z A4’ derart, dass zAY in eine Gerade fallen.

Sind die bei festem @ von 4, U um @, A beschriebenen Biischel
projectiv, so folgt, dass die Paare aA eine Collineation erzeugen.
Nun beschreiben bei festem @, wenn man b irgend eine feste Gerade
v durchlaufen lisst, Ax <= 4 und A’z = A'b projective Biischel,
wobei fir d = (v, a4’) die Strahlen Aa = Ad’" und A'a=A'd
einander entsprechen; mithin beschreibt z einen Kegelschnitt durch
4, 4" und a. Die Biischel der Strahlen # = gz und 4'b = A’z sind
demnach projectiv, die der Strahlen 4'd und U = 45 aber perspectiv,
folglich bewegen sich w, U projectiv.

Die Collineation der Paare a4 ist die durch die Gleichung 3 (zu)=0
dargestellte; sie mag als die Gegencollineation zu f bezeichnet
werden. Die Doppelelemente von f sind zugleich die von .

7. Wie leicht zu erkennen, entsprechen einander in ¢ nicht bloss
@ und 4, sondern auch &’ und 4. Denn da aa’ 4 A” in gerader
Linie liegen, so ist A’ derjenige Punkt der in f entsprechenden Ge-
raden @'a’, welcher sich durch das Quadrat von f nach derselben
Geraden iibertrigt.

Unterwirft man daher den Strahl a4’ der Transformation { und
hierauf noch der Transformation v, so gelangt man tber o' A” = aq/
zu AA'. Hieraus folgt aber: Wenn von den drei Strahlen AA, aA,
a4’ einer ein Bischel beschreibt, so bewegen die beiden anderen sich
ebenfalls in Biischeln. Sind also von 4 und A4’ beschriebene Figuren
perspectiv, so sind sie auch perspectiv zu der von ¢ beschriebenen
Figur, Dies kommt mit dem von Herrn Keller auf S. 25 (§ 12) seiner
Dissertation*) angegebenen Satze iiberein.

Da die Gerade a4 mit 4A” identisch ist, so sind in dem eben
betrachteten Falle auch die von 4 und 4" erzeugten Figuren perspectiv,
d. h. bei verinderter Bezeichnung: Wenn durch eine ebene Projectivitit
ein Dreieck abe in a'b'¢, dieses in " b ¢” ubergeht, und es liegen zwei
von den Dreiecken perspectiv, so liegen sie auch perspectiv zu dem dritten.

*) Adam Keller: Ueber gewisse Vierecke, die von Viereckspaaren ab-
hingen. Dissertation, Giessen 1888.
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8. Bei besonderer Beschaffenheit von f artet die Gegencollineation
aus, so dass in ihr einem gewissen Punkte p alle Punkte der Ebene,
den iibrigen Punkten nur die Punkte einer gewissen Geraden = ent-
sprechen. Es sind dann p und = Doppelelemente von f; p der Scheitel
eines Strahlenbiischels, welches durch f in ein involutorisches Biischel
iibergeht; = der Triger einer Punktreihe, welcher in f eine involu-
torische Reihe entspricht. Das Auftreten eines solchen Doppelpunktes
bei f zieht das einer solchen Doppelgeraden nach sich, und umgekehrt.
Die beiden Involutionen liegen perspectiv.

Soll in der That der Gegenpunkt eines Punktes p in f unbestimmt
werden, so muss p Doppelpunkt von f sein und jede Gerade Gegen-
paare be von p tragen, so dass b¢'p, cb’p gerade Reihen werden und
einander doppelt entsprechen. Ein beliebiger Strahl durch p kehrt
mithin bei zweimaliger Anwendung von f in sich selbst zuriick und
enthilt (wenn f nicht involutorisch ist) ausser p noch einen Punkt B,
welcher mit B” zusammenfillt. Auf der Geraden = == 8" werden
aber durch f nicht bloss § und §’, sondern auch umgekehrt g8’ und 8
einander zugeordnet.

Die algebraische Bedingung besteht in dem Verschwinden der
Determinante von : -

det p = det(—f+ du,) = — A4 i4y
1. .. 1 .
= (€3 — i3, — 24) = Y (13 —1,),
wihrend f zur Involution wird durch das identische Verschwinden der
adjungirten Form von % (bei ¢ ==0):
adj v =adj (— [+ tue) = @ — 2% + 22U
= @ +if =fi + gt
Wegen der Bedeutung von ¢, 4, f; und wegen der erforderlichen

Beziehungen s. Bd. 23 8. 425 —427.

9. Die Form @, aus welcher ¥ durch besondere Wahl von f
hervorging, kann in Verbindung mit ¢ und ¢ noch auf anderem, als
dem obigen Wege erzeugt werden. Wir fithren Strahlen v, w und
Punkte y, z mit der Massgabe ein, dass (vw); = 2; und (y2); = w;
fir ¢ =1, 2,3, wobei
Bildet man dann unter Zuziehung weiterer Veranderlichen z, |%, und
4,]4, die bindren bilinearen Formen

9(d) =f(u,y+x,2, 2v+2,w), g xd)=F (#,y+ %2, }v-+2i,w),
so ist @ die Determinante von g (s. Bd. 23 8. 432) und mithin
0’9 + 06® + d*¢’ = det (g + 69)-

Mathematische Annalen. XXXVIIL . 3
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Um nun die beiden Functionaldeterminanten von g und ¢ dar-
zustellen, bezeichne ich (hier, wie spiter, mit Bezugnahme auf Nr. 6

in Bd, 23)

flyo) f(e0) — F(eo) £yo) A5 D) + wf(0) f;(0) mit 5 k(oo),

o) ' (yw)— fyw) £ (yo) 5. D 4 a,f(y), £ )y mit + Uyy),
-;—Zw,-% mit k(vw), -E—Zz, aaz mit [(y2);

»;—k(v'v) ist die Determinante der Formen f(x, y-+%,2,9), f (%, y+%,2,0)

nach #,, x,; aus ihr wird die Determinante von g, ¢ nach %, wenn
man 4,9 -} A,w fiir v einsetzt:

2 det, g9’ = A.2k(vv) 4+ 24,4 k(vw) + 24,2k (ww),
2detrgg" = %2 U(yy) + 2%,%, L(y2) + %, U(22).
Nach Nr. 2 besteht also die Identitit:
49y — &2 = k(o) k(ww) — (k(vw))® = U(yy) I(25) — (Ly2)”

10. Beaztiglich der Ausdriicke %(vv) und I(yy) fiihre ich die
weiteren Bezeichnungen:

1 2*k(vv) Fix, ok(vw) — Fi(vtw),

T ugny 7
1 2%yy _ KAL)
T om0y T e 7z, — k(%)

ein und betrachte die in #,|%, und g,|@, bilinearen Formen:
0 (Y + %2, 0) + 0, f (Y + %52, v),
011 (%Y + %52, W)+ @of (%Y + %52, w).

Die Determinante der ersteren ist —%- k(vv); die Determinanten beider
nach % bezw. ¢ sind:

0’9 1+ 0,0.® + 0,%9, Y ”122(Jy) + %, %,1(y2) + 5 #22U(22).
Behandelt man daher die drei Formen von #,|x, und g,lg,:
017 (%9 + #,8): -+ 0of (1,9 + %,2): (1=1,2,8)
nach Nr. 3, so treten beispielsweise
ki s kygy @i(w), O(w), @/ (u), ) l(?/?/): 11(?/5): “Z (¢2)

an die Stelle von
2A, ©, @, 8,7, a, b, ¢,

und es ist demnach identisch:
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ki By Fig o, () @,(w) @3 L{vy) L,(yy) Lyy)

Koy Fay Foog D, (u) Dy(u) Dy(u) "—-‘—é- L(y2) L, (y2) L(y2)),

by ks K P, (w) @) (u) @3 (%) I (22) 1,(22) 15(22)
wie auch

Dbl ylog=2 D1 92), O()e @ (2= 3 D, -y (00) Ty (v10) by (s0),

11. Zur Aufsuchung der in den beiden vorigen Nummern ent-
wickelten Identititen wurde ich durch eine geometrische Ueberlegung
veranlasst, welche, urspriinglich an quadratischen Formen angestellt,
mit Steiner’s ,schiefer Projection® zusammenhingt (Werke L. 1881
S. 409 ; Systematische Entwickelung u.s. w. 1832. § 59, II). Diese
Verwandtschaft zwischen ebenen Punktfeldern wird, da sie quadratisch
und birational ist, durch zwei bilineare Gleichungen zwischen Punk-
coordinaten’ dargestellt (Rosanes, Journal f. Math. 1871 Bd. 73
S. 104). Man kann aber Zhnliche Betrachttmgen durchfiihren, indem
man Punkt- und Liniencoordinaten verbindet. KEs entspricht nimlich
mittels der beiden Gleichungen

) =0, f(yv)=0

jedem Punkte y eine Gerade v mit den Coordinaten

F@)of Ws)—F@sf D2 @D D—F O @O @s—F G @

zu welcher riickwirts der Punkt y der Coordinaten

f(0)fs @) — f:)fy @fs ()Y 0) — @) @) 101, ) — f()fy (%)
gehort; v ist der Ort der Punkte, welche dem Punkte y durch die
Collineationen of 4 of" = 0 zugeordnet werden, wihrend in den um-
gekehrten Collineationen der Geraden v die Strahlen des Biischels y
entsprechen.

Wenn y die Gerade  durchliuft, so umhiilll » den durch die
Gleichung %(vv) = O dargestellten Kegelschnitt, welcher der corre-
spondirende Kegelschnitt der » genannt werden kann, Die Gleichung
E(vv) = O entsteht aber auch durch Elimination von ¢ und 6 aus
dem Systeme

u = of; (0) + 6f{ (v), = 0f,(0)+6f,(v), u=efs(v)+ 6fy(v),
welches die in of 4+ of = 0 zugehdrige Gerade v liefert. Folglich
umbhiillerr die Geraden v, welche sich der # durch die Collineationen
of 4+ 6f" = O zuordnen, ebenfalls den correspondirenden Kegelschnitt
der 4, und man erhilt fiir diesen Kegelschnitt die Parameterdarstellung:

v; = 02 ;(u) + 06 ®;(w) + 6*¢/ (w). (1=1,2,3)
Aus der Parameterdarstellung eines beliebigen Kegelschnittes

v = a;0* + bioo +¢6*> (i=1,2,3)
3%
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fliessen nun bekanntlich die Gleichungen desselben in Punkt- und
Liniencoordinaten (wenn z. B. (bev) =2 =+ b, 02'03):

daz¢; — b2 =0, (bev)(abv) — (cav)* =0,
und zwar ist
& adj (400, —b,7) =(bev) (abo)—(cav)?, det(dayca—b.2)=4(abe).
Wenden wir dies auf unsern Fall an, so finden wir die Gleichung des
correspondirenden Kegelschnittes der # in Punktcoordinaten z:

4o’ — O = 0;

und in der That ist 4@ ¢” — @2, wie sich in Nr. 9 ergeben hat, in 2

die Adjuncte von k(vv), zugleich in u die Adjuncte von I(yy).
Weiter muss

(2 £9:0) &, () 95 (W)
mit dem Quadrat der Determinante von k(vv) iibereinstimmen, wie
dies durch Nr. 10 bestitigt wird, wobei man 2 det ¥ zugleich als die
Hermite’sche Form des Netzes

z L (yy) + 2.0, (yy) + 2:L,(yy)
erkennt. Beachtet man endlich, dass

adj (49 ¢ — &) = k(vv) . det k,
so kommt die Identitit:

Z +v, D, (w) @5’ (w) 2 v, @y (u) Py () ‘“(2 +,9, (u) @, (“))2
= % k(vv) 2 & o, (u) O, (w) @5'(u),

welche die neue Tangentialgleichung auf die alte zuriickfithrt. Der
Fall, wo zwei Polarsysteme statt der Collineationen vorliegen, ist in
der Dissertation von O. Weimar®) auf Grund einer Andeutung iiber
das hier befolgte Verfahren behandelt.

111
Terndre bilineare Formen mit cogredienten Verinderlichen.

12. Bei der weiteren Betrachtung werden Formen mit cogredienten
Verdnderlichen vorausgesetzt, so dass z,|x,|z; und y,]yﬂys

fley) =D anzys, f(@y) =) ahays (6 k=1,2,3)

als Coordinaten von Punkten einer Ebene aufgefasst werden konnen,

¥) Ueber verschiedene Darstellungen des correspondirenden Kegelschnitts
einer Geraden in Bezug auf ein Kegelschnittbiischel. Giessen 1890. .
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Die mit Determinante und Adjuncte von of 4- ¢f zusammenhingenden
Bezeichnungen sind wie in Nr. 5 einzufithren. Ausserdem schreibe ich:

Do) = D) duntive, flwy) =2 w:fit) = D vef @

u. 8. W.
In Betreff des Einflusses linearer Substitution sei bemerkt, dass

die Determinante einer Form E bizw; vy, wenn die u; durch f;(x)

ersetzt werden, sich mit A multiplicirt, wihrend gleichzeitig in der
Adjuncten die z;y: in z: @;(v) libergehen.

Bildet man also die Determinanten von beiden Seiten der in Bd. 23
S. 434 hergeleiteten Identitét:

D Aufdy) @) = Of(z9) — AF (zy),
so kommt links A? det ®, rechts ©A?2. 0" — A3%. A’ und mithin:
det d =00 — AA.

13. Die Paare der Punkte, welche (AA" 5= 0 voraunsgesetzt) einer
und derselben Geraden mittels der Reeciprocititen f'=0, f=0 zu-
geordnet werden, bilden eine Collineation, deren Gleichung g(zu) =10
ich in Bd. 23 S. 435 angegeben habe. Es ist zu erwarten, dass die
Form ¢ mit der Form

glow) = D wxdisziu G,k 1=1,2,3)

zusammenhingt, welcher wir noch die Form

g (zu) = 2 O Oy, Wi Ty

zur Seite stellen kdnnen.

Bemerken wir zuniichst, dass die Determinante und die Adjuncte
von g die Werthe

det g = A?A', adjg=Ayg),

ferner die in Nr. 5 mit ¢ und ¢, bezeichneten Invarianten fir g die
Werthe ©, A©" annehmen, folglich die ebendaselbst mit ¢ bezeichnete
den Werth

P,=0u, —¢g und dety,=AdetdP, adjy,=Ag 4 Og.
Wendet man nun das in Bd. 23 S. 432 beschriebene Verfahren auf
die Identitit ‘

D wnfi(z) = Au,

an, so kommt
g9+ 2 Az w fi() = Ouy,

d. h. y, geht aus ®(vu) dadurch hervor, dass man die »; durch fi(z)
ersetzt. Um die Adjuncte von ¥, zu erhalten, verwandelt man in
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adj ® die 2,9 in z; g;(u). Schreibt man endlich [ fiir w, so

geht ¢, tiber in
Of(yx) — Af'(yx).

14. Die Ausartungen der Form @ sind in mehrfacher Hinsicht
von Interesse. Diese Ausartungen finden stets gleichzeitic mit den
entsprechenden Ausartungen von v, statt.

Verschwindet det @, so giebt es nach Nr.8 eine Strahleninvo-
lution, in welcher jedes Paar conjugirter Strahlen mittels £ und £’
einem und demselben Punkte, und eine (dazu perspective) gerade
Punktinvolution, in welcher jedes Paar comjugirter Punkte mittels
f und f° der nimlichen Geraden entspricht. Es ist dann Of — Af
eine der drei singuliren Formen des Biischels of + 6/

Eine weitere Besonderheit tritt ein, wenn adj ® und mithin adj P,
identisch verschwindet. In diesem Falle'ist die Collineation g =<0
involutoriseh, nicht verschieden von ¢’ = 0. Da die Form ¢ in lineare
Factoren zerfillt:

O =cuguy, b, =cusf(xy), Of — Af =cf(zy)f(Ey),

so wird f* eine lineare Verbindung von f und f(z%)f (¢y); und da fiir
" =uf 4 Af (z7) fEy):
0 =3xA+AAf(ED), O'=uA (3x+21f(En), A'=42A (x+41(En),
Q=2xpuv) + 21(Ey) @ (uv) — LA uzv,,
¢'=%*p(uv) + %4 F(§n) ¢ (uv) — x i Augv,,
so kann man hier annehmen:

I(zy) = fEn) f(zy) — 2f(xn) f(Ey)

und erhilt bei dieser Annahme:
O =Af(Em), O =—A(fEn), A& =—A(fEn)S,
=20ugvy;, ¢ =—[fEN){fEn) puv) — 28uzv,}
Dabei sind die Punkte & und % beliebig; nur muss, so lange die
Voraussetzung AA’ == 0 festgehalten wird, f(£%4) von Null ver-
schieden sein.
15. Der Fall, wo ® sich zerlegt und zugleich A A’ verschwindet,
ist noch zu erdrtern.
Bleibt A von Null verschieden, so kann nach dem Vorstehenden
f nur dann, wenn f(En) =0 wird, singulir und zwar das Produci
linearer Factoren werden, nimlich:

["(@y) = — 2f(zn) fEy).
Verlangt man dagegen: A =0, A <=0, so ist zu nehmen:

f@y) = —2f (@7 £ (Ey) mit f'(En) =O.
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Beidemal wird ¢ durch wg und v, theilbar, ohne identisch za ver-
schwinden; auch hat man beidemal: © = 0" = 0.

Was endlich den Fall A = A"=0 anlangt, so sel zuerst be-
merkt, dass dann wieder © und © Null werden; denn entweder ist
¢ = 0 und schon deshalb © = 0, oder f ist kein Product und dennoch
Of = cf(xzn) f(Ey), u. 8. w. Ferner sei bemerkt, dass bei der An-
nahme: f=1,q,, f = l; gy sich ergeben wiirde:

of +of = olgy+ 6li gy, adj(of + 6f) = ea(ll'w) (9¢),
& = (1'w) (44'v).
In Riicksicht auf die Voraussetzung A = A’ = 0 kann man nun den
Formen f und f die Gestalt:
fxy) = Alagy — pmapy, ['(zy)=4lgy —p mspy
geben, wodurch man erhilt:
(o) — A1 (W) (g4'0) — 4w’ (Im'w) (47'0)
— ud (ml'w) (pg'v) + pu'(mm'u) (pp'v),
¢ (uv) = dp(Imu) (pgv),
O =ip{A(Iml) (pgq) — u'(Imm’) (pgp)}
u.s. w., und es gehen dann entweder die Geraden Ilm!l' m oder die
Geraden pqp ¢’ durch einen Punkt. In der That: Wenn man —
was zuliissig ist — J; als identisch mit I, annimmt, so folgt aus
0=0"=0:
Ay (Imm) (pgp) =0, pi'g' (Imm) (pp'q’) =0,
und es wird daher

adj 0= Apdu’ - Dl (), (ml 2 - D) ok (@8 (22 vs
et ST )y ez, S+ (@) (280 %

—ury - 2 + (ml’), (mm),z; - 2 + (pd) (PD): ¥

— dpXp (mm) L (p,(a0'e") — 4 (pg?))

= Apdp (mm) (q0'q) bepy = — Apd'p’(Imm’) (p49') b Dy
Da aber dieser Ausdruck verschwinden soll, so ist entweder (Imm’) =0,
oder (pgp) = (pq¢) = (pp'q") = (gp'¢") =0, oder — falls keine
dieser Moglichkeiten zatrifft — das Product Apd'y’ = 0. Im lefzten
Falle kann man, wenn g oder p’ ==0, die Gerade m bezw. m so
wahlen, dass (mm’) = 0; wenn A =0 neben wi'u’'<=0, oder ' =0
neben 1gu’ <=0, so ist (pp'q") =0 bezw. (pgp’) =0, und man kann
q bezw. ¢’ so wihlen, dass pgp'q’ durch einen Punkt gehen; ent-
sprechend verfihrt man bei 1 = 4" =0. -
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Man kann also die Formen f und f', wenn beide singulir sind und
ihre Contravariante ¢ zerfillt, entweder auf die Gestalt

T [(2y) =Alqy = pmepy, [ (Yy) = Vlq) — @ m.p,
oder auf die Gestalt

f(2y) = Alogy — pmepy, ['(2y) = Vg, — w'm;p,
bringen. Umgekehrt folgt aus der ersteren Gestalt, dass fiir einen
gewissen Punkt £ sowohl f(§y) wie f'(£y) identisch in y verschwinden
und @, @', & durch uz = (Imwu) getheilt werden; aus der letzteren,
dass fiir einen gewissen Punkt 4 sowokl f(zy) wie f'(x%) identisch in
z verschwinden und v, = (pqv) in @, ¢’, ® als Factor steckt.

.16, Will man erreichen, dass ® nicht bloss zerfillt, sondern
geradezu identisch verschwindet, so hat man die Formen f und f,
welche alsdann nach Nr. 14 und 15 beide (wie iiberhaupt alle Formen
of -+ o6f’) singulir sein miissen, jedenfalls in der Gestalt

[ @y) = Aylopy + Aplagy + Ayymap, + 4yymaqy,
f /<xy) = Aulspy + Aile 2y }"21’”":»1’.«/ -+ ll?zmey
vorauszusetzen. Denn schreibt man gemiss Nr. 15 etwa

flxy) = Alq) — pmepy, [ (29) = ' 1gq) — wmspy,
so wird
P = (Imu)[Ag (p'qv) — p (¢ pv)],

und hier soll, da das Zusammenfallen der Geraden ! und m sich ver-
meiden lisst, der zweite Factor verschwinden; dann gehen aber ent-
weder die Geraden pgp’'q’ durch einen Punkt, oder man hat: 4 g ' =0
und kann deshalb eine oder zwei dieser Geraden so wihlen, dass alle
vier sich in einem Punkte treffen.

Werden nun f und f” in der obigen Weise angenommen, so ver-
schwinden f(§y) und f’"(Ey) identisch in y fiir einen gewissen Punkt ,
zugleich f(27) und f’(z7) identisch in z fur einen gewissen Punkt #,
und @, ¢, ® werden theilbar durch wugv,:

P = (A41 Aoz — Aypder — Ay diz - Ay A1) wg0y.
Damit also ® identisch verschwindet, ist nur noch die Bedingung
Ay Rog — Ay hy — gy Mg+ Appdly = 0
zu erfillen.

17. Bei jeder Beschaffenheit der Form f kann man die Adjuncte
von ¢ dureh geeignete Wahl von /' zum Verschwinden bringen. Wird
jedoch gewiinscht, dass ® selbst bei gegebenem f durch geeignete Wahl
von f° den Werth Null erhalte, so ist dazu die Bedingung A — 0
nothwendig und auch hinreichend (Nr. 16). Die Nothwendigkeit der-
selben folgt schon daraus, dass mit ¢ auch f — Af” (s. Nr. 12) und
mithin & (wie auch @, ©, A") verschwindet; der Fall f: f* = Const.
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wiirde sogar ¢ = ¢’ == 0 ergeben. Andrerseits erhellt die Zulinglich-
keit der Bedingung A =0 sofort, wenn man f auf die Gestalt
Al,qy — umyp, bringt und dann f = l,p, annimmt.

(Die singulire Reciprocitit f= 0 linft tbrigens — wenn f nicht
zerfallt — auf eine projective Beziehung zwischen den Strahlen zweier
Biischel Im, pq hinaus. Jeder Punkt etwa von 1 bildet mit jedem
Punkte des entsprechenden Strahles p ein Nullpaar der Form f, d. h.

fir alle u, v istZa,'k(lu),- (pv) = 0. Dieser Ausdruck ist aber der
Werth von @ fiir ai; = lips, da unter der Annahme u=zxy, v=Ey:

f(x8l, — FYE) 1, = D au(lu):s
u. 5. wW.)
Die vorstehende Ueberlegung fithrt zu dem Werthe der sym-
metrischen Determinante neunten Grades:

0 0 0 0 Gsy — a3y O —ay  Qy

0 0 0 —a; O Gyy By O —ay

0 0 0 Q39 — O 0 —ay oy 0

0 —ay ag, O 0 0 0 Gyg — Qyq

H=| ag 0 —a,; O 0 0 —a, O Qg5

— O3, a,;, O 0 0 0 @, —a,; O
0 Gpy —ayp 0 —ay G2 0 0 0
—a,; 0 @y, Oy 0 —ay 0 0 0

(oy —@y O —a,, @y O 0 0 0

welche aus dem Systeme A;; =<0 (3, k=1, 2, 3) durch Elimination
der a}; hervorgeht und als Jacobi'sche Determinante der a;: oder als
Hesse’sche Determinante von A aufzufassen ist#). Ist nimlich H=0,
lisst sich also das System A;; =0 durch geeignete Werthe der aix
befriedigen, so ist auch A = 0. Folglich sind alle irreduciblen Theiler
von H gleich A, H: A3 eine Constante. Nimmt man fiir die a;; das
Einheitssystem, so wird A =1, H = —2. Somit ist H= — 24%

Auch die Formeln der Nr. 14 ermoglichen eine Berechnung von
H und zugleich die der ersten Unterdeterminanten. Indem man eine
jede Zeile von H mit der Reihe

aif &) — 26 fER (G %=1,2,3)
componirt, erhilt man die Werthe 2A & (¢, m=1, 2, 3); indem man

#) anch als Determinante der in den @, und a, bilinearen (in dem @,
@y, &) symmetrischen) Invariante 3 4, a3 dreier Formen f, 1, f*. Ueber
diese Invariante s. Kraus a. a. O,
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also die Elemente jener Reihe nach den Producten &%, ordnet, ge-
winnt man ein System K, welches, mit dem Systeme H eomponirt,
in der Diagonale iiberall 2A, sonst Nullen liefert. Demnach ist
HK = (2A)°, H:A® eine Constante, H = — 2A3, K = — 28AS,
und die Elemente von X sind die mit — A? dividirten Adjuncten der
Elemente von H.

IV.
Anwendungen im Gebiete der terndren quadratischen Formen.

18. Ich wende mich nun zu dem besonderen Falle symmetrischer
Formen. Durch die Annahme

Qi = Qr;, Qix = Qp; fir t,k=1,2,3

werden f(zy), f’(2y) Polarformen der quadratischen Formen f(zz),
f'(xx); zugleich werden ¢(uv), ¢ (uv), ®(uv) symmetrisch. Dient
f als Abkiirzung fiir f(zz), ¢ fir @(uv), f; fir f;() v. s. w., so be-
stehen (Nr. 12) die Identititen:

ZAikfiflc = 0f — Af, ZAikfi’ﬁ' = 0'f — A'f.

Bekanntlich stellt die Gleichung @ = () den Ort der Geraden dar,
welche aus den Kegelschnitten f=0, f* = 0 harmonische Punkte-
paare herausschneiden.

Es handelt sich um die Ausartungen von &, d. h. um die Fille,
wo det ® = 00" — AA’ verschwindet. Ich nehme also zunichst an,
dass det ® = 0 ist, wihrend adj ® und auch AA’ noch von Null ver-
schieden bleiben sollen. Die Gleichungen f= 0 und f" = O stellen
alsdann eigentliche Kegelschnitte dar, ® zerfillt in ein Product wzu,,
die Strahlenbiischel £ und 75 liegen getrennt und umfassen die Triger
harmonischer Schnittpunktpaare mit jenen Kegelschnitten. Zugleich
wird © : A =A":0 und

Of — Af = — 6 (6f — Nf) = (k) flan) = — 5 @E) [ @),

d. h. Of — Af" =0 ist einer der drei zerfallenden Kegelschnitte des
Biischels ", etwa mit dem Doppelpunkte 7; und zwar besteht derselbe
aus zwel verschiedenen Geraden, welche den beiden Kegelschnitten
fund /7 in den né#mlichen Punkten, etwa a b bez. ¢ d begegnen;
endlich sind £ und 5 die Pole dieser Geraden fiir f und fiir f/, etwa
g der Pol der ab fiir f und der ¢d fiir f’, 5 der Pol der ¢d fiir f und
der ab fir /. Die Gerade £y ist demnach fiir alle Kegelschnitte des
Biischels die Polare des Punktes r; auf ihr treffen sich die Geraden
be und ad in einem Punkte p, die Geraden ca und bd in einem
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Punkte ¢, und da die Strahlen pr, gr durch ab, c¢d harmonisch
getrennt werden, so bilden auch die Pole pg £ eine harmonische
Punktreihe.

19. Hieraus ergeben sich auch die nach Nr. 14 dem vorliegenden
Falle eigenthiimlichen Involutionen. Man kann auf der Geraden §7
je zwei Punkte einander zuordnen, welche fiir f und f* dieselbe (durch
r laufende) Polare besitzen ; diese projective Zuordnung mit den Doppel-
punkten pg ist involutorisch, weil in ihr £ mit % ein Paar bildet;
sie fallt mit der Involution zusammen, welche die Gerade §7 aus den
Kegelschnitten des Biischels herausschneidet*). Man kann in dem
Strahlenbiischel 7 je zwei Strahlen einander zuordnen, welche fiir
f und /' denselben Pol (auf £%) besitzen; diese Paare liegen ebenfalls
in Involution und zu den obigen Punktpaaren perspectiv.

Wie schon bemerkt, lisst sich jedes derartige Punktpaar mit
abced durch einen Kegelschnitt verbinden. Insbesondere liuft durch
abedén ein Kegelschnitt &, auf welchem jeder Punkt nach £ und 9
conjugirte Strahlen sowohl fiir f wie fiir f* entsendet. Denn £a, na
sind fiir f und [’ conjugirt u. s. w.

Noch sei auf den Zusammenhang bingewiesen, in welchem unsre
Figur mit gewissen, in metrischer Hinsicht ausgezeichneten Kegel-
fiichen 2. O. steht. Man verlege die Ebene der Figur nach dem Un-
endlichen, den Kegelschnitt f* nach dem Durchschnitt der Ebene mit
allen Kugeln und verbinde die Punkte der Figur mit irgend einem
Punkte O im Endlichen. Dann gehen aus den Linien f, 7, k drei
Kegel 2. O. bervor: F, F', K, und die Paare senkrechter Strahlen
oder Ebenen des Biindels O sind die Paare conjugirter Elemente fiir 7",
Demnach ist ' ein Kegel des Pappus®¥), d.i. ein Kegel 2. O., welcher
aus den Ebenen einer gewissen Geraden O£ (und mithin auch aus
denen einer zweiten Geraden O7) je zwei senkrechte Strahlen heraus-
schneidet; K ein orthogonaler Kegel (nach Schroeter, Journal f{.
Math. 1878 Bd. 85 8. 79), dessen Kanten mit zwei Strahlen O§, Oy
durch je zwel rechtwinklige (hier in Bezug auf F conjugirte) Ebenen
verbunden werden, — der mit F concyklische orthogonale Kegel
(Th. Meyer a. a. 0. 8. 18). —

20. Dass die Kegelschnitte f und f” einander berithren, ist nicht
ausgeschlossen. Die Beriihrung muss aber dann im Punkte 7 erfolgen, so

*) Wird £79 von f in F'F’, von f in GG’ geschnitten, so liegen FF’, GG’
mit einander und mit pq harmonisch. Die aus solchen Paaren FF’, GG’ in
Nr. 4 hergestellte Involution stimmt mit der obigen tiberein.

¥*) Siehe Theodor Meyer: Ueber die Kegel des Pappus und des Hachette.
Strassburger Dissertation, Berlin 1884. Dort sind die Benennongen ,,Kegel des
Pappus* und ,,Kegel -des Hachette* eingefithrt. Der letztere ist der supple-
mentire Kegel des ersteren. .
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dass etwa ¢, a und d mit » zusammenfallen; denn wegen 00 = A A’
wird die Discriminante von det (of 4+ 6f"):

4(300'— 0% (304'— 0?) — (AN —00)=—125(0°4 A0,
und andrerseits ist

3A0*° 12006+ 06?2 =A(024AQ) fir 0=0, 6" = — A,

Am Kegelschnitt f wird die Tangente des Punktes a von den Tangenten
der Punkte b, ¢ in & bezw. %, von der Geraden b¢ in p getroffen.
Aus der hierdurch bedingten harmonischen Lage der Punkte £7ap
folgen die tibrigen Eigenschaften der Figur.

Um auch den Fall AA' =0 (also AA'= 00" = 0) zu erledigen,
nehmen wir zuerst etwa A von Null verschieden, aber A’ = 0. Unter
der Voraussetzung A’ =0 =0 zerfillt f in zwei fiir f conjugirte
Geraden, von denen im Falle A’==0 = 0'=0 die eine f beriihrt.
Unter der Voraussetzung A’'= 0 =0 zerfillt f in zwei Geraden,
welche sich auf f begegnen, etwa in b, und f ausserdem etwa in a
und ¢ schneiden; Of — Af' = 0 zerfillt in die Gerade ac und die
Tangente des Punktes b, ¢ = 0 in den Punkt b und den Pol g der
ac. Dass jede Gerade durch B (d. i. jede zu ac conjugirte Gerade,
also die Polare eines beliebigen Punktes B der a¢) die Geraden be, ba
in conjugirten Polen A4, C schneidet, ist eine bekannte Eigenschaft des
dem Kegelschnitte eingeschriebenen Dreiecks abe.*)

Zerfallt endlich sowohl f wie f’, so geht eine Gerade des einen
Linienpaares durch den Doppelpunkt des andern; nur eine der Grossen
0, © wird Null.

21. In der Reihe der Ausartungen von @ folgt jetzt der Fall, wo
adj ® fir alle u verschwindet, aber nicht ® selbst, d. i. ® = cus,
¢+ 0.

Zuerst sei wieder AA’ von Null verschieden. Dann wird man
nach Nr. 14 schreiben:

f'(@z) = fEE) f(z2) — 2(f(zy)),
‘'wo & einen beliebigen, dem Kegelschnitt f (und mithin auch f*) nicht
angehdrigen Punkt bedeutet, dessen Polare o fiir f — zugleich seine
Polare fiir f* — durch die Gleichungen & = @;(®) bestimmt werden
kann. Ebenfalls nach Nr. 14 ist ¢ — 2Au:? und

¢ (wu) = — f(§8) {f(§6) p(uu) — 2Au?)

= — Af(ED {p(@w) puu) — 2(pue)} .

¥) Beye: Die Geometrie der Lage I, 3. Aufl. 1886 S. 102. Ein besonderer
Fall ist der Satz, wonach je zwei Supplementarsehnen des Kegelschnittes con-
jugirte Richtungen besitzen, — Das Dreieck abc und das ihm eingeschiriebene
Poldreieck ABC_ erscheinen perspectiv in einem gewissen Punkte des Kegel-
schnittes.
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Die beiden so dargestellten Kegelschnitte befinden sich in doppelter
Beriihrung; die gemeinschaftlichen Tangenten treffen sich in £ und
bertihren auf @. Die Strahlen des Biischels £ — und nur diese —
schneiden f und f* in harmonischen Punktpaaren; die Punkte der
Geraden @ — und nur diese — entsenden an f und f harmonische
Tangentenpaare. Jeder der beiden Kegelschnitte ist seine eigene Polar-
figur in Bezug auf den andern. Derartige Kegelschnitte behandelt
Herr F. Gerbaldi in Nr. VI der Abhandlung: Sul sistema di due
coniche (Annali di Matematica 1889/90 Serie 2 T. 17 p. 161) und
nennt sie ,conjugirte Kegelschnitte in Bezug auf den Punkt & oder
die Gerade ®.“

Ist A <=0, aber A’ = 0, so bedeutet /" eine doppelt zu zihlende
Tangente von f; sind beide Determinanten Null, so stellen £, f” Strahlen-
paare eines Biischels dar, welche einander nicht harmonisch trennen
(Nr. 15).

22. Auch hier — wie in Nr. 19 — treten gewisse, mit den in
Nr. 4 betrachteten verwandte, Punkt- und Strahlen-Involutionen auf,
diesmal aber in unendlicher Menge, nimlich auf jeder Geraden durch §
und in jedem Punkte von @. Man verbinde £ mit irgend einem anderen
Punkte P der Ebene durch eine Gerade, welche @ in 4, f in FF’,
f in GG’ schneidet, so dass die Paare £y, F'F’, GG’ zu je zweien
harmonisch liegen, und bezeichne den harmonischen Punkt zu {9 P
mit @; dann ist auf &7 ein gewisser Punkt p” zugleich dem Punkte
P fiir f und dem Punkte @ fiir /', ebenso ein Punkt ¢’ (der harmonische
zu Eqp’) zugleich P fir /' und @ fir / conjugirt. Man verzeichne
ferner auf  denjenigen Punkt ¢, welcher £ und % zu einem Poldreieck
von f und f” erginzt (vorausgesetzt wird AA"5=0); dann sind §Pp
und £Qq Poldreiecke von f, £ Pg und {Qp Poldreiecke von f.

Wenn P die Ebene durchwandert, so beschreibt ¢ eine projective
Figur, und zwar entsteht eine durch ® als Axe und £ als Centrum
bestimmte involutorische Beziehung, in welcher anch p" und ¢" einander
entsprechen. Legt man daher auf @ einen Punkt O (mithin in dem
Biischel £ einen Strahl Of = &) fest, und bringt man die Geraden
¢’ und 0Q in P’, die entsprechenden Geraden §q" und OP in ¢
zum Schneiden, so sind die mit P verinderlichen Punkte P’ und €.
ebenfalls entsprechende Punkte in jener Projectivitit. Mit P ist aber
sowohl P’, wie ¢ durch quadratische, birationale und iiberdies sym-
metrische Verwandtschaft verkniipft, nimlich P’ als der harmonische
Pol von P fiir den Kegelschnitt £ und zugleich fiir das diesem con-
jugirte Linienpaar o', @ als der in der Geraden OP enthaltene
harmonische Pol yon P fiir den Kegelschnitt /. Wir sind also im
Stande, diese beiden Arten von quadratischer Verwandtschaft durch
Zuzichung einer involutorischen Projectivitit in einander tiberzufithren.
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Ueberhaupt wird jede quadratische, birationale und symmetrische
Verwandtschaft (vergl. Nr. 11) durch zwei bilineare Gleichungen
g(xy) =0, ¢'(xy) =0 dargestellt, welche sich mit dem Systeme
9(yz) =0, ¢'(yz) = O decken miissen; dabei ist jedoch der Fall aus-
zuschliessen, dass g und g' gleichzeitig alternirende Formen sind.
Entweder sind nun die Formen g und ¢’ beide symmetrisch; dann sind
Jje zwei zugeordnete Punkte harmonische Pole in Bezug auf ein Biischei
von Kegelschnitten, Oder man kann g und ¢’ durch eine symmetrische
und eine alternirende Form ersetzen (denn wenn etwa g weder sym-
metrisch noch alternirend ist, so deckt sich das System g =g =0
mit dem Systeme g(zy) = g(yz) =0, und die Summe der Formen
g(zy), g(yx) ist symmetrisch, ihre Differenz alternirend); dann-liegen
je zweil zugeordnete Punkte auf einem Strahle eines bestimmten Biischels
harmonisch gegen einen bestimmten Kegelschnitt. Zwischen den hier-
nach einzig moglichen beiden Arten solcher Verwandtschaft hat sich
oben ein linearer Zusammenhang ergeben. Geht man von der ersten
Art aus, so hat man in dem Kegelschnittbiischel ein Linienpaar o
za ermitteln, dann denjenigen Kegelschnitt f des Biischels, welcher
o in harmonischen Punkten schneidet, u. s. w.

23. Die letzte Moglichkeit ist die, dass alle Coefficienten von ¢
verschwinden (vergl. Nr. 16). Dann bedeuten f =0, f = 0 Linien-
paare mit gleichem Doppelpunkt und in harmonischer Lage. Sind die
Linien des Paares f == 0 von einander verschieden, so darf man wieder,
wie in Nr. 21: .
f'@2) = [ &) f(z2) — 2 (f(=))°
nehmen, wo £ jetzt einen beliebigen Punkt der Ebene vorstellt, nur
nicht den Doppelpunkt von f (vergl. Nr. 4). Besteht jedoch f aus
zwei gleichen Factoren, so ist f* das Product eines solchen Factors in
eine beliebige lineare Form., .

Analog zu dem in Nr. 17 eingeschlagenen Gange bringen wir
hiermit die symmetrische Determinante sechsten Grades*)

0 Qg3 ayy, —20,, 0 0
A3 0 @y 0 —2ay 0
[ ay 0 0 0 —2aq,

. A= — 20, 0 0 —2a, 2a,, 2a4 |’
0 —2a 0 200y —2a,,. 24y
0 . 0 —2a, 2a,, 20, —2ay

*¥) Auf diese Determinante wurde ich durch eine von Herrn A. Breuer zu
Trautenau im Januar d. J, mir zugeschickte Schrift: Die Normalform der all-
gemeinen Kegelschnittsgleichung, Eisenach 1888, aufmerksam. Herr Breuner ist
zu der Determivante — mit entgegengesetztem Vorzeichen — durch eine eigen-
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die Hesse'sche Determinante von A nach @y, G, @33, Gs3, Tsy) 4o,
in Verbindung. Diesmal ist H dorch das Quadrat von A theilbar,
H=—16A%

Man kann H als die Determinante der in den je sechs Grossen

aiz, a;z bilinearen Invariante E’ A a7 dreier quadratischen Formen

f,f,f” auffassen. Diese (in den aiz, a3z, a3} symmetrische) Invariante*)
geht, wenn man wu; fir aiz, v:v; fiir a7 einsetzt (vergl. Nr. 17), in
den Ausdruck

Dk o)i(wos), d. i 0.2f(yy) — 2o,0,f@Y) + v7f(@a)

tiber, wobei u; = (zy); fiir 4=1,2,3 zu nehmen ist. In der That
entsteht H = 0 als Bedingung fiir die Zerlegbarkeit von f am ein-
fachsten, wenn man davon ausgeht, dass jeder Punkt v auf f liegen,
d. h. dass bei allen u der vorstehende Ausdruck Null werden muss,
falls eine Gerade v ganz zu f gehbren soll. Zugleich erhdlt man fiir
diesen Fall die Zerlegung von f in lineare Factoren:

v - f(2x) = v {2v,f (xy) — v=1(YY)}>
wo y einen beliebigen Punkt ausserbalb der Geraden v bedeutet.
24. In dem Elementensysteme H sind auch die Adjuncten der
Elemente durch A theilbar, nimlich gleich den mit — 8 multiplicirten
Elementen, aus welchen sich die Determinante des Ausdrucks

fEE) f(za) — 2 (f(=E))?
zusammensetzt, wenn man denselben als bilineare Form der Reihe
T2, 1,2 2.2, 2u,u, 22, %), 22,7z, und der Reihe £2, £2 £2 28,5,
28,5, 2§, anffasst. Wegen der Begriindung darf auf die in Nr. 21
iiber ¢ gemachte Angabe und auf Nr. 17 verwiesen werden.

Im Falle A = 0 sinkt fiir das System H der Rang (nach der von
Herrn Kronecker, Berliner Sitzungsberichte 1884 8. 1078, ein-
gefithrten Ausdrucksweise) von 6 auf 4, vorausgesetzt dass nicht zu-
gleich alle e;; Null werden, wodurch der Rang sich auf 3 erniedrigen
wiirde, Eine weitere Erniedrigung ist nicht moglich, es miisste denn
schon f identisch verschwinden. Diese Verhiltnisse lassen sich aus
der Determinante selbst nachweisen,

Die entsprechende Determinante zehnten Grades im Gebiete der
terniren cubischen Form besitzt, wie Herr Rosanes neuerdings (diese
Annalen 1890 Bd. 36 S. 316) bewiesen hat, die Eigenschaft, dass sie
selbst und alle ihre ersten Minoren immer verschwinden.

thiimliche Elimination gelangt und hat durch Ausrechnung der Determinante den
Werth 16A? erhalten, a. a, O. S. 30. )

*) 8. Nr. 17 Fussnote. Eine neue Deutung dieser Invariante -giebt Herr
Wolffing, diese Annalen 1890 Bd. 36 S. 113f.
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V.
Bilineare Formen mit beliebig vielen Verinderlichen.

25. Im Anschluss an die Bezeichnungen in Bd. 23 S. 423—427
werde eine bilineare Form der Verénderlichen = und der contragredienten
Verinderlichen u eingefiihrt:

f(zu) =2a,~kxiuk, ¢, k=1,2,...,n)
ferner fir 1 =1,2,..., s
Ziop == %i, Tix = @iZw - @2i%20 -+ * - Gnilno,
‘ Zig == Q1% + G2 %1 + -« - Qui Tax
u. s. f., sodann

fi (wu) ==2xiz Ui,  folzw) minsu,- u. s. f.

Es ist nun bekannt, dass fiir # = 3 eine Bezichung

fr — 4Aifi + Aofy — Ay, =0

besteht, deren Coefficienten auch in der Gleichung
det (f+6u,) = 6% 4,6% 4 4,6 + A,

auftreten. Diese Beziehung, welche sich sofort ergiebt, wenn man f
in der — allerdings nicht immer zulissigen — GestaltZ’a,-,-x,— u; an-
nimmt, ist von Clebsch und Gordan, diese Annalen 1869 Bd. 1
S. 374 und 379, sowie in Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber
Geometrie 1. 1876 S. 989—991 durch symbolische Rechnung, in meiner
Arbeit Bd. 23 S. 425—428 (s. auch Nr. 5 der vorliegenden Arbeit)
auf anderem Wege hergestellt worden. Die entsprechende Thatsache
fir beliebiges # hat Herr Netto, gelegentlich seiner noch nicht ver-
offentlichten Untersuchungen iiber lineare Stubstitutionen, im Juli 1888
gefunden und nebst seinem Beweise mir mitgetheilt. Hierdurch ver-
anlasst, habe ich damals eine Verallgemeinerung des a. a. O. von mir

eingeschlagenen Weges aufgesucht.
26. Bei beliebigem % setze ich:

det (f+6u,) = 6" + A6t 4 A,6» 2 - - -+ A,,
2 Tin—1 Qi =22 ins Qi Qi = R,,
- | Tra—1  Grk — o

ZTin—2 Qi Qi Ans Qi Qp;

.
Zrn—2 Qe Q= _S_; _S_' Zmmn—3 | Qmx  Ark Qx| = R2
ki

Y/

Zin-2 Qri Qu ’ Am: Qr: A

ix  Qrx

k¢
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u s. f., wo i festgehalten wird, wihrend %, I, m, ... bei den Sﬁm-
mationen die Werthe 1,2, ..., # durchlaufen, jedoch ohne Wieder-
holung der Combinationen. Dann kommt:

-Ri == -A1 xi,n-—l — Zin,

R, = A4, zun-:— Ry,

Ry y=An 120 — by,

O == An :E,o - ‘-1
und durch Addition unter Beifiigung abwechselnder Vorzeichea:
Zin — A1 Zin—1 +A2x1',n——2"— R + (““'1)%Anxi0 = O;

fort — Aifaz + Ayfas — oo F (=12 dusf + (— 1) dpu, = 0.

In der hier benutzten Gruppe von % Gleichungen ist die erste
eine Ausdehnung der Formel (13) in Bd. 23 8. 425, da R, fir n=3
den Coefficienten von u; in der Form o (xu) vorstellt, wenn man die
xz; durch die 2;, ersetzt.

Giessen, Juli 1890.




