Das Analogon zur Funktion ¢ (z) in einem zun vor-
gegebenen Primzahlen teilerfremden Zahlensystem.
Von A. Axer in Wien.

Geht man von der Auffassung der natiirlichen Zahlenreihe
als multiplikativen Erzeugnisses der natiiriichen Primzahlen und
der nattirlichen Einheit ans und denkt nun gewisse Primzahlen p;
von der Teilnahme an der genannten Zahlenerzeugung ausge-
schlossen, so wird das alsdann hervorgehende System der sdmt-
lichen zu P=1Ip; teilerfremden Zahlen das im folgenden kurz
mit (P) bezeichnet sei, immer noch eine Gruppe in Bezug auf
multiplikative Elementenverknupfung, wenn auch keinen Modul
mehr bilden. Daher werden voraussichtlich zu all denjenigen Tat-
sachen und Betrachtungen der natiirlichen Arithmetik, welche einzig
auf maultiplikativen Kigenschaften der Zahlen beruhen oder auf
solche hinzielen, sich ganz entsprechende, fiir ein beliebiges Zahlen-
system (P) gultlge Korrelate aufstellen lassen. Das Stadium der
letzteren konnte an sich sowohl, wie auch wegen eventueller
Zusammenhiinge mit Fragen der Primzahlenverteilung vielleicht
einiges Interesse bieten.?)

Von den zablreichen einschligigen Untersuchungsobjekten
wird -in den vorliegenden Zeilen ein einziges, das Analogon zur
Euler-Gaufischen ¢-Funktion, nach einigen Richtungen hin er-
ortert. Dasselbe, hier mit ¢,(x) bezeichnet, ist nur fiir die in (P)
enthaltenen Argumentwerte, und zwar als die Anzahl der in (P)
vorhandenen, zu z teilerfremden Zahlen <z zu definieren. P wird
dabei als endlich vorausgesetzt?) und auch des Wertes 1, der dem
natiirlichen Zahlensystem entspricht, fihig gedacht.

In den Nummern 1—3 werden unten rein arithmetische For-
meln fiir ¢, (z) aufgestellt, die Nummern 4—10 suchen den Verlauf

1) Selbstverstiindlich kinnte (P) in obigem Sinne fiir ein beliebiges natiir-
liches P definiert werden; doch darf eben P ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit als quadratfrei vorausgesetzt werden.

2) Die Formeln in den Nummern 1., 2,, 3, unten behalten itbrigens auch bei
unbegrenzter Anzahl der oberwithnten ausgeschlossenen Primzahlen p, Sinn und
Giiltigkeit. Hingegen diirften die weiterhin ertrterten Fragen in diesem Falle
eine andere, etwas tiefer gehende Behandlung erheischen, — worauf ich eventuell
an anderer Stelle zuriickkommen will,

1%



4 A. Axer.

dieser Funktion, wie auch gewisser mit ihr zusammenhingender
Groflen dureh asymptotische Gesetze zu beleuchten. Zum Teil
handelt es sich dabei um Fragen, die auch in (P)==(1) bisher
nicht aufgeworfen wurden, bezw. tiberhaupt erst fiir ein allge-
meines (P) auftauchen.?)

Im folgenden deute X oder ¥, wie iiblich, die Summation
a P

" "

tiber alle natiirlichen Teiler von » an. [I bedeute jeweils ein iiber
) pin
alle verschiedenen Primfaktoren p von n, II ein iiber alle Prim-

pén
zahlen p<n, II endlich ein iiber die siimtlichen, ihrer Grofle nach
»
geordnet gedachten Primzahlen zu erstreckendes Produkt.

Ein eventuelles Symbol (V) tiber 1 oder-2 kiindige jedesmal
den AusschluB derjenigen Werte des Produktbildungs-, bezw, Sum-

mationshuchstaben an, welche mit der natiirlichen Zahl NV einen Teiler
(X)
> 1 gemein haben. Ebenso deute lim den Grenziibergang nur iiber

. =00
die zu N teilerfremden, unbegrenzt wachsenden natiirlichen z an.

1. Fir die Funktion ¢, (z) gelten zunichst die zwei grund-
legenden Relationen:

0@ =3 @S0 |75 0

Se=3v0 |5 @
2y sp
die vorlsufig als Korrelate zu den Formeln
z ! !
¢@)=Dpd)—> Ded=z (9, @)
d, d;

anzusehen sind.
© Und zwar ist (1) ein Spezialfall der bekannten, im folgenden
noch mehrmals anzuwendenden Formel: ‘

&) [2‘;—]

S ) =S u@ D s kd; ®)

Em ax k=1

die letstere liefert nimlich fir f(k)=1, m =z, N=Px:
¢p(®) =N p (@) [—z—]
adpg

1y §olches wire inshesondere von den Nummern 5., 7., 10. zu sagen.
[m]
) ¥ ist bier wie.im folgenden im Sinne von > zu verstehen,’
E<<m k=1
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oder, da z zu P teilerfremd:

o@=3 S|

oder auch (1).

Fafit man die innere Summe rechts in (1) als Funktion von %

~auf, dann folgt auws (1) nach. einem bekannten Umkehrungssatze
unmittelbar (2).

2. Die Relationen (1), (2) lassen sich noch auf bemerkens-
werte andere Formen bringen, darunter solche, deren Analogie mit
(1", (2") viel deutlicher, als dies bei (1), (2) der Fall, hervortritt.

Es bedeute zu diesem Zwecke [2],, mit beliebigem nicht
negativem z, die Anzahl der Zahlen <z in (P). In gewissem Sinne
wird sich dies als das Korrelat in (P) zum grifiten Ganzen
[2](=12],) des natiirlichen Zahlensystems erweisen.

In dhnlicher Bedeutung wie [¢], soll unten auch [¢] mit
variablem, natiirlichem y gebraucht werden. Danach ist im be-
sonderen

¢ (x) = [x]xv Pp ("@ = [x]P,c 4)
Man sieht leicht ein, dal

B = ]e @+ 2= [7]s] ®

ist. Anderseits folgt aus (3) (fir f()=1, m=¢, N=1y):

8, =S e 03] @)

Nun ist die innere Summe rechts in (1) ein Spezialfall der-

jénigén 6Y) (fﬁr y=2>P, 2= %) Demnach geht (1) in die fol-

gende Formel iiber:
wr@) = v@[F] ©®)
d, r

oder unter Beniitzung von (9):

x

#@=2 )2 p@[7p/+Ze@ |7~ [75H, ©
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oder auch nach (5'), y ==, z:fp gesetzt:
v =2 @[5+ 3w lo—lo5l2;  ©

Kehrt man hingegen rechts in (1) die Summationsordnung
um und wendet dann auf die innere Summe wieder ()

=z, o= esetzt) an, so ergibt sich die Formel:
Y 3 8 ’ g

2@=u0®|5 (6")

(51;

Endlich schreibt sich (2) mit Riicksicht auf (5') in folgender
einfacher Form:

S o) =, ()
oder auch nach (5): i
Se,@=[ple@+[e—[5] 7] @)

P

Die Analogie der Formeln (6), (7) mit jenen (1),
(2") ist unverkennbar. Hingegen gehen (6'"), (6"") fir P=1 in
Trivialitdten iiber.

3. Auch zu anderen bekannten Formeln fiir ¢ () lassen sich
leicht Korvelate in (P) aufstellen,

So ist nach (7)
£ @

E 2 op(d) :E [v]p

yén dy yén

oder, wenn man die linksseitige Doppelsumme nach gleichwertigen
dy =z(=12...,<mn, zu P teilerfremd) ordnet, wobei ein ¢, (z)

R .
jeweils sy -mal vorkommen wird :
P

&) &)

Se.@ |2 =S,

<N y<n

Hier it sich die Summe rechts als die Anzahl solc_her Zahlen-
paare (y,2) in (P) deuten, wobei jedesmal n >y >z ist. Ander-
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seits gleicht diese Anzahl (aller Kombinationen zweiter Klasse von
[#], Elementen mit Wiederholungen) ([n]P + 1). Danach hat man

2
So,[2] = 1), ®

A
als augenscheinliches Analogon zur Formel
(1]

2@(%)[ J ( H'l)- ®)

Weiter ist nach (6)
(P) -

Sew=3 @l

x<n m<n tlys

oder, wenn hier die Doppelsumme wieder nach gleichwertigen d,
geordnet wird :

&) £ @)

PERGOES 2»(@2

z<<n r <N

_% (%) <{%] + 1>

(&) ?)

=@ +33ea@E]. ©

7<n J<77

Anderseits ergibt sich aus der Relation
1 firz=1,
2p@)= b Esy
durch seitenweise Summierung beziiglich # in (P) zwischen 1 und #:
()

%2 p(@)= 3 u(ﬂf)[ J

TS w d, zn ?

Hienach und nach (9) wird
(P) (P)

So,@=5(1+ o [2]), (10)

z<<n ¢<n
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in Analogie mit
[n] [}

Sr=y(1+3ew|;]) (10)

=1

4. Die bisher aufgestellten Formeln konnen nun fiir die Herleitung
einiger asymptotischen Gesetze, durch die der Verlauf der Funktion
¢, (x) gekennzeichnet werden soll, den Ausgangspunkt bilden.

Eine einfache Bemerkung sei noch vorausgeschickt.

Fir die Anzahl aller Zahlen << # in (P) gilt [vgl. (9)]:

wle={5| o) +[o—[5]7],

=2t a= o= [}~ GG [5) e 0

Hienach ist wegen

oder:

x

o<l 2], <o, 05— [z]<1

o E e =04(p, (0] <1 an
und also

7 9(P) 1Y :

Jm = ——p‘—p,l,@—p)' (1)

Dieser Grenzwert soll aus wohlverstindlichem Grunde die
Dichte des Zahlensystems (P) genannt und mit D,
bezeichnet werden.

5. Fiirs erste soll nun aus (6') eine asymptotische Hilfsformel
fiir ¢, (x) abgeleitet werden.

In (6) ist

2»()[0”,] xzp(d) E('%’ [dPDP(d)
w(x) 12(___{

1) 8o oft hier oder im folgenden bei einem Il angezeigte p gar nicht
existieren sollten (wie z. B. hier fiir P=1), sei [l =1 verstanden.

2P @
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in der Folge ist nach (6') fiir jedes z in (P):

Pp (@ ~&§)?(m)=2{

&y

Eine fiir die hier weiter anzustrebenden Zwecke hinreichende
obere Schranke fiir den Summenwert (12) erhilt man, wenn man
hierin die Ausdriicke [E — 7P P]P, v i [o—l?’] P fiir je ein
quadratfreies d entweder bezw. durch die Werte ¢ (P), 0 oder
bezw. durch solehe 0, P ersetzt, und zwar je nachdem das jeweils
zugehorige p(d)=1 oder = — 1 ist; ersteres trifft aber, sofern
2>1, 2°“ " 'mal zu, letzteres ebenso oft, wenn unter o (z) die
Anzahl der verschiedenen in x aufgehenden Primzahlen ver-
standen wird. Ganz analoge Wertersetzungen, jedoch die ersterwihnte
in den Féillen p (d) = — 1, die letztere in solchen u (¢) =1, ergeben fiir
den fraglichen Summenwert eine untere Schranke. 1) Solcherart wird

20 @) — 2 o) =e(P).2°%, 9 <1,

oder (vgl. Nr. 4)
9,(®) — Doo @) ="0¢(P).2°9, (129

Behufs Abschitzung von 2°“ sei zunsichst unter z; (k=1, 2,...)
das Produkt aller £ ersten (der Grofie nach abzuzihlenden) Prim-
zahlen in (P} verstanden: z, =p, p,...pr. Von einem gewissen
k=K an wird dann p; grofler als der grofite Primfaktor von P
sein und also Pw; jedesmal alle w (P)-}- % ersten natiirlichen Prim-
faktoren tiberhaupt (quadratfrei) enthalten und es wird alsdann nach
bekannten Sitzen iiber Primzahlenverteilung

lg Pr= 2 lgp=p, (142 (p), ) (13)
pgm
o (Pay) = w<P>+k=§;~k (42 (5) 9 (14)

) Wie grob auch diese Abschitzung scheinen kinnte, die hiedurch gewon-
nenen Schranken bestimmen die GroBenordnung des Schwankungsbereiches von

¢ (P

$p @) — 59 (%), wie sich in Nr. 7 zeigen wird, mit sehr guter Anniiherung, wo

nicht ganz genau.

%) Vgl.: Hadamard: ,Sur la distribution des zéros de la fonction ¢ (s)
et ses conséquences arithmétiques®, Bulletin de la Soc. math, de France, 24., 1896.
De la Vallée Poussin: ,Recherches analytigues sur la théorie des nombrés
premiers®, Annales de la Soc. scientif. de Bruxzelles, 20., 1896,

%) Vgl.: De la Vallée Poussin, 1. e.

5Ll 2Pl el o



10 A, Axer.

sein, wobei s; (i==1, 2,. . .) oder auch ¢ hier und im folgenden jedesmal
eine Grifle bedeuten soll, die gegen O konvergiert, wenn ihr jeweils
angezeigtes Argument unbegrenzt wichst. Aus (13), (14) folgt aber:

it ()} k) = lg Pwk g —
k=0 @) =02 Gn) figle Pae g (e Gy O 1 2®) 0@

was sich leicht zu

lg 2
o () =1 gg;g”’;k (1= () (15)

abschétzt. Nun sei zu einem beliebig vorgegebenen x> 1 in (P)k
so gewihlt, dal

< < T (16)
wird ; alsdann ist, wie leicht einzusehen, notwendig
0 (@) < o), (17

wobel das Gleichheitszeichen nur fiir den Fall zu gelten hat, daf
x dem x; oder einem Vielfachen hievon gleiecht. In der Folge ist
nach (15)

lg X
© (@) élgblg (1 Fe@), (18)
also auch
lgz 1 '
0@ < S (1o @)Y ()
Demgemi ist in (12"
L Gde@)lge
2w(x)£x glgs . (18

mit Riicksicht darauf folgt aus (12'):
(1+e<z)>1g2)
(19)

QPP(x) "—DPCp(w) = O(x iglge

3 lgx

lglgx

k, fiir welches x,™> 15; fiir jedes x > xp folgt dann (18") aus (18)a fortiori,

gofern nur ¢ () (fir » > xp) etwa jeweils — ¢ (x,) gesetzt (und.hiemit nach (16)

und (15) vollig definiert) wird. (Fir alle 2 < x7 hingegen konnen unter ¢ (x) in (18),

(18") irgend welche entsprechend gewihlte Werte verstanden werden) Alsdann

gilt in (18'), (18”) fir jedes x, das > ay ist und dem ihm nach (16) zugeordneten
x; oder einem Vielfachen hievon gleicht, das (leichheitszeichen,

wiichst monoton von # == ¢®=~=15,.. . an. Nun sei % das kleinste
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und also a fortiori, unter » eine beliebige positive Konstante verstanden :
at=ig?
¢p (@) — Drog (@)= 0<5"3 g ) (19
Diese asymptotisehe Hilfsformel wird im folgenden
anzuwenden sein. ’
6. Es soll jetzt die Art des Unendlichwerdens der ¢ ,-Funktion
(bei unbegrenzt in (P) wachsendem Argument), bezw. sollen
die Unbestimmtheitsgrenzen fiir geeignete Quotienten von ¢, (x)
durch entsprechende analytische Funktionen untersucht werden.
Fir den Spezialfall P=1 ist die entsprechende Aufgabe
bereits durch eine Arbeit von Landau?) erledigt. Von den
Grundgedanken derselben wird die hier folgendenur Betr achtung in
einem, mnicht unwesentlichen Punkte abweichen. (Vgl. Anm. 1
auf S. 11.)
Zunichst ist wegen

0@ <[, —1 @>1)
und mit Riicksicht auf (11'):

. ® 9@ __o(P)
limswp =2~ ="p = Prs

anderseits ist fiir unbegrenzt wachsende Primzahlen p in (P):

) (P —1
lim ?:(2) = lim M == (nach (11')) De;
p=oco P p=0c0 Y2
aus beidem folgt
) x
lim sup CP—P<—) =Dy (20)
r=00 xr

als gewiinschte obere Unbestimmtheitsgrenze.

Zur Herleitung einer entsprechenden unteren Grenze beachten
wir, zundchst mit Bezugnahme auf die' Funktion ¢ (z), daB wenn
Ty =p, py...p, die in Nr. 5 festgelegte Bedeutung hat,

2led _ T (1
k s ——
$R_TL (1—)

PPy

und also fiir alle £ oberhalb eines bestimmten K

Mxk):p;pk(lmf%)zin(l 1) 1)

1) ,Uber den Verlauf der zahlentheoretischen Funktion ¢ (x).% Archiv d.
Math, u. Phys. III, Reihe, Bd. 5, 1903; S. 86—91.
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wird. Nun ist nach einem Satze von Mertens?)
TE(i—L)=ie0)
<y p Clgp,

wobei C die Euler-Mascheronische Konstante bedeutet, also
nach (21)

o) 12 ()
w  DpeClgp,

und mit Riicksicht auf (13):
o (@) 1455 (p) _ 3 e, (@) 22)
zy  Dpe®llglg(Pa)—lg(1-+e (p))) Drellglga’

Hienach ist

lim plnlglga, 1 23)

k=co 2 T Dpet

und also jedenfalls

)
. D e (x)]glge 1
hin=101;f — < Dpel (24)

Hier gilt nun in Wirklichkeit das Gleichheitszeichen. Um
dies einzusehen, denke man zu einem in (P) vorgegebenen x> i
ein z; nach (16) bestimmt, so dafl in der Folge (17) eintritt, und
man vergleiche dann in den beiden Produkten

30(01) :Ipllx(l_z%>’ cpgik):ﬁk@_%) 25), (25')

. . . 1
deren etwaige nicht gemeinsame Faktoren 1 —=. Sofern es

in (25) solche gibt, weist jeder derselben notwendig ein p > p, auf

und ist daher grofler, als der grofite unter allen Faktoren von (25).
Da nun (25) nach (17) nicht mehr Faktoren zihlt als (25'), dabei
aber simtliche Faktoren hier und dort einzeln <1 und > 0 sind,
so folgt aus alledem notwendig:

g@zm @26)
xr = X
und um so mehr von einem z an:
X = Xy

1) ,Ein Beitrag zuor analytischen Zahlentheorie.* Journal f. die r. n. a. Math,
78. 1874; 8. BS.



Das Analogon zur Funkiion ¢ (z) ete. 13

Fafit man nun hier 2 als variabel in (P) und gleichzeitig 2 als
Funktion von # [durch (16) gegeben] auf, so ist hieraus zu folgern:

lim gfﬂ&%ﬁzli_mfﬂ@l@% @n

daher mit Riicksicht auf (23): _
. @) Iz1 1 ! ,
lim inf cp(x)xg gm-_>:hpem ) - @7)

schlieBlich also wegen (24):
(05]
x)lglga

Nunmehr erglbt sich sofort auch hm mf CPP—()x—g—-g— Nach

Z2=03

(19) wird némlich

lo oz A+e@)lg2
CPp(x)xg g — D, cp(x);glgw_!_o (.L‘ Iglg l.lglgw)§

€2]
danun lim O hier verschwindet, folgt unter Beriicksichtigung von (28)

=00

h

=00

fiﬂf_lié_ff =0 (29)

als verlangte wuntere Unbestimmtheitsgrenze. Wiahrend die
obere (20) der Dichte von (P) gleichkommt, ist diese
untere von P unabhangig.

7. Aus (19) und (28) folgt unmittelbar noch eine fir den
Verlanf von ¢, () charakteristische Tatsache.

Nach (19) ist
23N N
e T e@
da wegen (28) fir P=1 jedenfalls

(At=@)lg2
0(.?3 lglgx )’

1
= O@—'lglgx)
ist, folgt:
T (l+e(x))lg2_
zp(i)) — Dp=20 (x lglge I.Ig ig x) (30)

') Diese Ungleichung wird in der auf S. 8, Anm, 1, zitierten Arbeit mittels
eines asymptotischen Kalkiils (fiir P==1) gewonnen (i. c., 8. 90, 91), welcher hier
darch Berticksichtigung der Sachlage (26) erspart wird,
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Es ist somit
@ Pp(@)
m ——-—
P=oo ¢ (%)

d. b.: Die Anzahl der zu z in (P) teilerfremden Zahlen
<z ist, sofern z selbst nur Werte in (P) annimmt,
zur Anzahl aller nattirlichen zu =z tellerfremden
Zahlen <wzasymptotisch proportmnall) mitder Dichte
von (P) als Proportionalitiatsfaktor.

_P() x]Pw [SU]P EU_]_}_’
[vgl. (11%)] mit in (P) unbegrenzt zunehmendem z dem gleichen
Grenzwerte Dp zustreben (was wohl von vornherein zu vermuten
war), ist doch nicht zu verkennen, daffi die Annédherung
des ersteren an Dpwesentlichlangsamer vorsichgeht

als die des letzteren. Waihrend ndmlich 2. <[ 2l I)p) stets
zwischen den Schranken -4 ¢ (P) bleibt Vgl (11)], riicken die

== -DPJ

Wiewohl soleherart die Quotienten

Unbestlmmtheltsgrenzen von o (x) . CSPP((—%) — D und umso-
mehr noch diejenigen von . (%%—I)p)] mit in (P) zu-

nehmendem z im allgemeinen ins Unendliche. Letzteres geht aus

(19) noch nicht zwingend hervor und soll daher an dieser Stelle bewie-

AFe@)ig2 A4»lg2
" sen werden. Aber mehr noch: wihrend x 8's® | bezw. z lelg=
(mit beliebig kleinem » >>0) nach (19), bezw. (19') nur eine obere

?p (@) .
v@ D,| abgibt,
stellt es sich heraus, dafl diese letztere allenfalls nicht zur Ordnung
A —x)lg2

von « '8¢ herabsinken kann, sofern nur P>3 1In
anderer, zum Teil genauerer Fassung ausgesprochen:

Sofern P>3, ist fir beliebig kleines positives
% einerseits

Schranke fir die Groflenordnung von o (x).(

D o (@) — Dr o (x)

m -y =
AfmHige ;

z=00 " gigs

(81)

) ,Asymptotisch proportional® werden hier zwei Funktionen f (x), ¢ (x) der
positiven “odér auch nur in einem (P) variierenden GroBe x genannt wenn

lim ! (( 2) = [, existiert und == 0 ist. (Der Sinn ist also derselbe, wie wenn f (x)
z=0c0d
und L g (x) als jasymptotisch gleich* bezeichnet werden.)
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anderseits aber

B @) —Dpo @) @B 9p(@)—Dry(2)

& =00 r l8lgz x lelgz

= S

(Hingegen hat man fiir P=1:
¢ (#) — D, 9 (#) =0;
fir P=2:

Ifiir e=1
— =1z
9 () — Dyp (@) = {0 fiir (ungerade) z > 3.)

(31) ist unmittelbar in (19) begriindet. Zum Beweise von
(82), (32') dagegen gentigt es, wenn — fiir ein beliebiges P> 3 —
die Existenz zweier Zahlenfolgen #, 7 (i=1, 2...) in (P) nach-
gewiesen wird, so dafi — bei beliebig vorgegebenem positiven N —
fir alle ¢, die oberhalb eines bestimmten, von N (und P) abhingigen
J liegen,

0p@)—D,p(@)
(1—;{)11;2 > A?

— 7 p—_— =
wz' lglgz; .’L‘i ig ng;»’

¢p@) — Dro(x)) ‘
— e <~ N (33),(88)

bleibt. :
In der Tat erhdlt man zwei derartige Zahlenfolgen, wenn
man #; (¢=1, 2,...) einmal als das Produkt aller 24, ein anderes
Mal als das Produkt aller 2¢— 1 ersten Primzahlen von der Form
Py —1 (mit wachsendem, natiirlichem y > 1) definiert. Ist solcher-
art etwa z)==p, p;...p,, so wird im aligemeinen Gliede der Summe
(12), » =, gesetzt:

z,

w(d)=(=1)"", =1 @ (mod P),
“ﬁ‘_ _“"_,’_ pil bei geradem  (d),
d [dP]" T |P—1 bei ungeradem w (d),

in der Folge

. , . 1— ¢ (P) bei geradem
[a _ {__J P} _#(® (“:L [_fz- J P) I 2 o (@),
d |dP| |p P \d |dP [Pml]l,—cp—(@(l’—l)=

= rig)ﬁ) bei ungeradem w (d)
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und hienach,schlieflich:

- ’ P @ (%) — © P @ (2,7) —
CPP(‘”{)_DPCP(%):@"‘CP—(P—))-2 =1 —-—(P—).2 (’)4 T—

:(_l_ __D ) w(x ) (54)
2 .
Ganz in derselben Weise erhalt man, #/'=p;p; ... pj,_, gesetst:
! ' 1 w (2" ,
CPP(%‘)"-DPCP({,UZ.):(_DP___‘?_)'2 @ 54

27" 97" kinnen nun genau nach dem auf 2°“¥ in Nr. 5
angewandten Modus abgeschiitzt werden. Nach Sitzen iiber die
Verteilung der Primzahlen in einer arithmetischen Progression mit

zum Anfangsgliede (hier P— 1) teilerfremder Differenz (hier P)
hat man:

i

Pas ,
lgz;= ¥ lgp' =T @) (36)
»<plyy
o) = 2im P2 (1<, (7)) 35
‘ ‘ * (P)lg pj, ¥
danach wird
o) — (1 -+ @)l _
e —!-8’1(p;,»)){lglgw;—l—lgcp(f’)—lg(1+s;(10;5))}
lglgx (1+<' ().
Dies ergibt, in (34) eingesetzt:
1 A+ @Ig?
90 @)— Drop (@) = (& — De) o
und es ist hienach:
9p(5) — Do () 1 ks
P (1 ST5e (,2___.DP) , iglg =, . (36)
{I}i iglgx,’

1) Vgl.: Hadamard, L. e. (s. 8. 7, Anm. 2); De la Vallée Poussin,
L e (s. 8. 7, Anm. 2); Deuxiéme partie,
9 Vgl De la Vallde Poussin, L. ¢, Deuxiéme partie.
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Genau so ergibt sich:

0@) — Do) () 1) T :
— Rid - ]
a—wlg? P )%, lgiR (36"
xz lglgwl”

Da nun dabei

lime' () =0, lime"(z)=0
=00 {=00

, ete@MNig?  (efe @) g2
ist und in der Folge die Groflen x, 's'¢=’ | o sls” | wie
klein auch x (> 0) angenommen wurde, beide mit Wachsendem i von
einer gewissen Stelle an unbegrenzt zunehmen, da ferner Dp fiir

P> 3 sicher + 12 ist, folgt aus (36), (86'), sofern DP<%,
Bestimmbarkeit eines J zu vorgegebenem positivem N derart, daf fiir

alle ¢ > J (33) und (33') eintritt. Das nimliche folgt — nur nach
Umtauschung der Bezeichnungen «, # fiir die konstruierten Zahlen-

folgen — 1im Falle Dp > % Hiemit ist die ausgesprochene
Behauptung bewiesen.

8. Es soll des weiteren die summatorische Funktion

6] (7]
2 9p(x) von n, das Korrelat zu E @ (#), asymptotisch ausge-
z<lN z=1

wertet werden.
Indem wir hiezu die Formel (10) beniitzen,!) ersetzen wir
darin {ﬁ} nach (11) durch
Zlp

By T8 (D) 10, <1;

!} Man kann mit gleichem Erfolg, wiewohl ein wenig lingerer Rechnung,
auch direkt von (1) ausgehen, Danach wird

(1:)_ P) (P) 2
S gpl0)= zu@zzu(d)[ | =3r03ew 3 [5)

TN ép x<nd z=Zn

=z
was nun,

) 1 (P)
S [ ] —3e—— 0<B<t
.
" 6 54 =
2l — . rl—
—_
gesetzt, leicht abzuschiitzen ist.

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik, XXII. Jahrg. 2
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alsdann wird

P)

zln Jc<ll J‘<ll

(37)

@)
2(P , 1
+¥D I et

Hier ist die zuletzt stehende Summe == O (n), die vor- (38)

fn]
letzte dem absoluten Betrage nach <2 i, also = O (lg #). (38")

1,—-1

Hinsichtlich der dmttletzten Summe gilt einerseits

< 0 1 II 1- E)

EP=IL (—)= JEEUN ) P
2z Y e 3
<o z P p H (1 ﬁ) T PIP —1
B P ])
anderseits ist
) 03] [} 1
‘ N\
L E 2 z _ e
|n<ac§oo n<x<oo ‘ x—*[n]—}—l
also zufolge bekannter Abschitzung der letzteren Summe:
<2 o (@)
S L0 =00, (39)
1L<Z§w
aus (39), (39" folgt:
®) ® ) . ;
p(@) __ N pr@) p@) 6 p* .
D=3 =gl 00 W
s z< o0 #<w <00 PP

Hiemit erhalten wir aus (37), nach Beriicksichtigung von (38),
(38'), (40), sowie der Beziehung

2(P) p? p—1
3 i1 ) 41
P p—1 i p+1

e

) )
fiir E 9,(r) den nachstehenden asymptotischen Aus-
<R

druck:

S 9ple) =5 1 z‘IIp T Omlgn). (42)

x<z1
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Hieraus und aus [vgl. (11)]
__MHL+ 0(Q) (43)
rir

ergibt sich weiter als Mittelwert von 9p(x) fiir Zahlen
z<nin. (P) folgendes:

(P)
K
o ,%L oplr)= an]]’; _!_1—{—0(152"%) (44)

Zwischen den Grofen (42), (44) und den analogen fiir P==1
[wofiir die entsprechenden Formeln in jenen (42), (44) mitenthalten
sind] besteht wiederum asymptotlsche Propoxtlonalltat mit den

p—
Proportionalititsfaktoren ;!i’l s 1, ;,[;,[ 1

9. Im Anschlufi an (42) konnen genau, wie Analoges im
Zahlensystem (1) geschleht folgende Grollen asymptotisch ausge-
wertet werden:

a) die Wahrscheinlichkeit, da zwei Zahlen, die <{n und
zu P teilerfremd sind, zueinander teilerfremd sind ;

b) die Anzahl der positiven Briiche in (P) mit Zahler und
Nenner <[n; unter ,Brichen in (P)* sollen dabei rationale
Briiche mit zu P teilerfremdem Zidhler und Nenner verstariden
und stets in nicht kiirzbarer, Form gedacht werden.

Ad «): Die fragliche Wahrscheinlichkeit ist durch

2]
2 E Pe (’T’) —1 1)
WP (n) — LN -
7],
gegeben?); hiefiir folgt nach Beriicksichtigung von (42), (43):
‘ 6 p? lgny -
W;:(n)—ﬁ—zgpz_ﬁo( 2 ) (45)
Danach ist weiter
. 6 oy
W, = lin W, () = ——HM;—I = \1 - —) (45")

Die besagte Wahrscheinlichkeit ist nach (45) fir ein P>2
(wie ja zu erwarten) grofer als diejenige fir P=1, d. i

) Vgl 2. B. (fir P=1): Bachmann:  Zahlentheorie.* IL Teil (Leipzig

1894); S. 455 130,
%) Natiirlich wird hier # (wie ja in vorliegender Arbeit iiberall) =1, sonst

beliebig gedacht. -
Q&
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> + (13”%)’ sofern nur # jeweils oberhalb einer entspre-

chenden von P abhingigen. Schranke gedacht wird.

Laﬁt man P nacheinander alle quadratfreien (oder auch alle
natiirlichen) Werte wachsend durchlaufen, so schwankt gleich-
zeitig der Wert von W,, wie aus (45') leicht zu folgern,
derart, daB

lim inf W, = ~6—2 (46)
Pe—oo P
limsupW, =1 (46"
I__

wird und zudem fiir P>2 stets
\--<w <1 (46

bieibt.

Aus

W, ()= W, 0(%”)

ist mit Riicksicht auf (46"), (46") die nachstehende (iibrigens an
sich recht durchsichtige) Tatsache zu folgern:

" Zu einer vorgegebenen beliebig kleinen Grofie.
£>0 148t sich stets (auf unendlich viele Arten) eine
natirliche Zahl P und dazu eine positive Grolle N
derart angeben, dafi die Wahrscheinlichkeit: zwei
beliebige zu P teilerfremde Zahlen <u seien zu-
einander teilerfremd, sich fir alle >N von der
Gewiffheit um Weniger als ¢ nnterscheide.

Ad b): Da zu einem zu P teilerfremden x#>2 als Nenner
Pp () echte Briiche in (P) gehoren und ebensoviele unechte zu
einem zu P teilerfremden #>>1 als Zihler, ist die Gesamtzahl der
unter ) bezeichneten Briiche
(P)
zgncpl (@) — 1[ +1+ Omlgn). (41
Hieraus in Verbindung mit dem daselbst mitenthaltenen Werte
fir P=1 ist zu folgern:
Die Wahrscheinlichkeit, dafl in einem rationalen,
nicht kirzbaren Bruch mit Z&ahler und Nenner <u
diese beiden zu einer vorgegebenen Zahl P teiler-

L
fremd sind, betrigt Hp+1+ (g%)

P
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10. An dieser Stelle finde noch die folgende, mit der
¢p- Funktion nur mittelbar zusammenhiingende, bisher, wie es
scheint, auch fiir (P)==(1) nicht aufgeworfene Frage ihre Be-
antwortung :

Wieviel verschiedene regulire Kettenbriiche?)
gibt es (asymptotisech), die positive Briiche in (P) mit
Zihler und Nenner < n darstellen?

Es bedeute K, (n) die Anzahl der verschiedenen reguliren Ketten-
briiche insgesamt fiir alle echten, K, (n) diejenige fiir alle unechten
positiven Briiche in (P) mit Zihlern und Nennern < x.

Ein rationaler, nicht kiirzbarer Bruch mit einem Nenner z > 0
kann auf # verschiedene Arten in einen reguldren Kettenbruch ent-
wickelt werden.?) Hienach wird zunichst [vgl. auch Nr. 9, ad 8)]

2) '

K, () = D wg,(@—1 (48)
)

el W] =S u@ Jo Ju ] —1 (48)
8p ?én dy, ) ’

oder, wenn in (48') die Glieder der inneren Doppelsumme nach
den Werten von dy==y (= 1,2,...,[n], zu P teilerfremd) geordnet

werden :
) [¢9]

4 2 "
Kim=—1+3v@Jyem el @)
6P ,’lén z K )
=4

Anderseits ergeben die simtlichen, einen bestimmten Zihler
#>>1 aufweisenden unechten positiven Briiche in (P) jeweils als

Summe all ihrer Nenner

%]
(Pz) 4 1
€ Zz
Sy=lel G D@Dy =5 33 D@ || [5+1]
y<z dp, y=1 p d,, i
() (P2)
somit ist K,(n)= 2 2 Y (49)
TN y<z
1 & x [
=5 @B Jdu@ | [ +1] @9
p r<n o
1) Als ,regulir“ wird hier jeder Kettenbruch mit Teilzithlern + 1 und natiir-
lichen Teilnennern bezeichnet, der durch eine Divisionenkette hervorgeht, bei
weleher jeder Rest absolut kleiner als der zugehtrige Divisor genommen wird,

%) Satz von Vahlen. Vgl.: Journal f. d. reine u. angew, Math. Bd. 115,
1895:  Uber Niherungswerte und Kettenbriiche “ 8, 227,
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oder, in dhnlicher Weise wie (48") georduet:

3

) (P)

K;(m) =5 ZOP(O)U Svw 3 5[5+ @

y<n
z

A
w s

Als Gesamtzahl der in der Fragestellung bezeichneten Ketten-
briiche folgt nach (48'), (49'):

_ £ .
Kpy=—1+ 30 2,/«1@2 { [e+5 5 +1)), 60
dp J<1L
was nun asymptotisch auszuwerten ist.
Zunichst hat man, [%} = ~§— — e gesetzt (0 <Te<T1):
(P) (£ ()
; 3 . 1—4 =—1)8 -
Sl =i RS Pt o
=y SR

Hierin schitzi sich die letzte Summe zu

I
“ﬁzz—l—wzg —m(?) + ;, =T (—Z—) (52)
EAESEAR AR L)

aby dabei soll y,(;==1,2,...) hier und im folgenden jeweils eine
GroBe bedeuten, die im allgemeinen zugleich mit den iibrigen in
Betracht kommenden Grofien (hier #, ) variiert, doch fiir die
simtlichen zolissigen Werte dieser letzteren zwischen angebbaren
endlichen, von den letateren unabhingigen Schranken verbleibt.
Fiir die vorletzte Summe in (51) gilt nach (3):

» &
22“’::‘_: 529(6)232
z<l dp z=1
=
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was leicht zu

(1—2 O u(a)_l_ 7 Z_{_ n_i_
RS N
LA Ty Y
Pyn? n\? .
= e (5] (el <lnl+iwl+in]) ©
abgeschitzt wird. (52) und (53) ergeben, in (H1) eingesetzt:
&) .
2 32 e (P)nd 7 \?
2 [+l )=+ ()
z<;—

=Y

Danach ergibt sich aus (50):

) 7 )
K 0=—1+3 9(5)<ggfa) w3 LY +n22~*‘”;‘@>

y<u ° y<<n

P ) N N T @) )
:———1"‘{—'2—}52——7@ 2—?}—2-——}—71 2 E——-y——'

y<n op y<n
oder mit Riicksicht auf (40), (41) und auf
/ (P [n]
%) u (y 1
E E%M:TwE?:O(lgm

Sp y<n y=1
endgiiltig :
3 ) — ;
K, =S30 [[2=1 4 0 (r1g w), (54)
< irp+1

ein, wie ersichtlich, mit (47) ganz analog gebauter asymptotischer -
Ausdruck.

Speziell ist danach die Anzahl der verschiedenen
reguldren Kettenbriiche, die tiberhaupt rationale po-
sitive Briiche mit Zihlern und Nennern <<un dar-

stellen, :%1@3+0(1z2]gn).
Der Vergleich von (h4) und (47) lehrt folgendes:

Von den verschiedenen reguliren Kettenbruch-
entwicklungen, die fiir die positiven Briieche in (P) mit
Zihlern und Nennern <n méglich sind, kommen auf

eineneinzelnenderartigenBruchim Miﬁtel%——l—_ 0 (Ig %)

Entwicklungen.
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Die gesonderte Behandlung der Anzablen K, (#), K, (n) mit
Hilfe der Formeln (48"),(49") in der oben auf K,(#) angewandten
Weise wiirde, wie leicht nachzurechnen, nachstehendes ergeben:

+ 2 ‘_—1 3 P
KP(%)=§”3 g__l_l + 0 (n* Ig n), (65"
piP

mmm:%nﬂ]%%%+omﬂyw (55")
plP

Hieraus folgt:

Von den reguldren Kettenbrichen, die positive
Briche in (P) mit Z#ihler und Nenner <# dar-
stellen, stellen asymptotisech zwei Drittel echte
Briiche dar, ein Drittel unechte.

Fiir (P)=1(1) ist iibrigens die Beziehung der Anzahlen (55'),
(6b"") zueinander ganz genau festzustellen, indem diesfalls [vgl.

(48), (49)] [n]

K ) =Seg@)—1,

=1

[n] (=) 7]

E=3 Sy=1 Soe@ -+,

r=1y<<z z =1
also

K () =2 (K" ())—1)
wird.
Eine fiir die asymptotische Berechnung von Kp(n) geeignete
" arithmetische Formel fir Kp(n) kann man auch — kiirzer, als dies
oben bei (50) der Fall war — durch die folgende einfache Uber-
legung erhalten: Zu jeder Zahl <l in (P) als Nenner gehtren

im Ganzen [n]p, verschiedene positive (echte und unechte) Briiche
in (P), nimlich ebenso viele, als in (P) zu x teilerfremde Zahlen
<n (die als Zahler fungieren sollen) vorhanden sind. Folglich ist

nach dem Vahlensechen Satze

(P)

Kp(n) = z[1]pa. 56)

rLn

1) Nach einem elementaren Satze iiber die Summe der zu x (> 1) teiler-
fremden Zahlen <. -
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Diese Formel kann mit Hilfe der Identitit (3) unschwer zu

(&) (P)

Kr(n) = Ewo)Ey y)[ ]2 (56')

/<az
=y
umgeformt werden und die Abschitzung der letzteren dreifachen
Summe verlduft dann ganz analog zu derjenigen von (H0).

Die beiden fiir Kp(n) erhaltenen, sulerlich verschiedenen
arithmetischen Ausdriicke, u. zw. einerseits (48) plus (49), ander-
seits (B6), fithren im Spezialfalle P =1 zur bemerkenswerten Re-
lation

3 (1] [1]
"*E P (®) — ‘2" 2
z=1 z=1
oder
(]
a3zl —2n) =1

r=1



