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Querschaittstheorie. 

Yon 

E. B. CmUSTO~F~T, 

(au~ dessen Nachlasa mitgetheilt yon A. Krazer  in StrMmburg i. E.*)). 

Die Lehre yon den Sc]~ultten durch die Flii~he T ist vera-iasst dutch 
die Frage, unter welchen Bedingungen jeder ringi'~rmige Integrationsweg 
ein Stftck dieser Fl'~he einschliesst, also der ibm entlang durch die Fliiche 
gef/ltn~ Sc~nitt ein Stiick der FI~che ablest. Sie effordert vor allem 
Andern eine genaue Classification der Schuit~e durch eine solche Fliicbe. 

Der Ringschnitt, der Punktschnttt, die Querschnttte I. und IX. Art'; 
Raudcurven der F]Itche. 

Die F i l b e r t  - is~ eine zusammenBi~-gende~ d. b. man 1rain in ihr 

yon jeder S~eUe zu jeder andern gelangen. In ihrem uraprUnglichen Zu- 
stande feint ~ jede Begrenzung; eine solche erlangt sie erst dutch 
Sc]~nit~le, welc~e in ~ a u s g e ~  werden~ und bei diesen und ihrer 
Classification handelt es sich wesentlich um die Anzatfl und die Beschat~en, 
heir der Randcurven, welche sie der Fliicbe ertheflen. 

*) Christotfel hatte wiederholt die Absicht gehabt in einer Re~e yon Abhand; 
lungen einzelne Fmgen aus der Theorie der Abel'schen Functionen zu behaudelu. 
Kurz vor seinem Tode kaml er nochmals auf dieses Vorhaben zur~ok und ~Ibergab in 
diesem S~ne die .Abhandl~u~: .Ueber die Yollwerthigkeit und Stetigkeit analy~ot~er 
Ausdrtieke" der Redaction dieaer Annalen. Nach seinem Tode land aioh e i n e ~  
Abhandlung: .Vollsfltndige Theorie der ~-Function" mit dem Vermerke: druc]a'eS~, 
vor und wurde im 5& Baude ver0fl~entlicht. Bei der I)urchsicht des handsct~i f~c '~  
Nachlasses babe ich.nun vo~ Ku~em eine dritte dieser Abhandlungeu, ebenfal~ voll~ 
st~ndig abgeechlouen vorge~den , und es ko~mt dieselbe im Nachstehenden ,?au~ 
1Ludert zum Abgruc~, nschdem ich nut Zur ~equemeren 0rientirung des Leserad~$ 
einzelnen Abschn~tte" ~ait~ Ueberschriften verseh~ hs, be. 

Krazer. 
Mathematische Annalen LT. 8~ 
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Ein Sch.i~ durch die urspr~ingliche Fl~che T kann nur in der Fl~che 
selbst ansetzen; wird er so welt fortgesetzt, bis er zu einer frtihern Stelle 
zurQckkehrt, so heisst er Ri~schnitt; solange das nicht eingetreten ist, 
P~cn~schn~. 

Dutch einen Ringschni~ erh~lt die Fl~che zwei Randcurven, durch 
einen Punktschnitt nur eine, aber das sind in allen F~illen ge~chlosserte 
C ~ e n ,  ch h. man daft einer solchen auf der Fl~iche nur nachgehen urn 
sicher zu sein~ dass man zu jeder beliebigen Stelle derselben und n6thigen- 
fall. zur Ausgangss~elle zuritckgelangen wird. 

Hat nun die F l~he  T dutch Punkt- und Ringsehnltte R~inder erhalten, 
welehe~ ~ie wit nochmals betonen, lauter geschlossene Curven sind, so 
wird eine dritte und letzte Kategorie yon charakterisfischen Schnitten 
m~glich, die Quvrschnitte der verschiedenen Arten. 

Jeder Querschnitt setz~ in einem Raude an und endig~ in einem 
 olchem 

Zu einem Querselmitte .geh6r~ also, dass er nich~ bloss in einem 
Raude begi,~t, sondern auch, dass er in einem solchen endigt. Ein Schnitt, 
der blo.ss einen Rand ~ e t ~  aber in der Fl~che endigt, obne zum zweiten 
Male einen Rand zu treffen~ ~ keinen besondern Namen, da er wei~er 

n ichts leistet, als den Rand zu erweitern, 
/ 

/ /  J \, 

yon dem er ausgegangen ist. 
Endig~ ein Querschnitt im n~imlichen 

Rande, yon dem er ausgeht (1) oder in 
sich selbst (2), so heisst er Quersch~itt 
I. Art, endigt er in einer andern Rand- 
curve (3), so heiss~ er Querschnitt II. Art. 

Die R~nder eines fer4igen Quer- 
sch-ltts I. Art liefern mit dem Rande~ yon welchem der Querschnitt aus- 
geht, zasammen zwe/ R a V e n  der Flii~he, beide.s geschlossene Cu/rven; 
die Riinder eines Querschnittes II. Art vereinigen sich mit den dutch den 
Querseh-ltt verbundenen Randcurven zu einer ein~igen, abermals geschlosserwn 

Es springt in die Augen, dass jedes beliebige Schnittsystem in der 
Fl~che T sich aus Sch~itten der hier aufgez~hlten Arten zusammen- 
setzen l~st. 

II. 
Die Flitehen I. und II. Art. 

Dies vorausgesehickt, m~ge eine zusammenh~ngenGle Fliiche als eine 
Fliiche I. Art bezeichnet werden, wenn sie durch jeden Ringschnit~ zer- 
sttickel~ wird; andernfalls heisse sie Fl~iche H. Art. 
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Die Frage, we|che bier zu beantworten ist, betritrt dann die Kritelden, 
aus denen sich erkeunen ]Rsst~ ob eine vorgelegte Fl]iche "ton der I. oder 
II. Art ist; es werden sich dabei yon selbst die Htllfsmittel ergeben, um 
eine F1Rche T der II. Art in eine den Bedttrfnissen der I n ~ u u g  
entsprechende FlRche T' der I. Art zu verwandeln. 

Die vorstehende Classification der Fl~hen und der Schnitte dutch 
dieselben fltbxt nun zu folgenden Siitzen: 

s) Dutch ei, e, Quersclmitt II. Aft  wird d,e #,s~zmmeml~esds FIdd~ 
# e r s ~ t ;  

denn Verbindungen in der ]~l~che, welche dutch ihn zemtSrt eind, k~nnen 
dutch Einschaltung yon Umwegen wieder hergest~t werden, indem man 
n~mllc~ an einem Querschnittrande angelaugt, zunlichst dimem und ~a,~, 
einer Randcurve bis ~ m  andern Querschnittrande folgt, um yon dort den 
unterbrochenen Weg welter fortzusetze~ 

b) Wi,rd ei, e t ~ s a n , ~ e , 3 e  ~ d~r~ eim.n Iti.gsd.~tt ode; 
Querschnit~ I. Art iiberha,~ sers~ke~, so s ~  ~ i,, s,cd ~ ;  

denn die An~hl dieser St~icke kann nicht gr~Ner sein sis die An~I 
tier Rrmder, an denen entlang sie yon einander sbgelSst ,ind. 

c) Wird ~ .Fl#.che Z A~  duvd~ ivgemt t~.Y, che ,..%hnitts in 
zedegt, so si.d dos ~ F~clz~ I. Art; 
de--  wenn eines dieser $tltcke dutch einen ~ t t  R nicht zer~Aekelt 
wttrde, so wttrde dieser such die ursl)rtingliche FiChe n i ~ t  in St0oke 
z, eff__~_l_!e,~ also w~re dies eine F l ~ e  H. Art. 

d~m a~tch dutch jeden Q,~rsch~i~ I. Ar~ in ~ #svl~; 
denn wiire ds~" nicht der Fall, so "hiitte man, nach A ~  des quer- 
scl~t~es, eine z u s ~ m ~ e n d e  F l ~ e  mit zwei, vom Q u ~ t t  he~ 
r~hrenden Raudcurven; yon diesem Querschnittrande g~be ~ also d M  
die ~ e  einen Weg ~ z~!m gegenitberliegenden Punkte dN mz]mlz 
Quersc~ittnmdes, also l entlang einen Quersch, ltt IL Art L, welolm' 
die Fh~che such nicht zerst~Ickelt, also wttrde L far ~ich ~ die 
ursvrRU~ilche Fl~he um so weniger zerst~okeln; eie wire ~ eiae M e ,  
�9 i " - "s Kin cb-itt L nicht zez~ckalt  wird, ako welc3ae dutch die en g e  
Fl~e I. Ar~ Aus b), c), d) zu~,~,,,engenommm ~olgt 
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IlI. 

Fortsetzung. 

Die Umkehrung des vorstehenden Satzes e) i~hrt nun zu einer Um- 
formung des Kriterinm8 fth* Flichen Lund  II. Art. 

f) ~ ~ v m ~  Fldche �9 werde dutch e i ~  Ringschnitt Q 
oder dz~, Querschni~ I. Art Q in zwei ~ ,  E u ~  ~ ~erlegt. Sind 
dies ~ L Art, so ir  1; sdbst ebenfalZs Fl~he Z Art. 

Seien ako E mid v~ yon der I. Art; es is~ zu beweisen, dass ~ nicht 

1) Jeder Ringsah-ltt dutch ~ oder ~ allein sehneide~ aus dieser 
.~lche, also aus r eelbst ein S~ck heraus; es ist also nut zu beweisen, 
~dams auch dutch jeden Ringac.l~itt zerf'allt wird, welcher fiber Q hin- 
weg alterzi~end dutch E und ~ verli~ui~. 

9) Sei R e i n  eoleher Ri~seh~itt. Folgt man ibm, et~wa yon E aus, 
!0 kommt eine Stelle, we el" fiber Q hinweg in rl eintritt, und auf jede 
~lelm Eintrittotelle folgt eine~ we er aus r: wieder austritt. Ist, in dieser 
Were 

IZ 

die Anzahl der Ein- ~)~ such der A u s i r i ~ e n ,  so wird R durch Q 
in 2~ Ab~heilungen zerlegt, yon denen ~ dutch E und ebensoviel durch 
~z fUhrem Jeder yon ihnen beglnnt auf einem Rande yon Q und endigt 
mar dom~ben Rande yon Q, weil or sons~ eine Verbindung zwischen E 
mid v 1 hers~Rlen wttrde, w~h~nd diese dutch Q yon einander abgel~st 
m &  Werm zwei yon diesen Abtheilungen aieh e ~ s  in E kreuzen warden, 
m erslben eie zueAmmen drei Querschnitte ftlr E. Aber das ist aus- 
~ h l o m u m ,  da alle dime Abtheilungen Sttieke eines ei~s, lgen Ringweges 
R ~ind.. A1-o wird /~ dureh Q in a Quers,.h-~tte I. Art yon E, und 
ebenJoviel Querech~itte I. Art yon ~1 zerlegt. 

Bringt man dime flit ~ in irgend eine Reihenfolge, so zerlegt der 
erete E in zwei Stflcke I. Art (e); der zweite flthrt dutch eines dieser 
l ~ c k e  Und zerlegt dieses in zwei Sttieke erster Art. So setzt sich das 
f o ~  ~ ea folg~ dam J~, mlthln aueh ~1, in a -~- 1 StZeke zerfii~lt. 

Bei den vorliegenden Vorauuetzungen wird also z dutch Q und 
zummmen in ~a -t- ~ Stllcke zerlegt. Due dies Stttcke L Art sind, kommt 
nicht~ mehr in Betracht. 

8) Dieeelben Stfieke erhillt man such, wAn~ man zue~t den Ring- 
eelmitt ~ und ~ ] ~  e~t Q a ~  

Sei ~' die Fliehe, in welche ~ dutch den Ringsebnitt ~ vet'wandelt 
wird und 

X 
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die A,,~hl der Stfleke, sue denen ~' beeteht aim eatweder z - -  1 oder 
(naeh b)) x ~---2. Ist x ~ 1, so ist ~' eine zummmenhtngende Flltehe, 

Fl~che II. Art; der zu beweisende Satz behauptet, dram z - - 2  iga 
In tier urspr~lnglichen Fl~che �9 war Q ein Ringeehnitt oder ein 

Querschnit~ I. Art; in f' wird Q yon R 2u-real gekreuzt. I~t Q eia 
~ c h n ~ t t ,  so zeffiillt er in 2a Querschnitte yon r'; ist Q ein Quereehaitt 
I. Art, so ist 2u ~-1  die Anzahl der Querechnitte yon v', in welche Q 
zerf~dlt. Um beide Fiille zu umfassen, bezeichnen wir die~e Ammh] dumb 

2a-t- g, 

Q ein Querschnitt, und q - - 0 ,  wenn Q ein Ring- so dass g ~ 1 ,  wenn 
schnit~ yon �9 ist. 

Wit z~hlen die Anzahl der Stroke, in welehe T' jet~ serf'slit, yon 
]qeuem sb. Dafttr ist es nothwendig zu bemerken, due im ersten FaUe 
sich unter den Querschnitten~ in welehe Q zerf'allt, mindestens FAn Quer- 
setmitt H. Art befindet~ niimHch die Abt~eilung~ welche yon einem Rande 
der urspr~glichen F l~he  v bis zu einem ttande yon R reicht~ Sei 

die wirkIiche Anzsh] suet Querschnitte II. Art unter jenen, so folgt~ mag 
Q Quer- oder RingscBnitt sein, 

~.~0, 
und es bleiben 2 u - - - ~  Querschnitte I. Art yon ~' librig. Abet da tiber 
die Beschafenheit der Fliiche ~' nichte fee~eht,  ~o izt der Fall in Au~- 
edeht zu nehmen, due such einzeIne yon diesen keine Zer~ttlekelun8 voa 
~' nach sich ziehen. Sei p ikre A~,~hl, also auch 

~ 0 ,  
so bleiben 2~ ~ ~. ~ p  wirklich zerst~ekelnde Quersehnitte I. Art ~brig, 
und diese mac~en aus den x Stricken, aus denen z' bee~ht~ derea 

Aber dss sind die n~] ichen  2a - t -2  fltfleke, die wit in Nr. 2 fandee, 
also ist 2 a ~ 2 = f f i x - b 2 u - - ~ - - / t ,  d ' i '  ~ ' t ' p ' z - - ~ '  I ) a~  kommt 
, t-~-p ~ O, das giebt ~ 2. Abet wit wimm, ~ z entweder - - 1  

oder - - 2  ist,  also fo lg t  x - -  2, ~. -~- p - -  0, ~ - -  0, p - -  O. 
Bescim3~en wit uns suf du, was wit brauehen, ,o folgt, & m ,  

dutch jeden Ringeeh~itt R zeret~ckelt wird, aueh wean er nieht b l o J  
durch E oder ~1 sllein flihrt, also ist, wie behauptet, �9 etne Flil~e I. 

Nehmen wir hierzu noch den selbstversUindlichen Ssts dams 
g ) ~ , ~  ~ewa~ E ~ der I., abet ~ ~ ~ II .  tb~ i~, 

, sdbst aud, yon der ~ Art sds  wird, 
so ergieb~ sieh dureh Vereinigung bolder der 
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Lehrsatz  A. Van einer zusammenh4"~genden _Fldche 
werde dutch einen Ringschnit~ oder einen' einzigen Quers~ni~ 
em ~tiick E abge~'st, und sei ~ die Fl~che, wdche dana noch 
iibrig ble~t. Ist s eine Fliiche Z Art,  so si/ad stets �9 und r 1 
Fldchea derselben Art. 

Um diesen Sar fruchtbar zu machen, b~arf  es des Nachweises der 
charak~ristischen Fliichenstficke I. Art E; zuvor woUen wit abet die ver- 
l~gCe Umt'ormung der Kri~erien fttr F~chen I. Art zu Ende bringen. 

Sei �9 eine zusammenh~ingende Fl~che, Q ein Querschnitt II. Art in ~; 
er verwaudle v in eine Fliiche I. Art, welche z' heissen m~ige. Es folg~ 
1) Jeder RingsctmiCt yon z' sctmeidet ein Stttck aus ~', also das niimliche 
Stllck aus ~ heraus, also wird ~ dutch jeden Ringschni~t zeffiillt~ welcher 
Q niaht ttberschreitet. 2) Sei //  ein RingschniR yon z, welcher, wenn 
mau Q ausffihrr yon diesem geschnit~en wird. Dutch diesen Ringsch~;tt 
wlrcl r "in eine Fl~he z" verwandelt, welche entweder noch zusammen- 
] ~  ocler aus zwei S~cken besteht. Sei 

Y 
die ~ 4er Stiicke~ aus denen ~" besteht, und 

die An~h] der Punk4e, in denen Q mad ~ einauder kreuzen. Wir z~hlen 
nun auf zwei Arden die Anzahl der S~ficke ab~ in welche ~ durch Q uncl 
R ~I~ wird. 

I) I)as sind zun~hst die Sttleke, in welche v' durch R zeff~illt. Es 
i~ aber aaeh Voraussetzung ~' eine Fl~iehe I. Art, die beiden Riinder yon 
Q, sis Quersch,lt~ II. Art, haben sich mit den dutch Q verbundenen 
Rlindera yon ~ zu einer einzigen Randcurve ~ yon v' vereinigt. Der 
un~rRugliche Ringschnitt R wird dutch Q in a hbtheilungen zerlegt, 
die eimmder nicht kreuzen, jede beg;~-t und endigt in einem Rande yon 
Q, also auf derselben Randcurve @ yon z': sie sind hiernach siimmtlich 
Quersclmitte I. Art yon z' mad zeffiillen demnach ~' in a ~ I Stilcke. 

Dutch ~ und Q zusammen wird also ~ in a-11-1 Stiicke zerleg~. 
~) Das aber sind auch die S~cke, in welche ~" durch Q zerf~,llt. 

Abel' in dieser Yliiche liist Q sich in a - [ -1  Quersctmi~e auf, darun~er 
~;~de~hms zwei yon der II. Art, n~mlich der erste und der le~zte~ da die 
Randcurve yon v~ in welcher einer yon cliesen beginn~, verschieden is~; yon' 
dem Rande Yon/~, in welchem er sein Ende erreichk Sei 

under jenen die genaue Anzahl yon Querschnitten II. Ar~ und under den 
noch tibrigen a ~ ~ 1 Querschnit~en I. Ar~ 



die AnzahI derjenigen, welehe keine ~ c k o l u n g  n a ~  eieh ziehea; m 
bleiben g -  A -  p - - 1  zerst~ckelnde Querschnitte ~brig, mid d i ~  m s ~ m  
aus den y Stiicken, aus denen ~" besteht, deren y -{- g - - / , - -  p - -  L 
Das sind also die r 1 vorigen; es folgt y + a -  ~ - - # - - - 1  ~. a + 1, 
also 2 + p ~ y - -  2. Wiederum ist ~t ~ O, p ~ 0 also ~ + p ~ O, y ~ 2~ 
W'~Lrend y nut ~--- 1 oder ~ 2 sein kann. Es folgt y - -  2, k - -  O, p - ~  O. 

Beschriia~en wit uns auf das, was tilt unsere Zwecke auezeicht, 1o 
habcn wir den Satz: 

h) Wird eine ~.t~ammenh~ingende Fl~3~ dutch eimn Qttersdmiti II. Art 
in eine. Fliiche 1. Art verwandelt, so ist sie sdba eine FldcM diesev Art. 

Die Umkehrung dieses Satzes liegt auf der Hand: 
i) Wvn~ ei~ F~icke L Art ~iberlu~up~ d ~  ~ m i U  I1. Art 9Q- 

sta~et> so w~rd ~ie dutch densdben in drw ~ F l ~  I. Art ~ a m t d t ;  
denn ein Ringschnitt, welcher letztere nicht zeret~tckelt, w~de such clio 
urspr'ttngliche Fl~che nicht in Stttcke zerlegen. 

Beide Siitze zusammengenommen zeigen welter, dMe eine FR~he H. Art 
dutch einen Querschnitt II. Art niemals in e'me ~ e  L Art, also, da ale 
dutch ]h~ nicht zers~ilckelt wird, stets in eine ne~e FtAche H. Art ve~- 

wsndelt wird. 
Folglich wird durch einen Querschnitt !I. Art der ( ] a ~ c h a r a k t o r  

einer zussmmenh~ugenden Fl~che niemals ge~dert. Und da dies bemtebe~ 
bleibt, wean zu jenem ein Quersehni~t II. Art na~  dem audem kommib 

so hsben wir den 
Lehrsa~z B. Du, rch Quersd~i~ II. Ar~ ~ die Ad  

ob~r ~u~amm~at~vad~ Yl&he ~ ' a ~ s  
Dazu kommt nun noch eine Sctdussbemerkung. 
Riem~nn ne:~t e i n f a c h z u s a m ~ d ~ l  jede zueammenhb8 ~mde 

Fl~he, ~velche dutch jeden Quersctmitt zerstttckelt wird. FAne eo]che daft 
also keinen Querschnit~ II. Art ges ta t t~  also nicht mehr als eine 
curve hsben. Sie darf such night unter den Fl~hen II. Art ge~uel~t w ~  
den, denn eine (dutch eine Rav.dcurve) begren#'~ Fltiehe, weIehe dureh 
einen Ringschnitt ~ nicht zerst~ckelt wird, wi~ such nicht ~ t  d m ~  
den Quersctmit~ I. Art, welcher sich zussmmeneetzt su~ a~ u~d einem yore 
Raude xmch i~ fttl~enden Quersctmitt IL Art. Dazu geh~rt der Sat~ 

k) Die vi~faeh ~sa~k~gende~ ~ ~  ~ ~ ~ ~ 
di~jonige~ ~ I. A~, wekhe ~ d ~  ~ e  ~ ~  ~ "  

Dsss sic nut unter den Fliichen dieser Art zu a~e.~-~n si~d, m ~  

Raudcurve hat, zm Stone Rz emsnn's  emmcn 
dsrsus, da~s nseh d) eine Fl~iehe I. Art dttreh jedea Q u a #  I, 
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zerstttckelt wird und, wsnn sie nur sins Randcurve hat, keinen Quersc~itt 
II. Art, sondsrn nut Querschnit~e I. Art gsstattet, also dutch jeden Quer- 
schnit~ itberhaup~ zerlegt wird. 

IV. 

Die Stiicke • und W erster Art  einer Fliiehe 2'. 

Um yon diesen Lehrs~tzen Anwendung machen zu kGnnen, is~ nu~ 
noch nGthig, die charakteristischen Stiicke einer Fliiche T nachzuweisen, 
Welehe zu den Fl~chen I. Art gehGrsn und deren successive AblGsung, 
wenn sie f'~ jedes Stiick durch einen einzigen Ring- oder einen eln~.igen 
Quersch~itt srreicht wird, die Art der Fliiche unge~udsrt lJisst. 

Das sind nut zwei verschiedene Gattungsn yon Fliichenstiicken. Die 
Stflcke dsr ersten Gattung sind solche, die sich auch aus einsr Ebene 
herausschnsiden lassen, also ebene Stiicke yon T; wo eine Bezsich~ung 
wttnschenswerth ist, mGgen sic als 

S~cke E yon 2' 

bezeich~et werdsn. Dass ein solches dutch jeden Ringschnitt zeffi~llt, 
versteht sich yon selbst, und lieg~ der complexen Integration in der 
Ebene zu Grunde. 

Ein St~ck der andern Gattung fiillt aus 2' heraus, weun ein Ring~ 
schnit~ in sinem vollstiindigen Umlauf um einen Verzweigungspunkt 
abet nicht um mehr als einen, ausgeftihrt wird. Ein solches gewundsnes 
8ttick yon T soll als sin 

Sttick W oder W(~) yon T 

bezsiclmet werdsn. Dass ss eine Fliiche I. Art ist, beweist man am ein- 
fachsten, indem man dutch dasselbs yore Verzweigungsplm~e ~ aus eine 
genttgende Anzahl radialer Sch~itte nach seinem Umfange fii]~rt. Die 
beiden srstsn Sch~itte zusammen und alsdaun jsder folgende fiir sich 
a|lein sind lauter Querschnitte I. Art~ jeder yon ilmen lGst yon W ein 
Stttck ~ ab, also ein Sttick I. Ar~ nach dem andern; was iibrig bleibt, 
ist selbst ein StOck E und yon derselbsn Art wie W, mithin W yon der 
I. A~. 

Mit diesen ebenen Stiicken E und den gewundenen S~iicken W sind 
aber alle charak~ristischen S~itcke I. Art yon T erschGl~f~ ," indsm I '  sslbst 
und jeder Theil yon T dutch eine hinreichende Anzatd yon Ring- und 
Qusrschuit~en in solchs Sttieke E und W aufgelGst wsrden kann, und die' 
Frage nach dem G~t~ungscharakter yon T nut davon abh~.ugt, wieviel 
solcher Schni~te zur AblGsung eines solehsn Stitckes efforderlich sind. 
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V~ 

Die z~veiblgttrige Flitehe T ,nit elner ein~igen ])oppellitle. 

Wit beginnen mi~ der einfachsten Riemann'echen Fll~e,  der a~ i -  
blg~Tigen Flgche mit einer einzlgen Doppellinie. Es ist naeh den, Voru-  
gehenden sehr leieh~ zu be~seisen, class sis yon d~r I. Art i~t: abet de~ 
Beweis selbst und einige Nebenumstgnde, die sich dabei ergebau, lid~ma 
uns die Hillfsmittel, mit denen wir auch in allen folgenden F'aUen 
~.eiehen. ~ine gewisse Ausfl~hrlichkeit an dieser 8telle wird d~m Folg~m- 
den zu Gute kommen. 

Seien also zwei Ebenen ~', und gs in einer eln,6gen Doppellinie 
aneinander geheftet; die Endpnnkte r162 {~ yon A sind damn die Ver~weigavag~ 
punkte dei- so entstandenen Fliiche T. 

I) Ein Ringschnit!. b zerlegt die Ebene ~, ~ t .  
in zwei Theile, einen .gussern und einen innern 
~El'; fiihrt b in der Fliiche T n m  A herum, so 
f~ill~ jener ab, dieser bleibt an E~ haf~n, und 
bildet mi~ E~ zusammen sine Fl'~che gleicher Art 
wie T. ~ u  

2) In dieser Fliiche fiihren wit yon b aus, 
also in El' beglnnend, einen Querschnltt I. Art Ql 
so aus, dass er zuletz~ nm ~ kreist, his er sich 
schliess~. Er schneider aus der Flii~he ein Stttek 
W~ heraus, was yon der Flgche tlbrig ist, ist'von ~ - - - - ~ ~  f~ 
der frlihern Ar~. 

3) In dieser Flgche flthren wit einen zweiten 
Querschni~ I. Art Qj aus. Er beglnnt in E z' auf 
dem Rande yon Wa, folgt dann dem Raude yon 

+ 
E 1' und endig~ mi~ einem vollst~digen Umlauf um ft. Er sclmddet auJ 
der vorigen Flgche sin Stttek Wp heraus, l~st also die Art der Flltehe 

unge~nder~. + 
In dieser Fliic~ ist E,' v~llig abge158t yon ~ abet es ha.q~ aoeh 

. +  

4) Nun fdt~e man noch einen Quersoh-i~ 

I. Art Qs aus, er folge dem Rande yon E:' und 
~hre yon W~ bis W~. ]~r 18s~ das, was yon 

nact~ ~A.usseheidung yon W~ und W~ noah 

sofort zu ei;wiilmond~ Modifioation t tbr~ ~ da~ i~ ~mo ~ltoh~ L A ~  ai~ 
i s~ such T yon der i A~. 
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Was hier vorgegaugen ist, wird sich im Folgenden stets wiederholen. 
Wit werden d ann n{Jthigenfalls b als einen zur Doppellinie A gehSrigen 
Ringsch-itt mad Q1, Q~, Qs als die drei zu b, A gehSrigen Quersch;itte 
bezeichnen. 

Abgesehen veto iiussern Thefle des Blattes El,  bez~iglich dessert sich 
bei den folgenden Aufgaben andere Yerhiil~sse einstellen werden, leisten 
die drei zu b, A gehSrigen Querschnitte folgendes: 1) dass der inhere 
Theft E 1' yon E 1 nebst S~cken yon E~ ohne Aenderung der Fl~ichenart 
abgelSst werden, und 2) in E~ eine L//cke entsteht~ indem die zu W~, W~ 
gehSrigen Stticke yon ~ ausgefallen sind, abet ihre R~nder sind dutch 

- -  + 

die yon Q~ und Qs herriihrenden Schnittriinder yon E~ und yon E~ zu 
einer einzigen Randcurve vereinigt. 

D u  sind die 0perstionen und die dabei aufzufassenden Umstiinde, 
auf welche wit im Folgenden Bezug nebn~en werden. 

VI. 

Die FIAche T der eiliptischen Funetionen. 

Sei T wieder eine zweibliittrige Fliidho aber mit zwei Doppellinien 
A und A 1 also vier u a {l:? ~; A reiche yon a bis fl, 

yon 7 bis ~. 
Diese Fl~che ist nicht yon 

r der I. Ar~. Man ffihre fiber alas 
erste Blair yon T, welches 
wieder/~1 heisen m6ge, einen 
Ringschnitt bt um Az, so ent- 

steht eine Fl~che v, yon welcher wit beweisen werden, dass sie eine zu- 
sammenhiingende ist. Daraus folgt dann, d.ass T selbst yon der II. Art ist. 

- + 

Seien bl, b 1 die beiden Riinder yon bl, u~d zwar bl derjenige, welcher 
�9 ~ , ~  

A l zugewandt ist. Alle Wege dutch T, welehe zu bz ffihren and yon b 1 
sus welter fortzusetzen sind, sind untorbrochen i abet man kann ihre Ver- 

bindung dutch einen Umweg a~ wieder .~erste]len, tier yon bt dutch A1, 
dsnn tiber Et nach A and durch die Dopl~ellinie hindurch wieder fiber. 

+ 

E 1 nach b t flihrt. Man kann also in der Fl~che ~ noch yon jeder St~lle 
aus jede beliebige Stelle yon r erreichen, ~ ~ist,O.lso eine zussmmenhiingende 
Fliiohe, T selbst eine Fl~che II. Art. 

Abet 7: ist eine 2'I~he I. Art. Zmn BeW~ise f~ihre man fiber E 1 zu: 
niichst den zu A geh~irigen Ringschnitt b aus.; ::s~es was ..veto Blatte. ~ 
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ausserhalb b und bl liegt, fifllt ab; was itbrig ist, ist van derselben Art 
wie v und besteht aus E~ und den yon b his A und yon bt bis A~ michem 
den innern Theflen Et' yon ~ .  Diese 
werden durch die drei zu b, A und d~e 
drei zu b~, A~ gehiirigen Querschnitte 
Q1 Q~ Qs abgelSst, wieder ohne Aenderung 
des Fl~ichencharakters. Was tibrig bleibt, 
ist /~  mi~ den beiden yon A, A1 herrtihrenden Ltieken, also eine Fl~he 
I. Art; also is~ auch v eine Fliiche I. Art, wie behaup~et wurda 

- + 

Aber diese Fl~iche I. Art v hat zwei Raudcurven, b~ und b~, sie go. 
stattet also einen Querschnitt II. Art, ohne zu zeffallen und ohne ihre 
Art zu ~indem. Dafttr nehmen wir 
den Schniit l~ings des vorhin benutzten 
Umweges al; v verwandelt sich in 
eine Fl~che I. Ar~ T ,  die vier Sch-itt- 

- + + - 

riinder pblq, qalr, rbls, salp ver- 
einigen sich zu einer einzigen Rand- 
curve, also folg~, dass diese Fldche T' 
eine einfach zusammenh~'ngende ist. 

Wiihrend also �9 dutch jeden 
Ringschnitt, aber nicht dutch jeden Querschnitt (z. B. a,) zerstiickelt 
wird, wird T'  durch jeden Ring- und jeden Querselmitt in Stttcke zerlegt, 

Es ist wohl zu beachten, dass diese Untersuchung nur den Zweoken 
der Iutegralrechnung dient. Wit treten in diese Frage sofort ein, um 
so mehr als das, was sich im vorliegenden Falle noch mit gentlgender 
Einfachheit heraussteUen wird, vollkommen ausreicht, um die nSthige 
Aufkl~ung in die folgenden, wenn auch noch so verwickelten F"alle zu 

bringen. Sei 
s - -  (, - r) 

die Irra~ionalit~t, welche der vorliegenden Fliiche T eindeutig zugeordnet ist~ 

w ,./ a 

das zugehSrige Integral I. (~. Auf diesen Fall beschrinkt, besteht 'die des 
Integralrechnung augehSrige Frage, welche den Anlsss zur FlJiehentheo~e 
giebt, darin, oh und unter welehen Umstiinden zwei ver~hiedene W e p  
a~l~, al~z dutch T denselben Wer~h ~ w liefern; allgemein er~in des 
Anfgabe, wenn ~1, ~,~ die= Werthe si~d, welobe sich auf die~a W e ~  
filr w ergeben~ den Wer~h yon w~--ws, zu ermit~elr~ Des is~-d~. ~ 
den alas f dw auf "dem Wege a~l~sa, erlangr al~ Ringweg heia~,~er B.~ 
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Die Frage l~st sich beantworten, sobald /~ ein Stiick der Fliiche 
abgrenzt. In der F1~iche T ist das nicht bei jedem Ringwege/~ der Fall, 
wohl in der Fliiche z. Ffir diese soil also w I ws ermittelt werden. 

Sei demn~ch B Ringweg dutch ~; er zeff~illt �9 in zwei Stiicke E 
und F, und sei /~ dasjenige yon beiden, welches bei der beabsichtigten 
Integration in positiver Richtung umlaufen wird. 

Bezilglich E sind nun folgende drei FKIIe herstellbar, also m~glich: 
erstens der Fall, wo /~ yon /~ aUein begrenzt ist; zweitens der Fall, wo 

+ 
R und ein Rand yon bl, e~wa bl die Begrenzung yon Ebilden; und drittens 

+ 

der Fall, wo die Begrenzung yon E aus B, b~ und b~ besteht. 
In allen F~illen ist das fiber die ganze Begrenzung yon E in positiver 

Richtung erstreckte f d w  - -  O: 

d w - - -  O. 

m 

Zu ibm liefert /~ in allen Fiillen den Beitrag wl- ws; seien B, B die 

Beitr~ge , welche bl, b I in den ilbrigen Fiillen liefern, so haben wir in 
den drei aufeinandeffolgenden Fiillen 

+ + - -  

(1) (2) w l - - w , +  (3) B + B - - - 0 .  
-- + 

Aber da im dritten FaUe b I mit denselben Werthen yon s wie b I aber 
�9 __ .~= 

m entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird, so ist B--- B~ und 
wit erhalten 

in den F~len (1) und (3): 

im zweiten Falle: 

W 2 ~ W 1 

+ 

w ~ -  wl + B. 

Die Frage nach der Beziehung zwischen w~ und w 1 liisst sich also in der 
F1)iche ~ beantworten, und insofern liist die Fliiche ~ die Aufgabe so, wie 
sie urspriinglich gelautet hat. 

Abet die Liisung, welche wit finden, zeig~, dass man die urspriing- 
lie, he Aufgabe vervollst~indigen k'ann und an ihre S~elle, so wei~ sie das 
Integral I .  G. betri~,  die Frage stellen kann, ob sich die Fliiche ~ so 
mod~ficiren liiss~, class der zweite Fall nnm(iglich wh'd, denn dann liefern 
alle Wege zwischen denselben Endpnnl4en denselben Wer~h fiir w, und- 
w ist d / n d ~  geworden. 

Das ist erreicht, wenn man bewirken kann, class en~weder kein Rand 
yon b I oder beide zur Begrenzung yon E geh~ren. Dies Zeistet der ~-. 
sclmi~ al, .da a I und b z zusammen nur eine einzige Randcurve ergebem 
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I~  E Stitck yon T;  so ist entweder R allein seine Begrenzung, oder diese 

besteht sus/~ und der gen~nnten vollsti'mdigen Randcurve; zum f d w  liefert 

R den Beitrag w I --w~,  die Integration iiber gegeniiberliegende Theile 
der Randcurve hebt sich ~Iberall auf; es folg~ w~ ~ w ~ - - 0 ,  d. h. w~-~-w~, 

ist w, auf die eiz~l'a~h z u s w m ~ ' ~ e ~ t ~  Fl~iche T'  besc~i~nkt, ei~.eutig. 
Und das rilhrt, wie man deutlich erke~nt, einzig und al]ein davon 

her, class die P~nder des Schnlt~psares a~, b x eine ei~zige Randeurve 
bilden, class sie also entweder ganz oder gar nicht zur Begrenzung yon 
E gehSrt, und dass die Integrstionen fiber diese Raudcurve einander auf- 
heben. 

Dies ist also der Grund, wesshalb man schon im vorlJegenden FaUe 
die Fliiche v sufgiebt, und zu Zwecken der Integrslrechnung sieh der ein- 
faeh zusammenhiingenden Fl~che T'  bedient, obgleich such ~ die urspritng- 
"liohe ~'sge der Integralrechnung Iiist. 

.wn der ms, ,  w/e im vorigen Falle 
h~2gende ist. 

V•o 

Die allgemeine FUtche T der ultraell iptischen Functionen. 

Der Le]lre yon den ultraelliptischen Functionen yon beliebigem Genus 
p liegt die Irrstionalit~t 

s f f i  V[(m',O 
zu (~Tunde, wo unter dora Wurzelzeiohen das Product aus 9p -~ -2  un- 
gleichen Wurzelfactoren steht, also. die 2~ -~- 2 Werthe ~ ~ . . .  %p+1 
Ungleich sin& Um sie eindeutig zu mschen, bedaff es einer zweifachen 
z-Ebene T, deren Bliitter E 1 und E s in p-4- 1 Doppellinien A A 1 . . . A  s 
zusammenhiingen. Man kmm diese, ohne an der Zuordnung der Werthe 
yon s zu den Punk'ten der Fliiche etwas zu iindern, so anlegen, dass A 
yon a bis ~l, ~ yon ~ his % , . ' .  A~ yon ~ bis %~+1 "'" und A s yon 
~ bis ~ + 1  reicht. 

cc~ *t 

Dezs diese Fliiche yon der H. Art ist, ergiebt sigh wie im vorigen Falle, 
indem man dutch E 1 nm jede der p Doppellinien ~ A j . . .  Ap einen zu- 
gehSrigen Ringsr.l~itt bl b s . . .  bo leg~. Dsnn entsteht eine neue Fliiehe z, 

beweist, class r eine zussmmen 
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Abet diese F l~he  �9 ist vo~ der / .  Art, d. h. sie wird durch jeden Ring- 
schnitt in Stficke zerlegt. 

Der Beweis wird geleistet, indem wir yon dieser Fl~iche v ein Stiick 
I. Art nach dem audern abl~sen, und zwar das erste dutch einen Ring- 
schn!tt, jedes folgende d~Lrch einen Querschnitt I. Art, und zwar so lange, 
bls ~S FIRche gleicher Art wie ve in  ebenes Stiick iibrig bleibt. 

Diesen R~ngschnitt ftthren wir dutch ~ um A: es ist der Ringschnltt 
b der folgenden Figur; er 15st den ausserhalb b b~.-.  b# liegenden Theil 

yon ]~1' ab und i~s t  iibrig eine Fl~iche, welche aus ~s und den inneren 
Theilen El '  yon /~, besteht. Diese nebst zugehSrigen Stiicken yon E, 
18sen wir ab durch dis drei zu b, A, zu bl, A1, . . .  zu b~, Ap gehSrigen 
Quers.c~tt~ ,.~rQs ~ :  was iibrig bleibt, hat den urspr!ingh'chen Fliichen- ~ , ' . : . ~ : - . . . - :  ~ .  ~ :  : ~  , ~  , . . ,  ; . "  . ~ - . . .  . ~  ' .  �9 . 

char~ter,  is~ abet nichts anderes als /~ mit den yon/~ A1 . . .A~  her- 
, ~  ~ ,  . - . . ; ~  . , " ~ ~ . _ .  _ ~ .  �9 

rfi]Z~eaden Lflcken, ~Iso eme Fl~he r. ~. fol~lic]~ ~ ~t~i~ls .~" selbst yon 
dieser Art, wie behauptet. 

Sei wieder w ein Integral I. G., um es an dieter Stelle wieder bei 
diesem einfachsten und wichtigst~n Falls zu lassen, und seien w~, w s die 
Wert~e,. welche w auf den dutch ~ f~ihrenden Wegen al~z, alsz erlangen, 
mlth~ w~ w~ der Werth, den das fd'w auf dem Ringwege al~zlsa ~ den 
wit .~ nennen, erh~ilt. Dieser Weg zerlegt v in zwei St~ictre E und F; 
sei wieder ~ dasjenige , an welchem diese Integration in positiver Richtung 
vorb.~qlhrt. Geh~ren beide R~inder eines Ringscb~ittes b~ zur Begrenzung 
yon ~, so hat da~, ~rie beim elliptischen Integral w, auf den Werth 
von"w~ w s gar keinen Einfluss; welchen Werth w~ w s hat, h~ing~ 
nur" davon ab, ob yon einigen dieser Ringschnitte nut ein Rand zur 
Begrenzung yon E geh~rt, und welche das sind. Das richter sich, wena 
d.er..Weg Ix gegeben ist, ganz und gar nach der Wahl yon Is; in jedem 
.Falle i~ man w~--ws ermitteln, aber nicht in jedem Fall fiudet sich 
d i e s , -  0. 

" :Begnllgt man sich nicht mit der Reduction yon ws auf wl, so ist 
der Weg gewiesen um .w eindeutig zu machen., so niimlich dass stets 
w 1 w ~  0 wird...Man darf, tun das zu erreichen, dis Fl~iche nur s.o 
einrichten~ dass, so oft ~rgend ein Schnittrand zur Begren~ur~g yon .E gel~rt, 
der gegeniiberl~.gende ~ ihr auch angeh6rt. 

Fitr b 1 leistet das cIer.Querschnitt II. Art al. , den wir bei der Fliiche 
der elliptischen Functionen benutzten, und zwar leistet er dies zugl~ieh 
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fitr sich selbst, weil die RKnder yon al, b 1 zusammen eine einzige Curve 
bflden, die hiernach entweder ganz oder gar nicht zur Begrenzung yon 
E gehSrt. Fiir b~ ergiebt das nach dem nKmlichen Muster einen Querschnitt 
II. Art a~, u. s. w. bis b~, zu dem sich ein Quersdmitt II. Art % ergiebt. 

~uuu" 

So erhiilt man jetzt p Schni~tpaare albl, a~b~,.. .  %b~, und die 
Fliiche /'1, in welche sie T verwandeln, ist eine zusammenhiingende Fliiche 
I. Art. Auf sie beschrllnl~, ist jedes Integral I. O. eindeutig. 

Aber diese Fl~che hat p Randcurven, ist also keine einfach zusammen- 
hiingende. Forder~ die Aufgabe eine solche, was bei den Integralen der 
Classe hie der Fall ist, so hat man nur zu bewirken, dass alle Randctu'ven 
sich zu einer einzigen vereinigen. Das erreicht man dutch Querschnitte 
II. Art: einen yon der ersten Randcurve zur zweiten; seine Riinder ver- 
einigen sich mit beiden Randcurven zu einer einzigen; yon dieser flihrt 
man, mit dem gleichen Effolge, einen zweiten Querschnitt II. Ar t  zur 
dritten Randcurve yon /'1; fiitrrt man so fort, so erreicht man das vor- 
gesteck~e Ziel dutch p -  1 Querschnitte II. Art. Diese kann man, nach 
dem, was soeben ausgeffihrt wurde, so anlegen, dass man auf einem Rande 
des ersten einen Punl~t s annimmt, und yon diesem die I o -  2 folgenden 
aUe ausgehen l~isst. Dann lassen die t u -  1 Querschnitte lI. Art sich 
auch ansehen als ein Biindel yon p Schnitten c 1 c~ . . .%,  die alle yon 
ausgehen und, ohne einander zu schneiden, dutch die Fliiche T 1 nach den 
R~ndern yon a 1 bl, a~ b~,.. �9 % bp ~hren. 

])ann entsteht ein Schnittnetz, welches aus p Querschnittbiindeln 
clalb 1, c~ajb~,.., c~,%bp besteht, und die Fliiche T in eine einfach zusam- 
menhKngende T '  verwandelt. 

VIII. 

Die allgemeine n-bllittrige Flliche 2'. 

Diese Principien erledigen auch den Fall, welcher der allgemei~h 
Lehre yon den Abel'schen Functionen zu (~i~inde Iieg~, und bei deni die 
Fliiche T aus beliebig viel Blii~tern besteht, aber der Zusammenhang 



zw~ohen denselben nur dutch Doppel]i-ien zwischen je zwei Bliittern 
vermittelt wit& Seien also E 1 E ~ - . - E .  die Bliitter yon T, 

A n~.a'hl und 
d 

die An~h] itu'er DoppeHiuien. ZunRchst ist die Vorfrage zu erledigen, 
wie man es sich zu denken hat, dass n Ebenen dutch d Doppellinien in 
Z~mmi~:laIl~ gebracht sin& 

An E, muss wenigs~ens ein anderes Blatt angeheftet sein, weft E 1 
sons~ mit ] '  ~nicht zusammenhinge. Sei ~'s an E 1 angeheftet. Dazu ist 
due Doppellinie efforderlich und hinreichend; sei 

1 + a l  die wit]cliche Anzahl aller Doppe]li,len zwischen E, und E~, 
also a~ ~ 0. 

E i ~  Yon diesen w~hle man al, i~r den Zusammenhang zwischen "~1 und 
~ wMentlieh heraus; die al (ibrigen sind dgnn entbehrlich 1) fttr den 
Zumunmenhang zwimchen E 1 und Ez, also 2) fltr den Zusammenhang yon 
2' melbst. 

]Kit diesen 1 -~  o.1 Doppe]ll-len bilden E~ und ~ eine zus~mmen- 
~ d e  FiChe, welche wir El,  ne,,-en werdeu. 

A. ~x, muss mindestens ein anderes Blatt E s angehei~et sein, sei 
1 + as die wirldlche A.z~hl aller Doppelllulen zwischen EI~ und Es, 

also a, ~ 0. 
Unter diesen wRhle man eine, D,, als f(tr den Zus~mmenhang zwischen 
J~lm und Es wesentlich heraus; die a~ ttbrigen sind dann fllr diesen und 
:fllr den Zusammenlmng yon T selbst entbehrlich. Mit diesen 1-~-a~ 
Doppellinien bilden E,, und E~ zusammen eine Fliiche Ex~s. 

Mit dieser muss irgend ein BlaSt E, in 1 -t- "~, a~ ~ 0 DoppeUinien 
zusammenh~mgen, yon denen irgend eine, Ds, wesentlich ist, die a~ iibrigen 
ttberz~h]ig sind. Zusammen bilden ~x~s und E,  eine Fl~che ~ s ~ .  

So setzt sich die Setdussweise fort bis zu einer aus den ~ 1 Bl~t~ern 
E I E , . . .  E._x "gehefteten Fl~he ~ . . . . _~ ;  an sie muss E~ gehei%et sein~ 
i~ 1 -{- a._x die Au~td der Doppelll-len, welche das leisten, so ist irgend 
eine yon ihren, D._x, flir den augegebenen Zweck wesentlich, die ~._~ 
ttbrigen sind entbehrlich. 

So erlmlt~ wit 1) n -  1 Doppellinien 1)1 D j . - .  Dn_l, welche flit 
den Zusammentumg der n B1Rtter ausreichen aber auch unen~behrlich sind, 
und 2) Wenn a 1 -+-a~ + . . . - F  ~.-1 ~-P,  also p ~ 0 ist, noch p andere 
Dopp~H~-ien, welche fttr den Zusammenlmug yon I '  entbehrlich sind. Dies 
gieb~ sis Anzah] s,]]~ Doppe]]i~ien yon T 

d ~ - ~ - - i  + p .  
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Ist also eine ~bl~ttrig% z u s a m m e n h ~ d e  Flilehe T uur in Dol~e!- 
linien geheftet, so ist die Anzahl derselbeu 

d ~ . - - l .  

Ist in.besondere d > n -- 1 und 

d ~ . - - l + p ,  

so kann man aus diesel, Doppe, lnlen auf minde~.ev~ eine Art eine Gruppe 
yon n -  1 Doppellinien 

herausheben, welche die n Bliitter der Fli~he in Zumunm~nhlmg bringtm, 
und dann bleiben p Doppellinien 

tibrig, welche fiir den Zusammenlm~g der BliRter entbehrlich aind. Jeue 
werden wit als die wesentlichen, diese als dis t f l ~ d i g e n  Dopl~llinien 
der F l ~ e  2' bezeichnen. 

Die Untersuchung dieser Fliiche 2' grtlndet sieh auf ihre Be~ehuag 
zu der einfacheren Fliiche, welche entsteht~ wenu zur Heftung yon EIF~...E. 
nur die wesentlichen Doppellinien D 1 D j . . .  D._, verwendet werdau; wir 
wollen dieselbe als eine T ~ bezeichnen, so dus, we-n bei der obigla 
Ent~tehungsweise yon T ebenfalls nut diese DopI~linien, abet nioh~ die 
iiberz~bllgen benu~zt wer~en, E, eine TI ~ E~ eh~e ~ ' ~ , . "  E l i , . . . . ,  ~ e  
T~~ heissen wird. 

~. /)~se F ~  T~ ~ v~ c~r Z MrL 
8ie entsteht, indem E. mittelat tier Doppelllme D._, an eine T~ 

geheflet wird. Man f~hre dutch E. einen Pjmg~hnitt b um D,_,; er 1 ~  
den ~iussern Theft yon E. ab, den inuern 1See man ab dureb die drei u 
b, D._~ geh6rigen Quersc.h-ltte QI Qt Qs; was nbrig bleibt, iat yon der- 
selben A~ wie T ~ Abet was tlbrig bleib% iet T~_, bib auf eine vo~ D._~ 
herrilhrende Liieke, verm6ge dereu an 2'~ ein ebemm St~ek feldt, mad 
ist sus diesem Grunde yon derselben Art wie die volist~dige F]tehe ~ - ~ .  
Also sind T~, 2~_~, rI-,,." T, ~ T, ~ ,a, yon d ~ b m ,  m~t~ ~ ,on 

def. I. Ar~ 

w~n ~ far je&~ ~ i ~ l m i t t  b &a ~ e m ~  ~ ~ B l a t ~ ~  
dem er ~usgei~_hr~ ist, unterscheidct v o ~ ~ ~  ~wala~ yea b ~ 
zugehSrigen Doppellinie A ~ .  D ~  ~ ~  ~ allan 

Mathemati~ohe A~aalen. LV. 
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~uuern Theflen ist durch die wesentlichen Doppellinien gesicher~, an ihnen 
tmflen die innern Thefle in den ttberz~hligen Doppellinien. 

Um die Art der hiernach zusammenh~mgenden Fl~iche ~ zu ermi~teln, 
15se man diese i , ,ern  Theile ab dutch je drei zu 51A1; ZU 5 2 ~ ' ' "  

und zu bpA~ gehSrige Quersehnlt~e Q~ Qz Qs, was den Charal~er der Fl~che 
nicht ~mder~. Uebrig bleibt dann T ~ mit p ebenen Lficken~ also eine 
~ e  I. Ar~, mi~hin ist auch , eine Fl~che I. Ar~ 

Bei jedem Ringsch-i~e b unterscheiden wit seine beiden R~nder, 
- -  + 

hldem wir den einen b~ den andern b nonnen. In der zusammenh~ngen- 

den FiChe �9 i~h~ ein Weg yon b 1 nach dem gegenflberliegenden Punk~e 
$ 

yon 51; sclmeidet man ih, dutch, so hat man einen Quersctmi~ H. Art al; 
die neue Fl~he ist 1) eine zusammenh~geflde u~d 2) yon der frfihern, 
a ~  der ers~n Art. Die R~mder yon a~, b~ v e r e i n ~  slch ZU einer ein- 
zigen Raudcurve, welche a, 5~ heissen mSge. In dieser neuen Fl~iche fiihr~ 

+ 

auoh ein Weg.von ~ ~ nun gegeniiberliegenden Punkte yon b s: durch- 
ge~w/~t~mu, liefer~ er einen Quersch-i~ II. Ar~ as, seine R~der  ver- 

- -  + 

einigen sich mit 5z und 5 z zu einer einzigen Randcurve azb~, und die 
~ e  ist noch ~mmer eine zusammenh~gende yon tier I. Art. Diese 
Schlussweise se~zt sich for~, und es folg~: 

?. I ,  der F ~  �9 kann ma/n, ohne ikr~ Zusammenha~ ~u zer- 
st~r~,, die Rd,ader jedes Ringschnittes b~ durvh e4am Querschnitt II. Art 
a~ rerbim~. Dan,  e r ~ t  man fiir die ursFr~'ng~ Fl&he T p Schnit~paare 
a~bl, a~b,, . . .  %b~, w ~  ~ in ~ e  e , s a m , , e , ~ , O e ~  F~c~e r l  ver- 
w ~ ,  ~ diese ist yon der I. _4~. Auf  s~e bes~O~kt ist jedes Integral 

Abet diese Fliiche hat p Raudcurven a~b~, a~b~,.. .  %b~, ist also 
keine einCach zusammen]l~ngende. 

& U m  diese Fldvhe T~ in eine einfach ~ . u m h ~ e . d e  ~' zu ver- 
wa.deln, ~st es a ~ , ~ ,  yon irgend 6 , e ~  ~ ~ aus ,dutch T x nach 
jeder ~ ~ S ~ t t  e~ fiihren, c~ , & h  a~ ~1, ol ~ h  a~b, , . . .% 
.ac~ %b~, abet so, dass d~ese ~ ~  ,% "c~ .' . .  % a ~ e r i ~ ,  ~r nicht 

Denn unter dieser Vorsussetzung bilde~:v~ '~,sammon-einen Quer- 
schni~ II. Art zwischen a~b~ und azbs, mi~ :diesen .zu_~men also. eine: 
einzige Randcurve; diese wi~d dutch c~ mit ~ u :  ehiem einzigen Raude 
vereinigt u. s. w., so dass T ' ,  weil nu:r, Quersn.h-lt~ II. :Art:. zu r  Yer- 
wendung kamen, e'me zusarn~enh~ngende ~ e  I . ,A~ und weft sie nut 
noch eine Randcurv~ hat, eine ein~ach z u s ~ u h ~ u g e n d e .  Fl~ehe is~. 
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Das Schnit~system dieser Fliiche ist sehr 1.eieht zu tibersehen. Ffihrt 
man, wie iiblich ist, jeden Schnitt c~, nach einer Ecke des Scbni~paares 
a~,b~,, so bilden diese drei Schnitte ein Querschnit~biindel cf, a~,b~, und aus p 

5 

vom n~ml~chen Punkt co ausgehenden Querscbnlttbiindeln setzt sich das 
ganze Schnittsystem zusammen. 

L~isst man es in der Reihenfolge entstehen T class man in der Fliiche 
T zuerst die iv Sch-itte cl cj . . -cp  anlegt, so bflden diese zusammen einen 
Punktschnitt, und an seine Aeste c~ c~. . .c~ sind dann die Querschnit~awre 

Die Anzahl 
p - - ~ d - - ( n  1) 

4ieser Quersehnit~aare ist durch die Zahl der Bliit~er ~ d  der Doppel- 
linien der Fliiche T vSllig bestimmt und heisst das Genus da Fl~l~ T 
sdbst ~ l  d~ il~ z ~ e o r d ~  Close yon alg&raisd~ Func~-~ .  


