UN TEOREMA SULLE PROJEZIONT ORTOGONALI
DI DUE SEGMENTI RETTANGOLARI
E LA SUA APPLICAZIONE IN GEOMETRIA DESCRITTIVA.

Nota del Prof. F. P. Paternoé, in Palermo.

Adunanza del 10 gennajo 1904.

Il teorema che espongo, pur riguardando una posizione particolare
di segmenti rettilinei fra loro e rispetto ad un piano, non ¢ privo di
utilitd in Geometria descrittiva: sia perche quel segmenti piuitosto co-
munemente si riscontrano nelle figure da rappresentare, ed a quella po-
sizione & sempre facile ricondursi; ma sopratutto perche esso tende a
stabilire una miglior dipendenza fra le projezioni di quelle figure, me-
diante costruzioni talvolta pit semplici e dirette, da valere, in ogni caso,
come verifica di altre gid note.

Ed ecco il teorema :

« Se la perpendicolare comune a due segmenti rettangolari di lun-
« ghezze a e b qualsivogliano, ¢ parallela ad un piano, saranno reciproci
«i due rapporti fra la differenza delle ordinate (dislivelli) rispetto a que-
« sto, degli estremi di ciascuno di essi (¢ o ) con la projezione orto-
« gonale dell’altro (& o &) su quel piano; poiche, rispettivamente uguali
«ai rapporti a:b o b:a de’ due segmenti obbiettivi dati ».

Considerando, infatti, quel piano, p. es. come orizzontale, e rife-
rendosi ad un altro piano perpendicolare al primo (quindi verticale) e
scelto in modo che riesca anch’esso parallelo alla perpendicolare comune
agli anzidetti segmenti: questi e le loro projezioni su due piani risulte-
ranno perpendicolari alla linea di terra; e quelle verdeali rispettivamente
quanto i dislivello degli estremi di ciascuno di essi dal sudetto piano
orizzontale. Mentre, com’¢ chiaro (data la ortogonalitd dei piani di rife-
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rimento, non che quella dei considerati segmenti e la loro scambievole
giacitura) saranno reciprocamente uguali gli angoli di que’ segment con
quei piani; e quindi eguali i rapporti di raccorciamento, rispetto al seg-
mento originale, della projezione orizzontale (verticale) dell’'uno e della
projezione verticale (orizzontale) dell’altro. Epperd chiamando rispettiva-
mente a’, b" ed 2", b" le lunghezze delle loro projezioni orizzontali e
verticali si avrd
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Dalle quali relazioni, meglio sotto la forma
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relative al caso di due segmenti rettangolari disposti normalmente alla
linea di terra, risulta evidente l'utilitd del teorema, specie quanto piu
semplice & il rapporto fra le loro lunghezze. Giacché, invece di dedurre
Puna dall’altra le projezioni di ciascuno di essi, mediante le risapute co-
struzioni, si pud, pit facilmente, ottenere la projezione dell’'uno da quella
non omonima dell’altro, moltiplicando la lunghezza di quest’ultimo pel
rapporto degli originali segmenti, considerati nell'ordine stesso di quelle
loro projezioni: cid che si traduce nel disegno, per mezzo di operazioni
grafiche, spesso assai semplici.

Che se quei segmenti non fossero perpendicolari alla linea di terra,
ma soltanto nella posizione indicata dal teorema rispetto a un dato
piano, p. es. l'orizzontale, basterebbe allora, com’® ovvio, sostituire nel-
Penunciato de’ sudetti risultati, alle projezioni verticali, i dislivelli degli
estremi di clascuno di essi, rispetto a quel piano: dislivelli che, com’
noto, non cambiano comunque si scelga il piano verticale.

Sono, infine, degni di nota i seguenti casi particolari del teorema,
che pili propriamente convengono a talune quistioni.

1° Se di quei segmenti rettangolari sono eguali in lunghezza le pro-
jezioni orizzontali (i dislivelli degli estremi di ciascuno di essi) il loro
valor comune sari medio geometrico fra i dislivelli degli estremi di cia-
scuno di essi (fra le lunghezze delle loro projezioni orizzontali); come
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risulta facendo successivamente @’ = b’ ed a'' = b"’ nella relazione gid
fl” bl/
trovata —‘b",— = 1I: 7 .

2° Se i considerati segmenti rettangolari sono d’ugual lunghezza,
ne viene che il dislivello degli estremi di ciascuno di essi & quanto la
projezione orizzontale dellaliro; e se sono inoltre perpendicolari en-
tramibl alla linea di terra, ailora pit semplicemente puod dirsi che: la
projezione orizzontale (vertcale) dell’uno, & quanto quella verticale (oriz-
zontale) dell’altro.

3° Le conclusioni del Teorema e de’ suoi corollarii non cambiano
se quei segmenti anziche sghembi fossero in un piano (normale, benin-
teso, ad uno, almeno, de’ piani di projezione): essi sarebbero, allora, i
cateti di un triangolo rettangolo. E se la sua ipotenusa ¢ perpendicolare
ad uno di que’ piani, viensi a ricadere, pel 1° caso particolare, nel noto
teorema d’EUCLIDE.

Ecco, pertanto, un breve cenno sulle applicazioni del Teorema che
per amor di simmetria ne’ risultat, ho preferito riferire ai poliedri re-
golari, ma che si potrebbero estendere, senz’altro, a tatte quelle figure
con spigoli o dimensioni perpendicolari fra loro o ad un piano che vi
si considera, giacché perpendicolari allora a tutte le sue rette. E sard
manifesto, nel rappresentarli, che per passare dall’'una all’altra delle loro
projezioni, invece del consueto raddrizzamento di una faccia o di una
sezione (metodo, questo, sempre pili laborioso e indiretto) sard molto
meglio avvalersi delle facili relazioni ta le projezioni e i dislivelli (o fra
le projezioni) di spigoli o diagonali rettangolari che si riscontrano in
quei solidi.

a) Se un tetraedro regolare ¢ collocato in modo, rispetto ai piani
fondamentali, che I'asse di due spigoli opposti sia parallelo alla linea di
terra, le sue projezioni ortogonali su quei piani risulteranno eguali (e di
forma quadrata se gli altri due assi analoghi del poliedro sono rispetti-
vamente perpendicolari ai sudetti piani di projezione).

Parimenti eguali riescono le due projezioni di un cubo, che ha quat-
tro spigoli paralleli alla linea di terra; e cosi quelle di un ottaedro re-
golare, del quale una sezione quadrata, passante per quattro spigoli, &
perpendicolare alla linea di terra.

E se le diagonali di tale sezione fossero inoltre perpendicolari ri-
spettivamente ai piani di riferimento, quelle projezioni sarebbero due
eguali quadrati colle loro diagonali.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XVIII (1904). — Stampato il 18 febbrajo 1904. 1§
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b) Dalla projezione ortogonale di un cubo sopra un piano, p. es.
orizzontale, perpendicolare ad una sua diagonale (com’® noto isometrica
e formata da un esagono regolare coi suoi raggi) si pud subito dedurre
quella verticale, avvalendosi del rapporto 1:9/2 tra lo spigolo e la dia-
gonale di una sua faccia. Giacché trovandosi in esso coppie di tali ele-
menti disposti come indica il Teorema rispetto al piano orizzontale, ne
viene che laltezza della projezione verticale (che ¢ d’altronde quanto
una diagonale del poliedro) ¢ anche uguale alla somma de’ due segmenti

che si ottengono moltiplicando successivamente per ¥/2 e per 1712: la lun-
ghezza del lato di quell’esagono: segmenti che risultando percid I'uno
doppio dell’altro, quell’altezza resta divisa in tre parti eguali dalle paral-
lele alla linea di terra, su ciascuna delle quali cadono le projezioni ver-
ticali di tre vertici del solido.

Ed osservando, ancora, come nell’anzidetta projezione isometrica del
cubo, gli spigoli e le diagonali (delle sue facce) non parallele al piano
di projezione, vi si projettano egualmente lunghe, ne consegue che tale
comune lunghezza (vedi 1° caso particolare del Teorema) & media geo-

metrica fra ?/, ed '/, della diagonale del solido. Cid pud servire a pas-

sare, viceversz:, dalla sua projezione verticale (sopra un piano, ciog, pa-
rallelo ad una sua diagonale) a quella isometrica.

Tenendo preseénte, infine, che le diagonali delle facce del cubo for-
mano, come & noto, due eguali tetraedri regolari, nei quali le facce due
a due rispettivamente parallele, riescono perpendicolari alla congiungente
due de’ suoi vertici opposti e la dividono in tre segmenti uguali; ne
consegue che l'altezza di quei tetraedri ne ¢ i */;: dimensione che do-
vrebbesi perd dividere per /2, qualora gli anzidetd poliedri cubo e te-
traedro avessero eguali gli spigoli. Cid permette di assegnare, indipen-
dentemente da risapute costruzioni, altezza del tetraedro regolare di
dato spigolo.

Similmente, nellottaedro regolare, siccome ogni congiungente due
vertici opposti & perpendicolare al piano della sezione: quadrata che con-
Jene gli altri quattro vertci, e quindi a ciascuno di quei quattro lat, ed
¢ ¥2:1 il rapporto fra quelle dimensioni: si passa facilmente dalla pro-
jezione ortogonale del poliedro sopra un piano parallelo a due facce op-
poste (projezione da considerare, p. es. come orizzontale, e che risulta

di un esagono regolare colle sue diagonali minori) a quella verticale
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potendo subito assegnarne I'altezza, che & anche quanto la distanza di
due facce opposte. Giacche basta percid moltiplicare per ¥/2 la lunghezza
del lato di quell’esagono, ovvero costruire la media geometrica fra il suo
lato ed una sua diagonale maggiore.

¢) Projettando, infine, ortogonalmente il dodecaedro e l'icosaedro
regolari (in ciascuno dei quali sono spigoli sghembi e, nel primo, dia-
gonali delle facce, fra loro rispeitivamiente perpendicolari) sopra un piano
parallelo (normale) a due facce opposte (alla congiungente due vertici
opposti) sard, qui, anche pit facile dedurre da talune dimensioni di quelle
projezioni (da ritenere, p. es., come orizzoniall) quelle verticali; giacche
se, per maggior semplicitd, si suppongano due di quegli spigoli (sghembi)
rettangolari, disposti normalmente alla linea di terra, ne saranno reci-
procamente uguali le projezioni di nome diverso (vedi 2° caso partico-
lare del Teorema).

Pel dodecaedro inoltre si pud ancora, altrimenti, dalla sua projezione
sopra un piano parallelo a due facce opposte o perpendicolare alla con-
glungente due vertci opposti, dedurre quelle su due piani rispettivamente
perpendicolari ai primi, riferendosi ad uno dei cubi formati dalle diago-
nali convenientemente scelte delle sue facce: determinazioni che per al-
tro si verificherebbero a vicenda con quelle gid indicate.

Palermo, 10 gennajo 1904.
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