Sulle equazioni a derivate parziali del second’ ordine a tre
variabili indipendenti.

Di

G. VivanTL

Il presente lavoro & un tentativo d’estensione alle eguazioni con
tre variabili indipendenti del metodo d’integrazione di Monge e Ampére.
In questo caso — almeno fintantoché la geometria differenziale dello
spazio rigato non sia pid progredita — e¢i manca il prezioso concorso
dell’ intuizione geometrica, che ha permesso di raggiungere nella teoria
delle equazioni a due variabili indipendenti la pilt grande semplicita
ed eleganza®). C(id valga a scusare la lunghezza dei calcoli che si
dovranno svﬂuppare nel segnito.

Nel 8§ 1 si stabilisce la forma generale delle equazioni che am-
mettono un integrale intermedio contenente una funzione di due
argomenti.

Nel § 2 si riduce il problema della ricerca d'un integrale inter-
medio a quello dell’ integrazione d'un sistema d’equazioni a differenziali
totali non lineari.

Nel § 3 si determinano le condizioni sotto le quali questo sistema
pud ridursi ad un sistema lineare, e si effettua tale riduzione; nel
successivo § 4 si passa da questo ad un sistema d’equazioni lineari
omogenee a derivate parziali, e si studiano le proprieta di questo
sistema e le sue condizioni d’integrabilita.

Nel § 5 si dimostra come i risultati ottenuti sieno validi anche
quando, per Vannullarsi di qualche coefficiente, taluni dei passaggi
analitici effettuati cessino di essere legittimi. Si studiano pure le
trasformazioni di Legendre e di Ampére.

Nei §§ 6 e 7 si esaminano certi casi speciali, in cui & possibile
1a riduzione ad uno o pid sistemi lineari anche sotto condizioni diverse

*) Vedasi eccellente opera di Goursat: Legons swr Dintégration des éguations
aux dérivées partielles du second ordre & deux wariables indépendamtes, T. 1,
Paris 1896,
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da quelle trovate in generale. II secondo di tali casi & quello dell’ equa-
zione lineare rispetio alle derivate seconde.

Finalmente nel § 8 si sviluppano due esempi ad illustrazione delle
teorie esposte*).

*)} Devo alla cortesia del Dott. Ed. von Weber dell’ Universitd di Monaco
l'indicazione di alcuni lavori che hanno qualche attinenza coll’ argomento del
presente scrifto,

A V. Bicklund (Ucher pgrtielle Differentialgleichungen hiherer Ordnumg,
die tntermedidre erste Integrale begitoen, Math, Ann. XI p,199-—-241, XIII p. 68—108;
Zur Theorie der Charakteristiken der particllen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, Math. Ann. XIIT p. 411 —428) studia con metodo esspnzialmente geo-
metrico le equazioni a derivate parziali d'ordine qualunque ¢ c¢on un npumero
qualungue di variabili, Sia:

F(2, @1y @ay +ony Tpy Pro Py ooy oy oo Py iy 4 oo pk.,kz,.--,k,,,"") == 0
un’ equazione d’ordine m con % yariabili indipendenti, essendo:

oz

Probn ke = 0w, .. 07y

Si indichi con f una funzione incognita delle z, z; e delle derivate parziali di 2
af
ER

i

la derivata presa temendo conto che # e le sue derivate sono funzioni di z;
d
da;
rispetio ai suoi argomenti avente per coefficienti derivate parziali di z sino all’ or-
dine m, Fra le:

sino all’ ordine (m — 1)-esimo, con

la derivata totale di f rispetto ad x,;, cigé

sard una funzione lineare omogenea delle derivate parziali prime di F

af
vt o =0

af _, G&f _
si eliminino # dejle derivate di » d’ordine m, e si esprimg che Pequazione risnl-
tante & soddisfatta identicamente rispettoe alle restanti derjvate di quest’ ordine.
Si otterrd cosi un sistema (A) d’equazioni omogenee a derivate parziali del primo
ordine rispetto ad f considerata come fanzione de’ suoi argomenti, Percha
F = 0 ammetta an iptegrale primo generale, devono aver lpwogo le seguenti
circostanze:

1 11 numero delle equazioni del sistema (A) dev’ essere eguale a quello
delle derivate di 2z d’ordine m — 1;

20 Le equaszioni del sistema (A) devono ammettere «= integrali comuni.

Se queste equazioni sono sqddisfatte, eid che st pud verificare per via pura-
mente algebrica, le wr soluzioni del sisterna (A) coslituiscono Vintegrale primo
generale della F'= 0.

V. Sersawy (Die Integration der partiellen Differentialgleichungen. Grund-
Uimien einer allgemeinen Integrationsmethode, Denkschr. d. Wiener Akad., Math.-
Naturw. CL, B, XLIX, T, JI, p. 1—104) espone un metodo generale per linte-
grazione d'una equazigne a derivate parziali d’ordine qualunque € ¢con un numero
qualungue di variabili, Egli tenta di ridurre in ogni caso il problema all’ inte-
grazione d'un sistema d’equazioni ordinarie simultanee, Cid perd non & possibile
in generale se ngn per le equazioni del primo ordine con un numexo qualunque
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§ L
Sia # una funzione delle tre variabili z,, #,, #;, e poniamo:
2z &

2
55;=pi, a—w‘_a_wh‘_"_pihapki-

Sieno inoltre %, v, w tre funzioni delle 2, z;, p;, ¢ una funzione
arbitraria di due argomenti. Noi ¢i proponiamo di costraire I'equazione
a derivate parziali del secondo ordine avente [l'infegrale infermedio
generale:

(1) u= (v, w).

Percid stabiliamo le seguenti notazioni:

on ou ov dv dw dw
3—@'{*19"5;"‘-‘-”:;7 3—%-}*%37—1%: 5@4‘1’»’*55”70:.-;
ou dv ow

— = Y. B . T = .3
9, 'y 7 ;s ap, Wp.3

Uz, Uz, Yg | Yp U ‘
By, Yz Uy |= G, Op, Vg, Up |=4d,
Wy, Wy, Wa Wy, Wy, Wy
Uey U, Up, | [, U, Uy, f Uz, Uz, U, |
Vo Vg, 15 = by;, Vo, Pz Vp, | = by, Uz, Ux Up, = bgs,
Wy, Wy, Wy, Wa, W wpif We, Wz, Wp,!
y Up U, | Up, Up, U, | Uy, Up, U |
Vg, x % = 014, Dy, Vp, Vg | == Ca¢, Up, Up Va; | = Csin
Wy, Wy, Wa! |05, Wp, Wa| Wy, Wp, Wz

Deriviamo ora la (1) rispetto alle tre variabili indipendenti 2,
%oy %g; AVIEmMO:

di varisbili, e per quelle d’ordine gqualungue con due variabili indipendenti; negh
altri casi devono essere soddisfatte certe equazioni di condizione,

I rapporti tra il contennto del presente lavoro e le ricerche di Bicklund
non sarebbero difficili a porsi in luce. Assai meno facile sarebbe un raffronto
col metodo di Sersawy che, per la sna molta generalith, si fonda su sviluppi
lunghi e complicati, 'analisi dei quali esigerebbe assai maggior spazio di quello
di cui 8l possa qui disporre.

Citlamo ancora:

Hamburger, Anwendung einer gewissen Determinantenrelation auf die
Integration particller Differentialgleichungen, Journ, fiir die r. n. ang. Math. C,
p. 830—404,

Beudon, Sur Pextension de lo méthode de Cauchy auz systémes d'équations
aux dérivées partielles d'ordre quelcongue, Comptes Rendus de I'Aec. de Paris CXXI,
p. 808 —811,
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Uy = Dyg Up, + Dig U, + Pyathp, = %%,[”xn + PuPe PVt P13Vl
+ ‘g% [e0w, + P15 05, -t P12 %W, -+ D1305,],

Uz, + Protp, + oo hp, + Doy tp, = .‘;_ZZ (92, + D12%p - Por¥p, + D3]
+ gg, [z, + Pyatp, + DagWp, -+ Doy},

U, = P13 Up, -+ Do Up, 1 Pygthp, = 'g%) [ve, + P15 + DoV + Pos¥p.]

+%% {02, + P13 s, + Poz Wp, + P33%5,),

. .- oy Jo . . .
da cui eliminando = T © secambiando, per maggior evidenza, le

linee colle colonne nel determinante risultante:

;“x, + D1y o, + DiaUp, + Py3Up s Uz, T Dia Uy, - Patp, +Pas “px:i

:; U, 1 Pi3Up, FPagUp, | Das ¥,y

E”:, +Di U T P12V, FPs3V0;  VentPiaVs, DoV P Op v§~ 0
Vo, FPy3 %0, + Pa3Ve, P53 Ups
szl 211 %p, T Pro Wo F D13 Wp s Wiy tD 12 Wa, T Pos Wp, =+ D3y,

i Way D)3 Wy, +Pa3 W, + D33,

che & Vequazione del second’ ordine cercata.
Poniamo:

(2)

¥

Py P2 Pi3!
Doy Py D= A,
Dy Pz Py (
ed indichiamo con P, il minore complementare dell’ elemento p;; del
determinante Aj; sarda Py == P,;. Dopo cid si ottiene sviluppando
la (2):
a - byypry 4 boaPar + bssPas F (Bis + b)) 2y F (bys F- byt) P13
4 (Ba3 + b3p) Doy + 033 Pyy T o0 P - €33 Py - (€45 + £0) Py
+ (613 F €a1) Pis + (€05 C30) Py +dA =0,

Pertanto la forma generale delle eguazioni considerate &:

(8) Rypy + By + Byypys -+ 2Ryupe + 2Ry3py5 + 2 Bypsy
+ 81y Py + Sy Poy 4~ 833 Py -+ 28,, Py, + 28, Py
+ 28y Pos + TA + U= 0;
e, se (1) & l'integrale intermedio, si ha:
R, 2R, 8 28;, T
a

L oL

4 B 2o Sw
“ by bty ¢ fatas

L2
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Reciprocamente, data un’ equazione (3), se si possono trovare
tre funzioni u, v, w0 delle 2, 2; e p; le quali soddisfacciane alle (4),
la (1) & un integrale intermedio della (3). Infatti in virtd delle (4)
la (3) assume immediatamente la forma (2); ma, poiche il determinante
funzionale delle %, v, w & nullo, deve esistere tra esse una relazione
della forma (1).

Il problema della ricerca d’'un integrale intermedio della (3) &
ridotto cosi a quello della determinazione di tre funzioni u, ®, w che
soddisfaceiano alle (4).

§ 2.
ap; = P Qxs + piadas + pizdas

Dalle:
segue:
by = g% (dp; — ppydz, — pisdas),
Pog = “1" (dl’2 — Py Qs — Pay A%y},
Pg3 = (dl’s — P A%, — P3A%,).
Introducendo queste espressmm nelle P;;,, e ponendo:
PraPr38%, + Dogay A2y F Py psndwy = 50,

si trova:
1
Py = dAzmdz, [dp,dps— dp, (913827, + Py Ay) — AP3 (P12 A2 + Py A ,)
. + 40 dz.],
Py = az, dz, (dp;dp, — dpa(l’n Ayt Pgy A2g)— APy (a3 Ay + P13 32,)
. + 60 dz,),
Py = anaz, [dp; dp,— APy (P32 A5+ P15 A2 ) — APy (031 A% FPy A 2y)
+ 00 dw&};
1
Py == [ Dydp, + 0],
1
P31=;T‘ P51 dp; + 661,
Py, = 3z ["‘P:zdps + 6],
inoltre:
Puda P Pis ap; P2 Pra
i 1
A= iz D12d%, Doy Pog =i dpy Py Py
Pis@; Doz Pys dps Py Dys

1
==, (Pyy 49, + Pp,dp, + Pyydps)

{dl’x dp,dpy — (Py; 47y + Py ds) dp,dp,
— (D30 8Ty F-P120%1) Ap; By — (P13 B2y F-Pys dt,) Ay A,
+(dp,dz,+ dp,dz,+ dp, dx;) 6 9} .

i
= dzdz,dz,
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Fatte queste sostituzioni, il primo membro della (3) non conterra
pid altre derivate seconde che py,, Pz, Poy, © sard una funzione del
2° grado di queste. Beriviamo brevemente il risultato della sostituzione,
moltiplieato per dix, dz, dz;, cosi:

A+ B+ C=0,
dove con 4, B, C vogliamo indicare le parti del primo membro che
sono rispettivamente dei gradi 0, 1, 2 rispetto alle p,, D3, Pa3-

Troveremo
A= R dp dz,dz;-} Ry, dp,dax;dz Baydp,day dxy Sy dzydp,dp,

+ Sy dz,dpydp, 4 Sysdwsdpydp,+ Tdp,dp,dps+ Udz dz, d s,
C = 08[8, dz + 8pda,® + Sy dag® + 28,,dwdx, + 28,ydz, du,

+ 28,,dz,dz, + T(dp,dz, + dp,dz, -+ dp;dz;)] = K00,
B = — H, p,; — H,py — H;p,,,
dove:
H,== R,,dz;dz,®> + Ry da, da,®> — 2 Ry, d 2, da,dag

+ 8y dx, (@p,dzy + dpydz;) -+ Sydp, dz,? + Sydp, day?

-+ 28,,dp,dz, day -+ Tdp, (dp,dxy + dpgdixs),
e H,, H, si deducono da H, permutando ciclicamente gli indici 1,2, 3
e convenendo che R;; ed By; abbiano lo stesso significato, e cosi
Sih ed S},;.

Se formiamo la combinazione H;, — Kdyp,, troviamo che essa
conliene il fattore dx,; indicandone il valore con L, dz,, si ha:

L, = »&lm; [H, — Kdp,] = Ry,dx,2 + Rydz? — 2 Byyda,da,
+ Sy (— dpyda, + dp,dz, + dp,dy)
— 28,,dp,dz, — 28,3dp,dz, — Tdp;®.

Analogamente:

L,= Eiz; [H, — Kdp,) = Ryyda? + Ry dwy® — 2 Ry, da,dz,
+ 8y (— dpydz, + dpyday - dp dz,)
— 28,3dp,dzs ~ 28, dp,dxy, — Tdp,?,

Ly= g‘lw_s (H;— Kdp;] = B da,* + Ry di,? — 2Ry,da,da,
+ Ss5(— dpyda; + dp, dz, + dp,da,)
— 28, dpyday — 285,dpydz, — Tdps®

Vogliamo dimosirare che, se:

(6)] % = cost,, o == cost., w = cost.

sono tre integrali del sistema d’equazioni a differenziali totali:
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(6) A=0, L,=0, L,=0, L;=0, dz—p,dz,—p,dx, —p;da;=0,

le u, », w soddisfanno alle relazioni (4).
Dalla prima delle (5) segue:

ou
ud“:‘!’g,x 2+3xd "f‘azdz"f‘ dp,
+3udp‘3_0

; 3u dpg

ossia, tenendo conto dell’ ultima delle (6):
Uz, ATy - U, A7y - e, Q5 + Up, APy + Up, dpy | 1y, dpy = 0.
Analogamente:
Vo A2 + Vo, A%y + vy, A25 +- 0y, dpy + vy, dpy + vy, dpy =0,
W, ATy = W, ATy + W, Ay + Wy, APy + Wy, dp, + wp, dpy, = 0.

Risolvendo rispetto a dp,, dp,, dp, si ha, colle notazioni del
paragrafo precedente:

1

dp, = — T (¢, 42, + ¢y, dzy 4 ¢13d23),
1

dp, = — A (Cyy A2y - €2y 4 Cy3day),
i

dpy = — 7 (642, + 6y d2, + ey day).

Introduciamo queste espressioni mella L,; avremo:

@ = (8¢, 8— Ted)da, 4 (Ryy 02— 8y €30 A+ 28,0, d— Tei3) dz,?
+ (Boo @ — Sy csd + 28,5634 — Tei3) dwy?
+ (811(012 — &) &+ 28,0,d — 21’0,,0,,) daydz,
+ (Susles — 631) @+ 28,504 — 270y, 0,5) dy dzg

-+ (*— 2Rysd — 8y (Cas - €39) 4 4+ 28,6134 4 28350,
— 2T¢;50,5) dayda,.

I coefficienti dei vari prodotti e potenze delle dz;, dx,, dz,
dovendo essere nulli, si avra:

) 8y eyd— Tef =0,

) Byyd? — 88+ 28,60d — Tz =0,
&) By d? — 86534+ 28y56,3d — Tess =0,
(10) 811(t1e — €yy) d 4 2856,d — 2 Tey 0, = 0,
an Si{es — 63y) d + 2856,d — 2Ty 603 =0,

(12) "'2-323‘22'—'311(%3'5“’32)d‘t"-?S:zcwd‘f'?stcxzd*9T"12“13=O‘
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Dalla (7) segue:
Sq T,
mediante questa relazione si ha tosto dalle (10), (11):
(14) 28, 28, T

ent ey  eutoy 4
Sostituendo nelle (8), (9), esse divengono:
Ry — T(01) 699 — €1300)) = 0, Rpyd® — T()1655 — €y365) = 0.
Per trasformare queste espressioni, possiamo ricorrere alla nota
identitd simbolica:

(15) («By) (a8e) + (ayP) (ufe) + (288) (npe) = 0%).

Ponendo in questa identith, dapprima:

) = Up,, Oy ==0p, Gy==Up; Py=1y, f,=uy,, Ps=1p;
Vi = WUp,, Yo==1Up, Y3==Wp,; 0y = t,, 0= Ve Oy = Wy ;
By == Uy, & ==y, & ==,
poscia:

Oy = tp,y Gy ==VUp,, 3= Wp; 51
Pyo==Up,, Va==Uh, Pyo=Why O

& :—"'_'.luﬂh’ &, = Uy, &y == Wy,

|

Ups  Po=10p, fy=1wy;
Uz, By =0y, & = 1w,

i
‘38

K

si ottiene:
CpyCyy — CaCyy == dbyg,  0,C33 — €430y == dby,y,

sicche le relazioni precedenti divengono:
(16) By _Bp T

T = e o e

Infine la (12) diviene, in virty delle (13), (14):
2R,d? = T[(c365 — ¢1463) + (Cag €45 — €11 65)]-

Poniamo nella identita (15), dapprima:

Oy == Uy, Oy ==Up, &==1Wpi Py=1lp, Py=1,, B3 = Wp,;
Vi=Up, PV2=Up, V3= O =1y, O =uv,, &=1w,;
&) == U,y Sy T U, & = Wy,

poscia;

Oy ==y, Oy =Tp, Og=W; fi=uy, By=10,, =1y
Vi ==y, Pr==Up, Vy==Wg; O =y, 0, =10,, 0 ==uw,;
& == Uy, & ==Up, & = W;

#) Essa si otterrebbe p.es. facendo Uy=8, Up=y, Uy=38, Uy=W=nr,
V== nell’ identitd B’ =0 a pag. 75 dell’ opera: Study, Methoden zur Theorie
der terniren Formen, Leipzig 1889,

Mathematische Anaslen. XLVIIL 31
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otterremo:

€31 €4 — €43 Cg3 = dbsy, Cay €j3 — €14 Coy = Bl
e quindi:
(17 2By T
L

Raccogliendo le (13), (14), (16), (17), e le analoghe che si
otterrebbero mediante la considerazione delle equazioni L,=0, L, =0,
si ha:

(18) _ci—zc'h+chiar=bih+bhi_—d—.

Dobbiamo ancora introdurre le espressioni trovate per dp,, dp,, dp,
nell’ equazione 4 = 0. Il suo primo membro diventa una forma del
39 grado nei differenziali dz,, dz,, dz,, ed & facile verificare che i
coefficienti dei termini dx®, dz?da; sono identicamente nulli in virtd
delle (18). L'unico restante, cioe il coefficiente di dx dz,dz;, &:
— Ry, @ — Byyepd® — Ryyepad® + Sy1 (600635 + €23630) 4
+ Sp(eszeny + a165s) @ + Sz(€1 + €260 2
— T{(eyq 2633 =+ €11 €a3Cs2 T €12 CarCa3 1 €raCagCay + €136y €50 F €456 654)

+ Uas
Mediante le (18) esso diviene:

T{— byye1d — by 8 — bygeyd + €1y (eanes3 + €n3631)
+ €22 (33645 + €34633) - €33(611 Cop T+ €1269)

~— (€4 2 C33F €31 Cog C3pF €12 Cag 331 €19 CayCsy + C13Cay C3x+ €45 022‘331)}

+ Uad,
ossia:
—b,,d ¢ —byd+cy,c —byd+¢y, ¢
T cﬂ("czl;caj—c” 33) T o (—G::cla - “) T s (_c’sfc:_ " 22)
€)1 Cra C3
— |1 Ca "'23| +Ua
C31 Csa "33'

Ora, come si & frovato poc'anzi, le quantity che moltiplicano
Ciqs Cpy Csg SonoO mulle, sicche eguagliando a zero il coefficiente con-
siderato si ha:

C11 &g Cy3

Ud3=Tl"21 G2 Cag

1031 C3p Cag
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Indichiamo per un momento con &;, %;, § i minori complementari
degli elementi u,,, v,,, wp, del determinante d; sara:

Cin = ithy; ~+ N0, + Gi%sy,

e il determinante che moltiplica 7' nell’ ultima equazione risulterd essere
il prodotto dei due determinanti:

E & & Uz, Uz, U, |
M N2 Yl Va, Vzp Y |
& & &l Wz, Wy, Wl
I secondo di questi & @, il primo ha il valore d?, sicché si ha infine:
ug T

Le equazioni (18), (19), che sono identiche alle (4), provano il mnostro
asserto.

§ 3.
Ridotto cosi il problema all’ integrazione del sistema (6) d’equazioni
a differenziali totali, conviene esaminare se e sotto quali condizioni
sia possibile frasformare questo sistema in uno o pin sistemi d’equazioni
lineari a differenziali totali,
Cerchiamo di formare una combinazione lineare di due delle I,
p. es. L, ed L, la quale sia decomponibile in due fattori lineari. E
chiaro che, affinché cid abbia loogo, devono anzitutto elidersi i due
termini contenenti dp,; quindi, in generale, Yunica combinazione che
potra essere decomponibile sara — S; L, 4 8,,L;. Poniamo:
~ 833 Ly + 8y, Ly = (8yy Byy— 8y Bys) d w2+ Spp Ry d 2> — Sy B, day?
-+ Sy Tdp,® — 8,, Tdp,> — 28, Ry, dz,dz,
-+ 2833 Bygdzy day + 285, 8,,dw,dp,
— 28y, 8,3 dw, dp; + 28,, 83 d 2, dip,
— 28,853 d, dp; -+ 28538y, dzy dp,
— 285,83 ds dps

— 5% (¢ do, 4 diy 4y day+ Tap,+8 dpy)
(¢ dwy - dz, +y dus+ Tdp, 8 dpy).

Si avranno le seguenti equazioni di condizione:

S, ’

(20) "1:?““ = Sy Byy — Sy Ry,
S, ,

(1) T”ﬁlg = Sp By,
83 ’ ]

22) 7 vy = — S8Ry,

31
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(23) Bwo0 — — 8,7,
(24 %’? (af + o' By = — 28, Ry,,
(25) % (ar' + &/y) = 28 Ry,
(26) Bys(e + ) = 2858,
29 %vg (a8 + &' d) = — 28,8,
(28) % by + 89 =0,
(29) Sy (B + B) = 28,584,
(30) 2 (B + B'0) = — 28,8y,
(31) Sy3(7+7) = 28458y,
(32) %(76"'{‘7"5):—"”“ 285,853,
(33) S (8 + &) =0.
Facciamo:

S _ 1

Sy !

Dalle (23), (33) segue:
0=AiT, &=—4LT,
Dopo ¢id le (26), (27) divengono:
N+O£’=2Sm, —-a+a’=——~.~8—s;-i;—~=—-—2llsw,
e si ha di qui:
a =8, + 4,8;, & =2>8,— 48;.
Dalle (29), (80} segue:
. . Sag S,
Bt B =28y, —B+F = g2 =245,
quindi:
B =8, 2,8y, B =Sy — 4, 8y.
E dalle (31), (32):
, . 248,
Y+ =28, —y+7 *—‘—“7?="231833,
quindi :
1
y =8+ 4,5, = 'j; (S + 4, 8y3) = %’

’

4 1
Vo= 8y — 45 = — 1_‘(822 — 485, "—“‘—‘%

Pertanto la (28) & soddisfatta identicamente, e la (22) & una
conseguenza della (21).
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Restano le (20), (21), (24), (23). Introducendo le espressioni

trovate, si ha dalla (20):
Ss3(S43 — 4.°S15) = T(Sy Ryy — B3 Ry),

ossia, tenendo conto del valore di 1, e aggiungendo e togliendo nel
primo membro §,,8,,8:,:

S22 (Sll S33 - S1§) - SSS (SIIS% hamd Slg = T(822 RQQ — 8’33 -R33)-
Cost dalle (21), (24), (2b):

322‘933 - ‘5'23 =Ry r, szsa‘s - 5'13323 = RzzT7
8138y — 8138, = By T.

Per scrivere queste equazioni, ed altre che troveremo in seguito, sotto
forma pill breve, noi porremo:

Ry R, By E S, 8, 8
By, Ry Ry ; =7V, Sy Sy 8y = w,
Bs; By Ry | Sy Sy S

e denoteremo con X;; 1 minori del primo determinante, con ¥;, quelli
del secondo. Le relazioni trovate prendono allora la forma seguente:

34) Sy [ 58 — By | = 8y [ 220 — By,
Yy _ Y _ Y _
(35) B =B = Ra— 1

Si ha poi:
— 8y Ly + 85y Ly = %‘i {(Sy +4,8y) doy 4 (S, + 4,8y, d ,
+(Sy3 -+ 4y Sy5)dzs 4 T dp,+ 24 Tdps )
> A{(8yy — 4, S3y) dzy 4 (85y — 41 8y,) A2,
+(Sys— 24, 833)dzy - T dp, — iy Tdp,}.
Affinché anche le combinazioni a,naloghe:
- Su L3 + Sss LU - 822 L1 'f' Sn L22

sieno decomponibili, dovranno essere soddisfatte le condizioni corrispon-
denti alle (34), (3b). Le seconde possono scriversi:

Y; )
(36) E:f':-T; (¢, h=1,2,3)
se queste sono soddisfatte lo & pure la (34), e cosi le sue analoghe.
Ponendo: < s
dond AR
onde segue:
ll Aydy = j:. L,

sl avra:
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— 8, Ly+- 8, Lx—& {(Sqs +2,8,,) dzy +- (83,4 2, 5,,) dz,
+ (S35 44, 8y5) day + T dpy+ 4, T dp, b

< { (S5 —4,8,y) dzy 4 (83, — 4, 8,,)d,
+ (833 —4,85)dz,+ T dp; — 4, T dp, },

—8pLy+ 8, L,= %‘ { (84 +4385) dzy + (Sy, 4, Sy d
+(8y3+438y)dz;+ T dp,+ A, T dp, |
>< {(8yy — 438y)d @, +(8y,— 43 Sp)d z,
+(S)5—438y3) dzy+ T dp,— 4, T dp, } .
Quindi al sistema d'equazioni L, =0, L,=0, L; =0 potra
sostituirsi il sistema lineare:
(Sp+24,83y) dzy +.(Say + 41 835)dx, + (Sp5+ 2, 855)dzs + T'dp,
+ 4, Tdp; =0,
(831 +4,8,)dz, + (834 4,8,)da, + (S33+-4,8,5)dz; + T dp,
+ 4, Tdp, =0,
(Syy+438y)day + (8154 238,,) dz, + (813 238,)dz; + Tdp,
+ 4, Tdp, =0,
dove i segni di 4, 4,, 4; sono affatto arbitrari.
Moltiplichiamo queste equazioni rispettivamente per — 4, 4;4,,
1 e sommiamo; avremo:
(L4244, 4) [8;,dz; + Sppda, + Syzdzy + Tdp,] = 0;
questa relazione sard soddisfatta per tutte le combinazioni di segni
delle 4,, 4,, 4;, se si annulla il secondo fattore.
Tenendo conto anche dei risultati analoghi, si vede che il sistema
L,=0, L,=0, Ly =0, quando si verificano le condizioni (36), &
soddisfatto ogniqualvolta lo sia I’ unico sistema lineare:

ap, + % (S d2y + Sppda,+ Syyda;) =0,
37) dp, + 7 [Sudoy + S ds + Syydag] =0,
dp; + % [Ssydx, + Spydz, + Sydag} = 0.

Sostituendo in A = 0, sviluppando e riducendo coll’ ainto delle (36),
quest’ equazione prende la forma:
; r—(R11511+R22‘322+333 8y) T+ 8y (S22 + 523)

+ Sz2(Sss 811+ Ss1) + Sas (S11 Sz + 815)

— (811 822855 + 11825 + S12Ses S5+ 81% o3+ 8131282 -+ 813 Sz2)
+ UTYdz, dz,dzy = 0.
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La quantitd tra parentesi quadre pud scriversi:

- (‘Rlisﬁ +'RQ2S22+ R33S33) T -'{— sﬂ (522833 - Szg) + Sﬂﬂ (833811 - 836
+ 853 (S11 82— 813) — W+ UT?;
ma in virtd delle (36) tutti i termini meno i due ultimi si distruggono.
Quindi Vequazione 4 = 0 sard identicamente soddisfatta se:
(38) W=UT>

in caso diverso, essa si decomparrebbe nelle tre: da, = 0, dz, =0,
3

dz, = 0, e si avrebbe, oltre alle (37) ed alla d# ——-Zp,,- dz; =0,
i=1
un’ altra equazione, ciot 5 equazioni indipendenti, il che & impossibile.
Dalle (36), (38) possono dedursi altre equazioni che sono, in
qualche modo, ad esse reciproche. Denotiamo per un istante con |¥|
il determinante delle ¥, con Y. il mioore complementare di ¥;; n
questo determinante; segue dalle (36):
Yo=TXy, [Y|=T37.
Ma Yy = W8u, | Y| = W2 quindi si ha:
WS;];=-T2-XH;, W2=T3V)

ossia per la (38):

X,

—=U, V=TU
(39) 5

Su questa reciprocith ritorneremo pill innanzi,

§ 4
1 sistema d’equazioni a differenziali totali (87), al quale si deve
intendere aggiunta l'equazione:
ds — p,da, — pydx, — pydyg =0,
pud trasformarsi in un sistema d’equazioni a derivate parziali¥).

Sia f(x,, #,, %3, 2, Py, Py, P3) == cost. un integrale del sistema
(87); dovra essere in virta del sistema stesso:

afd +afd2+&fd”3+ d5+ dp1+ fdpz
3f
+ dPs-‘O

cioe, ponendo nel primo membro in luogo di dz, dp,, dp,, dp, le loro
espressioni mediante dx,, dz,, da,, i coefficienti di questi ultimi dif-
ferenziali dovranno essere nulli. Mediante tale sostituzione si ottiene:

#) Ofr. Goursat, op. cit. p. 57 e segg.



488 G. Vivanrz

A dmy + 2L ao,+ 2L dwy + 3] >l — TZ [ Sd“]

z"‘l
38
==21[:_xf az 2& ]dxi=0.

Si ha quindi il sistema:

1 of 8f o1
8a:, +P1 - [ 15y, +Sx'z +Si3 _3?3_=O’

1 of 7
) 4 = [Su g A Su g+ 8 F] =0,

8x,+p3 %[8315},‘1‘!‘332 20n +Ss3 af =O-

39_;1’ é%:’ 3%){_’ e tenendo conto delle (36),
3

(38), si pud porre il sistema sotto la forma:

Risolvendo rispetio a

of i r 3f of
0 ﬁ_Rn 80: 19,)"‘ 12 (3 +P2
+-Rl3(af+ 3 =0,
0 1 F' 0
( é—z{”;—z_j 21 31‘+P13£)+ 22 a:+p2*
41) N
8 of
E, —=)l=0,
of tn of ef
a“pa_ﬁ By, ax"f'l’i 3,)4‘332( 2%)
+Rs3 AL +P3%’; =0.

Una proprieta importante del sistema (40) o (41) & la seguente:
Due integrali qualungue del sistema somo tra loro in involuzione.
Sieno u, v due integrali del sistema (40); si avra:

ou
a_m:_i—_pt az 2 ih'\

ov o
5o, T Pigs — ZS"' apy’

quindi:



Equazioni a derivate parziali del 2, ordine. 489

ol = 82+ 0) — 22 (2 4 050

k2
.

- 3 3
[ Stsa e 2o 3 s 22 22
1

T he==1 i=1 A=1
3 3
1IN N o _ Ju ov —
_-T‘i‘; f:;, (Sth 8ii) 5~ 31’ aph 0

Il sistema (40) ammette tutt’ al pid 4 integrali indipendenti. Ora
pud dimostrarsi che, se esso ne ammette tre, ne ammette pure un quarto.

Sieno i tre integrali #, v, w. Poiche essi sono tra loro in in-
voluzione, esiste una quarta funzione ¢ in involuzione con ciascuno
di essi, ciod tale che:

[o,u] =0, [o,v]1=0, o, w]=
Sviloppando, e riprendendo le notazioni del § 1, si ha:

3 3
2 (00, ths; — 0z;%p)) =0, 2 (@r;¥s; — €x;%3) =0,

fo=1 i==l

3
2 (00, %a; — @u;p,) = Ou
1

=

Risolviamo rispetto a @, @4, 0s,; Otterremo:

3

1
(42) Qs = 3 Gt Op,, (t==1,2,3).

h=1

Ora, se #, v, w sono tre integrali del sistema (40), o, cid che & lo
stesso, del sistema (37), essi soddisfanno alle (4); di pia si puod
dimostrare che:

. ) Cin == Cai, bin = bu;.
Si ha infatti:

Up, Up, Uz, U, Up Syy thp, ~+ Sy Up, + Sos thy,

Cip ==|Up. Vp Uo, |= 'f" Un s Sy V9t Sp Vs, Sy vp ="”%“7
Wy, Wy, Wa, Wy, Wy, Sy Wy, SootWyp, 4 Sy3 %y,
Up, Up, U, . Up, tp, Syythp, + Biyttp,+ Sigthp, a

Oy =% Up Vu |=7 (U Up 811 09, 81200, + 8y5 v, | = ‘%‘"‘"%2?
Wp, Wy, Wz, Wy, Wa, SyyWp, + 8,5y, 5,505,

e analoga sarebbe la dimosirazione per le altre ¢;; e per le b;;.
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Dopo cid la (42) pud scriversi:

3
1 .
Qu, = T 2 ; Sia Q03 (7’ = 1$ 27 3)
h=1

ne risulta che ¢ & un integrale del sistema (40).

Se il sistema (40) & completo, ciod ammette 4 integrali indipendenti
%, v, w, @, posto:

w=2Ad,, v=4,, w=2A4;, o=2A4,

dove 4,, 4,, 44, 4, sono costanti arbitrarie, ed eliminando p,, p,, p,,
si otterra un integrale dell’ equazione proposta con 4 costanti arbitrarie:
(43) 2= F(z, 2y, 25, 4, 4y, 4,, 4,).
Vogliamo mostrare come da esso possa dedursi un integrale con tre
funzioni arbitrarie®).

Indichiamo con F;,, F, ., le derivate parziali prime e seconde
della funzione F, e supponiamo che dalla (43) e dalle:

pi:Fz,-(xuxQ’x:n Au Ay, As; 4 (5=1’273)
si deduca risolvendo rispetto alle 4;:
Ai:‘pi(xi) gy Tys &, puﬂ?:?z%)‘ (2:——"1’ 2, 3)

Poniamo ancora:

Foizy (@ys %o, Bay Pry Pos Py Pu) = Yua @y, Zay gy 2, Py, Doy Py)-

¢ h=1,2,3)

Se imaginiamo di avere un’ equazione della forma (3) tale che, appli-

cando ad essa il metodo sviluppato, si ottenga Vintegrale (43), risulta
dalle (37) che dovri essere:

op; - %
. 9w, T
2
anp, P22
55:: = m“—‘ Fz,-zh(xu Zyy L3y Prs Pas P3s Po)
i = i (T4, Xy, Ty, 2, Py, Pos D3)s
aindi:
q Sik
= = Yir-

Sia Q il determinante delle %;;, Wi i1 minore complementare di 9,
in questo determinanfe; avremo:
Y, w
=Y, —m=29
*) Goursat (op. cib,, p. 13 e segg.) tratta la stessa questione per le equazioni
a due variabili indipendenti, ma valendosi quasi esclusivamente di considerazion
geometriche,
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ossia per le (36), (38):
By, U
—_— ik —_— e Q

Pertanto 1'equazione del second’ ordine, la cui integrazione secondo il
nostro metodo ¢i conduce alla (43), &
Yiudus + Yoa 0o + Vaalss + 2V, + 2¥i3p5 + 2W5 0
— Yy Py — ¥ Pyy — ¥y Py — 29, Py — 29, Py — 293 Py
+4A—-Q=0.
E facile vedere che essa pud scriversi sotto la forma seguente:

11— ¥y P~ Vo Py — Uyl |
(44) Do — Yo Poo— Yp Pos — ¥y = 0.
13— Yiz Doz — Yoz Ps3 — VP33 1
Ora nella (43) sostituiamo ad A4,, 4;, A, tre funzioni arbitrarie
di 4,, 1(4)), u(4)), v(4,), e, posto:
(45) 2=F (”1’ Zyy 23, Ay, A(4,), 8(4,), ’”(-Ai)) G (2, 2y, 25, 4y),
determiniamo 4, come funzione di %y, Ty, T3 mediante la condizione:

oG
(46) o=
Avremo:
0G 04, oG
B 643 "_aAl ax '9*3?’,
PG, &6 o4
Pis 3:::2 72,04, oz’
P G X2 (741 oG *G Q_‘_A_‘,-
Pm—aa:.'aa:;, ox, DA dw,  dx fwy dm, o4, B’
ma: .
_._.2_,_ -
af‘ aa:,, F”’z"h_w‘h’ (@sh==1,2, 3)

quindi introducendo nel primo membro della (44) le espressioni trovate
delle p;; esso diviene:

|_#C 042G 24, PG 24,
02,04y 02, 0204y 0% 0% 04y 0
PG 04 PG G4 PE DA
02,04, 02y 02204y Pwp D% 84y O,
PG 84 PG 24, PG DA,
faxaaA( 3«7’1 8«%3111 ng axsaﬁ-x 6{3&’3 {
Questo determinante & identicamente nullo; quindi la (45), dove 4, &
determinata dalla condizione (46), & un integrale dell’ equazione (44).
Trovato adungue un integrale (43), si ha da esso immediatamente
un integrale con 3 funzioni arbitrarie:
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= F(xi: Zy, 23, Ay, A(4y), u(4,), "’(A-i)):

dove la funzione 4, di @, #,, #; & determinata dalla condizione:

A +62.A) x( )+a“(4)ﬂ(‘41) +av(A)’”(A)——0

Se il sistema (40) non & completo, esso ammetterd tutt’ al pia
due integrali w, v. Integrando il sistema u = cost., v = cost. (o, nel
caso che esista un solo integrale u, Pequazione u = cost.), si otterra
un integrale eon una sola fupzione arbitraria.

§ 5.

Abbiamo supposto tacitamente che taluni dei coefficienti dell’ equa-
zione (3), p. es. 7, non sieno nulli. Vogliamo ora dire qualche cosa
sopra questi casi d’ eccezione,

E noto che, se con 7, 2y, @,y #; si indicano delle nuove variabili,
e con p; le derivate parziali della 2 rispetto alle 2}, ponendo:

3
(47) -4 =2p,-x,- — 2, Z=p,
i=1
se ne deduce:
- 3
(48) 2= D pi%;— 7, x =p;.
fe=1

Le (47), (48) rappresentano la trasformazione di Legendre. Deno-
tiamo con p;; le derivate seconde della 2’ rispetto alle z}, e con Pj,,
A’ le espressioni analoghe alle Py;, A. Avremo:

Ax; = dp; = pi1 A%, + pi2d @y + pisdz,
3
== _5_, Pir(pPardz) + pre da) + pis day),
h=1

quindi imaginando scritta questa relazione pei tre valori 1,2, 3 di ¢
ed eguagliando i coefficienti di dz/, dz,, dz,':

3 3 3
2p;ap§u= 1, mep}.z——- 0, mep;’ss= 0;
h=1 h=1 h=1

3 3 3
szhpi1= 0, 2?25?32-?- i, szhp;;sr— 0;
A=l h=1 h=1

3 8 3

21’% =0, Zpsh Paz =0, 21}3;,1);.3= 1.

h=1 k=1 h=1
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Se risolviamo questi tre sistemi d' equazioni, otteniamo:
Dir = __A_;‘ ’ (6 h=1,2,3)
da cui, per note proprietd dei determinanti:

P} 1
P, ip == 'K,h > A= A7
e reciprocamente:
, P, . P; , 1
pihzi}f) P£h==z"f; A=K'

In virtd di queste relazioni l'equazione (3), moltiplicata per A’

diviene:
By Py + RBay Pos -+ Rss Pis + 2Rye Pis + 2R3 Pis -+ 2 Rsy Poy

+ Supi + Seapiz + Ssspass + 28w pis + 281p1s 4 2 Sas pas

+ 74+ 04 =0,
dove nei coefficienti devono intendersi introdotte le nuove variabili.

Di qui si vede che la trasformazione di Legendre muta un’ equagzione
del tipo (8) in un’ altra del medesimo tipo; e che, se si rappresenta
Tequazione trasformata con:

(49) RBupu + Rupi + Busps + 2 Biapie + 2 Buspis + 2 Rpspis

+ St Piy + 853 P -+ S Pss + 285 Piz - 2885 Pis

+ 285 P+ T'A'+ U =0,
si hanno le relazioni: '
(50) Ry = Si, Sa = Bix (4, %k=1,2,38); T=U, U=1T.
Pertanto la reciprocita che abbiamo osservato pid sopra esprime il fatto
che la trasformazione di Legendre muta un’ equazipne integrabile col
nostro metodo in un’ equazione della stessa natura. Infatti mediante
le (50) le (36), (38) divengono:

X4

8 U, V=107

le quali (cfr. le eq. (39)) sono appunto le condizioni @' integrabilita
della (49).

Se nell’ equazione data T & nullo, ma non lo & U, noi potremo
mediante la trasformazione di Legendre ottenere da essa un’ altra
equazione in cui 7" non & nallo,

Applicando il nostro metodo all’ equazione trasformata, si otterrebbe

(cfr. eq. (37)):
dpi + 7 [Sada + Shday + Sida] =0, (=1,2,3)
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e quindi per le (49), (50):
dx; + 717- (Biidp, + Rizdp, + Risdpy] =0. (i= 1,2,3)

Ma queste equazioni si sarebbero potute ottenere direttamente risolvendo
le (37) rispetto alle da; e tenendo conto delle (36), (38), e ad esse
corrisponde il sistema d’ equazioni a derivate parziali (41). Sicche
pud dirsi che questo sistema & valido anche quando 7 = 0, purche
perd sia U<=0.

Un’ altra frasformazione che conduce a risultati analoghi & la
seguente, che pud considerarsi come una generalizzazione della frasfor-
mazione di Ampére:

B =2y, B =2, ¥ =—p;, {=2—p;z,.
Se ne ricava facilmente:
. =0, P =D, P =,
e quindi:
By=y, Ty=2y, By=py, 2=2—p'z, py=p/, P=p,, Py=—2;"
Inoltre:
dp) =dpy, dp, =dp,, da)=—dp;,
ossia:
pudzi + pude: + pisday = p,dz, 4 p,da, 4 pyyda,
=P dz, + pdzy
+ P13 (Pisd o1 + pasdaz + pdz),
Pdai + Pda: + Prudws = ppdx, + Py da, + pyda
= p1282)" + pydiz,
+ 25 (Disd21 + pdi + padas),
— A2y = pi3dz, + Py;dT, + pyyda,
= P a8, + Py dzy
+ D33 (1881 + pasdas + pisdas),
da cui, eguagliando i coefficienti:

Pu = pu + PisP1s, P2 =P+ PP, Pis =+ pups,
Pz = P12 + PisPis, P = Po + PesPis, Pis = - PesPis,
0 =pis + psspis, O =2+ Dsspas, 1= — pspis,
e risolvendo:
Py _ P4 _ 1 Py, Pis o3
Pu AL Pn"“p?sv Pas—'_p_‘é: Ptzs‘—@: P13=27*33: 1%3'“"'13;;:

quindi:
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.'P22 P A Pla b
Py=—22 Py=—2' P P22 p _ P
11 22 pgs, 33 = P p{ E 13 s ’
P, Py,
.P‘ = ‘,13 A = — 7 .
23 p33 2 Dis

La (3) diviene adunque, moltiplicata per pss:

Exn P, 22 —l— -R22 -Px'x —— Rgz — 2Ry P, 1’2 -+ 2R p’m + 2323 p'zs - Su P’z-z
— 8221)11 + S A 251217'12 + 285 Pys -+ 25’25 Py
— T Py + Upgs = 0,
sicche si ha:
(31) Bu== 8y, Ryp==Su, Rs—=— U, By= — 8, Bis = Ris,
By = Ri3, Sy = — Ri, S == — B, S5 =1", 8z = Ry,
S =815, Si3=2=8ps, T=—283, U= Ra.
Quindi, se T'==0, U ==0, purche le S;; non sieno tutte nulle, la
trasformazione di Ampeére ei permeite di passare ad un’ equazione
in cui 7" <=0.

Se alcune delle S;; sono nulle, le considerazioni del § 3 non sono
pit valide; ma, se due delle B;; ¢ 7 non sono nulle, si pud applicare
la trasformazione d’Ampére, e si ottiene cosi un’ equaziome in cui
nessuna delle 8 & nulla.

Pud vedersi anche qui che, se l'equazione primitiva soddisfa alle
condizioni d’ integrabilita (36), (38), la stessa cosa ha luogo per

Pequazione trasformata.
Si ha infatti dalle (51):

Yu=— RuTl — 85 Yw=—Rel — 8 Yu=Xg,
Yo = — Ri,T" 4 8385, Yi3= R85+ RuSs,
Y5 = RieSes+ RioSis, W=1"Xzs+ R1,8i5* +2 R12 85 Ss Rz S5s?,

le quali espressioni, introdotte nelle (36), ci danno:

- R, T — 85 = By, ' — 82 _ X = Ry 7"+ 845 st B1s85 + R, 84,
82'2 Sl’l - U — S ; RiS
_ RieSi+ BieS)y
A
23

Segue di qui apzitutto:
’ Y i 7 Y’ ’ ’ r Y’
(52) Rn-——-T,}—,l, Rzz=T2?, Xy = U'Ss;s, R12=‘27’
sostituendo nel 5° e 6° membro si ha:
¥ 8o+ ¥y Sl,:')= Yy, S+ Ymﬁé__ — &
TR, TR, 331
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osgia, tenendo conto delle identita:
Y1 85 -4 Yis S5 + Y585 = Y3 85 + Y S5 + Yz?;ls'sfe. = 0:
Y/, Y.
(53) Ru=7, Bes=7
Dalle 12, 2= e 4* delle (52) si ha poi:
. ’ R , Sy W°
Xis = RuRis — Ry =3 (Y1 Y — Yis?) = o,
e paragonando colla 32:
54) W =U0T"
La (88) diviene:
T Xss + BulSis® + 2 R50 81385 + RpelSs? — RasSv?,
ossia per le (52), (54):
W' Sss + Y11 8is* + 2 Yo 815 835+ Y52 893 = Rs 83 T

Ora, essendo:

Sis Ya5 -+ Sgs Yos -+ Sss Yos = W,
si ha:

Y18 + 2 X5 81385 + Yo S2® = Sis (Y11 8oy + Y13 Si2)
+ Ses (X2 851 + Yia San)

= — (85 Y15 + S5 ¥33)Ss5 = (853 Yis — W) S,

sicche la relazione precedente ci da:

YI

(59) Ry = -—lﬁ .

Le (562), (53), (54), (bb) provano I’ asserto.
Applicando all’ equazione trasformata il nostro metodo, otferremo

(eq. (37)):
dpl = — o (Sirday + Sipdw + Sidzg), (5=1,2,3)
¢ introducendo di nuovo le variabili primitive:
dp, = — gl;; (Bypday — B d2, — 843dps) ,
dp, = — Sl” (— Biydz + By dz, — Sy dp;),
daty = — S-I; (854, + Spydz; + Tdp,).

Se risolviamo queste equazioni rispetto a dp,, dp,, dp, tenendo conto
delle (39), troviamo di nuovo le (37). S8i vede adunque che queste
sussistono anche nei casi d’ eccezione considerati.

B facile del resto dimostrare direttamente che, ogniqualvolta le
condizioni, (36) e (38) (o le equivalenti (39)) sono soddisfatie, qualungue



Equazioni a derivate parziali del 2. ordine. 497
integrale del sistema (37), al quale si intende sempre aggiunta Yequazione
3

de — D pida; =0, & un integrale del sistema (6). — Se infatti nelle
i=1

4, L, L,, L, in luogo delle dp; si pongono i secondi membri delle
(37), e si fa uso delle relazioni (36), (38), si verifica senza difficoltd
che quelle espressioni risultano identicamente nulle.

Pertanto 'integrazione del sistema (37) ei conduce all’ integrazione
dell’ equazione (3), sotto I’ unica condizione che le (36), (38) sieno
soddisfatte,

$ 6.

Quanto si & detto non esclude perd che, in casi speciali, possano
esistere altri modi di riduzipne del sisterna (6) ad uno o pid sistemi
lineari, sotto condizioni eventualmente diverse dalle (36), (38).

Noi svilupperemo il caso di 8 =8,y = 8,3 =10. Allora le Z;
prendono la forma:

L) = Ry dxg® 4 Rygda,?—2 Ryyda, dwy —28,,dp,dzy, — 28,dp, d,

- polz:

L, = Ry dz*+ R, da,® — 2R, sdzs do, —28,5dp, dx,— 28, dp, dz,
- po22:

L, = R, dz,>*+ R,do*— 2R, dz, dx,— 28,;dp,dz, — 28,5 dp, da,
— T'dp,?,

e ciascuna di esse ppod essere decomponibile nel prodotio di due fattori
lineari.
Supponiamo T 4=0; e sia:
1 .
L~ — 4 (Tdp, + eds, + pdz) (Tdp, + o dz, +  dz).
Dovra essere:

a«+ o =28, B+ =28, e«’=—TRy, af + ' f=2TR,y,
ff" = — TR,,.

Dalle 13, 22, 33, b2 si ottiene, indicando con &;, & due coefficienti che
possono prendersi eguali a +10a — 1:

o= 8, + 531/81% +TRBy, &=8,— Savsl'g':{_“‘j;ﬁ;’
B=25;+ EzA.VE}x; +TR,, B =8;— 52’V81§ + T R,,.
Poniamo per brevita:
S2§ + TR, =27 8i3 + TR, = Z,?, 83 + PRy = Zg*;

le precedenti pofranno seriversi:
Mathematizche Annalen. XLVIIIL. 32
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a=28,+ &7Z;, o =28,— &Z;
B=28s+ &2, B =28;—¢&42,
e dalla 4* equazione di condizione si avra:
2T Ryy = (8ot 2525) (815— 8, Zy) + (8,23 Z;) (Sy3+ &' Zy)
= 28,5803 — 288, 2, Z,
sicché per la decomponibilith dovra essere soddisfatta la condizione:
88 ZyZy = 51,83 — TRy,

ossia:
(Slg‘f"TRzz) (ng"f' TRss) = (*912813 - -R23 T)21

od ancora, sviluppando e riducendo:

Si2Rsz -+ 2812815 Ros + 815 Bss = — T (Res Rss— Bs) — — T' Xy
Se le analoghe condizioni sono soddisfatte anche per L,, L, ciot se:
(56) {8382’Z2Z3 = 8,813 — TRy, &8 %2, =58,,8; — TRy,

&8/ 42y = 8,38, — TRy,

ossia:
815 Bag + 2812813 Bos - 813 Rag = — T Xy,

(57) 82 Rss + 28128 Rus + 813 Ry = — T X,
8y Ry + 2518 Ry + S Ry — — T Xss,

allora si ha il sistema lineare:

ap, = — & [(Sﬂ + &23)dz, + (8342 Zy) dxy],
(58) dp, = — T {(Sﬁs + & Z)doy + (S, + 8 Z;) dz,],

apy =— 7 [(313 + & dy) dz, + (St Z;) da,].
Ne segue:

4= fle‘ {— By Tdw,dwy[(Ssy+ 83 43) dwy + (Siy+ 80 Z,) dasg]
— Ry Tdz,dz,[(8y+ & Zy) dzy + (Sy+ 8 Zy) d,
— Ry Tdz) dz, (813 8, 2Z,) dxy + (Sp34-¢/ Zy) dy)
— [(S2+832,) A2y + (81342 Z,) dy)
(St 2)d2s + (S5 2" Z;) dar, ]
(8 +22y)dz, - (st Zy) da,)
+ UT*dz, dz,dz,).
1l coefficiente di dx,®dz, entro le parentesi &:
— Syt 2,2,) { By T+ (S, 485" Zy) (8105 45)
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esso & nullo se si prende & = — &; analogamente si annullano tutti
i coefficienti dei termini dx2?dz, se:
(39) & = — 8, & =—f, & =—4F:

11 coefficiente di dx,dx,dz, &, tenendo conto delle (59):

— (81,+82;) (Sss"" 82,) (812 2,)
~ (S1a—232) (83— &,4,) (Sp— &1 4,),

ossia:

Ur: — 2812813323 — 2(8,8,853 2, Zy + 2,8,83 2,2, + £,8,5,, 2, Z,),
ossia ancora, per le (56):

UT? — 28584385 + 28,5(812 815 — T Byy) + 28,5(815 89— T Ryy)
+ 28,,(8s85 — TRy,),
sieché abbiamo, oltre le (57), una nuova equazione di condiziore:
(60) UT? + 481,838, — 2T (81, Byy + Sy Byg+ Sy Byg) = 0.
11 sistema (58) poi diviene, per le (59):

dp; = — ”1‘ [(Sio-t 83 43)Awy - (Sy5— &, 4,)dacs],
(61) ap, = — T [(823 + & Z,)dx, + (81— & Zy)da,],

dps = — T [<S13+€" Az - (Sps— & Z,)dx,]-

Esso pud trasformarsi nel sistema d’ equazioni a derivate parziali:

1 o
8$1+ 1 85 — 7 (Sp+ 5343) _8_[ - %(813-5222) '3%1:; =0,

1 B
(62) axz+.p2~—‘ i 23+8111)a—£ T—L(S12_£3Z3)565=0,
a$3+p3 T (S]3+82 aapf; 2_'1-'1(‘5’23 81Z)~——=O

Questo sistema in generale non ¢ completo. Infatti, se essp fosse
completo, si vede dalla sua forma che sarebbe anche jacobiano; ma
d’altra parte, se si indicano per un istante con X(f), Y (f) i primi

membri delle due prime equazioni, il coefficiente dl of nella. combinazione
X(¥(H) — Y(X() & X(p) — ¥(p,), ossia:

— % Biot52;) + 7} (812 — 8. 23),

ossia ancora — 2 % Perche il gistema fosse completo, sarebbe
necessario che fosse Z, = Z, = Z;, = 0, nel qual caso le (61) si
ridurrebbero alle (37) e sarebbero soddisfatte le (36), (38).
Se insieme al sistema (62) si considera quello che si ottiene da
32t
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esso mutando 1 segmi di &, &,, &, si dimostra con un calcolo sempli-
cissimo che due integrali qualunque dei due sistemi somo fra loro in
involuzione, —

Quindi, se ciascuno dei due sistemi ammette tre integrali, indicandoli
con w, v, w; y, ¥y, ¥, saranno in involuzione tra di loro le funzioni
u— v, w), % — @, (%, w,), qualunque sieno le funzioni ¢, ¢,.
Integrando il sistema:

U=, w), u = v,w),
si otterrd un integrale dipendente da due funzioni arbifrarie di due
argomenti. Se uno solo dei sistemi, p. es. il primo, avesse 3 integrali
u, v, w, Vintegrazione dell’ equazione:
U= 93('0, 'w)
¢l condurrd parimenti ad un integrale dipendente da due funzioni di
due argomenti.

Veniamo ora al caso in cui T'=0. Allora, se S, ¢ S;; non

sono nulle, si avra:
Ly = (@py+ada,+pdzy) (& day+§ day),

e dovra essere:

@ = —28,, ff=—28,;, a& ""Rssa af + o f= ’“’2323:
BB = RB,,,
donde segue:
R ’ Ry .
“=___2_Ss_;, o = —28,,, ‘—""2""5'2’1' B=—28;,

e I’ equazione di condizione:
812 Raz + 2812813 Bas + 813 Res = 0.
Si avra dunque:
L, = (dp,
Se sono soddisfatte le equazioni:
8,5 Rss + 2812813 Ros + Siz Rss = 0,
(63) 84 Rus + 285 81z Bus + S Ru = 0,
SRy + 28138 Bie + SRy = 0,

Fe . dz, — i A5 (— 28,,dzy — 28,5 duy).

81 avri:

R,
Lj=—2 (dP1 - Eﬁ d-”z —~ jsidxs) (Bppdzy 4 83 dzy) = — 2, v,
L,=— 2(‘21’2 dxa ” d-’”a) (Sys Ay + 8yy d2y) = — 20, vy,

Ly=— 2(dP3 - é%idxx ] dxz) (8y3dz, + Sy da,) = — 2u, 5.
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Di qui possono dedursi 8 sistemi lineari diversi, e cioe:
=y =gy =05 gy =y =v, =0; g, =py=12 =0;
== =0; p=v=v=0 p,=v=2v =0
py=v =v,=0; v =v=9=0

10, g, == g, == g, == 0. Sostituendo in 4 = 0O si ottiene:

By dzydzypy + Rypdzydau, + Rydzde,p, + Udz dr,dzg = 0,
Perche quest’ equazione sia soddisfatta identicamente, ciod perche
sieno nulli i coefficienti dei vari prodotii e potenze delle da;, si

riconosce facilmente che devono essere nulle la U e due almeng

delle By, p. es.:
U=0, R,=Ry,=0,

e quindi, per le (63):

R, =0.
2, g, = Y, = vy ==0. Se ne deduce:
R R B, S,
dp1= o d'z2+ ~2.1:5%2;.;':13;37 d.p2=~~ QSS'ZS,IZd + 28 " de)

S,
dz, = — S”*: dz,,
e quindi:

. R
A= R“dxzdxs(é%”— doy + 3 day)

By Sy By
_ R, : * 4, dery (— 2_1?’,:?1 day + S da,)
— 333 Su 2 dpsdr,? — U = da:z? dz,
R.R Ry R S
= dz,? l-( éxsmss + ;28123‘;1;3 U 3 ) dxy — By, g’a dps] ,

sicche dev’ essere:
B.=0, U=0.

30, 4°,  Analogamente al 2°.
50, u, =1v,=v, ==0. Se ne deduce:

By S, . S y __LD
ap— (T4 ) dey, doy=—[2dn, dn=3ean,
A= R dop(Feds 4 Ba\Sa _p Bugy, gpa
1%%7 | G52 285 ,5;12 225 Py @24
— B, Sﬂ s dp, da, U-——Sgﬁﬂ d;

12

= d.'c_,,’ I ( 1 i‘; ,’3 —l— ;S‘:z — s Eﬁ dx3 —_ RZ.Z S”——S, dpz
d_ps‘

Sxa

— By
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sicch? dev essere:

Ry =0, Ryu=90, U=0,
e per le (63):

By = 0.
6° 7° Analogamente al 5%

89, Le fre eguazioni sono incompatibili.
Il sistema d’equazioni a derivate parziali corrispondente al sistema
lineare p, =p,=p; =0 &:
Ry of | By 0f __
3x,+ 1az+‘279;5p;+@;a‘,;—0»
M of 4 By 0F 4 By of
+p2 +"S%3103+—§1—23P1 07
of | By of , By of
86&'3 + Ps (’35 + 2-813 api + 2st 3.@2 =0.

Indichiamo queste equazioni con X(f) =0, Y(f) =0, Z(f) =0,
ed osserviamo che, supposto R, = R,, = 0, esse si ridacono a:

X =L+ ,a§+ o 2 o,

280 0p2
Y(f)~af +n i+ il <o,
2() =g +n <0
Ne segue:
X(2() — 2(X(r) =~ 2(fg) & ~o,
Y(2() — 2(¥ () =—z(52) KL ap,

X(X()-¥(EN) = x(F)XL

Se Z (2 ) non & nullo, il sistema considerato & equivalente al
sistema delle 5 equazioni:
of _ af or or —
a_p;_‘oi aps"— ? +pl ‘—'O z +.p23—é >
Poiché Yintegrale di questo sistema, se esiste, non deve contenere
né p, ne p,, la 3% e la 4% equazione si scompongono nelle seguenti:

of or __ of __
E'a:::o’ Px . Ut B3 =0,

quindi dalla 5* segue ga = 0, sicche il sistema non ammette alcan

op 28:2) ap:
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integrale. Dunque una condizione necessaria (ma non sufficiente) perche

il sistema ammetta qualche integrale & che sia:

z(f;;

Perche il sistema sia completo, dev’ essere:

(7)) =) = 2(E) =0,

cioe %’—3— dev’ essere up integrale del sistema stesso.
12

Si verifica facilmente che due integrali qualunque del sistema sono
tra loro in involyzione. Quindi, se il sistema ammette almeno 3
integrali, potrd ottenersi un integrale della (3) dipendente da due
funzioni arbitrarie di due argomenti.

§ 7.
Merita finalmente pna considerazione speciale il caso in eaui:
By =8p=~083==08,=8;=8;=T=0,
in cui cioé Pequazione (3) & lineare rispetto alle derivate seconde.
In questo caso le formole (37) perdono ogni signifieato.
Le L,, L,, L, sono sempre decomponibili in fattori lineari.
Supposto dapprima che nessuna delle R;; sia nulla, facciamo:

L, = Ry dz,®> — 2Ryyda,dzs + Bygda,®
= 7;;3 (Rgsdy + ey das) (Rysda, + By das),
L, = Rgdz* — 2R dz, dzy + B,y das®
= 1—;"‘1 (Bydzy + ayday) (Byydes + Byda,),
= "Rii d2;22 — 2R12dw1 d£62 + R22dz12
— 7z (Bnda, + aydny) (Bpde, + fyda,).
Dovra essere:
e+ fy=—2R,y, “1ﬁ1=RzzR¢si e, 4By=—2R;, a,f,=Ey; R, ;
ay 4 fy = — 2Ry, oyfy = Ry By,

quindi, indicando con &, &, & dei coefficienti che possono assumere
il valore - 1:

@ =—By+ eV —X,, b= By—eV—X;,
ty= Ry + 8/~ Xy, Py=— By — &)/~ X,
Oy = —= Rm‘f"?sl/:r_x—a;: fs = — Ry, — 53Vj:3;
Si avra pertanto il sistema lineare, dove le & possono prendere
segni qualunque:
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Bydz, + (— By + V= X, ) da, = 0,
B dz, + (— By + &) — X3,) dz, =0,
Rypdz, + (— By + &V — X)) dz, = 0.
Perche queste tre equazioni possano coesistere, dev’ essere:
(64) B, BpBy+ (— R+ &)/~ X)) (— Ry + &/ — Xy)
> (— By + &,V — X,,) =0,
che pud anche scriversi:
(65) RuRs + BnBis + R B — 2R Rig Ris — Ry R Rss = 07%).

*) La riduzione a questa forma pud farsi come segue.

Pongasi:
'R” 'Rla R12 'R22R33 'RSS‘Rﬂi Bﬂ‘Rn
=1 B — b ——~=Z; 5 = My, . = 3 = My}
,R“ 1 Rﬁ l‘l ng 8 .Rxf 1 .R2§ ng 3

Lbly=7r, Zlphimg=3, ZlPmemg=1t, Mnenz=u, Dlhln;=2,
Zlnyn, = w,
dove le X rappresentano funzioni simmetriche. Si ha evidentemente:
(@) My Mpy == 1,
e la (64) pud scriversi:

) Y~y 4 n) (h+ 1) g+ 25) =0,
osaia:

()] l—?r—p—w—u=0.
Si ha poi, tenuto conto della (x):
@) w =nngtngd = —m) (B —ma) (i —m) =12~ s+t —1,
(6) 02 = Zl2h*n? ++ 2 lbingl fgng = ZU20202 — Z1lmy A 20 L1 Zlin,n,
= 37 — s + 271w,
(&) wP= Tl n?ny® 4 2 menslyngny = Zl2LELE — 2Z1212me - Sl 2mym,
+ 2nyngny Blhlomg = 372 — 25+t + 2uw,
Ricavando v dalla () e quadrando, si oftiene:
=(1—-r—uw—201—7r—uww-t+uw?,
ossia per le (8), (&):
3 —st2ru=(1—r—up—2(1—r—ww-+ 8712 — 25 4+t 4 2uv,
da cui ridacendo:
w=2uwt+w) —s+t+ 1 —r—uw?,
e per le (8), (y):
20 =241 —r —u) —s+t+ (1 —r—up
o= 20— 207 — QU — 5+t L P 0 — 2 — U 2ur =2(1 — 1),

r=1—0r—Uu—w=—u
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Poniamo per breviti:
A}= B+ V=X 5‘1}:3;3-_F1‘T2_f§
2, B ’ & 58
dove 1 segni si possono scegliere indipendentemente per le due coppie
di valori. Supposta soddisfatta la condizione (64), il sistema lineare
trovato sard equivalente all’ wno o all’ altro dei due sistemi, di due
equazioni ciasenno:

d.’ﬂ, — A d$3=0,( d£62 — }L;d$3== . (i= 1, 2)
Sostituiamo nella A4 = 03 avremo:
By pidp dog® + By bidpydas® + By lipidps da?® + Udyydag® = 0;
ora: -

?

’gfi = ll 12,
quindi Pequazione precedente diviene (dividendo per Rg,da;?):
2]
Ay dypdpy + g2 Aidps + A pudpy + - dipedzy =0,
da cui dividendo per i,4; e ponendo {¢,h}={1, 2}:
U
Andp, + wadp, -+ dps + o 4y == 0.

Abbiamo pertanto i due sistemi;

g_:‘:=l"‘1€”2:

(66) doy — Adxy =10, do,— g dr,=0,
p U

dp; + 4,dp, + p.dp, + , dzy = 0;

67 dx, — kydwy =0, dz, — p,dz, =20,

- u
dpg -+ Aydp; + pydp, + Z; dag = 0.

Questi sistemi, dedotti nell’ ipotesi che le R;; sieno tutte diverse
da zero, valgono anche nel caso in cui una delle R,,, B,,, od
ambedue, sieno nulle. Infatti, se si introducono nelle:

Li=0, L,=0, Li=0, A4A=0
le espressioni di dz,, dz,, d=, ricavate dalle (66), (67), esse sono

identicamente soddisfatte. Resta escluso il solo caso B, = R, = Ry =0,
ma & facile vedere che in questo caso il nosiro metodo non pud con-

Dopo cid segue dalle (y), (8):
P—sft—1m=m8rt—s42r(1 — 1),
t—2r—1=0

Infine, se rimettiamo per ¢, r le lorg espressioni, otteniamo appunto, dopo facili
riduzioni, la formola (63).

ossia ridacendo;
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durei ad alcun risultato. I sistemi (66), (67) possono trasformarsi nei
seguenti sistemi d’equazioni a derivate parziali:

( of af
ops — 4 ops 0,
(68) | ‘“’f —u ;‘1{ 0,
U
Bz,+ 23{"‘1‘2 +(lzpt+!‘2P2+P3)‘*“§;%=O,
(of of __
o — 4 230 0;
af of
(69) 3 ap - W apa 01
Fpn v w et Gptum o0 L — L —0
Laxs t am y‘ lpl (‘11’2 pﬁ R” ap3 N

Denotiamo con X (f) =0, Y (f) =0, Z(f) =0 le tre equazioni
(68). Avremo:

X(Y() — Y(X(N))=(— X+ Y(m) 2 o,

X(2(f) — Z(X(N) = X(i) 2 + X(u) 5L
+ X(lzpn + tap, +1’3) 2‘
(1) | +(Z(l)-—X(B ))5’%’;_0

Y(2(h) — 2(¥(1) = Y EL+ X L
-+ Y(lﬁ), + P2 + Ps) of

+(2(w)— () 2 =

Perche il sistema sia completo (e quindi jacobiano), tutti i coeffi-
cienti di queste espressioni devono annullarsi. In particolare dev’ essere:

0= X(1,) = X(py) = Y (&) = Y(P’z):

0= X(p, + .0, + p3) = X(&) p, + X(p)) 4, + X (&) ps
+ X(p,) g, + X(23)
=2, X(p)) + 1, X(p;) + X(p5) = 4, — 4,
0= Y (A0 + to10, + 13) = Y(4) oy + Y(p) 2o + Y(ps) >
+ ¥(p,) s + Y(py)
=2, ¥(p,) + vy Y (o) + Y (pg)= 1y — .
Quindi, perche il sistema sia completo, & necessario che sia:

Ay=2d, py=p,

b N
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Queste condizioni non sono sufficienti. Pud perd dimostrarsi che,
se esse sono soddisfatte e se il sistema ammette tre integrali indi-
pendenti, esso ne ammette un quarto, e quindi & completo; in altre
parole che, se il sistema non & completo, esso ammette tutt’ al pia
2 integrali indipendenti.

Indicheremo con 2 il valore comune di ,, 4,, con u quello di
By, Wy, Se il sistema non & completo, una almeno delle 3 combi-
nazioni (70) non sard identicamente nulla; se due mon lo somo, il
teorema & provato.

Supponiamo dunque che una sola delle combinazioni (70) non sia
identicamente nulla; questa non pud essere la prima, perché, se le
altre due sono identicamente nulle, si ha X(u) =0, Y (i) =0. Sia
dunque la seconda non identicamente nulla, e denotiamola con W (f)==0,
imaginandola prima divisa per X(4). Siccome X(u) — ¥ (A) ==
Y () =0, ne segue X(p) =0, e quindi:

X(Ap, + pp, + p3) = A X(py) + p, X(A) + p X (p,) -+ p, X (&)

+ X(p;) = p, X(4),
sieche si ha:

WiHh=2Z +n%+ 25 (z) — x(D) X <o

Calcolando X ( W )) — (X( f)) , si trova che il coefficiente di

gf in questa combinazione & X (p,), cioé 1; quindi essa non pud essere

3103

identicamente nulla, ¢id che prova asserto.
Se X(i) =10, si ha;

W(H=Z =0,
quindi:
Z(W) —WEH) =— W _w ﬁ_f.
(W(F) (2(r) ®) 25 — W)
~ W ptpp.+2s) a: + W(z) 2L —o.
Perche guesta combinaziope fosse identicamente nulla, dovrebbe

essere:
0=W(@1), O0=Wpmw),
0= W(lp, 4 pp, + p3) = p, WA +p, W(p) + 1,

equazioni che sono incompatibili. — Cosi il teorema & completamente
dimostrato.

Se % & un integrale del sistema (68), v un integrale del sistema
(69), si ha: [u,v]==0.
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Si ha infatti:

§§;=l§§, 52‘, “152”
Zon 02—t nl) + 52
§£=%§§; 55@:75
g;:—a—i-l’s% ax,'['pi ) + 235)""1\31;%,’
quindi:

[“:”]=liaa:(gﬂ 133)"“!"1 u(gv_'i‘ng?'
av v U v
[ (a D 35 — ¥ (5 + D, 35 Rsaa_—!!a]

ov ou ou
"‘3'23-1,73 —"+P15‘; —.23% 8m2+ 232)

o0v u u % U du
“513;[ 3.7: +p’35) “2(5 + ﬂaz)‘{‘ Bs,apj

Quando A, = 4,, p; = l,, si ha:

. Xu"—"Xm—':X:ss“O’
oss1a:
BuRpn= R, RuRs=Rs, ReBs=Rsj,

e Pequazione di condizione (64) si riduce a:
By By Byg = By Ry Ry,
da cui si ricava facilmente, mediante le precedenti:
R, By; = Ryg By, Ry Ry, = Ry Ry;, Ry Ry = By Ry,

ossia: x
X, = === X = 0.
Inoltre: rz 8 *

. _Be_ /BEa _Re_ /B
- l} }‘2 == E‘“ = B, - by = [y == R, R’T”:
quindi:

dopy = dypy = TRE B

Ora dalle (66) (o (67)) si ha, posto A=A, =4, g, — p, = yu:
dy = — ¢ Za (12dp, + dpdp, + Adp,],
Ay = — il [M‘dl’j"}' w*dp, + wdps],

B
dzy = — 7 [Adp, + pdp, + dpsl;
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ne segue:
de, = — 7 [Budp, + Biydp, + Bydpy),
() dz, = — 7 [Ryydp, + Roydp, + Raydpy],
dzy = — - [Rygdp, 4 Byydp, + Rsydps).

Le (36), (38) sono evidentemente soddisfatte per la nostra equa-
zione, ¢ perd, se noi applichiamo a questa la trasformazione di Legendre,
otterremo una nuova equazione per la quale le (36), (38) saranno pure
soddisfatte. Si vede poi che il sistema (71) si trasformerd appunto nel
sistema (37), e quindi il sistema (68) (o (69)) nel sistema (40). Se
il primo & completo, lo sard anche il secondo, e allora potremo ottenere
per I'equazione trasformata un integrale con 3 funzioni arbitrarie (§ 4).
Da questo potremo dedurre un integrale con tre funzioni arbitrarie
(d'un argomento) dell’ equazione primitiva. Se i sistemi (68), (69)
sono diversi, e se ambidue, od uno, ammettonp tre integrali indi-
pendenti, si pud ottenere un integrale dell’ equazione con due funzioni
arbitrarie di due argomenti,

§ 8.

Come applicagione delle teorie espaste svilupperemo due esempi.

1% 2ps(py %y — Pay) Pop — 400" 23 P55 — 4P2D3%1Dys
~— 225( P11 — pas) (Prepss — pas) — P52’ (Pups — pi2)
Pu P12 Pyg
— 4P, 2, 23 (Py13P23 — P1aPss) + %1 %5 | Pro Pas Do |+ 4070, =0
i1P1s Pas Pssl

Si ha:
By =0, Ry=2p(p% — ps%,), By3=—4piz,,
B, =—2p,p32, Ri3=0, Rypy=0, Sy=— 2a3(p;7,— P2,
By =0, Sy=—pz OSp=—2pxnz;, 8;=0 S3=0
T=2zl2, U=ip’p;,

quindi:
Y1 =0, Ypu=2p2 0(pa —p%), Yy=—4ip’2%2?,
Y, =~ 2pps2d2;, Yi3=0, Y,u=0, W=4p, pyz,*z?

B facile constatare che le condizioni (36), (38) sono verificate,
Il sistema (40) é&:
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ﬁf—+ pff a0,

12 0P, &y CPs
of | 2pe Of .
(12) A +p 2l —o0,
»s of —
5:7;,,+p39?+z38p3 =0,

e si pud verificare che esso & completo.
11 sistema ausiliario dell’ ultima equazione &:

gﬁ!=§_‘”_ﬂ_ doy dz __ dp, __dp, _ dpy,

SRR e R e S et SRR e IR

0 0 ] Ps 0 0 s

esso ammette gl’ integrali:

&, == cost,, @, = cost,, p, = cost, p,= cost, f#" == cost
3
1
2 — 5 P32y = cost,
guindi, posto:
Uy =Ty, Up==Tyy, Ug=DPg, U =Py, u5=%1
=7 — *133 T3y
Pintegrale generale dell’ ultima equazione (72) @:
[=Flu, uy, ths, Uy, U5, th)e
Ne segue:
of _oF ‘”lf of - of _oF
Oy’ 0us’  0p2  Gus’
e la seconda delle (72) diviene:
oF 3F | ou 8F
11 sistema ausiliavio di questa equazione 2:
duy _ dun _ duy _ dw, _ dus _ duy
o T T 0T w0 Tu!
Uy
esso ammette g’ integrali:
4, == cost.,, u, = cost,  u; == cost, ';‘:: — U, == cost,,

Ug ~— Uy Uy = cOst.
Ai due ultimi possono anche sostituirsi i segnenti:

2 = cost 2wy uy == cost
M2u4 e ‘M,'M;, == COS g us T—— 'e‘u‘us == COSt.
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Posto adangue:

Y ==y, V= U =Py '”s*"‘—‘“b":%,
vy = 2Upy — U Uy = 2102‘”2 ”"171971:
1
Yy == Ug — 3 Uy = & — 'P:‘”i 2193‘”3:

Pintegrale generale della (78), e quindi anche del sistema delle due
ultime (72), sard:

. f=0(v, v,, v5, v, ;).
Segue di qui:

af _ a0 2 120 of _2® of _ _ 00 1 09
o g0, Pige, TEPiny 92 vy dm A am 2 150,
of __o® 29
3272“5’”2—!_225—%-7

e la prima delle (¥2) diviene:
e 20 2%

5707,-_.?1 B'v., 2 1605+P1805
+2(P1$1 szz)( z, &2 100) }_21’* g::_i_ $2 7—) == 0,

ossia introducendo le #; e moltlphcando per 2'01'

«’”13 + 4 23,0“!'643,,,'{‘774 ={.
1l sistema ausiliario di questa equazione &:

= et SR et @ e S

esso ammette gl’ integrali:
Vg v, 1
v; == cost., —i? = cost., Zé = cost., o5 — v, = cost,
quindi, rimettendo le variabili primitive, si hanno i seguenti 4 integrali
indipendenti del sistema (72):

Py P2 AT — P
x'  zd? 8 ]

Se pertanto denotiamo con 4, B, C, D 4 costanti arbitrarie, ed
eliminiamo p, p,, p; fra le equazioni:

B_9p P_p  EThT_ 34

o3 Toa# ’ o6

1 1 1
— 3P T3 Pa%y 3 Py

1 1 1
T3 P1% — 3 Py — 5 P3¥y = D,
otterremo il seguente integrale dell’ eguazione proposta:
2= Az + Ba2z, 4 Cx? 4+ D,
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dal quale si potrd ricavare col metodo esposto a suo luogo un integrale
con 8 funzioni arbitrarie d’'un argomento.

IL 7pyy + 2o + Pas + 9012 + 8045 + 35 — % =0.

L’equazione & lineare rispetto alle derivate seconde, e si ha:

3
Ry=1, Rzz=2, R33==1, R12=? 'Rls=47 -R23='2‘7

27
U= — P42+ s
. 4. &y + & — 8’
quindi:

1 25
X11=“‘4‘: Xp=—19, X;= — %

La relazione (64) & soddisfatta se si pone:

s e=g=g=-1, 0 g ==8,==¢ = — 1.

8i trova:
=1, =1, =2, p=1,
sicché si hanno i due sistemi d’equazioni a differenziali totali:
dxy — Tdzy; =0, do,— 2dz, =0,

dp; + dp, + dp, *ff%d%=0;

Az, — dug =0, dz,—dz,=0,

dp; + Tdp, 4 2dp, — 2EBtl 45 0.

Dalle due prime equazioni del primo sistema segue:
sicche la terza pud scriversi:

dp, + dp, + dp; — %ﬁlﬁ (dz,+ dxy— 8da,) =

Si vede quindi che il primo sistema ammette i tre integrali:

#, — T2, = cost, x, — 2a, = cost,, %’% == cost,,

dai quali si deduce Vintegrale intermedio dell’ equazione proposta:
(14) 2, + 02+ 03 = (2, + 2, — 82) @, — T3, 2, — 22y).
Poiche il secondo sistema non ammette che due soli integrali,
dovremo integrare quest’ equazione. Il suo sistema ausiliario &:
daxy  ‘dx, day adz

T i “-T:(xt'i‘“’z"s%) @@ — T3, T — 22y)
I tre primi membri ci danno gl integrali:

Ty — AUy, Xy Ty ==y,
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dove u,, u, sono costanti arbitrarie; dopo eid si ha dai due ultimi
membri:
a2 == (uy + 4, — 623) @ (u; — 625, u, — z5) duy,

e quindi, posto:

(15) J.(ul + U, — 62;) @ (uy — 625, uy, — ;) dwy = By 5 Uy, 73),

e indicando con u, una terza costante arbitraria, si ha un terzo
integrale:
z— "l’(xl -— %3, ¥y — mﬁ;’ xs) = Y.

Pertanto lintegrale della (74), e quindi anche dell’ equazione

proposta, é:
8 =(x; — @5, Ty — Tss L)+ 3@ — B5, Ty — %),

dove ¥ & una funzione legata alla funzione arbitraria di due argomenti
¢ dalla relazione (75), e y & una nuova funzione arbiftraria di due
argomenti.

Messina, 7. giugno 1896,



