
Sulle equazioni della elasticity
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) essere applicati anche agli integrali delle equazioni della cia-
ne servo per trovare : L' certe relazioni the devono sussistere
e, alla superficie di un corpo in equilibrio, assumono le forze

esterne e gli spostamenti, e dalla cui risoluzione si pub
blema dell'equilibrio ; 2.° gli sviluppi generali per serie, mediante i quali si
imsono rannresentare ali spostaraentii di una deformazione oualsiasi nell'in-

,rno al corpo, quando si intenda per intorno di un p
it centro in esso e sia tutta contenuta nell'interno
corrispondono agli sviluppi per funzioni are oniche
ne usata da TiiomsoN e TAIT) the si hanno per le
Ila equazione A, = 0. Se it corpo b indefinitamente es
ioni, sviluppi analoghi si hanno per lo spazio estern

i

I
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di dimostrare come per le funzioni the rappresentano gli
.
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- Iita ) nel caso della isotropia e dellequi-
aloga lotto molti rapporti ally teoria delle

ne costituisce in certo modo una estensione . Un teo-
di cui trattiamo, fu dimostrato dal signor
S. 11 ) T. VI) •, esso fa lo stesso ufficio ehe
i potenziali . Nel presente lavoro
quella di GREEN, e the servono a rappre-

i del corpo mediante : L' le forze the
the agiscono sulla superficie
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variabili, le qua
elasticitA .

Indielier6 : L' con u,, u 2 , U3 le components secondo tre assi ortogonali
dello spostamento di un punto del corpo S, ]a cui superficie sia cr, e supporrb
sempre, quando non dirt espressanaeute it conwario, the u,, u2 , Ya siano in tutto
S fanzioni finite, continue e ad un valore, insieme alts loco d
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X,, X2, X, le components delle forte the agiscono sulfa
con L,, L,, L, quelle delle forte the agiscono sulfa supe

Le equazioni the devono essere soddisfatte, perchb vi si

a
E) + tAA,

	

0

	

(i

per futti i punti del corpo, ove 6 indica la densith, cbe supporremo costante,
e X, tA sono costanti the dipendono dalla natura del corpo . Sulla superficie cr

poi si deve avere :

iducono appunto a quelle delta

(i ===

ove n indica la, direzione delta normale a a diretta verso
Oxiposto yj == 0 n ,

Sq M=Z B, Y, --- B2 A

Indicherb infine con U,
delta superficie a, e con (1) le equazioni

Se in un corpo si considerano due deformazioni diver
con uno o due apici le lettere, it cui significato fu ora stabi
corrispondono all' una o all'altra, it teorema I IBETTI, a cui
espresso dalla seguente uguaglianza :

0

e

I 0) sono :

accennato,

o ; e si 6

C
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ne dimostro the le considerazioni precedents si ssono estendere a
certi emi di n eauazioni differenziali contenenti it fun i incognite di n
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§ 1 .

Siano F,, F2 , F3 tre funzioni delle variabili x,, X2 ) x3 , le quali soddi-
sfino alla equazione

A g A2 I? == (0 )

dentro un certo campo, e siano in questo naonodrome, finite e continue eolle
loro derivate, eccettuati al piii alcuni punti isolati in numero finito . Poniamo

G, - A2F,

	

G2 A 2 F2

	

Gs = A, F,

A7
ah OR

-6
a F3

o X,

	

0 xz

	

0 X3

e avremo :
A,s. aGi

+ ,
OG2 + aGs .

OXI

	

a x2

	

am

Prendiamo per componenti u,, u 2, ua dello spostamento di un punto i
valori

Os,U2 cc -F- +G 2
X2

ove a« b una costante ; avremo :
Out
-+ aaxem

+ au-"

	

+ 1)A 2S

a
U3

	

s
-FXT + G17

A g uj
- Oxi

(3)

e quindi le equazioni (1'), saranno soddisfatte, prendendo
2),+
2 (X -L

Se le funzioni F,, F2 , F, non soddisfano alla equazione d 2 A, F == 0 1 gli
spostamenti (3) soddisfano le, equazioni (1), se
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A, G,
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Posto ora :

V,

r == V(XI ---Q' + (X2 '-- 0102 + (A ---Q'7

si ha A, A 2 r = 0 2 e quindi possiamo prendere per F,, F2 , F3 i seguenti valori

F1= r
3i

	

F2=0

	

F3 =0;

avremo :
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e gli spostamenti (3) divengono :
I

	

a 02rU I ==
2 ~7X, +

Si abbia ora un corpo the occupi uno spazio S, a cui it punto (4, x',, x',,)
6 esterno, e the in esso avyenga la deformazione (4) . Le forze superficiali L%,
L'2 7 L'3 the manterranno in questo caso 1'equilibrio sono :

Somigliana : Sulle equazi
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delta elasticita .

a	 a2r
i NO,

(4)

(5)

Supponiamo ora the it punto (x',, x'2 , x' 3 ) sia interno ad S e conside-
riamo it nuovo corpo, the s-i ottiene da S, escludendo questo punto con una
superficie chiusa &), the lo comprenda, nell' interno e sia tutta a distanza finita
da cr . Applicando it teorema di BETTI al nuovo corpo S, ed ai due sistemi
di spostamenti v,, u,, u. ; &, u',, u'3 abbiamo :

ajTWjdS'+JLiU'idg- LAW I jEiVida.
W

Gli spostamenti u',, u2)
uFs hanno un punto di discontinuity in (x',, x' 2 , x' 3 ),

3
the 6 anche punto di infinito per u', ; perb ]a somma Y,

a
fXjWjdS, quando

4~1

lo spazio S' tende a diventare lo spazio S, ha un limite determinat
3

the b jajXj u jdS. Avremo quindi :
J=t

3

1t JL'Ud .i , W(6)W

leolare ii limite indicate Del secondo membro di questa uguaglianza
prendiamo per c una sera col centro in (x',, x',, x',) e di raggio piccolissimo ;
introducendo un sistema di coordinate polari r, 0, p coll'asse polare diretto



a ove si ha
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secondo Passe x,, dalle (5) abbiamo sopra co

2

L"

	

3af4L 2 ' + +

Tl-

	

Cos 0 Sen 0 Cos

L 1 3=- 3att

Di qui si ha, poicU dw =r2SCnod6dT j

JLdc4lrl.L

	

4==fL'2dctio==

	

JL 3 cZb=O,
w

e quindi per un procedimento note, e per le ipotesi fatte circa la con6nuith
delle u,, u,, u 3 ,

lim 2;. 1 L'i Ui d w = 4 7r ~L u, (x', , x' 2 , x' 3 ).
2

m

11 prima membro della (6) rappresenta quindi it valore della compo-
nente u, nel punto (x, x'2 x,) moltiplicato per 41r~ . In modo analogo si
possono ottenere altre due formule per rappresentare le componenti 142 e u3 ,
e si arriva coA al seguentee teorema :

U2, u3 degli spostamenti in una deformazione qual-
si possono rappresentare mediante le forze X,, 1i2, X3 the agisco

a sopra tutta ]a massa, le forze L,, L, j L, the agiscono sulla superficie, e
a le componenti U,, U,, U3 degli spostamenti the avvengono alla superficie,
a colle seguenti formule :

Annuli di Matematica, tomo XVIL

r2
cos 0 Sen 0 Sen

r 2

0)

	

(a

aas

+ V43p Uj) da 1,

	

(7)

(8)
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zioni (8) fa Pufficio , del potenziale elementare newtoniano f -r
Se ora immaginiamo cbe it punto (x',, x,, x',) sia sulla superficie 7, ii

teorema di BETT1 Sara ancora applicabile allo spazio the si ottiene da 8, esclu-
dendone questo punto con una superficie w descritta attorno ad esso, la quale
intereetterA una certa porzione 5 di a. Sia a' la parte rimanente di a quando
si toglie s, e consideriamo it nuovo corpo S' it cui contorno e formato da

e 7 avreBao :

lira

.- Sulle equazioni delta elasticita .

Ora quando to spazio S' tende a diventare to spazio S, si ha :

JXj u'j d S == 0,
S-S,

e, se la superficie a ha
si ha anche :

quando s tende a zero. Quindi il prime membro della equazione preced
qpando I tende ad S, ha per limite la espressione the da esso si o
estendendo ad S e a gpi integrals estesi rispettivamente ad S' e a' . Per cal-
colare il limite del secondo membro immaginiamo A (r4, f,, NO A stato
escluso dal corpo con una superficie sferica y di ra

punto ; allora &3 tenderh a diventare quell'emisfero, the
pane del piano taugente, nella quale giace it corpo, o almeno g
punts del corpo in vicinanza di (x',, x',, x',) . Prendendo anebe in questo caso
un sistema di coordinate polari r, 0, ? coll'asse diretto secondo la direzione

1' L_A n
4-

n
IP

17 !2,
3 avranno ancora i valori preceeu uo

isfero di y cbe si trova
piano x, x~ I

divideranno y in quattro fuss
non apparterrh ne ad w ne ad &; e

nte, ordinario,

2, 3),

I 0



fra Toro, uno apparterrh unicamente ad r.), l'altro ad w' . Ora per i valori the
L', 7 L' s , L', hanno sopra y, e facile vedere the

t -7

	

1

	

TI
1-1 2aCO )

nei punti diametralmeDte opposti di questi due ultimi

Somigliana : Sulle equazioni delta elasticita .
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Ma integrando si trova :

fL%dW==2qA
C,l

e quindi

le forze di massa sono X,,
due terne di termini delle (7)
rappresentano altre due deformazioni
e O, 0, X3 rispettivamente .

Concludiamo percib the le formule (7) stanno anche quando it punto (x',, x,, x '3)

giace sulfa superficie, quando ivi esiste un piano tangente ordinario, purchb si

muti ]a costante -I- in 1
4wp.

	

T7-1v- *

Nelle (7) consideriamo i tre termini the dipendono dalla componente X,,

e facile vedere the essi rappresentano le co
spe6ale, prodotta nel corpo S da forze a
componenti sono X,, 0, 0. Difatti le tre funzioni precede
sotto la forma dci seconds membri delle (3), prendendo :

64 == 3
4 qt

F2== F., == G3 = G3 = 0,

0

	

fL'3 d
w r

possono porre

ogamente si pub vedere the le altre
i dalle altre due componenti X2 , X.

corrispondenti a forze di massa
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che essendo :
a2r

	

02r

0 xy Don WAS",

i tre sistemi di spostamenti (8) soddisfano le equazioni (1') anche
considerano come variabili indipendenti le x',, x' 2 , x',, invece delle x,, x,, x3 ;
da 66 segue subito the nelle (7) i termini dipendenti da L, o da L,, o da
L,, rappresentano gli spostamenti di tre deformazioni speciali
net corpo per furze di masse nulle .

Consideriamo infine le tre funzioni L, ,}, L(1)7 L(I ) the conipaiono lotto i
segni di integrazione nei termini dipendenti da U, Esse, considerate come
funzioni delle x,, x',, x',, soddisfano le equazioni (1') ; difatti se si pone :

6

,
al

	

~~
r

	

rG =~ an + 2

v ~
r

y
ha :

Posto ora:

a wvviene ne

0=1a

It L(I )l L(2)) M) si possono scrivere :
as +Ox

G,

	

ti

	

r

j7
(a I

77, 2

LQ) Lm)3

	

3

formule (7) risulta quin
di un corpo elasti

imazi

Lf33).

0 1
r J a 1

+ 2ati
r

ITT 717

Lim"

	

Os
ax 3

ppresentati dalle (3).
due terne di funzioni

omogeneo pub
dalle forte

e forte superficiali e dagli spostamenti supuWah ; I prima
corpo per effetto di forze di massa uguali alle date, le altre per



a Raze di massa nulle . Ciascuna di queste poi 6 decomponibile alla sua volta
a in altre tre, dipendenti analogamente da una sola delle componenti, secondo
,4 tre direzioni ortogonali, delle Raze I massa, o delle Raze superficiali o
a degli spostamenti superficial r

k chiaro poi ehe una decomposizione analoga si pub ottenere per gli
altri elementi, the si considerano in una deformazione, come la dilatazione
cubica, le componenti delle tensioni interne, ece ., the sono funzioni lineari
delle derivate prime degli spostamenti, mediante le formule the per queste
quantity si deducono dalle (7) .

§2.

Formule atte a rappresentare le u,, u2 , u, si possono ottenere anche col
seguente procedimento, the b indipendente dal teorema di BETTL

Integrando per parti si ha :

fe LS

	

Ui yi ) d ,-,

s

a

fB,d?

	

r a X '2
S AA

	

11 A
da + -Lf~-dS a (

U,dS~z . -r
S

	

S

fR, ' S

	

(U'Y" "_ Uyl) d
a
+ a

f dS

	

a fU3 dS7

	

7 in; U, r -7 TV

	

r
S

	

a

	

s

Somigliana : Sulle equazioni dells elastieitd .
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a

e due formule analoghe the si deducono da questa con permutazioni
li indici . Quindi, se it punto (x4, x,, x',) b interno ad S, poichb :

jut ds = - 47rui(x',r

U, Y, - U, 70

8

s

s
dS
17
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YI
a ;3
- 73

x2 >

0 1
A 2 == 73 -jX

r
2

;) I?

2 (X +

	

+ a X,
Q

	

A

PL
r

71 -~- - 72 -~- *X2

	

X3

Queste formule valgono qualunque siano le funzioni u,, u,, u,, purchb
soddisfacenti alle note condizioni circa la continuity the sono necessarie, perch6
il procedimento seguito sia applicabile . Esse possono essere considerate come
una estensione della formula I GREEN, polk so facciamo u. :== % = 1), le
ultime due si riducono ad identity, e ]a prima si converte nella formula di
GAuss, da cui risulta immediatamente quella di GREEN, relativa alla funzione u,

Se ora supponiamo the le u,, u 2 , u3 soddisfino alle equazioni dell' equi-
librio, possiamo dalle (9) eliminare le R,, R,, R,, oppure la 0, introducendo

e le forze di massa e le superficiali . Difatti colle solite trasformazioni si ha :
0 C, dS~

	

a R3 OR2 dS

	

daJ(_
X,

	

at ) -r
S
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o quindi, sostituendo nella prima Belle (9), si ha :

(2X -1 p) -a

	

dS_
OAf E)

T
S

-- 4 a j uAx4, xj,

a

Ora dalle equazioni (2) si ha, sopra la superficie a,

2XE)y j =-L,-2p. aaui
-V-5,,

e sostituendo nella equazione precedence :

4 u, (x',, x,, x'3)=(2 X + [t) -L
ad, f0s

1-21f (O tt

Ow +S,-

ma d'altra parte si ha (*) :

f (ant +S,-0y' d =
a

siccU sostituendo si ottiene :
47rjiu,(x' ,, x' 2 , x',) == (2 X + ti)

a

	

d s +a
FX71- f0 T f

+1 (Ul A + U, A3

7

Altre due formule analoghe si possono avere per u,(
con sostituzioni circolari degli indici .

Per eliminare iuvece dalle (9) la 0, osserviamo the dalle equazioni di
equilibrio si ha :

a fdSAfQR3O!G)dS

	

17

	

d~'
2(X + t,)F7,-

	

-
==

	

do
X

	

a X2

__
Oxs r

+2(X+ )f07 r - fx,-r
(y r

8

	

S

(*) La dimostraziono di questa formula si pu6 trovare net mio lavoro : Sopra 1'equi-
librio di un corpo elastico isotropo (Nuovo Cimento, 1885), dove viene stabilita la for-
mula (10) con un procedimento un po'diverso da quello ora seguito .

J(UAZ,

I
d
r
a __

+Q AL

	

V! Q d

Y -
+ tL f(U, A + U,, A 2 - U, A,,) d

3) I X 1 2 2 X 13)
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e sostituendo nelle (9) :

- 8 a (A + IA) u i (x',, x'2 , x',) - (2 /l + [
A) LV x'3 fR2 r

	

x' 2 fR3
LSSS1 -

S

	

S

-afX,dr +2(A-}-µ)fO ya` -µf AS'idrs -2(1--~)f(Ui t1 i U3A 2 - U2 A 3)da,
S

	

a

	

a

	

a

ma come nel caso precedente :

2(~-f-~,L) fE)y, rG -4s,
d =_(L, d +2µ (U3 A2 - U2 A3)da,

a

	

a

per cui finalmente si ha -

8 7I (A +

	

x ' 3) __ (2 A + ) ~aa, 2 f113 S - a+ 3 JR2 d S]

S

	

s

	

(11)

+ fx, r +JL 1 ~~ +2(A+µ)JU,Adc+2Af(U3 A2 -U2 A 3)da.~

Le altre due formule analoghe per u 2 (x',, x' 2 , x' 3 ) e u3 (x',, x' 2 , x' 3) si otten-
gono da questa con sostituzioni circolari degli indici .

Sia dalle (10), the dalle (11) con derivazioni si ottengono delle formule
per rappresentare la 0 e le R,, R 2 , R 3 , le quali furono gia trovate da BETTI
nel lavoro citato, e the sono di forma analoga a quella delle (7) ; per cui
qualora nelle formule (10) e (11) si volessero esprimere i secondi membri di-
rettamente in funzione delle Xi, L i , Ui , sostituendo a 0 e R,, R 2j R3 questi
valori, si otterrebbero anebe integrali sestupli e quintupli, mentre nelle (7) non
entrano the integrali tripli e doppi . In alcuni casi pera le (10) e (11) possono
essere utili .

Supponiamo per es . the si tratti di un problema di equilibrio, in cui sono
date le forze X„ e sulla superficie alcune delle sei componenti L,-, Ui . Per
le (10) o (11) it problema si riduce a calcolare quelli fra i dodici integrali

fLi dsr
a

	

a

the contengono quelle Li od Ui the non sono date. Volendo usare delle (7)
bisognera considerare anche gli ntegrali

JLr

	

i fUz vs rda
a

f Ui ys '

	

(i, s = 1 , 2 , 3),



Confrontando le (7) colle (10) si ottiene :

- B-Z(X +

0(0 =

Sulle equazioni della elasticM .

Eseguendo l'operazione A, copra i due membri si ot-
per la dilatazione cubica

3
Y, fui

4 7-, (1 +

e consideriamo separatamente
dalle L i , e dagli spostamenti Ui .

VcI) == (9. X .4.. 'A -L I
r

s

e indicando I seconds con 0)7 v~2) V (2)
1

	

2 1

	

3 7

a
4 7r ~V'I' l == (z X + 11)

Annali di Matematica, tomo XVIL

a

Q== 1 1 2 ; 31

	

(1 2')

0
1

r

49

I
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Somigiiana : Sulle equazioni della elasticita .

Quests tre sistemi 0) I vt2} ,

	

rappresentano, come a facile verificare, tre
deformazioni speciali del corpo, di cui la prima avviene per forze di massa
uguali alle date, le altre due per forze di massa nulle ; essi danno
decomposizione di qualsiasi deformazione, analoga a quella considerata alla
fine del § 1.

Siano ora Mi3), M2 ) , M3) le componenti delle forze superficiali che man-
tengono 1' equilibrio, quando avviene la deformazione v~3), V13} , v,3 > ; e rappre-
sentiamo v(I ) mediante la (10) ; si ha :

4 ~rrcv~i'=(2A+i.L da,i
f
4ds +r JX,r -}-f

	

r
s

	

s

)

e confrontando con (12')

f i r

a a

+pf(Vii)A+V2 )A V3 )A)d

(V'I')A + V( )A -- V3'A 2)d6 = 0.

	

(13)

Altre due relazioni analoghe si ottengono permutando circolarmente gli indici
inferiors delle M, V, A.

Similmente rappresentando mediante le (10) gli spostamenti (12") (12"')
e servendoci di notazioni analoghe alle precedents per indicare gli sposta-
menti superficiali corrispondenti, si trovano le seguenti relazioni :

JL 2 . = ,

	

M ;̀' ds +L (V~2'A+V2)A,- V 3 )A 2)d6

	

(14)

f(Vi3)A+ V2'A3 V3) A2)da=j-
J
(USA+U2.A,--U3 A2

	

(15)
,J

	

4

ed altre quattro analoghe . Queste ire terne di relazioni rappresentano le con-
dizioni superficiali a cui soddisfano rispettivamente gli spostamenti (12),
(12"), (12") .

Nella (15) sostituiamo alle Uz le somme equivalenti Ul') + Uti) + U'i e
nella (14) ad L i la somma Mzi) + Mf,) + Mi) ; avremo

fii)

	

(

	

y

	

f ) A

	

V2 ) i12
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Queste due relazioni a cagione della (13) si riducono ad una sofa

fM'i' d - f(V(2)A+V2)A3-V2 A 2)di = H,,
r

a

	

a

ove H, a una quantita the dipende unicamente dalle forze X,, X,, X3,
e si ha :

H!_ - flYT`,i)
da = f(1i +V(2)A3-V(1)A,)dQ .

a

Analogamente si trova :

M2) ~r

	

~.f ( V2 ' A + V2 ' A ! + V, 11 3) d Q = H2
a

J111)3'`lr - j(V3)~.+V;)A2-VZ)A,)d,'=H3,
a

	

a

ove H2 , H3 dipendono parimente dalle forze X,, X 2 , .X3 . Nelle ire relazioni
precedenti le M(T), dipendono dalle U, e le V?R 1 dalle Li , e sarebbe facile
ottenere dalle (12') (12"') le loro espressioni mediante queste funzioni ; si
hanno cosi ire relazioni the devono essere soddisfatte in qualunque deforma-
zione fra le forze superficiali, gli spostamenti superficiali e le forze di massa .
Quando queste ultime sono nulle, si ha anche H, = H2 = H3 = 0, e le rela-
zioni precedenti divengono relazioni fra le forze e gli spostamenti superficiali .

Anche le (11) danno una decomposizione di qualsiasi deformazione ana-
loga a queue date da.lle (7) e (10) ; e confrontando le (11) colle (7) si possono
fare considerazioni simili alle precedenti .

§ 3 .

Se in un certo spazio S,, contenuto in S, le funzioni u~'" ), V ) del § 1
sono sviluppabili in serie alle quali sia applicabile la integrazione termine a
termine, dalle (7) not potremo dedurre degli sviluppi atti a rappresentare in
modo generale u,, u 2 , u3 in S, . Supponiamo the S, sia limitato da una su-
perficie sferica w, e proponiamoci di trovare gli sviluppi di u,~' ) , L(, 3) , validi
nello spazio interno ed esterno ad 0, e analoghi agli sviluppi per funzioni

sferiche, the si hanno per la funzione 1
r
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Introduciamo un
Belle coordinate ; 0

I

r .- VpI + p" - 2pp'fA,

ove IA 6 it coseno dell' angolo dei due raggi rettori p, p'. Indicando con P,,
le note funzioni di LEOENDRU, per p'<p si ha:

n - a

	

6)P().

	

(1
0 r+I

Sviluppando, collo stesso procedimento la funzione r, si ottione :
IV
v
=0 'eft-

ove le P(t4) sono funzioni razionali intere di 1, a] pari delle Phoo ed banno
con queste relazioni assai semplici .

Osserviamo infatti the facendo ji = I nella (17), si vede the deve essere :

e derivando rispetto a tx

I

Si hanno cosi le espressioni Belle
(17), si ha per r it seguen

istema di coordinate polari p, 0, p col polo nell'origine

1

Di qui integrando, e per una formula nota della teoria del
si ha :

P'0 ==1

	

Pli == - (A

I--Uµ ==
n -

2

(17)



sostituiamo ad r e ~ i loro sviluppi (16) (17), uguagliando i coefficienti deller

potenze, di p` 0

Yn == 2 An-
pn-i

	

pn+i

ove Y2 indica it parametro differenziale A, preso rispetto alle variabili p',
Per ragioni di simmetria poi si ha anche

In = 2 n-2P.,
Di qui si vede subito the le funzioni

P", P,n n

soddisfano alla equazione A . A,= 0.
Queste propriety delle funzioni P'n possono essere estese nel seguente

modo. Siano Yn, Yn-, due funzioni sferiche di LAPLICE, contenenti, come e
noto, 2 n + 1 e 2 n - 3 coefficienti arbitrarii rispettivamente . Mediante le equa-
zioni, a cui soddisfano Yn e Y.-,, 6 facile dimostrare le uguaglianze

L2 P i

	

2 (2
71-

A2 Al
p
'I (Yl-2 + ylt) = 0 '

Ora osserviamo cbe la funzione razionale intera oniogenea pih generale
grado n nelle % x., , x,, che soddisfa alla equazione A, A, == 0 conterrh

(n --4- 1) (n + 2) (n-3) (n- 2)

Somigliana : Sulle equazioni della elasticity .
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A2 n
YI-2 = 2(2n - 1),n-2 Y.-2

da queste seguono le altre

d2 A2 p- (Y.-2 + Y.) = 0

soddisfa alla equazione A, A == 0 b pA (11, 4- 1 i
disfatta anche dally funzione omogenea,

Per ottenere ora gli
guenti notazioni :

U ln

	

Pin
en-I

A'2 Pin P'n = 2 'n-2 P.-2,

T

A
12
P 1 21,

T7i

U. -:LL
pn+i

n

.L n
7T:;7,

-L pi n
P21-2

	

1

- 2 (2 n - 1) coefficienti arbitrari ; e che pa-

contiene 2 n + 1 + 2 n - 3 == 2 (2 n - 1) . DuDque pos-
generale di grado n che

a stessa, equalone poi 6 sod-
I

di grado - (n - 1),,_, (Y. + Y,).
v

ti (8) introdurremo le se-

V. t=-
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Avremo allora per p'<p

Le U'n sono funzioni omogenee di grado - (n * 1) nelle x,, x2 , x., e le U,1
invece di grado - (n + 1) ; inoltre per le (18)

A $ U'. == 2 U-n

	

A, U,, = 0 .

abWamo :

r

i == -- (4 1

Per le, funzioni

ove V',,, V,, so-no funzioni omogenee, razionali, intere di grade n delle aj, x2 , x,,
e si ha (19)

A2 V'11 = 2 V,_

Per cib the segue b utile di stabilire anche le seguenti relazioni . Si ha
0 r

	

Of- ;qq = -- a S, , qui,di :

Fn
a eve

4
sotto ]a forma pN-1 G,,,-,, ove G.,
precedente allora si pub scrivere :

in modo simile

(20)



ottengono le relazioni

a xi
(21)

pn{

	

1axi a X .,
- 'n a x`i ax's

In queste poi, e nelle precedenti, si possono scambiare le x,, x 2 , x3 nelle
x',, X'2) x'3 ed ottenere altrettante relazioni fra le derivate delle U'n , Un e le
derivate delle V'n , VV .

Riprendiamo ora a considerare gli spostamenti (8) del § 1 ; supposto p' <p,

dagli sviluppi precedenti di r e 1 si ricava :
r

Som ig l i a n a : Sulle equazioni della elasticita .

	

55

its _ `, P
n la

02	 UE + Un)

	

u1i8) _
2i Pn

a 02rI'n
==~0

	

2 ax,

	

n-0

	

2 a xi an

	

xs

e questi sviluppi, per le (20) (21), si possono scrivere anche

(8) _

	

1 a a2 V'n+2 T
u8

	

n_o Pn+! 2 a x's

	

V

Di q , se si considerano i tre termini corrispondenti ad un
dato valore di n negli sviluppi di u,1 ', u',', ui', essi costituiscono un sistema di
spostamenti soddisfacenti alle equazioni di equilibrio, quando le forze di massa
sono nulle, tanto considerati come funzioni delle x,, x2 , x3 , quanto considerati
come funzioni delle x',, x'2 , 3 .

Cib posto, supponiamo the l'origine delle coordinate sia nell' interno del
corpo, e p' non sia maggiore della distanza minima dell'origine dalla super-
ficie ; consideriamo i termini the nelle (7) dipendono dalla forza superficiale L,,
e indichiamoli con u,,, u, l , u,3 . Poiche p sulla superficie a e sempre maggiore
di p', potremo alle ua& } in questi termini applicare gli sviluppi ( ) inte-
grando termine a termine avremo :

00 0:u !2 _ In=o 2

2 a Un

a2 Vn+2 d
ax'1 ax 2 P y'±1

1 a Vn+1

f'n aii

4

	

S

u~8, -

	

_ 1 « a 2 V 'n+2
s

	

n=O pn+1 2 a x'i a x's

02Vn+2 d

	

~L

	

dz
aX '2

	

+
Pn+,

	

' n Fn+,
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In questi sviluppi i termini corrispondenti ad uno speciale valore di n sono
funzioni omogenee razionali intere I K,, I,, & e soddisfano, considerati come
spostamenti, alle equazioni di equilibrio (1') ; difatti essi rientrano nella forma
generale di spostamenti rappresentati dalle (3). Considerazioni analoghe si pos-
sono fare circa i termini dipendenti da L,, e da L2 .

Indichiamo ora con v,,, v,,, v,3 i termini the nelle (7) dipendono da U .
Le espressioni L") L" L"' the moltiplicano U, sotto i segni di integrazione

si possono sviluppare in serie mediante gli sviluppi di r e

	

Si trova cogi :r

(
a & Ev.

	

a Un

	

OTUn

ii a x!

	

ox,

	

an ~

ossia per le (20) (21)

1 0 VV
Fn+( ax ' 2

a

Sotto questa forma b facile vedere the anche in questo caso i termini dei se-
condi membri corrispondenti ad uno stesso valore di n, costituiscono un sistema
di spostamenti, the soddisfano alle equazioni (1'), e sono funzioni omogenee
razionali intere di grado n delle x',, x',, x 3 . Percib anche negli sviluppi dei
termini

n godono della stessa proprieth .
Considerazioni analoghe si possono fare rispetto agli altri termini dipen-

denti da U2 , U3 .
Se ora osserviamo the l'origine pub essere un punto arbitrario del corpo,

da 66 ehe precede risulta it teorema seguente :
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u Se attorno ad un punto (a,, a2 , a3) interno al corpo descriviamo una
•

	

sfera, it cui raggio sia minore della distanza minima di questo punto dalla
•

	

superficie, qualsiasi deformazione, quando le forze di massa sono nulle, a rap-
•

	

presentabile dentro tale sera mediante la somma di infinite deformazioni, i
•

	

cui spostamenti sono funzioni omogenee razionali intere delle differenze
•

	

x, - a,, x2 -a,, x.-a3 , I coefficienti in queste funzioni sono esprimibili
•

	

mediante i valori delle forze e degli spostamenti alla superficie del corpo . "
Tre polinomii u;", uIn), u(n ) omogenei di grado n idle variabili x,, x 2 , x3 ,

contengono complessivamente 3(n+ 1)(n-2) coefficienti ; e se scriviamo che,

considerati come spostamenti, soddisfano alle equazioni (1) dell'equilibrio, otte-

niamo 3n(2 1) relazioni fra i coefficienti. Percib la n-esima delle deforma-

zioni del teorema precedente si pub rappresentare in generale mediante tre
polinomii omogenei di grado n delle differenze x, - a,, x!-a2, x,-a3, fra

i cui coefficienti sussistono 3n(2-- 1} relazioni . Se poi poniamo :

?d1 n > = pnX

	

uR= pn Yn U3(n) = pn Zn ,

ove p ), le Xn , Yn , Zn saranno
funzioni unicamente degli angoli 0, p che de erminano la direzione di p, e
inoltre dovendo le uL" ) soddisfare alla equazione A, A2 = 0, per quanto abbiamo
visto, saranno la somma di due funzioni sferiche di ordine n ed n - 2.

Mediante Ie equazioni dell'equilibrio in coordinate polari si possono facil-
mente stabilire le equazioni differenziali, a cui soddisfano le terne di funzioni
Xn, Yn, Zn, considerate come dipendenti dalle variabili 0, p, analogamente
a quanto si fa per le funzioni Yn di LAPLACE.

Per lo spazio S' esterno ad una sfera w, si pub dimostrare un teorema
analogo al precedente, supponendo : 1.° che it corpo si estenda all'infinito, e
che occupi tutto lo spazio S' ; 2.° che i valori di U,, U2, U3 , L,, L 2 , L3 sopra
una sfera W' di raggio grandissimo, concentrica ad w, siano tali che si annullino
gli integrali delle (7), in cui compariscono queste quantith, quando si prenda
per ff la superficie a)'. Gli sviluppi che cosi si ottengono procedono per fun-
zioni omegenee fratte di ordine negativo .

Mediante queste due serie infinite di spostamenti, gli uni rappresentati da
funzioni omogenee razionali intere, gli altri da funzioni omogenee fratte, e pos-
sibile rappresentare le deformazioni che avvengono in uno spazio limitato da
due sfere concentriche, ed anche, in certi casi, nello spazio limitato da un nu-

Annati di Matema t tomo XVII .

	

8
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mero finito di porzioni di superficie sferiche, analogamente a quanto si pub
fare per le funzioni the soddisfano alla equazione A, = 0 (k). In quest'ultimo
caso gli sviluppi procedono per somme di funzioni omogenee delle differenze
(x, -a,, x2 - a2 , xa - a3), (x, - b,, x. --- b 2 , x3 --- b3), CH. ) se (A,, a,, a,),
(b,, b,, b,), ece., sono le coordinate dei centri delle diverse sfere, a cui appar-
tengono le regioni del contorno .

14.

Consideriamo un sistema di n funzioni u,, U2,--- Un di n variabili x,, X2
le quali in uno spazio S,, debbano soddisfare je n equazioni

n 2 r7r,
X,

	

(s = 1, 2 ) . . .

	

(22)
%=I

ove le Ti, sono funzioni lineari delle derivate prime defile u, ossia indicando
con A;',,") delle costanti, si ha :

24 A'YX a I
I

	

Aw

e le X, sono funzioni date . Inoltre nello spazio S,,-,, limite di Se,, debbano
essere soddisfatte le equazioni

dxs
YS

	

dn

essendo dn l'elemento della normale ad S,,-, diretta verso l' inferno
dx, l'incremento the a riceve lungo dn.

Supposto euclideo lo spazio the si considera

di S"

(*) V. APPELL : SUr les fonctions de trois variables rdelles satisfaisant A I'dqua
diff4rentielle AF= O (Acta Mathernatica 4 :4) .

(**) V. BELTRAMI : Sulla teorica genceale dei parametri differenziah, § 4 .

Wit

W

ove le L,, sono funzioni date nello spazio
equazioni

2, . . .

ft-i ) e

(23)

sono definite dalle



si avrh

ammettendo per la funzione U le condizioni analoghe a queue necessarie per
la validity di questa formula nello spazio ordinario ; e dalle equazioni (22), (23),
se si considerano due sistemi di funzioni u' 1 , u' 2, . . . u'n a u" 1 , u'' 2 , . . . u"n the
le soddisfino quando XS , Ls hanno rispettivamente i valori X's, L 'S, e X"s ,
L"$ , si deduce

s~
S JX' s u"5d8n +'s u'sdSn-1

	

m,i,8,
A(`: ) a x~rz ax'i

dSn
l(,J
S'nSA-t

	

Sn

(X'

	

4,4zn -} fL" u' dS1= -

	

au"a au
8 sssn- -

	

t
9=1

Sn-I

un m

Sulle equazioni della
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~
L

n~ (

di coordinate po arl

Sn

Sn-1

) a xm a xi

( ) Le relazioni the legano queste coordinate alle x 1 , xz7 . . . xn sono :

x,,-x,=rsen0,sen0. . . .sen6,_ 1 eos0,

	

(s = 1, 2, . . . n--1)

xn - x'n

	

r sen 0, son 02 . . . son 0.- 1 ,

n

ove gli indici 1, in, i, s nei secondi membri debbono percorrere tutti i valori
di 1 ad n. Quindi se per qualsiasi valore di 1, rn, i, s

A(z 's) = '`1 `'n ' l)

	

(24)(1, m) - - (s, 0

}~ jX's u's dSn -~-
J
LS u's dSn_1 J = S

L1x"8'3
udS

	

1L"sU's3d n_

	

(25)
e=i

	

)

	

s=1
Sn

	

Sn-1

	

Sn

Le condizi

	

soddisfatte se

Tii= - 2(AD+ tt . uz)

	

Tis=°Nt~aui-{-tau, i

axi

	

(aa X8

	

axi

ove 0 = }~ -, e ),

	

sono costanti. Le equazioni (22) in questo caso di-i=i a xi
vengono :

(2 A + jt) a -00 + jA A 2 u, + Xs =

e le (23)
LS -}- 210 ys -I Z~, s (a xi -~ a xs) yz = 0 .

	

(27)

Se ora si pone :

(26)

. . . $._1 ( ) col polo in
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So rn i g

	

elasticila.

(x',,

	

x'n), it secondo parametro differenziale di una funzione V (r) della
sola r e

Percib si ha, per n > 2,

\rn2 1 -0

rn i rn-I av. _
ar

r-n-'4

	

1
2 (n - 4)

	

rl- 2
Di qui segue subito che le equazioni (26) sono soddisfatte, quando X, = X2 =
•

	

= Xn = 0, dai valori
a 2 v 1

u , = a a x1 + rn-2

a 1 v
It 2=a a x, a x2

a1 v
un=a	

a xt a xn ,
ove

_

	

r-n+ 4

	

2 X -F- µ
v

	

2(n-4)~

	

a

	

2(), +µ)
Per le L 2 , quando si prendano per le u i valori precedenti, dalle equa-

zioni (27) risultano le seguenti espressioni :

a 1

	

a 1
r

	

a a2V

	

rn-2

	

rn-2

2 a~` an ax; _ ax,

	

an '
e per s > 1

1

	

1

	

Z
	 a2 v

	

a rn-2

	

a rn-2

	

a
rn-2U S =-- 2aµ an ax, axs - ax, 7s *µ a

	

-	
ax, YS

Osserviamo ora che, quando r tende a zero, si ha lim rn-I u't = 0, e colic
coordinate r, 9,, . . . 0,

d Sn = rn-I (sen $,)n_2 (sen O2)

	

. , sen On- 2 d r d 0, . . . d On-, )
quindi, applicando la formula (25) ai due sistemi u,, . . . un , u',, . . . u'n e allo
spazio che si ottiene da Sn togliendone la porzione definita dalla condizione

/
lxr -

Xf")2
< -

e 2 l

r=t



ove e b una costante piccolissima, si ha :

Y,,~
-f
JJXu'2dS,+fL,,u,-IdS.-,
sn

	

sn-I

indicando con w,,-, lo spazio 2;(x, --
,•=f

si ha inoltre :

d w.- I =-- 611-1 (Sen 0,)"-' (sen 0,),n-I . . . sen 0., d O j . .O

	

dOn-11

e per estendere la, integrazione a w,,-, si deve far variare 01, 02)---

0 e 7r , e 0., tra 0 e 2 ,z.
Osserviamo ora the in w.-, si ha :

rn-2

	

2

	

rn-s

I

== cos 0, (Ben 0,)

e quindi -.

ponendo per brevity x, =

0 1
rn-i

Mediante questi valori p
calcolare it limite del secon

rn

n (n -- 2) ah xs

2

	

rn+i

embro della (28) .

24 Za
r,.4+4

elastkitf .

	

61

,"I

== s 2 ; colle coordinate r,,

Oxw 1,

-2 1

	

n(n-2) 71
2 rn-I

	

2

	

rn+ I

(s :== 2 7 , 1 * Q

e qui
ha :

(28)

0.-, fra

yen 02P-" . . . (sen0,)-8+ 1 cos 0. (sen

	

sen0s, d 0 1 . . . dOn-,

x2 xs dv.-
f

r,2+1
IZT"- I

0. Si ha poi



62

	

Somigliana : Sulle equazioni della elasticit4.

e poiebb :

si avrA :

introducendo it numero Zn definito da
7r

Z,,=.F(seno)-ldo i
' (SeR6)n -sd9 . . .f" senOd9 .

0

	

0

	

0

Infine 6 ba :
down

== 201 .
rn+l

Applicando ora it solito procedimento si ottiene dalle (a), (b)
-2

lim furn
dz~n-i

-
nJu,

rn+'xl
dw,

-t-t
Wn-I

	

Wn-I

Ma si ba (*) :

ndi, r S

Sen Q4-1 cost O,dO j = I I f (>enOo-do,,

'an-I

-2

Stn-1

aglianza si dimostra osservando the
1 .3 . . . (n - 1)

quando n e2 .4- nnCndO =
quando n u

limfu, ;Ti thin_, = 0.rn
VA-1

0

udo,

s us d '65n-,

m
qnQndo ==

	

Zn ,
n

2
77 Z"-'

Tc

(sen 9)n d 0,

	

(b)
n-1 f

0

X2,... din)

0)
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Sostituendo questa espressione nella (28) si ottiene una formula the dh la rap-
presentazione della funzione u, in tutti i punti interni di S, ' , mediante i valori
delle X, 7 delle L 8 , ed i valori delle u,, in S,,-, .

Considerazioni simili naturalmente si possono fare per qualunque altra
delle funzioni it,, e si pub quindi concludere the it sistema delle funzioni u,,
U2 7 . . . u. 6 rappresentabile in tutti i punti interni di Sn colle formule :

L

	

2 a ~t

	

a2 V

	

Or-n
an ax"

	

0 xs

a ==

U (i), == a

0 r-+2
r a n

21 + tL
Q + V-)

0 2 Tr
0 xs 0 xi

2 ji
a

	

a2v
-- '

a r-n+lS a aw 0 xy

	

e xi

Pel. numero Z,, poi si ha :
n-2

(2 7c)
2

2 . 4 . (n
n-3

2(2 7r) 2

3 .5 . . . (n -

Queste formule sono analogbe a quella I 13REEN generalizzata alle funzioni
di n variabili (v. BELTRAMI,Memoria citata, § 5) . h poi facile vedere Che anche
quelle trovate nel § 2 possono essere estese A siAemi di n funzioni di n va-
riabili .

lie considerazioni precedenti non sono applicabili nel caso di n==2 ; perb

si pu6 seguire un procedimento identico prendendo la furizione Ig
1

11ove
r

quando n b

quando n b dispari .

(s -'- i)

axs a= Oxi

(29)

dove, posto
r--4+4

A ha :

2(n-4)'

U '3

	

r--n+2



64

	

Somigliana : Sulle equazioni della elastieitb .

= [(xj - i,), + (x 2 - x',), ]'7 1 invece di r-x+2 , e ponendo

poichb si ha :

Ig j =0.r

la costante
2 14 (n

	 1	
2) Zn deve essere sostituitar -Nelle (29) in questo caso

a

Queste formule possono essere utili nello studio delle deformazioni di un
cilindro indefinito, quando non avvengono spostamenti nel senso delle diret-

, od anche di un cilindro di lunghezza finita, quando si suppongono ap-
plicate alle basi forze normali, the impediscano tali spostamenti .

Thcembre, 1888.
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