Symmetrische Functionen.
Von

P. Gorpax in Erlangen.

Die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Gleichung sind
ganze Functionen ihrer Coefficienten.

Von diesem Fundamentalsatze macht man in allen Gebieten der
Algebra Gebranch, besonders bei der Bildung der Resolventen und der
Resultanten.

Bei der Durchfiihrang der betreffenden Aufgaben sind oft ver-
wickelte Rechnungen nothwendig; in einfacheren Fillen kann man sich
auch der Tafeln bedienen.

Zur Brleichterung der hiebei auftretenden Operationen haben viele
bedeutende Mathematiker u. A. Cayley und Betti Relationen zwischen
symmetrischen Functionen entwickelt. In der letzten Zeit hat Herr
Mac-Mahon im Amerikanischen Journal Volume 11, 12, 14 eire Reihe
ausgedehnter Arbeiten vertffentlicht. Besonders hat er sich mit der
Waring'schen Formel beschiftigt, welche die Summen der Potenzen der
Wurzeln durch die Coefficienten ausdriickt.

Diese Arbeiten habe ich nun in der nachstehenden Untersuchung
fortzufiihren gestrebt, indem ich nicht nur die Potenzsummen s als
Functionen s(a) der Coefficienten @ darstellte, sondern umgekehrt die
Coefficienten @ als Functionen #(s) der Potenzsummen untersuchte.

Will man fiir irgend welche Functionen

£y Eye .. Ea
der Wurzeln einer oder mehrerer Gleichungen die Resolvente
E=(@—8) (—5).. .
aufstellen, so kann man diesen Process in 2 Theile auflésen:
1. Man bestimme die Potenzsumme

S,=E g

2. Man rechne die Functionen %(S) aus, es sind die Coefficienten

der gesuchten Gleichung.
Der Prozess die S zu finden entspricht der Bildung der Logarithmen
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gegebener Reihen und die Aufsuchung der Functionen % der Bildung
ihrer Exponentialfunctionen.
Durch dieses Verfahren habe ich zweierlei Resultate gewonnen:
1. Ich habe die Resultanten zweier Gleichungen die Discriminante
einer Gleichung nnd verschiedene Resolventen in expliciter
Form dargestellt.
2. Ich habe die numerischen Coefficienten, welebe in diesen
Bildungen auftreten, explicite dargestellt.
Die erste Aufgabe ist nun schon lingst mittelst Determinanten gel6stt.
Aber diese Art Losung ist nur von formaler Bedeutung, da die Be-
rechnung von Determinanten bei einer grosseren Anzahl von Reihen
fiir die Praxis nicht durchgefiihrt werden kann.

1. Capitel.

Die Functionen s und 7.

§ 1.
Definition der Funectionen s und .

Die einfachsten symmetrischen Functionen von Variabeln

E k...
sind ihre Elementarfunctionen ¢ und ihre Potenzsummen s, sie sind
durch die Formeln definirt:

.01 = Sl [0y
v e
Sg =2§eg.
¢

Man kann die ¢ aus den s und die s durch die a berechnen; dieser
Vorgang mbge durch die Formeln angedeutet werden:

8y = 85(a); a; = P, (s)
aus ihnen folgt:

8, (i/! (s)) = 8,5 U, (s(a)) = qy.

Beispiele.

e
1) £z, 0) = (1~a); 5 =n; ay=(—1¥(});
2) f(x,a)=1 — 2*; s, =n oder 0 je nachdem g den Factor n
hat oder nicht. @, =1, — 1, O je nachdem g = 0, »n oder 20, n ist.
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§ 2.
Die Producte 2.
Die Producte der a bezeichne ich durch
p,.(a) = ahad. ..
und ordne sie nach ihrem Gewichte

g=1% 4 2%, ...
der Art, dass Producte p von kleinerem Gewichte voranstehen. Bei
p’ von gleichem Gewichfe stehen die voran, bei denen

k==3€1+%2-"

einen grosseren Werth hat.

Vorstehende p gelten fiir einfacher, spiitere fiir verwickelter. Das
einfachste p vom Gewichte g ist a,7 das verwickelste a,.

Den Process apac durch ayqs zu ersetzen, nenne ich Faltung, und
den umgekehrten aor, durch a,as zu ersetzen, Spaltung; beide #ndern
das Gewicht nicht. Spaltung erzeugt einfachere p, Faltung verwickeltere.

Durch fortgesetzte Faltung erhdlt man aus g9 alle p vom Ge-
wichte g und ebenso durch fortgesetzte Spaltung von q.

Eine besondere Art von Faltung und Spaltung ist das Ersetzen
von @yt und a,a, durch einander. Spaltet man so in p, alle Factoren
ausser den a, also h — #, Factoren, so erhilt man:

— ah+* *
P=da}+hapaj . ..

und P erzeugt durch Faltungen, bei denen af betheiligt ist, ausser
Px solche p, welche durch specielle Spaltungen aus p, entstehen.

Beispiel.
a7~ .a, erseugt durch Faltung af—¢~la,,, und av~¢q,
und
ap~¢la,,, dovch Spaltung ap—¢a ;
; a™!.a, erzeugt durch Faltung a2a, und o™
un

a?~%g, durch Spaltung o™

§ 3.

Zusammengesetzte £.

Die Variabeln £ kénnen auch aus anderen zusammengesetzt sein;
wir wollen fiinf Beispiele anfiihren.
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1. Beispiel.

Die £ seien Quotienten von Variabeln

@y Oy s o Cny By Boy ... Buy

Bs
foo = 2
Es wird dann:
Sg 32 (Eﬂ’_ g#
N

g=mn Q=m O=n ﬁ
nwg(s)xgz 1— fx)
g=1 o=1 o=l ¢

Sind «f die Wurzeln von Gleichungen

@=m o=n
fa,a)=[ ] —ea); fla, ) =] [ 1—po2)
Q=1 Oo==1

so ist:
Sy = 8—g(a) s,(b).

2. Beispiel.
Die £ sind die Quotienten der Wurzeln

0 0y ... Oy
der Gleichuug:

(@, 0) =] | (1 —e&2),
0=1

ey

ge,o”‘-——-“&; 9%6'

Hs wird:
8y == 5,(a) 54 (@) — m,

g=m{m—1)

g;: ¥, (8) 29 —.=g (1 — Z;x) .

3. Beispiel.

Die § sind Producte aus v Reihen von Variabeln

oty ..y BBy Vi Yo

den Wurzeln von: .
fz, 0y =] J(1 —ap),
¢

1@, 0y =] [(1— o),
¢
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fz, o) =] [ — o),
¢

g@u@e"‘@y == a@x 1392 ?Qs ctt.

S, =Z &0 = s5(a) 5,(b) sy(c) - - -

Die Gleichung deren Wurzeln die £ sind, sei

f@abc ) =fa =] [1—&2),
¢

Wir erhalten:

so dass:
i Ay = 9,(8); s,(4)=8,,
[ a,byc--) =Hf(“9x) by c---)
wird. ¢

In dem speciellen Falle:
f (93, a)=1—z

f(x>a) b,c~~-)=f(x,b,c- )
Den log f(z, a, b, ¢) bezeichne ich durch &(z, a, b, ¢), seine Reihen-
entwicklung lautet:

9 (2, 0,8, 0) = — ) 7 Sp .
g

wird:

4. Beispiel.
fa o) =] [(1—aa); flzb) = (1—2).
@

Die & sind die Producte der:
Oy oy -0y, und n Zabhlen g, =p8,---f, =1,
also % Mal die Variabeln «. Somit ist
f(® a, b) = f(z, a),

Sg == M-S, (@).
Die Coefficienten von (1 —z)* sind die ¢ (s(b))

!
¥y (5(8)) = (— 1y g,—(‘,‘@nt:ﬁ
und die Coefficienten von f* die ¥ (ns(a))

L (”’s(“)) =2(n ﬁ!k).' ! xiz..;p"(“)’
¥ (15(@) sB) = D) it smranr— 2 (¥ (5(2) s @)
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5. Beispiel.
f(z, a) ===l l(l — 0o 2); f(x,0) =1 — 2"
e

Die £ sind die Producte der:

2 n—~1
oy €y .0, und 1 & &% ... ¢
wo
2w . . 2
== €08 — sin — -
¢ w TSR
Wir erhalten
gq,o = &ag,

f(a, a,b) = [ [ f(e2, a) ————II<1 — ara),
e

{ 0 fir g==0, mod. n,
! ns, (0) ,, 9=0, , =n.

Die Coefficienten von f(z, a, b) sind die 9,(S); sie verschwinden
wenn g nickt durch # theilbar ist, fiir die ,,(S) haben wir die Formel:

"pgn(S) == Yya (ns(a)) .

§ 4.
Die Waring’sche Formel.

Aus den Formeln:

1z a) =] [ —ve2);
@

fla, &) =] [0 — o) =] [ — o Bouves -+
folgt ¢
log f(z, @) = ¥(x, a) = ——2}1}-39 (a)as,
g

log f(z,a,b,¢c --)=®(x,a,bc---)= -2—;—89969,
g

wo
Sy = 85 (@) 55(b) s4(¢) - -
Die Entwicklung des Logarithmus liefert:

fiaim S @ e = SIS e )

log f(x, a, b )——2<~1 A= pu(d)w .

%y} %,!
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Vergleicht man die Coefficienten von 27, so erhilt man die Formeln:

55(a) —-2(—- D = p(a),

B
S, —2("1)h u(‘x 11)“ px(4).

Die p, haben das Gewicht von g.

Beispiel.

l’[ 1—e¢
(1-—*&'9‘%)—"-"— @
»

1 1
297w’ 4iw

1 (=1y =0
Y =GFni S -*2 o1y Setr =0,

y h— 1t 3
= (.__1)9 229_1”292 (— l)h ufv o ! (2 ')

Waurzeln «:

§ 5.
Entwicklung der .

Aus der Formel:
f=e
folgen diese:

. "
f= 1

f(@, a) ——2 T e (s(@) #

flz, A)=f(z, a,b,c. —-2”1 T %2“2 — P (S)2?

und, wenn man die Coefficienten von 29 vergleicht:

o =y (6@) =3 1 e o)

1)%
Ag::!])g(S) =2x,'x2 = 1::)12:,’ p"(S)'

Fir die Resultante R der Gleichungen:
flz,a), flz,0b)
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nnd fir die Discriminante A einer Gleichung f(z, a) folgen hieraus
die Formeln:

=S EM o @ s 0) (@)

' ”2 1“12&

_2 #y! xz(_ 1;):2%,-“ a:-l (3_1(a) Sl(a) -—m)’; (8_2 (a) Sz(d) . m) o

Die 1. Summe erstreckt sich iiber die Producte, deren Gewicht
< mn ist, und die 2. iiber die, deren Gewicht < m-m — 1 ist.

§ 6.
Die Newton’schen Formeln.

Vergleicht man in der Formel:

die Coefficienten der Potenzen von z, so wird:
0=ay8 + a185-1---9a,
oder ausfiihrlicher geschrieben:
0 = a,45,(a) + ay55—1(a) - - - @5-15(a) + g a,.
0 =1v(5) g+ %1 (5) Sg—1+ - - Yg—1(5) 81 + 9¥p(a),
O=4,S,4+ 4,8,_: e 4, 98,1+ gA,.

Sie dienen zur schrittweisen Berechnung der @, 4 aus den s, S, also
der Resultante und Discriminante

4,4+ 4, -

2. Capitel.

Relationen zwischen den s(a) und u(s).

8 1.
Die ¥ (s(a) + s (b))
Die Coefficienten des Productes
f(=, a) f(z, b)

sind nach der Formel:

— log (f(&, a) (&, 8) = > 7 (5s(a) + 5,8)) &

g

¥ (s(a) + s(b)) -

die Functionen:
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Es ist:
¥y (5(0) +5(®) =] abs,
0,0

Uy (s(a) (5(b) + 5(9)) ) = D e (s(a) s(B)) s (5(a)5(2)) -
9,0

Die Summen erstrecken sich iber alle g, 6, bei denen

e+06=g
ist, also @, durch Faltung aus g,a, entsteht.

1. Beispiel.
flz,0)=1—z.

sg(b) =15 %, (s(a) + 1) =0y ~— Oy—1,
v ((s(@) + 1) s®)) = D) v (s(a) s(®) bo-
(234
2. Beispiel.
fz,b)=1—zy.
S, (b)) =95 Y, (ng(a) -+ ?/9) =0qy — YQg-1,
¥ ((5e (@) + 92) 5e®) = D] we (s(a)s(B) 9o
0,0
3. Beispiel.
(1 —2x)=.

5,(0) =n; ¥, (s(a)+n) 2( 1) srray; Go—e
v ((s(@) + n) s(®) =D e (s(a)s <b>) ¥o (ns(0)) ,
¢
=2 (n?—!h)! #y! x:! . ..px(b) Yo (s(a)s(b)) '
0%

§ 2.

Differentiation nach den s.

Dlﬁ’erentnrt man die Formel:

f=¢

nach 8 und nach sus¥ .. ,, so wird:
af _ﬂff : df (=1 »f
dse o dgidsp... Rem, 70
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Vergleicht man hier die Coefficienten der Potenzen von z, so folgt,

oy _ da, 1
dse ds@(“) o Yi-er
d;,1,(5) _ a,a, _ (— 1) .
dsfi dsg‘ PR d(sl(a>>”£d(s2 (a))xg - 1*ro% {—g 3
dAl S e -?—- fgw Al
ds,(a) ¢ sola) “t e
h 8L (s,
d(sl (a))xld(sg(a))#g .. 1% 9% ) {—g Fr (a)
§ 3.

Differentiation nach den a.

Differentiirt man die Formel:

2-}s,ml=—.=-10gf

H

nach a, und den Factoren von ahal ... 80 wird:

d it
da, & 1 siat = — 2¢f (2, ¥(—3))

S asm Gy s
4

®, 7 %
dai' day’ . ..

und vergleicht man die Coefficienten von %, so hat man

ds,

Ta, = — ti—e(—3),
dy 5

dafl day. ..

= (— 1} (h—1) 1.1 p(—5).

Ferner ist:

dﬁr dA,. ds;(a) SZ
da, & dsifa) 7:“:277 it (—3(@)

und im Besonderen:
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§ 4.
Die Producte der s.

Die p.(s) sind ganze Functionen der s vom Gewichte g, ich be-
zeichne in ihnen die Coefficienten der p;(a) durch:

1% 2% ..
(o)
pefs@) = 3 (o) 2@,
4
P« (S) =2( i: g: o )Pz(A).
1

Die Summen erstrecken sich iiber alle p;, welche durch fortgesetate
Spaltung aus p,. entstehen. Dije Zahl

1% 2%,
(o)

st der Coefficient von pz(a) in p. (s(a)) oder verschwindet, je nach-

setze also:

dem p, durch fortgesetzte Spaltung p; erzeugt oder micht.

Beispiele.

wenn @ 2 o,
0,6 ) —o0,
Ayu
wenn 0, G, 4, ¢ verschieden sind.
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§ 5.
Die Producte der 4 (s(a) + s(3)) -
Die Producte

v=0
pe (¥ (s(a) + s3)) = (2 ay by 9>

y==0
sind ganze Functionen der a, b; ich bezeichne in ihnen die Coef-
ficienten der p;(a) p.(b) durch:

1% 2%, |
(g )

pe (4 6@ +50) = gy e ) POBO).

Die p, entstehen durch Faltung aus den p;p.; bei diesem Processe
werden die Factoren von p; mit denen von p, zu Factoren von p,.
gefaltet; das p, besitzt ausser von p; und p, iibernommenen Factoren
nur solche, die durch Faltung entstehen.

Die Symbole:

setze also:

15 2%,
14 2%, | 1%2#2...)

bedeuten die Coefficienten der p;(a)p.(b) in p. (z,b (s(a) + s(b))) oder

verschwinden, je nachdem p, durch obige Faltungen aus p;p, entsteht
oder nicht; sie geniigen der Relation

( 14 2%, . 19 2%, .,
14 2%, | 1“12“2...) = (1.‘“2“2... | 14 2% | )
Beispiele.

( x™ m!
14 2% ., | 120 ) T m—h)xln!’

h=ll+12...; ym__op:ly,
(1m~e )

wOo:

)=1 fir pyp_,=14,,

1m=¢ | o
Im=¢ ¢ "
(1"“9]9)=1 fir o>1,

()
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3. Capitel.
Die 7.
§ 1.
Definition der 7.
In der Summe

f(z, @, b) = 2 ! % ,(—_ 113‘]‘2,,2‘ = Px (S(d) S(b)) x?

(— 1) 1% 2%,
-3 o) (52 o
bezeichne ich den Coefficienten von xgp,t (b) durch:
Vlm - (@) == (ﬂ) (a).

Er hat den Werth:
1k b3 21:2 -
Viw(a) = 2 , ,( D 1 ) P« (s(a))
ui Y

lxl 23‘2, .« 1#: 2#2. .
— (= 1a 26, . .\ /1528, .
2%1 Yupl..,1%:2% |\ 141 Qua , _ ) 14 21,“_)171(“)-

Die 1. Summe erstreckt sich fiber alle %, bei denen p, durch Faltung
aus p, entsteht und die 2. Summe tiber alle %, 1, bei denen p, aus p;
und p, durch Faltung erzeugt wird.

Vergleicht man in der Formel:

[(, a,b) —H(a@x, D)= Dpu(b) Vi (a)

(#)
auf beiden Seiten die Coefﬁcwnten von:

Pu(b) = by b,, . ..

V‘(_u) (a) = E G’.I‘ L‘C;? -«

die Summe erstreckt sich iiber alle Combinationen der &, bei denen
die Producte a7'e%. .. verschieden sind.

so wird:

Beispiele.
al, ag, aq - Gg; G - ag fiir 926
erzeugen durch Faltung:
pe(a); ag; aﬁ, Q20 Ggla, Qgia
denen diese V entsprechen:

Mathematische Annalen. LII 33



hl4 P. Gorpax,

— 1) # 2%,
V‘”(a)=Zu,zxz!.(..ll’zta“*...(l 19 )p"(s(a))

— 1)*
= (__1)9 2 mi‘xg!.(.. 131 g%z ,..‘p”’ (S(a)): (,—/l)gag’

Vo(a) =— ';‘ (Z) So(@) = sy(a),

Ve(a) = :;lga (Si) se(a) — -2%, (i?) S2¢(@)

1 2. 1
=*§- Se(a) —?329(a),

Ve,o (a) = Qiﬁ (g: g_) So (a) sd(a) _—

= 5o(@) 85 (@) — Sp-+o(a).

—;-a (9 T, 6) So+o(a)

9,0

§ 2.
Die Differentialquotienten der V.
Vergleicht man in der Formel (vgl. § 2, 2. Cap.):

of(x,a,b)y _  a°
e = =5 %)@ ab)

die Coefficienten von 29p,(b) so wird

aV,,(a) (— 1t — 1)1
S = = Vo @).

(a) 2! 5!

Die Summe erstreckt sich iiber alle ¢, %, bei denen:

PiPr = Py
ist. Man kann diese Formel auch durch diese ersetzen:

v (a,) (— D% (h—1)!
Z e 2 e V@@

und aus ihr diese ableiten:

V@) Q=D k-
a(;l “m*—“ V(@) Yo—2 (—3(a)) -
(N
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§ 3.
Summen von Coefficienten.

Die Summen der Coefficienten der ¥ in der Formel:

£(2, 0, 8) = D, (5(a) s(8) a9 = D pa(a) Vioy(8)a
hat den Werth: ’ ‘

_ . 1, 23—, ! °
(=, e€) —-sz(a)x” —~Z(“rx) (a,2%) 1;]1—-%959

Sein Logarithmus ist:

& (z, €) = ———2—; Sy(e) a9 = ——2 log (1 — apar) ---—*Z% agx®’
g e 0,0

und demnach:
s,(e) = -——-2 0ag.
&0

Die Summe erstreckt sich iiber alle g, 6, fiir welche

06 =yg

ist.

§ 4.
Producte der 7.

Aus den Formeln:

f(@ a #(s0)+ @) = D pe (¥ (sB) + 5(9)) Vi@) 27,
(% a ¥ (s®) + 5(9)) = fl=, a, b) (=, 0, ©),

2 1% 2%,
(st 9 0))) = o (snon.. 1z, ) PO2
folgt diese:

f(z,0,0) (@ a,0) = 3

Sr2ads

.—=2 pa(b) pu(c ) Viy(a) Viw(a) a?

Gy

18 2%

1425, | 1426 ) 22(0) pu(€) 2° Vixy{a)

und wenn man die Coefficienten von

2a(b) pu (e}
vergleicht: ‘
13‘ 2‘2 RN

i@ Vi) ’"’";( g, .| e, ) T
8¢
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Die Summe erstreckt sich iiber alle %, bei denen p, durch Faltung
aus p1 p, entsteht.

1. Beispiel
Vlm VIZQQX;,_, WO m;'=’l!, +'v2 e o o

Vn(@) = (— Lo
da durch Faltung von
ay - at’ay -
u. A. p,(a) entsteht, so kommt rechter Hand ¥, vor, so dass man hat:
- 1225, .
Vio@) = (= D tn Vg @ = 3 (1, 1o ) Vol

Die Summe erstreckt sich iiber alle %, bei denen p, aus p, durch

Spaltungen von @,4; in a@,a, entsteht,
Die Formel driickt ¥, durch einfachere V desselben Gewichtes
und das ¥,,,,, .. von niederem Gewichte aus.

2. Beispiel.
VeV, g Wwo g—eo>1.

Vie=1(—10ap; Vop=5,-¢,
1% 2%,
(=10 ags-o(@) = 3 (1), o) Vol

al . g erz:eugt durch Faltung af ay—p und af™" a,_,1; die Coefficienten:
1¢ g—o (19"‘ g~9+l>
und
(1939—-9 le | g—e
haben den Werth 1; es wird mithin:
9 y Q(a) = (—__l)e 199— Q(a') - (—_‘1)9-1 V g Q+I (a)’

und durch Summation:

o=m

Ving (@) = (—1)" Z By 85— (@)-
o=

§ 5.
Werthe der ¥ fiir specielle f(z, a).

1. f(a,a)=1—1z,
fle,0,0) =f(x,b): aqy=1; a=—1; ap=0 fir 9> 1,

D (6) Vin(@yar = D) b,av.
x g -
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Die Vi, (a) haben den Werth 1 oder 0, je nachdem p, nur einen
Factor hat oder mehrere.

Folgerung.

Der Factor von af verschwindet in V,, wenn p, mehr als einen
Factor hat und hat den Coefficienten (—1), wenn p,(a) = a, ist.

2. f(z, @) = (1 — z)».

n! n—n—1-.-n—g-41
__(*- / (n__g} g’ (._1)9 1.2._.9 )

(x7a:b)=f”(x,b)a
— —h
Z’puan m,><a>x9=2”” et @) w9,

n-n—1---n—h-+1
u,!le---

Vin(a) =
Fir n=—1 wird g, =1

Vin(a) = (—' 1yt

“1' %!

Folgerung.

Die Summen der Coefficienten in ¥V (a) ist (—1) ;‘T;?:—— also
R 2
gleich den Coefficienten von p.(a) in f—!(z, a).

3. &z, a)==x.
flz, a) =¢€*; a, =51—!,
9, a,b) =s(b)x =— bz,

flz,a, b) == e~ hz,

Vix(a) hat die Werthe T oder 0, je nachdem p.(a) = af ist oder

nicht.
4. 9(z,a) =2+ 2%y.

(@) =15 5@ =24 5@ =0 fir¢>2,
g
f(z, a) = e+ —2 ?iv:iv s

(’9 2; 'l' :; (g——’l)':t"
x,4

$(@) 8, (B) = — 5, () 8,(a)$,(b) = —2y5, b); 3p(a)s0(b)=0 fiir ¢ >2,
#(2, a,b) =— b,z + (b*—2b,) %y,
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Flgs @ B) o= — emorre =000y = ] (— 1y b= 20,0 5%,
g h
= D¢ D (= e 2perudg () D8,
4,u

a2 ¥
Fasr@) = oS

Viy(a) = 0, wenn p, einen Factor hat, dessen Index > 2 ist.

5. f(x,a)=1—2".

ay==1; an=—1; 8,,(a) =n; 8,5(Q) S0y (D) = n8,4(b).
Die iibrigen a, s(a), s,(a) s,(b} verschwinden,
In Vix(a) erbilt man durch die Substitution g, = — 1 den Coef.

ficienten von (—a,)’* also, wenn ¢ nicht durch » theilbar ist, die
Zahl 0.
Ist

. (a) = 2,8, ...
und

2z . . 27
s——-cos—;{—{-zsm—;, §o =&,

Vola) =) et e .-

§ 6.
V(t[: (s(a) -+ s(b))) .
Durch Vergleichung der Coefficienten von
2¢ und pyy) (c) 2°

so wird

in den Formeln:
f (%% (@) + () = F@ a) f (=, B),
f (2, ¥(5(2) +5®)), ) =1 (@ 0, 0) f(z, b, )

erhalt man die Formeln:

¥ (5(a) + ) = D) ae by-e,
4

Ve (d’ (s(@)+s (b))) =D Var(@) Vi ),
4u

Die 2. Summe erstreckt sich iiber alle 1y, fiir welche:

. Dy = PaPu
ist.
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1. Beispiel.
f(%,0)=1—2z.
by=1; b =—1; V,(b) =s,(0)=1.
Die iibrigen b und V() verschwinden.
(4 (S<a) + 1) == g — Qg-1,

Voy (ag — ag1) = 2 Vay (a).
A

Die Summe erstreckt sich tiber alle 1, g, fiir welche

py(a) = aupi(a)
1st,

2. Beispiel.
f#,b)=1—uzy.
bp=1; b=y, V,(b)=15,(8) — y*.
Die iibrigen b und V(b) verschwinden.
(7 (Se(a'> + ?/9) =0y — YQg—1,

Viey (@ — Y @—1) ==2 y“ Vi (a).
A

Die Summe erstreckt sich iiber alle 4, g, bei denen.
v (@) = aupa(a)
ist.
3. Beispiel.
f(z, b) ==(1-——-xy)“.

nen—1e--n—p41
1.2.-.9 ?

bp = (— 1)

sg(b)znyg,
V(x)(b) — nn—1---n—h-41

7‘1! %2!' ..

Y7,y

el — 641

Yo (89 (@) + nye) =2(~ 1)(7”.” ”—11.2...5 Gy—cy°,

Vi (¢ (se(@) + “?/")) *“-2 R L’,!:,_“ i AP

2,u
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4. Beispiel
f(2,8) =1 —2y.

bo=1; bn=—9; Sag(b) =mys.
Die iibrigen b und s(b) verschwinden.
g g

Vi (B) ist der Coefficient von a.* in (—y)* Vs (a) und verschwindet,
wenn g nicht durch » theilbar ist.

Yy (Se (@) + Se(b)) = 0g — YQg_n,
Vi (ap — Y ag-a) =2 Viy(e) Vi (b).
A

§ 7.
Via,b).
In der Formel

fla a,8,0)= D] Vo) (4 (s(a) s(0))) (2

bezeichne ich den Coefficienten ¥V durch:

Vo (¥ (s(@) () = V(@ 1),
er hat den Werth

V(,,)(a, b) =Z T (— l}k (lxl A - :) Pr (S(a) S(b))

1Rl \({n 9n
% % Dz #y Dy
— 1 1‘2’,-. 1% 2 .«
=2 i ( )( )pz(a)pu(b)-
by PR LR CRRAR AU MALEAN L P L DURVARN (3 R

1. Anmerkung.
Der Coefficient von p, (b)p,(¢) in f(z, a, b, ¢) ist gleichzeitig der
von p,.(b) in V) (a, b) und der von p,(b) in Vi, (e, b).

2. Anmerkung.

Aus jeder Relation zwischen den ¥V kann man weitere ableiten,
indem man a durch ¢ (s(a) s(b)) ersetzt, da durch diesen Process V' (a)
in ¥ (a, b) iibergeht.

1. Beispiel.
f#,b) =1— 2.
by =1; b, = — 1. Die iibrigen b verschwinden.

s(b) =1; U, (3{“)3(6)) = by,
Vin(a, b) = Viy(a).
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2. Beispiel.
f.(z,b) =(1—x).
sg(b) =m; f(z,a,b) =7/, a)

¥, (5(0)s(0) = %y (ns(@) = =2t by (s(a)

x

Vi (a,5) = Ve (¥ (n5(a)))
— )t 1a2%
=Z %! xzzf..?"xah. o \1m 9% . ) p"(s(a))‘

3. Beispiel
fz,0)=1—a".

f(x,a,b) =Hf(£9x, a) = n(l — o ) = 2.4995”9
e e g

Sng(D) = 15 Say(a) = 5,(4)

— —_ —v*
Die iibrigen s(b) und 1/)(8(&)3(6)) verschwinden. V,(a, b) entsteht
aus Vj,)(a) dadurch, dass man die a@,, durch A4, und die andern a
durch O ersetzt; es hat, wenn das Gewicht von p, durch » theilbar
ist, den Werth:

— 1) nr (2n)*2m, .,
Vor(a, b) = >, = ( 1,{ 273 )p, (sne (@)

1 1
Hin® %2n.

und verschwindet, wenn diess nicht der Fall ist. Wenn alle Indices
von p, durch n theilbar sind: »,, = g, so wird unsere Formel:

Vi (a,b) = Vy(4).-

4. Capitel.

Die numerischen Coefficienten in f(z,a,d...).

§1.
Die Symbole «f....

Die in § 2, 1. Capitel definirten Funetionen f(z,a,b...) sind
ganze Functionen der Variabeln
z,a,b,c...
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also Aggregate der Producte
29 pa(@) p () ps(c) . . ..

Ich will ihre numerischen Coefficienten mit

pl(“) Du (ﬁ) Dy (7) .« o
bezeichnen also:

@ a,b,c...) = D a9p:(ac) puBB)poley) . . .

YT
setzen.

Da f(z,a,b,c...) sich nicht #ndert, wenn man die a, b, ¢ mit
einander vertauscht, so fndert sich auch p(e)p(8)» () ... nicht, wenn
man die ¢, 8, y mit einander vertauscht, z. B. hat man:

22(¢) Pu(B) = 02(B) Du(er) -

Die p(e)p(B)p(p) . .. sind ganze Functionen der Symbole «, 8, y....
Quotienten, bei denen der Nenner nicht Theiler des Zahlers ist, ver-
schwinden.

Die pi(e) p.(B) ... bedeuten die numerischen Coefficienten, wenn
Pi, Pu - .. dasselbe Gewicht g haben und verschwinden, wenn dies
nicht der Fall ist.

§ 2.
Die p(a).
Da
fl,a)=14 a,z+ a,z*...

in unserer Bezeichnung:
fla,8) =D pulan)w

ist, so haben die @, den Werth 1
o, =1,
wahrend die tibrigen p,(«) verschwinden:
Pe(@) =0,
wenn p,(a) 2 a, ist.
Wenn f(z) =1 — 2 ist, so ist (1. Cap. § 3)
f#,a,b)=f(b)

und wenn:

fl@)=1+az

1st, so ist:

f(x, a, b) = f(— ay, x, b).
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In unserer Bezeichnung wird in diesem Falle:

f(@,8,0) = (a2 pa(BH)a7,
mithin ist:
) pa(B) = (— 1Y pa(e),
"‘i ﬁa = ("‘ 1>g
“f!’l(ﬁ) =0,

also

wenn p;(a) 2 a, ist.

8§ 3.
Die Werthe der p(«)p(B)» (7).
Triagt man in die Formel (§ 5, 1. Cap.)

f(x,a,b,c...)—-=2 e (=" p,,(s(a)s(b)s(c)...)xg

2oyl g

fir die px(s(a)), px(s(B)) ... ihre Werthe (§ 4, 2. Cap.)

)= Z (55 ) meo
y Qe
2 (®) ”;(imzﬂz...ﬂ”(b)

#00) = 3 (o)1) 20
ein, so wird

(-1) 1 2%, N\ /1%2% 1”12*2...)
fowt,ed=2 o om (o) (imze ) (2

x40,

21(a) () py(c) 27
Vergleicht man diese Formel mit
f(2y0,8,¢..) = D pa(ac) pu(bB) pu(ey) 27,

2, u,y
80 wird:

I LSRN LTSS OO
pz(oc)zrm(ﬁ)zov(y)---==Z,'xl = )( ( )

trgl 1922 1290 J\1mgm, J\1n2n...

Die Summe erstreckt sich iiber alle %, bei denen p, durch Fal-
tung gleichzeitig aus pz, p., P» . . . entsteht.
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Beispiele.

Aus

fir o 2 6 entsteht durch Faltung:

2
es wird:

& PaB)Pu(y) - = (111212 )(uzue..)' K

g D2(B) Pu(p) - -+ = %(12 gi ) (1%;:2 ) .
T (12121 )(1,4,2#, )

e == 9,0 0,0 .
ot P2(B) Pu(?) (12,212,..) (l!‘z 21“%..)

_<9+6> 9+6)“,
1492, (u«zuz. .. ’

2 2
“3.39':‘;9" — 3@
2
0ofef: = — @

2
0o g B = 06 — (¢ +0)
wenn @ 2 6,

Oy Ug ﬂel Bo, = — (0 -+ 9)

wenn @, 6, 0,, 6, verschieden sind.

§ 4.
Die Wurzeln der Einheit.

Die symmetrischen Functionen der Potenzen & = & von
2% . .2z
8-——008—;;—{-7«31117

sind im § 5 3, Cap. berechnet worden. In unserer Bezeichnung ist
das dort gefundene Resultat durch die Formel gegeben:

Serer = (= a) b
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§ b.
Die V.
Aus den Formeln:

f(z,a,b) =2pv(b>V<v)<a)xg =sz<acx)p,(bﬁ)xa
flx,a,b, c)——Z'py(c)Vm(a b)as = Z’pz(aa)p,‘(bﬁ)p,(cy)

uv

folgt:
Vor(a) = p.(B) D p1(aw)

Vin(a,b) = pof3) D) pa(a ) pu (b ).
L

Die Summen erstrecken sich tiber alle 4, u bei denen p; und p,

dieselben Faltungsprodukte p. erzeugen wie p,. Den Relationen
zwischen den V entsprechen solche fiir die p(a)p(B)p(y) -

Beispiele.

Nach dem 3. Cap. wird:
fir f(z,a) = ((1—2a)*: Vy(a) = ”’”*‘v:";z"”“'”'“*‘l
V(@) = (— 1) s,

» [(x,0)= 1i
(=17

» [(z,a)=¢" Vlg(a)= g

V(y) (d) = O fiir p,,(a) 2 a’
w)( (S(a) + s(d) ) = 2 Vi (@) Vi (b)
0,0

Hieraus ergeben sich diese Relationen zwischen den p(a) p(8)p(»):

) 2 (@) (U ) (A )
0= i) ( 2 ) — 5 ),
A Zn(E)- 5
2e® 2 1 (35) =0 0 pu(y 2 af,
BB 2 (s ) PO = 2@ nB) - 1o 1,

b

19k, | 12m, <
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Die Summen erstrecken sich in der letzten Formel tiber alle #%, ¢, 6,
bei denen p, durch Faltung aus pzp, entstebt und

) Do Do = Pv
1st.

§ 6.
Reduetion der p(a)p(B)....
Der Formel (§ 4, 3. Cap.)

V(@) = (— 1) an 711'22"3---(a) - 2( 1m

entspricht diese:

(—1)™ 4, o, 1 2%,
_M@mm=m@{mz%%-~agmwym%“)m@}

1425, .,

| 1n 2%, .. ) Vi (a)

In ibr ist:
M= v v,...

und die Summe erstreckt sich iiber alle %, bei denen p, aus p, durch
specielle Spaltungen von a,4: in @, a, entsteht.

Da die Glieder rechter Hand einfacher sind, so ist dies eine
Reductionsformel fiir p,(a) p(B).

Ist = der hochste in p; auftretende Index und m > 7, so ist:

7 2 (8)=0.

Reducirt man die p;(e) weiter, so erhilt man Formeln, in denen das
Product vor der Summe verschwindet. Schliesslich gelangt man zu
dem verschwindenden Symbol

el p,(B)-

Hieraus folgt der Satz:
»Py(@) p2(B) = 0, wenn die Anzahl der Factoren von p, grosser

als die Indices in p; 1st.X

Im Falle
m=r

verschwinden alle Glieder der Summe, es wird:

Py (@) p2(B) = (:ﬁf—) o’ ey - .. pa(B).

Beide Satze bleiben bestehen, wenn man mit symbolischen Factoren
() multiplicirt,
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§ 7.

oy g—m Pr(B)-
Der Formel (§ 4, 3. Cap.) zwischen den V:
o=m

Vimg_n(@) = (— 1 D' ap ¥, o(a)
=0

entspricht diese zwischen den p(a)p(B):
ar' tg—m pr () = (— 1)" p- (B) Z 'g: Og—z -
x=0

Um sie zu transformiren, setze ich zunichst m = z; es wird dann:

0= Pr(ﬂ)z B, )

=0

so dass man unsere Formel so schreiben kann:

ety r (B) = (— V"2 () D) 5 x

2=1m-+1
— @) [ et D e
x==m-{-1

Im Besonderen hat man:
m n 0 fir m 4+ n>g,
W Bl T it mtn <y,

§ 8.
Zusammenstellung von Formeln fiir p(«) p(8).
Die p(a)p(B) sind durch die Formel:

B (=)t 1926, .\ 1025
101(“)19#(13)_;mguzz“,f‘“z"?... 1&2@,,,)(1&2@%...)

definirt; ausserdem sind im Obigen noch verschiedene Recursions-
formeln zu ihrer Berechnung gegeben. Hier sollen noch einmal die
hierbei tauglichsten Formeln zusammengestellt werden; sie geniigen
zur iibersichtlichen Berechnung in allen einfachen Fallen.

22(e) P (B) = 02(B) pu (&),
) ﬂz...ﬂ:'=0 wene A+ 4, ...> 7,
[0, wenn m+n>g,
m
%1 aﬂ""m ﬁ1 ﬁ!""“ = ‘(,,. l)m'ﬁﬂml wenn M + % < 9’

a
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BB B = (— 1) el BB BT

wenn 4, + 4, .- =7,

o fp= 30— 30,
“3}365¢=——-9, wenn 621:,
“e“oﬁeﬁa———'eﬁ——(g—!—(i), wenn g%a
g g o, fo, = — (¢ -+ 6), wenn @, 0, ¢, 0,

verschieden sind.

0° 1 20
“ep#(ﬁ) (1;,‘)::2 . ——2—(1"12“2...)’

i (7]
wrore® = (L5 )= (gl ) om0

Q:’t—l
oty pr(B) = (— 1"~ 1, (B) {7,3; et D G e

1420,
pete 2o(8) = po B {(— D et = (L

WO 1 == Q; + 0, -




