Ueber die Bedeutung der Dioptrie.
Von
Prof. Dr. A. Gullstrand

in Upsala.

‘Wenn man in der gewshnlichen Linsenformel die Ab-
stinde sowohl des leuchtenden Punktes wie des Bildpunktes
vom optischen Centrum der Linse in der Bewegungsrich-
tung des Lichtes positiv rechnet und demnach die Formel
in folgender Weise schreibt:

N

5= 4+ ]7’
wo also f die Brennweite der Linse, ¢ und & die Abstéinde
des leuchtenden Punktes bezw. des Bildpunktes vom opti-
schen Centrum bedeuten, so ergiebt sich ohne Weiteres,
dass der reciproke Werth der Bildpunktdistanz durch eine
constante, nur von f, das ist nur von den Eigenschaften
der Linse abhingige Vermehrung oder Verminderung -—
je nach dem Zeichen von f — des entsprechenden Werthes
fiir den leuchtenden Punkt erhalten wird. Die reciproken
Werthe von Distanzen, welche in dieser einfachen Ad-
ditionsformel einander gegeniiber stehen, miissen commen-
surabel sein, oder mit anderen Worten die Brechkraft der
Linse, welche durch den reciproken Werth der Brennweite
gemessen wird, kann in einer und derselben Einheit aus-
gedriickt werden, wie die Convergenz des einfallenden bezw.
gebrochenen Strahlenbiindels, welche durch den reciproken
Werth des entsprechenden Abstandes gemessen wird. Das
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Maass der Convergenz eines Strahlenbiindels in einem ge-
gebenen Punkte, durch den reciproken Werth des Abstandes
des Convergenzpunktes ausgedriickt, ist aber nichts An-
deres als das Maass der Krimmung einer durch den ge-
gebenen Punkt gehenden, auf simmtlichen Strahlen senk-
rechten Fliche — der sogenannten Wellenfliche — in
einem Normalschnitte, (Nach der in der Analyse ge-
bréuchlichen Definition des Kriimmungsmaasses einer Fliche
als des Productes aus den Kriimmungen der beiden Haupt-
normalschnitte ist eine in genannter Weise ausgedriickte
Convergenz nicht mit einer Flichenkriimmung, sondern mit
der Kriimmung einer Curve oder eines Flachenschnittes
bezw. mit einer Flichenhauptkrimmung commensurabel.)
Es leuchtet also ein, dass die Dioptrie, welche als Kinheit
nichts anderes ist, als der reciproke Werth des Meters,
zum Messen sowohl der Brechkraft einer Linse wie nament-
lich auch der Convergenz eines Strahlenbiindels in einem
gegebenen Punkte und der Hauptkriimmung einer Fliche
dienen kann.

Will man nun diese Rechnung mit Dioptrieen auf die
Brechung in anderen optischen Systemen als unendlich
diinnen Linsen anwenden, so geschieht dies ohne die ge-
ringste Schwierigkeit, so lange es sich nur um in Luft be-
findliche Systeme handelt. Man hat nur die Abstinde a
und b der Linsenformel von den betreffenden Hauptpunkten
zu rechnen anstatt vom optischen Centrum der Linse oder,
was dasselbe ist, die Convergenz des einfallenden und des
gebrochenen Strahlenbiindels in den betreffenden Haupt-
punkten in Rechnung zu ziehen. Wenn man demnach
unter Brechkraft des optischen Systems den reciproken Werth
des Abstandes des betreffenden Hauptbrennpunktes vom
Hauptpunkte und unter Convergenz des einfallenden bezw.
gebrochenen Strahlenbiindels den reciproken Werth des
Abstandes des betreffenden Conjugatfocus vom Hauptpunkte
versteht, so besteht das Brechungsgesetz unverfindert fort:
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die Convergenz des gebrochenen Strahlenbiindels ist gleich
der Convergenz des einfallenden -+ der Brechkraft des
Systems.

Fiir den allgemeinen Fall aber, in welchem die beiden
Brennweiten eines optischen Systems nicht gleich zu sein
brauchen, ist es meines Wissens bisher nicht gelungen, die
durch die Dioptrierechnung erzielbare Vereinfachung zu
schaffen. Die fiir diesen Fall giiltige Formel, welche, wenn
die Abstinde wie oben positiv gerechnet werden, in folgen-
der Weise geschrieben wird:

QZE’..LI
b a !

ergiebt n#mlich, dass die Convergenz des gebrochenen
Strahlenbtindels durch die Brechung in einem gegebenen
optischen Systeme keinen constanten Zuwachs erhilf, son-
dern bald vermehrt, bald vermindert wird, bald wieder un-
verfindert bleibt. Der Versuch von Hiullsten?), dieses
Hinderniss zu umgehen, indem er die optischen Abstiande
von denjenigen conjugirten Punktepaaren - rechnen wollte,
fiir welche die Abstinde von den betreffenden Hauptbrenn-
punkten gleich sind, musste daran scheitern, dass der er-
haltene Werth fiir die Brechkraft: —»-L—;: nicht unmittel-

VEF,
bar bei Berechnung der Bildgrosse Anwendung finden
konnte, woraus also z. B. resultirte, dass keine Ueberein-
stimmung zwischen Brechkraft und Loupenvergriosserung
vorhanden wire.

Aber auch fiir den allgemeinen Fall lisst sich die
Dioptrierechnung vorziiglich anwenden. Wenn wir die
Brechungsindices des ersten und letzten Medium mit n,
und n, bezeichnen, so kann die beziigliche Formel in fol-
genden zwei Weisen dargestellt werden:

1) Die dioptrische Fahigkeit etc. Arch. f. Phys. u. Anat. Phys.
Abth. Jahrg, 1880. 8. 115.
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n,

iy = + .F + —Frr,
woraus sofort GISIChthCh ist, dass der reciproke Werth der
durch den betreffenden Brechungsindex dividirten ersten
Conjugatfocaldistanz bei der Brechung einen nur von den
optischen Eigenschaften des brechenden Systems abhéingigen
Zuwachs erhilt, um nach der Brechung gleich dem reci-
proken Werthe der durch den beziiglichen Brechungsindex
dividirten zweiten Conjugatfocaldistanz zu sein. Da eine
Division der Conjugatfocaldistanz einer Multiplication der
Convergenz gleichkommt, so ergiebt die Formel in dieser
Gestalt ein einfaches Additionsverhiiltniss zwischen den
beiden mit den beziiglichen Brechungsindices multiplicirten
Convergenzwerthen und einer constanten, nur von den op-
tischen Kigenschaften des brechenden Systems abhingigen
Grosse.

Nun ist es aber von vornherein einlenchtend, dass ein
Abstand eines leuchtenden Punktes oder eines Bildpunktes
in einem bestimmten brechenden Medium nicht ohne Wei-
teres mit einem #hnlichen Abstande in einem anderen
brechenden Medium verglichen werden kann, oder mit
anderen Worten, dass ein Convergenzwerth oder eine Brech-
kraft zuerst auf Luft reducirt werden muss, bevor man sie
mit der Dioptrie, welche als Einheit den reciproken Werth
des Abstandes von 1m in Luft darstellt, zu messen ver-
sucht. Dass der einzige Weg fiir eine solche Reduction,
der zum Ziele fithren kbnnte, die Multiplication des Con-
vergenzwerthes, bezw. die Division des Abstandes mit dem
betreffenden Brechungsindex ist, das geht ohne Weiteres
aus den gegebenen Darstellungen hervor. Wenn nimlich
das erste Medium Luft ist, #», mithin gleich 1, so ist

B . oo Ny e ..
?' ein Dioptrieenwerth, und die iibrigen Quantititen miissen

auch in Dioptrieen gerechnet werden, wenn anders die

Formel eine Additionsformel zwischen commensurablen
v. Graefe's Archiv fiir Ophthalmologie, XLIX. 1. 4
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Grossen sein soll. Aber auch aus rein physikalischem Ge-
sichtspunkte ist die auf genannte Weise bewerkstelligte
Reduction auf Luft die einzige entsprechende. Aus der
Lingenformel ersehen wir, dass eine Linse, deren beide
Fliachen eben sind, eine unendlich grosse Brennweite und
die Brechkraft Null hat. In derselben Weise muss, falls
tiberhaupt die Dioptrierechnung angewendet werden soll,
auch eine einzige brechende Fléche, welche eben ist und
folglich unendlich grosse Brennweiten hat, der Brechkraft
Null entsprechen. Die Reduction auf Luft muss also der
Vertinderung entsprechen, welche eine gegebene Convergenz
bei Uebergang aus dem betreffenden Medium in Laft durch
Brechung in einer ebenen Fliche ertihrt, und welche, durch
die Formel% :% dargestellt, nichts anderes ist als der
Ausdruck fiir die oben geforderte Reduction. Wenn wir
also folgende Bezeichnungen einfithren:
n, 7, n, N,
o=t o= =g =P
und die Abstinde b F, F, in Meter messen, so geben 4,
B, D in Dioptricen die Maasse der reducirten Convergenz
des einfallenden und des gebrochenen Strahlenbiindels, bezw.
die Brechkraft des brechenden Systems, und das allgemein
giiltige Brechgesetz lautet einfach:
B=A4-+D

oder in Worten: Die reducirte Convergenz eines
Strahlenbiindels wird durch die Brechung in einem
beliebigen optischen Systeme um den Betrag der
Brechkraft des Systems vermehrt, wobei wir uns nur
zu erinnern haben, dass die Convergenzwerthe sich auf die
betreffenden Hauptpunkte beziehen, Dass bei divergenten
Strahlenbiindeln die Convergenz negatives Zeichen hat, und
dass bel mnegativer Drechkraft des Systems eine Vermin-
derung der reducirtern Convergenz eintritt, indem das Wort
,vermehrt im Sinne einer algebraischen Addition genommen
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werden muss, darauf brauche ich wohl hier nicht aufmerk-
sam zu machen.

Wird der Kriimmungshalbmesser einer brechenden
Fldche mit » bezeichnet und in demselben Sinne wie die
Convergenz positiv gerechnet, so dass eine solche Fldche
positive Kriimmung hesitzt, wenn ihre Concavitit nach der
Seite gerichtet ist, nach welcher sich das Licht hewegt, so
ergiebt sich nach dem oben Gesagten:

Do ’
-
wenn man sich der Ausdriicke:
F L 7o
n, — #, 9y, ~— W,
erinnert.

Bei der Zusammensetzung von verschiedenen brechen-
den oder spiegelnden Fléichen zu einem optischen Systeme
kann durch Einfihrung der Dioptrirechnung ebenfalls eine
bedeutende Vereinfachung fiir die numerische Berechnung
gewonnen werden. Wenn wir ndmlich auch die Abstande
der brechenden, bezw. spiegelnden Flichen von einander
durch Division mit dem betreffenden DBrechungsindex auf
Luft reduciven — ich brauche fiir die auf diese Weise er-
haltenen Abstinde, bezw. Convergenzwerthe einfach den
Ausdruck reducirt — so verschwinden sofort alle Brechungs-
indices aus der weiteren Rechnung. Die bekannten For-
meln fir die beiden Brennweiten eines aus zwei bekannten
optischen Systemen zusammengesetzten Systems:

7 o1, 2 L

P + f;r —d
in welchen 7, f, o, o, F, F, die vordere, bezw. hintere
Brennweite des ersten, bezw. zweiten, bezw. des aus beiden
zusammengesetzien Systems und 4 den Abstand zwischen
dem zweiten Hauptpunkie des ersten uvud dem ersten
Hauptpunkte des zweiten Systems bedeuten, werden mit
der Dioptriehezeichnung, wenn wir mit J, den reducirten

4*




59 A, Gullstrand.

Abstand d bezeichnen, in folgender einfacher Weise ge-
schrieben:
Dl% T—:D,—?‘D”—“dD,D,,,

wobei D,, D, D, die Brechkraft des zusammengesetzten,
bezw. des ersten und zweiten einfachen Systems bedeuten.
Diese Formel ist auch allgemeingiiltig, die einzelnen Systeme
mogen einfache brechende Flichen sein oder wieder aus zu-
sammengesetzten optischen Systemen bestehen.

Um ein aus zwei bekannten Systemen zusammenge-
setztes System zu kennen, ist es aber nicht hinreichend,
dass die Brechkraft gegeben ist; man muss auch die Oerter
der Hauptpunkte berechnen konnen. Dies geschieht z. B.
nach v. Helmholtz durch die Formeln:

h :—»-—————df' e — S

’ CZ———{}D,“-f,, qu)l_fﬂ ’
in welchen %, den Abstand des ersten Hauptpunktes des
ersten einfachen Systems von demjenigen des zusammenge-
setzten und h,, den Abstand des zweiten Hauptpunktes des
zusammengesetzten Systems vom zweiten Hauptpunkte des
zweiten einfachen Systems bedeuten, beide in der Be-
wegungsrichtung des Lichtes positiv gerechnet. Wir fihren
die Bezeichnungen H',, H",, der entsprechenden reducir-
ten Abstinde ein und rechnen sie positiv, wenn die Haupt-
punkte des zusammengesetzten Systems auf der Bahn des
Tichtes weiter nach vorn legen als die entsprechenden
Hauptpunkte des beziiglichen einfachen Systems, und er-
halten fiir die Dioptrierechnung:

flllﬂ :““%‘I')‘Z‘ H”w . %D’ '
712 12

Bei dieser einfachen Procedur ist es eine leichte Sache,
die ndthigen Formeln fiir weitere Zusammensetzungen an-
zugeben. (esetzt, wir haben ein System von brechenden
Flichen mit den Krimmungshalbmessern », #, 7, . . . . . ,
welche brechende Medien von einander abgrenzen, deren
Brechungsindices %, #,, #,,, %1~ . . . sind, so dass », dem-

g,

h,, =
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jenigen Medium angehort, das vor der Fliche 7, liegt, und
dass die Abstinde der brechenden Flichen von einander
lings der optischen Achse d, d,, . ... sind, wobei d, der
Abstand zwischen den ¥Flichen r, und #,, ist, so wollen
wir das aus den zwei ersten Flichen zusammengesetzte
System mit dem Index 12 hezeichnen, das aus den drei
ersten mit 18 und allgemein das aus den m ersten Flichen
zusammengesetzte System mit 1m. Dies gilt nicht nor fiir
die Werthe D H" und H", sondern anch fiir die Werthe
d. Wiihrend also z.B. 4,,, den reducirten Abstand zwischen
den Flichen »,, und ;- bedeutet, verstehen wir unter d;4
den reducirten Abstand zwischen dem zweiten Hauptpunkte
des aus den drei ersten Flichen zusammengesetzten Systems
und der Fliche 7;5. Es gilt also allgemein:
1 o1l 61 m = Op — Hl’lm
und speciell:
612 :6/i_H’,12 :d//"}— %D'
12

und wir haben demnach zuerst die Werthe Dy, H'y, H";,
und d;, des Systems 12 gefunden. Bei Hinzuftigung der
folgenden Fliche #,, haben wir die Formeln:

'D13 :DI2+DI!I—6]2D12DIH H,13 =R

dl 22)]2 (51 2D12
A Oy = élﬂ -
D, =%t g,

23

und auf diese Weise gehen wir von Fliche zu Fliche fort,
bis wir schliesslich fiir das System 1m folgende Werthe
erhalten:
D, md: D, @;) 0+ Dn — -1 Dy — I)D D,
v Y- oo Sim — 1y Dim—1
Han=""7, an = D

Wihrend nun H”,,, den reducirten Abstand des zwei-
ten Hauptpunktes von der letzten Fliche angiebt, ist der
reducirte Abstand des ersten Hauptpunktes von der ersten
Tfidche gleich:

H,+H g -H .o H,.
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Sollte eine der Flichen durch Spiegelung wirken an-
statt durch Brechung, wenn es sich also z B. darum han-
delt, das in der vorderen Linsenfliche entstandene Spiegel-
bild zu untersuchen, so hat man nur alle Brechungsindices
derjenigen Medien, welche das Licht nach erfolgter Spie-
gelung durchiiuft, negativ zu setzen. Alle Krimmungs-
halbmesser und Abstinde sind in der Bewegungsrichtung
des einfallenden Lichtes positiv zu rechnen, und die de-
ducirten Formeln sind auch fiir solche Fille unverfindert
giiltig. Mogen wir die Rechnung am gewihlten Beispiele
demonstriren. Wir bezeichnen den Brechungsindex des
Kammerwassers mit #, die Kriimmungshalbmesser der
Hornhaut und der vorderen Linsenfliche mit R, bez. R,
und den Abstand zwischen Hornhautscheitel und vorderem
Linsenpol mit d. Wir haben also die vier Brechungindices
n,=1 n,=mn n,,=—mn und ny=— 1, die drei Flichen
r,=R, v,=R, und 7,,==7,=R,, denen die dioptrischen

17— 1 —2n —1+n
Wathe D, =25, D,="7", _D,,,:%::D,
entsprechen, sowie endlich die zwei reducirten Abstinde
d‘,:% und d, == j—_oz: d,. Gemiss den oben deducirten

Formeln erhalten wir unmittelbar:
D13:D]‘2+D,,,~——(512D12D,,,:D,2—|-D,—
~"“Dr ((jerlz -+ d, D/):(Dn +D/) (1 - er/):
:(2—Dr '!" -Dn"" d/ Dan) (1 - 6/]—);)’

Sl 8D 0D,
s Dy ’ Dy
—_ D,y + D, . d,
o . D13 l’—"d\rD!‘

Da nun ein solches System nur einen Hauptpunkt
hat, ist keine weitere Berechnung néthig. Es ist aber
leicht zu zeigen, dass die reducirte erste Hauptpunkts-
distanz denselben Werth mit entgegengesetztem Zeichen
hat, was dem Umstande entspricht, dass die erste und
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letzte Fliche in diesem Falle eine und dieselbe, und der
Brechungsindex des letzten Mediums gleich dem des ersten
mit umgekehrten Zeichen ist. Wir finden nimlich unter
Beriicksichtigung, dass
D, + D, — d,Dy4

DI? D12(1_"6‘ID7)

I
612201‘

ist, den Werth:

EZI EV (S‘II:II (5‘1 2 Lm d! D l IV
2 1 Dy, . D13 Dy, { T I— 671)/}
— (5‘,

Den Ort des Hauptpunktes erhalten wir itbrigens am
einfachsten unter Beriicksichtigung, dass der Hauptpunkt
des ganzen Systems und der vordere Linsenpol in Bezug
auf die Hornhaut conjugirte Punkte sind, durch die Formel:

1 1
s=at D

Den oben angegebenen Weg habe ich eben nur befolgt
um die Anwendbarkeit der Methode auch fiir diejenigen
Falle zu demonstriren, wo eine der Flichen durch Spie-
gelung anstatt durch Brechung wirkt.

Das Gebiet der Dioptrierechnung erstreckt sich aber
viel weiter. So lange tiberhaupt die Brechungsebene des Leit-
strables und ein Hauptmeridian des einfallenden Strahlen-
biindels mit einem Hauptmeridiane der brechenden Fliche
zusammenfallen, ist auch die durch die Dioptrierechnung
erzielbare Vereinfachung zu erhalten, die brechenden Sy-
steme moOgen centrirt sein oder nicht, die Incidenz recht-
winkelig oder schief, die Flichen sphirisch oder astigma-
tisch sein. Die einzige Einschrinkung wire, wenn die
Hauptmeridiane des einfallenden Strahlenbiindels und der
brechenden Fliche, sowie bei schiefer Incidenz die Brechungs-
ebene des Leitstrahles nicht zusammenfallen, aber diese
Einschrinkung ist nur scheinbar: die Dioptrierechnung
bringt auch hier die gleiche Vereinfachung, aber bei der
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complicirteren Rechnung durch Auflésung der drei in sol-
chen Fillen erforderlichen Gleichungen spielt diese Verein-
fachung nur eine untergeordnete Rolle.

Bei der Brechung von astigmatischen Strahlenbiindeln
oder in astigmatischen Flichen hat man nimlich, wenn die
genannte Bedingung erfillt ist, nur die Werthe 4" 4" D' D"
B B” der beiden Hauptmeridiane besonders in Rechnung
zu ziehen; und die fiir die Brechung bei schiefer Incidenz
gitltigen Formeln:

n,co8’q, m,cos?i, 1,, COS 4,, — 12, CO8 ¢,
¥ e 7 —{— ’ ’
/) D £
%, B, 4 9, COS %,, — %, COS 1,
Q” ”23” Rn 3

m welchen »'¢'R’ die conjugirten Brennweiten bezw. den
Kritmmungshalbmesser der brechenden Fliche in den be-
ziiglichen mit der Brechungsebene des Leitstrahles zu-
sammenfallenden Hauptmeridianen und p”¢” " R” die ent-
sprechenden Werthe fiir die auf der Brechungsebene senk-
rechten Hauptmeridiane, sowie 4, und ¢, Kinfalls- bezw.
Brechungswinkel darstellen, lassen sich ohne Schwierigkeit
in die Form
B=A+D uwd B'=A4"-+4 D"

iiberfithren. Fiir die auf der Brechungsebene senkrechten
Hauptmeridiane gelingt dies ohne Weiteres durch Ein-
setzen von

7, v My 7 and M 008 %,, — 1, CO8 %,
d

£7
B g,,»—‘— un Rrr ='D7

wobei der Incidenzpunkt Hauptpunkt ist, mithin H' == H" =0,
und die Abstdnde lings dem bei Brechung unter schiefer
Incidenz an der Stelle der optischen Achse tretenden Leit-
strable zu messen sind. Dagegen miissen wir fiir die mit
der DBrechungsebene zusammenfallenden Hauptmeridiane
einen anderen Weg einschlagen. Zwar ldsst sich die an-
gefiithrte Formel in #hnlicher Weise auf die Form
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¢ __F
|
4 » T

bringen, wobel

0= n,, 0.05%},1%' Cmd P — , §032é,R' .

n,, COS 4, — M, CO8 4, #,, CO8 4,, ~— 12, COS 4,

erhalten wird, aber da hier @ und P sich nicht wie #,
und #, verhalten, so ist der Incidenzpunkt an der Fliche
nicht bei der Brechung in diesem Meridiane Hauptpunkt,
sondern entspricht einem in gewissen Systemen mit ge-
trennten Hauptpunkten existirenden Punkte, welcher sich
selbst conjugirt ist. Nun muss nach der bekannten Brenn-
punktsgleichung fiir conjugirte Punkte das Product aus den
Abstinden dieses Punktes von den beiden Hauptbrenn-
punkten gleich dem Producte aus den beiden Hauptbrenn-
weiten sein, mithin

g.P—= n,, c?szi,, R N n, C?SQ i, R L
7, COS %, — N, COS 4, 1, COS 4, — R, COS 4,
_om,
— D D
woraus wir
I T C0s %, — 1, COS 1,

R cos i, cost,
erhalten. Die QOerter der Hauptpunkfe finden wir am ein-
fachsten durch Subtraction der Haupthrennweiten von den
Abstinden der betreffenden Haupthrennpunkte vom Incidenz-
punkte. Es ergiebt sich:

H — 1/ n, P') :i(lﬁ . jz,cosi'i> _

R AY. n, \D cosd, 1
1 cosié, —cosy,
D cosi,
R Mgy o L (meosis 1y
#,, D , \ cosi, D D
1 cosg,—cosq,
=D cosi,

fiir die reducirten Abstinde der beziiglichen Hauptpunkte
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vom Incidenzpunkt, welche positiv gerechnet werden, wenn
jene auf der Bahn des Lichtes weiter vorn liegen als dieser.

Nachdem nunmehr die Werthe D" H' H” auch fiir
die Brechung in den mit der Brechungsebene zusammen-
fallenden Hauptmeridiane bekannt sind, ist die Dioptrie-
rechnung auch bei schiefer Incidenz in sphirischen oder
astigmatischen Flidchen nach den Formeln

Be=A4 4D ud B'=A4"+D"
dieselbe wie bei Brechung in einer in Luft befindlichen
Linse, und man kann z B. die Brechung bei schiefem
Durchgange durch ein centrirtes System von n Flichen,
dessen Achse vom Leitstrahl oder dessen Verlingerung ge-
schnitten wird, ohne weiteres nach den fiir- Zusammen-
setzung von optischen Systemen oben gegebenen Kormeln
durch die zwei Gleichungen
Brln == -Alln + -D’ln und B”m == Al’ln -+ —D”ln
berechnen, indem die Werthe Dy, H'y,, H"y, fiir beide
Hauptmeridiane bekannt sind. Dass die Abstinde zwischen
den einzelnen brechenden Flichen hierbei nicht langs der
optischen Achse des Systems, sondern lings dem Leitstrahle
zu messen sind, brauche ich hier wohl nicht besonders zu
erwihnen.
~ Wir haben also bisher gefunden, dass fiir alle Be-

rechnungen der Brechung oder Spiegelung in optischen
Systemen die Dioptrierechnung eine bedeutende Verein-
fachung bringt, wenigstens wenn die Hauptmeridiane mit
der Brechungsebene zusammenfallen, — unter der still-
schweigend gemachten Annahme, dass H' und H” end-
liche Werthe haben. Dass aber diese Annahme keine
Einschrinkung bedeutet, oder mit anderen Worten, dass
auch bel den sogenannten afocalen Systemen dieselben Vor-
theile durch die Dioptrierechnung gewonnen werden kénnen,
wird sogleich gezeigt werden.

Zuerst wollen wir aber untersuchen, wie sich diese
Rechnung den Abbildungsproblemen gegeniiber verhilt. Wir
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konnen uns ja nicht im Allgemeinen damit begniigen, die
Lage eines Bildpunktes nach der Brechung kennen zu lernen;
die gewohnliche Rechnung giebt uns auch die Grisse der
Bilder, und wir miissen erwarten, dass die Dioptrierech-
nung auch bei dieser Berechnung ebenso allgemein anwend-
bar sei und womdglich auch #hunliche Vereinfachungen dar-
hiete. In der That ist dies der Fall

Wenn wir die lineare Grisse des Gegenstandes bezw.
Bildes mit ¢ bezw. 8 bezeichnen, so nimmt die gewthnliche
Hauptpunktsgleichung fiir die Bildgrosse, welche in ver-
schiedenen Weisen deducirt werden kann und auch vor-
iibergehend bel v. Helmholtz vorkommt, nach Uebersetzung
in die Dioptriesprache und mit Berticksichtigung der Rich-
tung, in welcher wir die Abstinde positiv rechnen, folgende
Form an:

BB=eaA,

wobei gleiche Zeichen fiir ¢ und § directe, ungleiche aber
umgekehrte Abbildung anzeigen. Diese einfache Formel
gilt also zundchst fiir alle Félle von Brechung oder Spie-
gelung in centrirten optischen Systemen, nur muss man
Object und Bild von derselben Seite hin ansehen. Mit
anderen Worten, die Formel giebt nicht nur die Bildgrisse,
sondern durch das Zeichen von B, verglichen mit dem von
«, auch die Art der Abbildung an; die gewGhnliche Ab-
bildung im Planspiegel ist z. B. einfach direct, wenn man
sich nur das Object als durchscheinend vorstellt und in
derselben Richtung ansieht wie das Spiegelbild; die Ab-
bildung eines Gegenstandes durch ein positives System in
der Camera ist umgekehrt, das Bild muss aber auf der
durchleuchtenden Mattscheibe, nicht auf einem Schirme
aufgefangen werden, oder im letzterwihnten Falle muss
das Object von hinten angesehen werden, falls die Abbildung
umgekehrt sein soll.

In astigmatischen Systemen kann von einer einheit-
lichen Abbildung im gewdhnlichen Sinne nicht die Rede
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sein.  Aber Liniensysteme, welche den Hauptmeridianen
parallel sind, werden durch solche Systeme in den be-
treffenden conjugirten Brennebenen, welche, wo Leitstrahl
und optische Achse nicht zusammenfallen, auf jenen senk-
recht stehen, nach denselben Regeln abgebildet. Hierbei
kann es vorkommen, dass die Abbildung in einem Meri-
diane direct, im anderen aber umgekehrt ist, was aus dem
Zeichen von § bezw. 7 in den heiden Gleichungen
BB =dA4 wd 'B" =" 4"

hervorgeht.

Die Frage nach der optischen Abbildung kann in fol-
gender Weise formulirt werden: wie verhdlt sich die Ver-
dnderung des Brechungswinkels zu derjenigen des Incidenz-
winkels, wenn dieser bei unverindertem Incidenzpunkte um
ein Unendlichkleines verindert wird? Die Differentialrech-
nung giebt uns die Antwort: wie w, cosi, sich zu n, cost,
verhilt.

Fiir die Abbildung auf der Brechungsebene des Leit-
strahles senkrechter Liniensysteme, d. h. fiir die Abbildung
mittelst Strahlen, die in demjenigen Hauptmeridiane ver-
laufen, welcher mit dieser Ebene zusammenfillt, ergiebt sich
demnach mit den oben eingefiithrten Bezeichnungen:

g o . .
Ly == 1, 0084, 1 1), COS 4y,
g b
Unter Beriicksichtigung der Identititen:

{= "y o, H == #,, cos 4, (D — 1'3 ) «l—' 7, €08 4, B
B " B’ cost,
., don H = fifoi%i@ 4 A —mn, cos i, A
b= A A’ D cos i,
Be=A11

erhalten wir auch in diesem Falle fiir die Abbildung un-
sere einfache Formel:
BB =dA.
Wenn es sich um die Abbildung von zur Brechungs-
ebene parallelen Liniensystemen handelt, ergiebt sich die



Ueber die Bedeutung der Dioptrie. 61

Giiltigkeit dieser Formel aus denselben Griinden wie bei
rechtwinkeliger Incidenz, wenn man den Brechungsvorgang
durch die Projection auf eine gegen die Brechungsebene
senkrechte Ebene untersucht. Dass wiederum eine solche
Formel, wenn sie fiir ein einfaches System giiltig ist, auch
bei Zusammensetzung von Systemen ihre Giiltigkeit nicht
verliert, das wird auf dieselbe Weise bewiesen, wie man
nach der gewbhnlichen Darstellung beweist, dass die fir
die Abbildung durch eine einfache Linse geltenden Formeln
auch fiir zusammengesetzte Linsensysteme gelten. Die Ab-
bildungsformel hat also eine ebenso allgemeine Giiltigkeit
wie die Brechungsformel, d. h. sie gilt fiir alle einfachen
oder zusammengesetzten Systeme von sphérischen oder astig-
matischen Flichen bei centraler oder schiefer Incidenz, wo-
fern nur simmtliche Hauptmeridiane mit der Brechungs-
ebene zusammenfallen bezw. auf ihr senkrecht stehen, und
die Hauptpunkte des Systems in endlicher Entfernung ge-
legen sind.

Wenn aber bei der Zusammensetzung von zwel opti-
schen Systemen die Summe D, D, —d,D,D, gleich
Null wird, so kann es entweder vorkommen, dass die
Werthe H" und H” unendlich gross werden, oder dass sie
die Form % annehmen. In beiden Fillen handelt es sich
um sogenannte afocale Systeme, aber wihrend im ersten
Falle die gegebenen Formeln nicht mehr anwendbar sind,
behalten sie im letzten Falle ihre volle Giiltigkeit bei. —
Bei der Ableitung der Rigenschaften der afocalen Systeme
geht man am bequemsten von den bekannten Brennpunkts-
gleichungen der Conjugatbrennweiten und der Bildgrisse
aus. Wenn /, und /,, in der Bewegungsrichtung des Lich-
tes positiv gerechnet, die Abstinde des Gegenstandes bezw.
des Bildes von dem ersten bezw. zweiten Hauptbrennpunkte
eines einfachen Systems mit den Haupthrennweiten f, und
f»» bedeuten, so gilt bekanntlich:
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fly g _ I L,
L e LT

Fiir ein zweites System mit den Hauptbrennweiten ¢,
und @,,, dessen erster Haupthrennpunkt mit dem zweiten
des ersten Systems zusammenfdllt, was der Bedingung
D, -+ D,—d,D,D, =0 entspricht, gilt wiederum:

;P B
" lu ’ f:'{* zu Drs

woraus sich filr das zusammengesetzte System ergiebt:
[ g PP B8_ 9

il ’ a

‘Wihrend nun die letzte dieser Formeln eine von den
Conjugathrennweiten ganz unabhingige Relation zwischen
der Grisse des Bildes und derjenigen des Gegenstandes
glebt, so hezieht sich die Formel fiir die conjugirten Brenn-
weiten auf zwel im afocalen Systeme conjugirte Punkte,
welche mit dem ersten Hauptbrennpunkte des ersten und
dem zweiten Haupthrennpunkte des zweiten Systems iden-
tisch sind. Wenn wir aber die Abstinde von (regenstand
und Bild von zwei anderen conjugirten Punkten rechnen
wollen, deren Abstinde von jenen ws, und s, sein mdgen,
g0 haben wir:
PePu
e

9, == i, .

und folglich:

P9

Lt

d. h. die Relationen zwischen den conjugirten Brennweiten
sind davon unabhinglg, auf welche conjugirten Punkte die
Abstinde von Gegenstand und Bild bezogen werden. Fiir
die Dioptrierechnung erhalten wir also folgende einfache
Formeln fir ein afocales System:

Zm — iy, == (l/ - 7"!)

a
— ]2 _ o 8
B=I4,  f=-. P
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wobel die reducirten Convergenzen sich auf beliebige con-
Jugirte Punkte beziehen. Der Factor &, welchen wir Ver-
griosserungscoefficient nennen, da er in den als Fernréhren
bekannten afocalen Systemen das Maass der Vergrisserung
angiebt, ist also zusammen mit den Brechungindices des
ersten und letzten Medinms und den Oertern von zwel be-
liehigen conjugirten Punkten ansreichend, um das System
zu kennzeichnen, und die absolute Grosse von D, und D,
ist vollkommen gleichgiiltig. Wenn wir die Oerter derjenigen
conjugirten Punkte, von welchen aus wir die beziiglichen
Abstande rechnen wollen, mit K, bezw. K, bezeichnen,
so dass diese Werthe die reducirten Abstinde der he-
treffenden Punkte von dem ersten Hauptpunkte des ersten
bezw. von dem zweiten Hauptpunkte des zweiten einfachen
Systems darstellen, so haben wir einfach:
K'M:-—-—é—,—}—z, K”m:jlﬁ‘{‘]jzy

i welchen Ausdriicken » eine beliehige Grisse darstellt.

Wenn %==1 ist, werden die Formeln mit denen iden-
tisch, die fiir gewbhnliche Systeme gelten, wenn in ihnen
D=0 gesetzt wird. In diesen Fillen kann ein jeder
Punkt als Hauptpunkt dienen, und, wenn noch dazun, ==,
ist, so ist der gegenseitige Abstand von Object und Bild
immer dem Hauvptpunktsinterstitium gleich. Xin solches
afocales System bietet z. B. eine planparallele Glasplatte
dar oder mein aus drei Linsen bestehendes Optometer,
wenn es fiir Emmetropie eingestellt ist. Ein solches ent-
steht auch, wenn man zwei #hnliche afocale Systeme sym-
metrisch zusammensetzt, z. B. durch Zusammensetzung von
zwei #hnlichen fiir unendlichen Abstand und emmetropische
Augen eingestellten Fernrohren zu einem symmetrischen
Systeme.

Ebene Flichen stellen immer afocale Systeme dar, in
welchen der Incidenzpunkt sich selbst conjugirt ist, aber
nur bei centraler Incidenz und fiir den auf der Brechungs-
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ebene senkrechten Hauptmeridian, bei schiefer Incidenz ist
er Hauptpunkt. Wenn wir uns die ebene Fliche als durch
Streckung einer krummen vorstellen, so finden wir, dass
bei Abnahme der Xriimmung in den beiden genannten
Fillen nur der Bremnpunkt, fiir den mit der Brechungs-
sbene zusammenfallenden Hauptmeridian aber auch der
Hauptpunkt in die Ferne riickt. Dies giebt also ein Bei-
spiel dafiir ab, dass eine einzige Fliche in gewisser Hin-
sicht ein afocales System ohne Hauptpunkte bilden lkann.
Hier ist ;'gmio?li, und wir finden demnach fiir die Bre-

"
chung in einer ebenen Trennungsflache:
, co8% 4,

B=4 - e 8=y
cos?¥g, v

, COS 1,
co8 4,

, BPI: A”, 6/; — 05”,

Selbstverstindlich ist, wenn Spiegelung auvstatt Bre-
chung stattfindet, %, = —mn, sowie 4, ==-—1, und cos4, =
=cos4, zu setzen, was auch bei sphirischen und astigma-
tischen Flidchen gilt. Bei Splegelung unter schiefer Inci-
denz in einer ebenen Fliche ist folglich £ =1 und der In-
cidenzpunkt wieder Hauptpunkt.

Wenn bei der Zusammensetzung von drei oder mehr
optischen Systemen das erste und zweite zusammen ein
afocales System bildet, so kénnte man wohl bisweilen durch
Fortschreiten in entgegengesetzter Richtung die Schwierig-
keiten iiberwinden, aber es kann geschehen, dass man auch
hierbei auf ein afocales Nystem stdsst. Es ist also ngthig,
die Regeln fiir die Zusammensetzung von afocalen Syste-
men nicht nur mit einander, sondern auch mit gewdhn-
lichen kennen zu lernen. Wir gehen von unserer Formel
Dy, -+D,, 6, D,y D,,=1D,, aus und ersetzen, da D, 4 ==0-
d;, aber unendlich gross ist, d;, 0y, durch das #quivalente
6,D, 4+ d,D,,. Falls nun das dritte System nicht afocal
ist, mithin &, einen endhchen Werth hat, ist d,D,, =0,
und wir finden: D ;=D —46,D,D,,. Die Bedingung da-
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fiir, dass D, , ein afocales System ist, némlich d,= b+D i
! 144
giebt uns:
y ‘D"Dllf ’DIH
Dy=—"p =%

und wir finden auf #hnliche Weise fiir den Ort des zweiten
Hauptpunktes:
. c?}ngg:_ 5,D':D,—,LD,,:1—7§
s Dy, Dy, D, D, D, -
Diese beiden Werthe sind also ganz unabhingig vom
Abstande zwischen dem afocalen und dem dritten einfachen
Systeme. Nicht so der Ort des ersten Hauptpunktes. Bei

seiner Herleitung kénnten wir auf shnliche Weise verfahren

wie oben, aber die Discussion der unter der Form

g auf-

tretenden Werthe ist bei dieser Rechnung umstindlicher,
weshalb sich fiir die Wiedergabe hier folgende Rechnung
besser eignet. Vom afocalen Systeme brauchen wir ausser
dem Vergrosserungscoéfficienten nur die QOerter von zwel
beliebigen conjugirten Punkten zu kennen. Die reducirte
Distanz 4 wird zwischen dem zweiten dieser Punkte und
dem ersten Hauptpunkte des dritten Systems gerechnet,
und wir suchen den reducirten Abstand H,, des ersten
Hauptpunktes des Gesammtsystems von dem ersten der
genannten Punkte. Die Gleichung fiir conjugirte Punkte
im afocalen, bezw. im dritten einfachen System:

B12 :’7‘;2"4‘12 B/n :A‘h‘f +D/n
geben unter Beriicksichtigung, dass BL =% -+ 4 ist,
12 <L
nach FKinsetzung von 2 und —z— an die Stelle von
B, und 4,, folgenden Werth:
B, — ﬂlp" B L

Noch viel einfacher gestaltet sich die Zusammensetzung
v. Graefe's Archiv fixr Ophthalmologie. XLIX, 1. b
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von zwel afocalen Systemen. Wenn wir die beziiglichen
Vergrosserungscoéfficienten mit %,, %, und %, und den
reducirten Abstand zwischen dem zweiten von zwel belie-
bigen conjugirten Punkten des ersten und den ersten von
zwei ebensolchen Punkten des zweiten Systems mit 4 be-
zeichnen, so suchen wir zuerst den im Gesammtsystem dem
ersten bekannten Punkte des ersten Systems conjugirten
Punkt, indem wir:

E'y=0 uwnd K’ ,=— 4

701/2
setzen, wonach wir fiir die beziiglichen Systeme schreiben:

B,:,Zg,“‘,é, Br:% Bn z?{:nzAn B8, = ;:H :
r n
Da nun B,=4, und 8, =a, ist, so ergiebt sich der
Vergrosserungscoéfficient des zusammengesetzten Systems
einfach als das Product derjemigen der beiden priméren

afocalen Systeme:

"Zg12 = k!kﬂ’

‘Wenn ich, um bessere Uebersichtlichkeit zu gewinunen,
die oben gegebene Darstellung in Kiirze zusammenfassen
darf, so will ich zuerst daran erinnern, dass ich, von der
gewGhnlichen Definition der Dioptrie als der Brechkraft
einer in Luft befindlichen Tinse von 1 Meter Brennweite
ausgehend, auf Grund der Forderung, dass nur unfer ein-
ander commensurable Grossen Gegenstand einer Addition
sein kénnen, die Tdentitit dieser Definition mit der folgen-
den bewiesen habe:

Die Dioptrie ist die Einheit des reciproken
Werthes einer durch Division mit dem betreffen-
Brechungsindex redycirten, in Meber gemessenen
Haupt- oder Conjugatbrennweite.

‘Weiter haben wir gefunden, dass die beiden Gesetze

B=A+D  fB=ad
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fiir die Lage und Grisse des Bildes allgemeingiltig
sind, die Systeme mogen einfach oder zusammengesetzt
sein, die Brechung oder Spiegelung in sphérischen oder
astigmatischen Flichen stattfinden, bei rechtwinkeliger oder
schiefer Incidenz, sobald nur immer ein Hauptmeridian mit.
der Brechungsebene zusammenfdllt, und D von Null ver-
schieden ist.

In den afocalen Systemen aber, welche durch die Gleichung
D =0 charakterisirt sind, erfolgt die Abbildung nach den

(Gresetzen: B — 1A g — % _

Fiir eine einfache brechende Fldche ist bei cen-

traler Incidenz:
n,, —n,
D= 7
und bei schiefer Incidenz in dem auf der Brechungsebene
senkrechten Hauptmeridiane:
#,, COS 4,, — M, COS 4,
D= 7 ,
wobei der Incidenzpunkt Hauptpunkt ist. In dem mit der
Brechungsebene zusammenfallenden Hauptmeridiane hat sich
1,, COS 1,,— 7, COS 4,
R, cos i, cosi,
und fiir die reducirten Abstéinde der Hauptpunkte vom In-
cidenzpunkt:
, 1 cosi,—cost, » 1 cosi,—cost,

H“f'—‘aosi,, o H — D cosq '

Eine ebene Fliche bildet ein afocales System, in
welchem der Incidenzpunkt sich selbst conjugirt, und in
welchem bei centraler Incidenz, sowie bei schiefer Incidenz
in dem auf der Brechungsebene senkvechten Hauptmeridian,
k =1 ist, wihrend fir den mit der Brechungsebene zu-
sammenfallenden Hauptmeridian derVergrosserungscoéfficient
folgenden Werth hat:

__ cosj,

k= ;
€08 4,

ergeben: D=
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Bei der Zusammensetzung von optischen Syste-
men gelten unter den oben fiir die allgemeinen Abbildungs-
gesetze angefithrten Bedingungen folgende Formeln:

D,,—=D,+D,— DD, 7, =0

D,

6,D,
D iz

Wenn hierbei D, =0 gefunden wird, ist das zusam-
mengesetzte System afocal und der Vergrosserungscoéfficient:
D!!
D
In solchen Systemen werden die den Dioptrienwerthen 4
und B entsprechenden Abstidnde von zwei beliehigen con-
jugirten Punkten gerechnet, deren Oerter durch die Relationen:

e
H gy = —

b= —

K'w:——j];ix und J{"w:ﬁijL;;iz

gegeben sind, in welchen K',, und K”;, die reducirten
Abstinde von den beziiglichen Hauptpunkten der einfachen
Systeme und » eine beliebige Grosse darstellen.
Fiir die Zusammensetung eines afocalenSystems
D,, =0, dessen Vergrsserungscoéfficient % ist, mit einem
anderen D,, gelten folgende Formeln:
D,, E(—F) 1—k

Dy = T VPR “‘ﬂ“’—“ + k24 H'y= D

Wenn zwei afocale Systeme zusammengesetzt

werden, so ist:
ki, = k/F,

und die den Dioptrienwerthen 4 und B entsprechenden
Abstinde sind von den durch die Relationen:

A4
Sk
gegebenen oder von zwei anderen beliebigen conjugirten
Punkten zu rechnen.

Wenn in einem Systeme eine oder mehrere Flichen
durch Spiegelung wirken anstatt durch Brechung, so be-

K, =0 K\, =
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halten simmtliche Gesetze ihre Giltigkeit bei, und man hat
simmtliche Kriimmungshalbmesser und Abstinde in der
Richtung des einfallenden Lichtes. positiv zu rechnen, aber
die Brechungsindices derjenigen Medien, welche das Licht
nach einer ungeraden Anzahl von Reflexionen passirt, ne-
gativ zu setzen.

Diese einfache Darstellung der Dioptrik ist nur durch
die Dioptrierechnung ermdglicht worden und erfordert, wie
wir gesehen haben, nicht die geringste Aenderung, sondern
wur eine Krklirung der gebriuchlichen Definition der
Dioptrie. Allerdings wird der Begriff des reducirten Ab-
standes, bezw. der reducirten Convergenz angewendet, aber
so Husserst einfach, wie dieser Begriff ist, wird wohl seine
Anwendung kaum als eine Belistigung empfunden werden
kénnen, oder diese Beldstigung wird wohl jedenfalls gegen-
tiber der gewonnenen Vereinfachung nicht in Betracht
kommen. In der oben gegebenen Darstellung ist der stricte
Beweis stimmtlicher Sitze nur fiir diejenigen erbracht,
welchen die bisher bewiesenen S#tze der Dioptrik geliiufig
sind. In der That war es unmdglich, die Beweise so voll-
stindig zu geben, dass jeder ohne Vorkenntnisse der Dar-
stellung hitte folgen konnen, oder der kleine Aufsatz hiitte
auf ein betrichtliches Volumen anschwellen miissen.

Der eigentliche Gewinn, den diese Vereinfachung der
Ophthalmologie bringt, ist wohl die grossere Leichtigkeit,
mit den Brechungsvorgingen im Auge zu rechnen, und die
Kldrung der Begriffe. Dass nimlich eine Klirung der Be-
griffe sehr von ngthen war, das ist leicht einzusehen, wenn
man bedenkt, wie die ,,Glaskdrperdioptrieen® in der Litte-
ratur gespukt haben, wie es ernstlich vorgeschlagen worden
ist, den ophthalmometrisch gefundenen Hornhautastigmatis-
mus unter Zugrundelegung der hinteren Brennweite in
Dioptrieen zu rechnen, wie lange es gedanert hat, bis man
den Unterschied zwischen der durch Extraction der Linse
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erhaltenen constanten Brechkraftsverminderung des optischen
Systems und der Refractionsverminderung des Auges ver-
standen hat, und endlich wie sich Nagel selbst zu einer
Anwendung der Dioptrierechnung auf das Auge gestellt
hat. Er sagt nimlich im betreffenden Kapitel des Graefe-
Saemisch’schen Handbuchs 8. 260, nachdem er den re-
ciproken Werth der Brennweite einer Linse als ihre Brech-
kraft bezeichnet hat: ,Fiir eine einfache brechende Fliche
glebt es keinen so einfachen Ausdruck, den man als ilre
Brechkraft bezeichnen kénnte“ und spéter: ,Spricht man
also von der Brechkraft des Auges in dem Sinne wie von
der Brechkraft einer Linse, so kann das nur die Bedeutung
eines Vergleiches haben,“ und dennoch hat er, wie aus den
folgenden Zeilen ersichtlich ist, eingesehen, dass diese
Brechkraft derjenigen einer ILinse gleich kommt, deren
Brennweite der vorderen Brennweite des Auges gleich ist.



