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Résumé

Cette thèse a étudié les effets de rotation pariétale sur la transition laminaire-turbulente
en nombre de Reynolds modéré et la modélisation de la turbulence d’écoulements insta-
tionnaires fortements détachés. Les étapes successives de la transition de l’écoulement
autour d’un cylindre en rotation sont analysées par simulations numériques 2D et 3D.
Les effets de rotation peuvent amplifier, maintenir ou atténuer les modes d’instabilité
qui apparaissent d’une façon naturelle dans l’écoulement. L’amplification de l’instabi-
lité 3D est étudiée à partir de la DNS et du modèle d’oscillateur global de Landau
pour évaluer le nombre de Reynolds critique d’apparition de l’instabilité secondaire.
L’analyse des structures organisées est réalisée par la POD. Les approches de macrosi-
mulation statistique OES, Organised Eddy Simulation et hybride DES, Detached Eddy
Simulation sont étudiées quant à leur capacité prédictive d’écoulements turbulents au-
tour d’obstacles à nombre de Reynolds élevé.

Mots clés :

– Rotation

– Turbulence

– P.O.D.

– Macrosimulation OES

– Analyse numérique

– Modélisation

– Aéronautique

– Machines tournantes
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Abstact

This thesis studied the effect of wall rotation on the laminar-turbulent transition at mo-
derate Reynolds number, and the turbulence modelling in highly unsteady detached
flows. The successive stages of the transition in the flow around a rotating cylinder
are analysed by 2D and 3D numerical simulations. The rotation effects can amplify,
maintain or attenuate the instability modes that appear inherently in the flow. The
amplification of the 3D instability is studied by means of the DNS and the Landau
global oscillator model in order to quantify the critical Reynolds number for the ap-
pearance of the secondary instability. The analysis of the coherent pattern is carried
out by the Proper Orthogonal Decomposition. Statistical and Hybrid macrosimulation
approaches, OES, Organised Eddy Simulation and DES, Detached Eddy Simulation
are studied at high Reynolds number, according to their ability to predict the strongly
detached turbulent flows around obstacles.

Keywords :

– Rotation

– Turbulence

– P.O.D.

– OES macrosimulation

– Numerical analysis

– Turbulence modelling

– Aeronautics

– Rotating machines
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Chapitre 1

Introduction

Cette étude s’inscrit dans le contexte de l’analyse physique et de modélisation
d’écoulements turbulents autour d’obstacles, fixes ou soumis à une rotation pariétale.
Elle vise à améliorer la prédiction d’écoulements turbulents autour de structures por-
tantes. Elle trouve son application dans l’aérodynamique externe (ailes d’avion) et
interne (machines tournantes : voilures éoliennes, pales d’hélicoptères, turbomachines).
La compréhension physique du comportement de l’écoulement de fluide autour d’obs-
tacles et sa modélisation sont des aspects importants tant sur le plan de la recherche
fondamentale que sur le domaine des applications aérodynamiques et énergétiques.
Dans ce contexte, l’objectif de cette étude est d’approfondir la connaissance des mé-
canismes physiques associés à la naissance de la turbulence et aux origines de son
développement dans les écoulements autour de structures solides portantes, fixes ou en
rotation.
Pour un grand nombre d’applications, on conçoit donc tout l’intérêt de disposer de
modèles prédictifs fiables pour représenter la dynamique des charges aérodynamiques,
à nombre de Reynolds élevé. C’est pour cette classe d’écoulements que l’évaluation
précise des charges aérodynamiques instationnaires est la plus délicate. L’élaboration
d’une méthode de prédiction fiable des écoulements instationnaires turbulents autour
d’obstacles, gouvernés par la dynamique du détachement instationnaire et de struc-
tures cohérentes de la région proche reste un défi dans l’état de l’art.

L’approche CFD nécessite la capture correcte de la physique par les schémas de
modélisation. Dans l’état de l’art, en dépit de progrès considérables des approches de
modélisation de la turbulence instationnaire, il n’existe pas encore à notre connaissance
de méthode universelle et entièrement fiable pour la modélisation satisfaisante de cette
classe d’écoulements. En effet, la présence de la paroi solide, région cruciale d’où naît la
turbulence et se propage ensuite autour de l’obstacle, et le nombre de Reynolds élevé
des applications industrielles représentent les verrous principaux quant à l’efficacité
de l’approche CFD. Il est bien connu que l’approche de macrosimulation de grandes
échelles (LES) n’est pas encore applicable à cette classe d’écoulements, car la LES ’pu-
re’ doit tendre vers une simulation directe vers la région proche, ce qui nécessiterait
une finesse du maillage prohibitive pour l’ordre de grandeur du nombre de Reynolds
supérieur à 104(région habituelle de limitation de la LES). Pour appliquer la LES à des
nombres de Reynolds plus importants, il faut employer des techniques spécifiques pour
la région proche-paroi, relatives à l’approche statistique, RANS (Reynolds Averaged

13



14 Chapitre 1- Introduction

Navier-Stokes). Dans le contexte des instationnarités qui gouvernent la présente classe
d’écoulements, la plupart des modèles RANS sont une extension simple des équations
de Reynolds vers le même type d’équations où on a rajouté le terme temporel (URANS
- Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes). On applique alors les hypothèses de
base de la turbulence en équilibre statistique dans le contexte d’écoulements instation-
naires gouvernés par la turbulence hors équilibre. Cette extension a conduit à une perte
d’efficacité considérable de l’approche URANS par une surproduction de l’énergie ciné-
tique turbulente et donc bien souvent une surévaluation de la traînée aérodynamique.
Depuis une dizaine d’années, on peut constater des efforts d’amélioration de l’approche
URANS, grâce à sa robustesse pour modéliser la région proche-paroi. Ces améliorations
essaient de tenir compte de certains aspects du non-équilibre associé à l’instationna-
rité. Néanmoins, ces efforts sont encore insuffisants quant à la capacité prédictive de
URANS pour les écoulements instationnaires turbulents, fortement décollés et soumis
à des effets de rotation, notamment quant à la prédiction de la région intermédiaire
(zone de formation de tourbillons cohérents et du décrochage). Dans cette région, si-
tuée un peu plus loin de la paroi, des approches de type LES seraient plus efficaces.
Ainsi, afin d’associer les avantages de URANS dans la région proche et ceux de la LES
ou similaire dans la région plus lointaine, quant à ces écoulements pariétaux à haut
Reynolds, des approches de macrosimulation dites hybrides ont vu le jour depuis les
années ’97. Plus récemment l’approche hybride Detached Eddy Simulation, DES, a
permis de s’affranchir de la gestion des interfaces entre les régions précitées.

En résumé, cette thèse a pour principal objectif d’analyser le caractère instation-
naire de l’écoulement autour d’un obstacle dès le régime des nombres de Reynolds
modérés, notamment sous l’effet de rotation pariétale, et de contribuer à l’évaluation
des approches de modélisations avancées (statistiques et hybrides) pour capturer la dy-
namique des structures cohérentes dans la région proche à grand nombre de Reynolds,
en présence de fort décollement et de formation de structures cohérentes 3D.

La présente thèse s’articule comme suit :

Le chapitre bibliographique, chapitre 2, présente les principales études réalisées dans
le contexte de l’écoulement autour d’un cylindre fixe et en rotation.

Les principes de l’approche numérique pour la résolution des équations de Navier-
Stokes et des équations moyennées par fermeture turbulente sont présentées dans le
chapitre 3, ainsi que la méthode de génération des maillages.

Les différentes approches de macrosimulation de la turbulence sont présentées dans
le chapitre 4.

La présentation de l’articulation de la thèse nous permet de passer en revue les confi-
gurations géométriques que nous avons étudiées :

Dans le chapitre 5, l’analyse des effets de rotation du cylindre est réalisée à partir
de l’approche de simulation numérique directe (DNS), à l’aide du code ICARE de
l’IMFT. En premier lieu, les effets de la rotation d’un cylindre placé dans un écoule-
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ment de fluide à vitesse constante seront analysés à des nombres de Reynolds modérés.
En fonction de la vitesse de rotation du cylindre, nous étudierons les modifications
de la dynamique du sillage et des étapes successives de transition en bas Reynolds.
Nous étudierons notamment les effets de la rotation sur l’amplification ou l’atténua-
tion des modes d’instabilité principaux qui apparaissent d’une manière naturelle dans
l’écoulement. Le nombre critique d’apparition de l’instabilité secondaire sera évalué
par l’utilisation du modèle d’oscillateur global de Landau. L’analyse des structures or-
ganisées sous l’effet de la rotation sera ensuite réalisée par l’approche P.O.D., Proper
Orthogonal Decomposition, introduite au paragraphe 5.3. Cette étude permettra de dé-
celer le nombre de degrés de liberté nécessaire pour reconstruire le système dynamique
de l’écoulement instationnaire autour du cylindre fixe et en rotation. Cette partie de
l’étude s’inscrit dans le contexte de l’analyse de systèmes à dimensions réduites, utile
pour la modélisation de la turbulence (Low Order Decomposition) et pour leur contrôle.

La simulation numérique et la modélisation des écoulements turbulents instationnaires
à nombres de Reynolds élevés seront présentées dans le chapitre 6. Dans le cadre des
écoulements présentant des régions proches fortement décollés, nous présentons les rai-
sons pour lesquelles les approches RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes) classique
et LES (Large Eddy Simulation) pure ne donnent pas entière satisfaction. A cause
de l’interaction non-linéaire entre la turbulence aléatoire et les structures organisées,
l’approche URANS (Unsteady-RANS) n’est pas suffisante pour capter la physique de
ces écoulements, où la pente du spectre d’énergie est modifiée par rapport à celle de la
turbulence en équilibre. En conséquence, les échelles de turbulence sont reconsidérées
dans le contexte de l’approche OES (Organised Eddy Simulation) par des schémas
de modélisation statistique avancée. La méthode de macro-simulation OES ainsi que
l’approche hybride DES (Detached Eddy Simulation) sont présentées au chapitre 4.
Ces approches introduites dans le code de calcul NSMB (Navier-Stokes Multi-Block)
sont utilisées pour prédire les écoulements 3D autour d’une configuration de cylindre
à Re = 1.4× 105 et de profil d’aile NACA0021 à 60o d’incidence et à Re = 2.7× 105.
Dans le premier cas, l’instabilité primaire (Von-Kármán) est antisymétrique. Il s’agit
d’un écoulement confiné (cylindre placé dans un canal dans la soufflerie S1 de l’IMFT),
afin que les simulations puissent respecter exactement la configuration expérimentale.
Cet écoulement, correspondant au début du régime critique a été étudié par des expé-
riences physiques très détaillées au sein du groupe EMT2/IMFT, utilisant notamment
la PIV - 3 composantes et la PIV résolue en temps, puis l’association des deux. La
seconde configuration a été choisie à cause du caractère portant ; les tourbillons lâchés
à partir de l’extrados sont plus intenses que ceux de l’intrados et l’instabilité n’est pas
purement antisymétrique. Ces deux cas-tests ont fait l’objet du programme européen
DESIDER (Detached Eddy Simulation for Industrial Aerodynamics), terminé en Juin
2007.
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Chapitre 2

Etude bibliographique ; écoulement
autour d’un cylindre fixe et en
rotation

L’étude des mécanismes physiques de l’écoulement autour d’un cylindre présente
un grand intérêt, tant sur le plan de la recherche fondamentale que dans le domaine des
applications industrielles. Cet écoulement a fait l’objet de nombreuses analyses dans la
littérature. Après un rappel des différents régimes de l’écoulement derrière un cylindre
fixe, l’effet Magnus dû à la rotation est introduit. Ce chapitre présente également les
différentes études concernant l’écoulement autour d’un cylindre en rotation, ainsi que
les effets de la rotation sur les écoulements turbulents.

2.1 Différents régimes de l’écoulement autour d’un
cylindre fixe

Pour les faibles nombres de Mach, le paramètre généralement retenu pour opérer le
changement de régimes est le nombre de Reynolds : Re = DU∞

ν
, qui représente le rapport

des forces d’inertie et des forces de viscosité, U∞ étant la vitesse du fluide à l’infini
amont, D le diamètre du cylindre, et ν la viscosité cinématique du fluide considéré.
Le sillage derrière un cylindre fixe a fait l’objet de plusieurs études, expérimentales
et numériques, fournissant une large gamme de résultats pour différents nombres de
Reynolds et permettant de mettre en évidence les différents régimes de l’écoulement
en fonction du nombre de Reynolds. Citons, entre autres, les études expérimentales de
Crausse (1936) [47], Roshko (1954) [153] et (1961) [154], Tritton (1959) [190], Bloor
(1964) [15], Gerrard (1966) [68], Coutanceau & Bouard (1977) [41, 42], Kourta et al.
(1987) [99], Provansal et al. (1987) [142], et plus récemment celles de Williamson (1992)
[197], et (1996) [198], Prasad & Williamson (1997) [141], Perrin (2005) [130], ainsi que
les études numériques de Braza (1981) [20] et 1986 [21], Braza et al. (1986) [25], (1990)
[26] et (2001) [27], Persillon (1995) [134], Persillon & Braza (1998) [135].
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2.1.1 Ecoulement rampant
Pour les très faibles nombres de Reynolds (Re ≤ 5), l’écoulement est dit rampant ;

les forces de viscosité sont prépondérantes. Aucune instabilité ne se déclenche. Il n’y
a pas de décollement. L’écoulement se referme immédiatement derrière le cylindre.
L’écoulement est symétrique entre l’amont et l’aval et également par rapport à l’axe
longitudinal du courant, figure 2.1.

2.1.2 Ecoulement stationnaire symétrique décollé
Pour 5 < Re < 48, les forces d’inertie augmentent et l’effet visqueux n’est plus assez

grand pour empêcher l’écoulement de se décoller du cylindre. Deux tourbillons contra-
rotatifs se forment en aval du cylindre. Le point de rattachement s’éloigne du cylindre
quand le nombre de Reynolds augmente. L’écoulement est stable et reste stationnaire
et symétrique, figure 2.2.

Figure 2.1 – Ecoulement rampant,
Re = 1 ; Stojkovic̀ et al. (2002) [175]

Figure 2.2 – Ecoulement stationnaire
périodique symétrique à Re = 40, [175]

2.1.3 Régime laminaire instationnaire 2D
Pour des nombres de Reynolds au-delà de 48, les différentes sources de perturba-

tions ne peuvent plus être amorties. Ceci conduit à une perte de symétrie, et les deux
tourbillons se détachent alternativement de part et d’autre du cylindre, formant ainsi
l’allée tourbillonnaire de Von-Kármán, figure 2.3. Cette instabilité est bi-dimensionnelle
et se caractérise par une périodicité fortement prononcée. Le paramètre adimensionnel
relatif à la fréquence du lâcher tourbillonnaire est le nombre de Strouhal : St = fD

U∞
.

Dans ce régime, le nombre de Strouhal augmente avec le nombre de Reynolds.

2.1.4 Régime laminaire instationnaire 3D
Au-delà de Re ' 160, commence la transition vers le régime turbulent qui se ma-

nifeste par l’apparition des effets tri-dimensionnels dans le sillage. Une ondulation des
rouleaux de Von-Kármán est observée dans le sens de l’envergure du cylindre, ainsi
que la naissance de tourbillons longitudinaux, figure 2.4. En fonction de la longueur
d’onde de l’ondulation transversale des rouleaux, on distingue deux modes : A, pour
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Figure 2.3 – Champ de vorticité instantané, écoulement laminaire symétrique à Re =
100, montrant l’allée de Von-Kármán, Persillon & Braza (1998) [135]

160 < Re < 190 et 250 < Re < 260, et le mode B ailleurs. Le mode A est caractérisé
par une longueur d’onde de l’ordre de 4 diamètres qui devient plus petite dans le cas
du mode B (de l’orde de 1D, figure 2.5).
En considérant l’évolution du nombre de Strouhal en fonction du nombre de Reynolds,
figure 2.6, deux discontinuités associées à ces modes sont observées. Pour des nombres
de Reynolds proches du mode B, on observe l’apparition du phénomène de dislocations
des tourbillons primaires qui marquent le début de la transition vers la turbulence,
figure 2.7. Ce phénomène observé expérimentalement par Williamson (1992) [197] et
numériquement par Persillon & Braza (1998) [135], Allain (1999) [3] et Braza et al.
(2001) [27], est caractérisé par la brisure de continuité dans la colonne vertébrale des
rouleaux tourbillonnaires alternés, déjà soumis au mode A. Le passage d’une disloca-
tion est associé à de fortes variations de vitesse et à une diminution du nombre de
Strouhal. A noter que, pour obtenir le phénomène de dislocations par des simulations
numériques directes, il faut une grande envergure, de l’ordre de 12 diamètres. Braza
et al. (2001) [27], ont prouvé que des envergures de l’ordre de 4D ne permettent pas
d’obtenir les dislocations.

Figure 2.4 – Ondulation des tour-
billons de Von Kármán pour le mode A,
Re = 220, Braza et al. (2001) [27]

Figure 2.5 – Visualisation du mode B,
Re = 270, Persillon & Braza (1998)
[135]
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Figure 2.6 – Evolution du nombre de Strouhal en fonction du nombre de Reynolds

Figure 2.7 – Phénomène de dislocations à Re=220 ; Braza et al. (2001) [27]
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2.1.5 Régime subcritique
Pour 300 < Re < 105 − 106, l’allée tourbillonnaire est turbulente ; le point de

transition dans la couche cisaillée se déplace vers l’amont quand le nombre de Reynolds
augmente jusqu’à rejoindre le point de décollement à l’entrée dans le régime critique. Le
cisaillement important dans la zone décollée entraîne l’amplification d’une instabilité
de Kelvin-Helmholtz, et ainsi la naissance des petits tourbillons de zone de mélange à
partir de Re = 2700, figures 2.8, 2.9 et 2.10.

a) b)

Figure 2.8 – Champ instantané de l’écoulement autour d’un cylindre à Re = 3000,
Braza et al (1990) [26] ; a) champ de vitesse ; b) shéma de l’écoulement ; M : tourbillon
principal (Main eddy) ; S : tourbillon secondaire (Secondary eddy) ; L : tourbillon de
zone de mélange (mixing Layer eddy)

a) b)

Figure 2.9 – Champ instantané, Re = 5000 [26], voir figure 2.8

Le rapport entre la fréquence fSL de l’instabilité de Kelvin-Helmholtz et la fréquence
de Strouhal fV K a fait l’objet de plusieurs études. Bloor (1964) [15] introduit la relation :

fSL
fV K

= 0.095Re0.5 (2.1)

Cette relation, vérifiée par Braza et al (1990) [26], est remise en question par Wei &
Smith (1986) [194] qui retrouvent une loi en Re0.87. Kourta et al (1987) [99] retrouvent
la loi en Re0.5 par des mesures au fil chaud. Plus tard, Prasad & Williamson (1997)
[141] proposent une loi en Re0.67. Récemment, Rajagopalan & Antonia (2005) [143]
observent un changement de régime : une loi en Re0.72 pour Re < 5000, et en Re0.67

pour Re > 5000. La figure 2.11a tirée de Rajagopalan & Antonia (2005) [143] regroupe
différentes valeurs de fSL/fV K obtenues par différents auteurs. Egalement, Thompson
& Hourigan (2005) [184] collectent différentes valeurs de ce rapport et trouvent deux
régimes différents selon le nombre de Reynolds. En considérant les valeurs mesurées
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Figure 2.10 – Champs instantanés de vorticité montrant le changement du sillage
proche du cylindre lorsque Re varie ; images obtenues à partir de mesures PIV de
Saelim & Rockwell, Thompson & Hourigan (2005) [184]

pour 1500 < Re < 5000, puis séparément pour 10000 < Re < 50000, ils trouvent que
des lois en Re0.57 et Re0.52 respectivement approchent bien les valeurs collectées, dans
chacun des régimes, alors que la pente est plus élevée et dépend de Re0.69 si l’on consi-
dère l’ensemble des nombres de Reynolds de 103 à 105, figure 2.11b. Ils justifient cette
séparation d’intervalles par les changements importants des paramètres de l’écoulement
entre ces deux intervalles de Re.

a) b)

Figure 2.11 – Rapport fSL/fV K en fonction de Re ; a) Rajagopalan & Antonia (2005) ;
b) Thompson & Hourigan (2005) [184]

Des simulations numériques par l’approche LES (Large Eddy Simulation) ont été
appliquées pour l’écoulement autour d’un cylindre, en nombre de Reynolds modéré,
Tomboulides et al. (1993) [188], Beaudan &Moin (1994) [12], Breuer (1998) [30], Franke
& Frank (2002) [63], Founier et al (2003) [62]. Des simulations LES ont été menées
pour le cylindre à section carrée à Re = 22000, Goossens (2005) [71], Salvetti et al.
(2007) [156]. Cette dernière étude utilise également l’approche Variational Multi-Scale
(VMS)/LES, mieux adaptée quant à la capture du transfert de la cascade inverse, et
plus efficace pour une utilisation industrielle.
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2.1.6 Régime critique
Ce régime est atteint quand le point de transition qui remonte vers l’amont au cours

du régime subcritique, rejoint le point de décollement. La valeur du nombre de Reynolds
critique varie fortement selon les différentes études expérimentales rapportées par Braza
(1981) [20], du fait de la grande sensibilité de l’écoulement aux différents paramètres tels
que la rugosité du cylindre, l’intensité turbulente de l’écoulement incident, le rapport
d’allongement du cylindre, le coefficient du blocage . . . .

Le régime critique est caractérisé par la transition turbulente de la couche limite
avant le décollement. Le sillage est irrégulier et l’allée tourbillonnaire de Von-Kármán
se dégrade et disparaît à la fin de ce régime. A ce régime correspond une brusque aug-
mentation du nombre de Strouhal et une diminution du coefficient de traînée, comme
observé par Roshko (1961) [154], lors d’une étude détaillée de l’écoulement au fran-
chissement du régime critique, figure 2.12. En augmentant le nombre de Reynolds, la
distribution de pression sur le cylindre devient assymétrique à cause des rattachements
instationnaires et assymmétriques des couches limites, apparaissant sans préférence
d’un côté ou de l’autre du cylindre, et ainsi, le coefficient de portance n’est plus négli-
geable.

Figure 2.12 – Evolution du coefficient de traînée en fonction du nombre de Reynolds,
Roshko (1961) [154]

Une analyse physique du passage vers le régime critique a été fournie par Perrin
et al (2006,2007) [132, 133, 131] à partir de mesures PIV-3C stéréoscopique et haute
cadence, effectuées en soufflerie de l’IMFT, figure 2.13. Cette expérience a fait partie du
programme européen DESIDER, Detached Eddy Simulation for Industrial Aerodyna-
mics, et a été utilisée par nombres d’instituts et d’industries européennes pour l’étude
du passage vers le régime critique et pour la validation de l’approche de modélisa-
tion DES, Detached Eddy Simulation. Cette expérience considère l’écoulement confiné
d’un cylindre dans un canal, pour que les simulations numériques puissent respecter
les mêmes conditions limites que l’expérience. Les mesures par PIV stéréoscopique per-
mettent d’obtenir les trois composantes de l’écoulement, et ainsi d’accéder à toutes les
composantes du tenseur des contraintes turbulentes. La figure 2.14 représente le terme
de production P = −uiuj ∂Ui∂xj

et l’énergie cinétique moyenne du mouvement fluctuant
k = 1

2

(
u2 + v2 + w2

)
quantifiée à partir des trois composantes.
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Figure 2.13 – PIV-3C et résolue en temps ; étude de Perrin et al (2007) [131]

Figure 2.14 – Gauche, iso-contours de l’énergie cinétique turbulente moyenne k à
Re = 140000 par PIV stéréoscopique, Perrin et al (2006) [133] ; droite, iso-contours de
la production P

Figure 2.15 – Evolution du coefficient de traînée en fonction du nombre de Reynolds,
Perrin (2005) [130] (points), en comparaison avec Roshko (1961) [154] (ligne continue)
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La diminution du coefficient de traînée apparaît pour des nombres de Reynolds
inférieurs à ceux indiqués par Roshko (1961) [154], figure 2.15. Ceci est lié aux pa-
ramètres de l’expérience notamment l’intensité turbulente de l’écoulement amont (1,5
%) et le blocage important (20,9 %). En effet, Kiya et al (1982) [96] , ainsi que Bear-
man & Morel (1983) [11], ou encore Norberg (1987) [126], montrent que le nombre de
Reynolds critique diminue avec l’intensité turbulente en amont. Egalement, Richter &
Naudascher (1976) [147] montrent que la chute de traînée est observée à des nombres
de Reynolds qui diminuent quand le blocage augmente, du fait de l’accélération que ce
blocage entraîne.

Perrin et al (2006,2007) [133, 131] traitent la décomposition du mouvement en une
partie organisée et une partie aléatoire. Comme présenté au chapitre 4, dans le cas
d’un écoulement quasi-périodique, en accord avec Reynolds & Hussain (1971) [146], la
vitesse Ui peut être décomposée comme suit :

Ui = Ui + ũi + u′i

où Ui est le champ moyen temporel, ũi est la fluctuation quasi-périodique, et u′i est la
fluctuation aléatoire. La moyenne de phase s’écrit alors :

〈Ui〉 = Ui + ũi

La partie organisée et le terme aléatoire sont décorrélés, et le tenseur des contraintes
turbulentes peut alors s’écrire comme la somme d’une contribution cohérente et une
autre aléatoire :

uiuj = ũiũj + u′iu
′
j

Pour Perrin et al (2006) [132], l’angle de phase est déterminé à l’aide du signal de
pression pariétale à θ = 70o à partir du point d’arrêt amont. En utilisant la transforma-
tion de Hilbert, l’angle de phase est défini par le vecteur complexe p(t)−jh(t), où p est
la pression et h sa transormée. φ = 0o correspond alors au maximum de pression. Perrin
et al (2007) [131] déterminent φ à partir des deux premiers coefficients a1 et a2 cor-
respondant aux deux premiers modes de la POD (Proper Orthogonal Decomposition,
voir paragraphe 5.3) :

φa1−a2 = arctan

(√
2λ1√
2λ2

a2

a1

)

où λ1 = a2
1 et λ2 = a2

2 sont les premières valeurs propres obtenues par la POD. La
figure 2.16 montre qu’à l’aide de la moyenne de phase avec les coefficients de la POD,
la partie cohérente est mieux séparée de la partie aléatoire que dans le cas du signal de
pression.

Cette expérience a servi comme une base de données pour le programme européen
DESIDER, et sera utilisée pour des comparaisons avec les résultats de cette thèse au
chapitre 6.
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a)

b)

Figure 2.16 – Moyennes de phase : décomposition de la contrainte uv en une contri-
bution cohérente (uvc) et une contribution aléatoire (uvr) ;a) à l’aide du signal de
pression ; b) à l’aide des coefficients de la POD ; Perrin et al (2007) [131]

2.1.7 Régime supercritique

Pour des nombres de Reynolds au-delà de 2.106 environ, la couche limite devient
entièrement turbulente, et l’allée tourbillonnaire réapparaît dans le sillage à une fré-
quence de Strouhal constante plus élevée, Une étude détaillée de ces deux derniers
régimes est fournie par Roshko (1961) [154].

Par comparaison au cas du bas nombre de Reynolds, peu d’études numériques
simulent l’écoulement autour d’un cylindre à nombre de Reynolds élevé à cause de
la paroi solide. Les LES précitées sont limitées à des nombres de Reynolds modérés,
d’ordre 104. Pour des nombres de Reynolds plus élevés, cette thèse fournit des résul-
tats de simulations obtenus par DES (Detached Eddy Simulation) pour Re = 1, 4×105

dans le cadre du programme européen DESIDER, y compris les résultats de la présente
étude, chapitre 6.

En ce qui concerne les effets de rotation, les études analysant l’écoulement autour
d’un cylindre en rotation sont moins nombreuses par comparaison à celles du cylindre
fixe. La suite de ce chapitre présente les études de la littérature réalisées dans ce
contexte. La partie 4.4 de cette thèse fournit une étude bibliographique des modèles
de turbulence tenant compte des effets de rotation.
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2.2 Ecoulement autour d’un cylindre en rotation
Avant de passer en revue les différentes études de la littérature concernant l’écoule-

ment autour d’un cylindre en rotation, l’effet Magnus est introduit dans le paragraphe
suivant.

2.2.1 Effet Magnus
Lorsqu’une balle en rotation se déplace dans l’air, elle va, par frottement, modifier

la vitesse du courant d’air autour d’elle. D’un côté la balle entraîne l’air qui sera
accéléré ; de ce côté la pression diminue. De l’autre côté, la balle freine l’écoulement
et la pression augmente. Cette dissymétrie fait que la balle se déplace du côté de la
plus faible pression, perpendiculairement à la direction de l’air, à cause le la force de
portance dans cette direction (figure 2.17). Ce phénomène, observé par le physicien
allemand Heinrich Gustav Magnus (1802-1870), est nommé à son nom, effet Magnus.
On parle aussi d’effet Robins quand il s’agit d’une balle ou d’une sphère en rotation.

Figure 2.17 – Effet Magnus autour d’une balle ou cylindre en rotation

Si on considère le cas d’un fluide parfait, l’équation de Bernoulli donne :

1
2ρV

2
1 + P1 = 1

2ρV
2

2 + P2

La différence de vitesse entre les points (1) et (2) est donc à l’origine d’un gradient de
pression entre ces deux points :

P2 − P1 = 1
2ρ
(
V 2

1 − V 2
2

)
= 2ρωrV0

où ω est la vitesse de rotation, V0 la vitesse du fluide à l’infini et r le rayon du cylindre.
Ce gradient de pression génère donc une force de Magnus. Tenant compte de la théorie
asymptotique de Moore (1957) [124], la circulation dans le cas d’un fluide parfait peut
s’écrire :

Γ = 2πV r = 2πωr2

Le coefficient de portance théorique pour un fluide parfait est alors donné par :

CLpot = 2Γ
2V0R

= 2πωr
V0

= 2πα
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α = ωr/V0 étant le taux de rotation. Au chapitre 5, le coefficient de portance en fonc-
tion de α obtenu par les DNS sera comparé à la solution fluide parfait CLpot .

L’effet Magnus explique à titre d’exemple la trajectoire du ballon lors d’un tir de
coup-franc en football, ou d’une balle de Tennis. En effet, pour une rotation d’arrière
en avant (axe horizontal perpendiculaire au mouvement, comme une balle roulant sur
le sol), la balle plongera plus vite vers le sol ; dans le cas contraire, elle sera soulevée
et volera plus loin avant de toucher le sol.

Le boomerang exploite des effets similaires (figure 2.18) : Une fois lancé en le
faisant tourner sur lui-même, cet engin possède la propriété de revenir vers son point
de départ. Ses pales présentent un profil semblable à celui d’une aile d’avion, de telle
sorte qu’en tournant dans le sens approprié, la force de portance développée par les
pales détermine sa trajectoire caractéristique.

a) classique en bois b) modernes

Figure 2.18 – Boomerang divers

L’utilisation de l’effet Magnus a été proposée pour mettre au point des systèmes
de propulsion composés de gros cylindres verticaux capables de produire une poussée
perpendiculaire à la direction du vent. Cet effet est traduit par la figure 2.19.

En 1920, Anton Flettner, ingénieur allemand, a mis cet effet en application sur
un navire. Sur un voilier démâté de 52 m, le Buckau, il fit installer deux cylindres
verticaux de 15 m de hauteur et de 2,75 m de diamètre. Les cylindres étaient entraînés
en rotation par un petit moteur. L’expérience fut concluante puisque le navire se mut
plus rapidement qu’auparavant à la voile, et qu’il remonta mieux au vent (jusqu’à 25◦
du lit du vent contre 45◦ avant). Après plusieurs essais par différentes conditions de
vent, le Buckau (figure 2.20a), rébaptisé Baden-Baden traversa l’Atlantique et rallia
New-York le 9 mai 1926. L’océanographe Jacques-Yves Cousteau, le professeur Lucien
Malavard et Bertrand Charrier commencèrent à développer l’Alcyone (figure 2.20b)
au début des années 1980. Son principe est sensiblement différent. Ses deux cylindres
fournissaient environ 25 à 30 pour cent de l’énergie propulsive qui venait assister la
propulsion par hélice. Le navire fit son premier voyage en 1985. Plus récemment, en
2006, la société de construction d’éoliennes Enercon commanda aux chantiers navals
Lindenau-Werft de Kiel un cargo de 130m de long, équipé, en plus d’un moteur diesel,
de quatre rotors Flettner. Sa mise en service est prévue pour septembre 2008.
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Figure 2.19 – Un cylindre en rotation sur un car permet au car de se déplacer dans
la direction perpendiculaire au courant d’air- photos sur www.physics.montana.edu

D’autre part, les éoliennes restent une application directe de l’effet Magnus ; citons,
entre autres, l’éolienne de Madaras et l’éolienne à rotors de Flettner.

a) Buckau ou Baden-Baden b) Alcyone

Figure 2.20 – Rotors Flettner

Le paragraphe suivant présente les différentes études réalisées dans la littérature
concernant l’écoulement autour d’un cylindre en rotation.
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2.2.2 Etude bibliographique de l’écoulement autour d’un cy-
lindre en rotation

Le cylindre, placé dans un écoulement de fluide à vitesse constante, tourne autour
de son axe avec une vitesse de rotation ω constante, figure 2.21. Dans ce contexte, la
physique de l’écoulement dépend, en plus du nombre de Reynolds, du taux de rotation,
α = Dω

2U∞ , exprimant le rapport de la vitesse de rotation du cylindre et celle du fluide
à l’infini amont.

Figure 2.21 – Schéma du problème

Les premières expériences autour du cylindre en rotation ont été menées par Reid
(1924) [144], Prandtl (1925) [138], Thom (1926) [182] et (1931) [183]. Leurs mesures
s’étendent jusqu’à Re ' 1.2 × 105. Ils affirment que le coefficient de portance moyen
augmente en fonction du taux de rotation ; mais Prandtl (1925) [138] trouve que le
coefficient de portance maximal qu’on peut atteindre en faisant tourner le cylindre
est limité à 4π. Un travail similaire a été ensuite réalisé par Prandtl & Tietjens (1934)
[140]. La figure 2.22 représente une sélection de 6 visualisations de l’écoulement derrière
un cylindre en rotation, tirées de Prandtl (1961) [139] au nombre de Reynolds 104. En
fonction du taux de rotation, différentes topologies sont observées : l’allée tourbillon-
naire alternée aux bas taux de rotation ; la suppression de l’allée au-delà de α = 2 ;
une structure proche-paroi presque symétrique par rapport à l’axe perpendiculaire à la
vitesse à l’infini pour α > 4 ; et un gros tourbillon unique autour du cylindre dans le
cas extrême du cylindre tournant dans un fluide en repos, α =∞.

Les difficultés des mesures rencontrées dans les expériences précécentes quant à
la distribution de pression autour du cylindre ont été surmontées par Swanson (1961)
[178], en mesurant directement les coefficients de traînée et de portance. Ludwig (1964)
[110] a mesuré les profils de vitesse pour des faibles taux de rotation (α ≤ 0.3) dans
une étude de la séparation laminaire de parois non fixes.

Plus tard, Jaminet & Atta (1964) [86], ont observé la suppression de l’allée tour-
billonnaire de Von-Kármán à faible nombre de Reynolds pour un taux de rotation de
l’ordre de 2. Des visualisations de l’écoulement ont été publiées par Taneda (1977) [179]
et (1980) [180] pour Re = 100, α = 1.73 et Re = 49, α = 0.63, et Koromilas & Telionis
(1980) [98] pour Re = 50, α = 0.8.

Les prémices des effets de rotation (phase de démarrage) autour d’un cylindre à
des nombres de Reynolds modérés (Re ≤ 1000) ont été étudiées expérimentalement
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Figure 2.22 – Visualisations de l’écoulement d’eau autour d’un cylindre en rotation
à Re = 104, Prandtl (1961)[139] ; (a), α = 0 ; (b), α = 1 ; (c), α = 2 ; (d), α = 4 ; (e),
α = 6 ; (f), α =∞

par Coutanceau & Ménard (1985) [43]. Ils montrent la formation d’une couche fluide
continue qui tourne avec le cylindre de telle manière que les points d’arrêts et de
détachement sont plus éloignés du cylindre. Ils ont également observé la suppression de
l’allée tourbillonnaire pour α au-delà de αL critique de l’ordre de 2. Leurs résultats ont
été comparés à ceux des simulations numériques de Badr & Dennis (1985) [7]. Badr et
al. (1990) [6] ont observé cette même phase de démarrage par une étude expérimentale
et théorique pour des nombres de Reynolds 103 ≤ Re ≤ 104 et 0.5 ≤ α ≤ 3. Chang
& Chern (1991) [34] ont également étudié numériquement la phase de démarrage pour
103 ≤ Re ≤ 106 et pour des faibles taux de rotation (α ≤ 2). On peut citer également
l’étude de Nair et al. (1998) [125] concernant la phase de démarrage ; ils présentent
des résultats détaillés pour Re = 3800 et α = 2. La figure 2.23 compare des champs
instantanés obtenus numériquement par Nair et al. (1998) [125] à ceux de Badr et al.
(1990) [6].

Concernant la phase établie, Ingham & Tang (1990) [84] ont étudié numériquement
l’écoulement stationnaire à des bas nombres de Reynolds (5 ≤ Re ≤ 20) et des taux
de rotations jusqu’à 3. Leurs simulations montrent l’augmentation du coefficient de
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a) b) c)

Figure 2.23 – Phase de démarrage, Re = 1000, α = 3, en haut : t = 2.0 et en bas
t = 3.0, comparaisons entre les résultats numériques de Nair et al. (1998) [125]a, et les
champs obtenus par Badr et al. (1990) [6] numériquement b) et expérimentalement c)

portance et la diminution du coefficient de traînée avec la rotation. Kimura et al.
(1991) [95] ont réalisé des études expérimentales et numériques bi-dimensionnelles leur
permettant d’observer la suppression de l’allée tourbillonnaire pour α > αcr où αcr
dépend du nombre de Reynolds, figure 2.24.

La dépendance du coefficient de portance de la vitesse de rotation a été explicitée
par Tokumaru & Dimotakis (1993) [187] pour Re = 3800 et α ≤ 10. Leurs mesures
expérimentales montrent que le coefficient de portance est plus grand lorsque le rapport
d’allongement du cylindre est plus grand. Ils trouvent que le maximum du coefficient de
portance peut atteindre des valeurs supérieures à la limite obtenue par Prandtl (1925)
[138] (4π).

Chew et al. (1995) [36] ont étudié numériquement l’effet de la rotation du cylindre
pour Re = 1000. Ils observent la déterioration de l’allée de Von-Kármán lorsque α
augmente jusqu’à sa disparition pour α > 3.

Plus récemment, l’écoulement laminaire autour d’un cylindre en rotation a été étu-
dié numériquement par Kang et al. (1999) [92] pour Re = 60, 100, et 160 et 0 ≤ α ≤ 2.5,
et par Barnes (2000) [10] pour Re ≤ 65, montrant les mêmes conséquences de la ro-
tation : l’augmentation du coefficient de portance moyen, et la suppression de l’allée
tourbillonnaire pour α > αL, αL = 1, 4, 1, 8 et 1, 9 pour Re = 60, 100 et 160 respec-
tivement, Kang et al. (1999) [92]. Egalement, la suppression de l’allée de Von-Kármán
a été obtenue par Homescu et al. (2002) [82], en contrôlant la vitesse de rotation du
cylindre, qu’elle soit constante ou non. Ils fournissent les valeurs optimales des taux de
rotation pour 60 ≤ Re ≤ 1000.

Stojkovic̀ et al. (2002) [175] ont été les premiers à observer un second mode d’in-
stabilité pour 4, 8 ≤ α ≤ 5, 15 à Re = 100. L’étude bi-dimensionnelle numérique de
Stojkovic̀ et al. (2003) [176] confirme l’existance de cet intervalle de second mode d’in-
stabilité, pour 60 ≤ Re ≤ 200, ainsi que celle de Mittal & Kumar (2003) [123], pour
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α = 0

α = 1.2

α = 1.8

α = 2.1
a) Re = 280 b) Re = 370

Figure 2.24 – Suppression de l’allée tourbillonnaire, Kimura et al. (1991) [95]
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Re = 200, figure 2.25. Cliffe & Tavener (2004) [39] ont étudié l’effet de la rotation d’un
cylindre sur les nombres de Reynolds critiques et le nombre de Strouhal au point de
bifurcation, ainsi que l’effet du coefficient de blocage sur ces paramètres.

Figure 2.25 – Iso-lignes de vorticité, différents régimes à Re = 200 en fonction du
taux de rotation α, Mittal & Kumar (2003) [123]

Founier et al. (2003) [62] ont proposé d’utiliser la rotation pour le contrôle des
écoulements. Ils ont mené des Simulations des Grandes Échelles (LES) au nombre de
Reynolds de 2 × 103. Ils ont observé que la rotation modifie l’écoulement en déviant
l’allée de Von-Kármán, et entraîne une création et une croissance de portance ainsi
qu’une réduction de la traînée, figure 2.26.

a) b) c)

Figure 2.26 – a) Champ de vorticité avec rotation obtenu par LES, Fournier et al.
(2003) [62], Re = 2 × 103 ; Evolution des coefficients de portance b) et de traînée en
fonction du taux de rotation Vrot/U∞

A part l’étude précitée de Tokumaru & Dimotakis (1993) [187] quant à l’effet du
rapport d’allongement du cylindre sur l’écoulement, les études tri-dimensionnelles de
l’effet de la rotation du cylindre sont très rares. On peut citer celle de Mittal (2004)
[122], pour Re = 200 et α = 5. Alors que l’écoulement 2D est stable, l’auteur trouve
que l’écoulement 3D est associé à des instabilités centrifuges, figure 2.27. Il montre
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que le coefficient de portance peut dépasser la limite de Prandtl (1925) [138] pour des
rapports d’allongement élevés.

Figure 2.27 – Instabilités centrifuges, Re = 200, α = 5, Mittal (2004) [122]

2.2.3 Effets de la rotation sur les écoulements turbulents
La rotation est un paramètre important sur le plan des applications industrielles,

comme les machines tournantes. En effet, dans un contexte turbomachine, les écoule-
ments turbulents sont de type complexe : en plus du cisaillement principal (∂U/∂y) lié
à la présence des couches limites, apparaissent des cisaillements secondaires significa-
tifs liés aux surfaces en rotation, aux sillages des pales, aux courbures de l’écoulement
(dues aux parois mais aussi aux écoulements secondaires) et aux accélérations de Co-
riolis dues à la rotation d’ensemble. Ainsi, pour ce type d’écoulements, la turbulence
est affectée par les effets de compressibilité, les gradients de pression, la transition,
la courbure et les effets de rotation. Dans ce contexte turbomachine, on peut citer le
travail de Dufour (2006) [57] qui a examiné les effets de rotation et de courbure.

Quand un écoulement turbulent est soumis à une rotation d’ensemble, la présence
des accélérations de Coriolis entraîne des modifications significatives du champ fluc-
tuant. La rotation de paroi, comme le cas d’un obstacle tournant dans un écoulement
uniforme, peut être assimiliée à une rotation d’ensemble, c.à.d., par changement de
repère, on peut supposer que l’obstacle est fixe, et que le domaine fluide est soumis
à une rotation d’ensemble. Les deux mécanismes par lesquels la rotation opère sont
l’instabilité de Coriolis en cisaillement, et l’inhibition du transfert spectral.

L’instabilité de Coriolis en cisaillement, Tritton (1992) [191], peut se traduire par des
phénomènes d’amplification ou de réduction de la turbulence, cette réduction pouvant
mener jusqu’à la relaminarisation de l’écoulement. Cet effet n’apparaît pas explicite-
ment dans une modélisation au premier ordre, et nécessite ainsi une correction pour
les effets de rotation.

Le transfert spectral par lequel la rotation affecte la turbulence peut se superposer
à l’instabilité de Coriolis en cisaillement. Les expériences de Wigeland & Nagib (1978)
[195] et Jacquin et al. (1990) [85], ainsi que les simulations de Rogallo (1981) [151],
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Bardina et al. (1983,1985) [8, 9] et Dang & Roy (1985) [49], ont montré que dans le
cas de la turbulence homogène isotrope, la rotation diminue le taux de décroissance
énergétique

(
1
k
dk
dt

)
, et corrélativement, le taux de décroissance de la dissipation

(
1
ε
dε
dt

)
.

Une turbulence homogène isotrope décroît moins rapidement en présence de la rotation.
Par ailleurs, les expériences de Jacquin et al. (1990) [85] ont mis en évidence le caractère
anisotrope de ce phénomène qui affecte de manière privilégiée les échelles transversales
(dans le plan orthogonal à l’axe de la rotation). La rotation, induit un confinement de
la taille des tourbillons dans le plan transverse, agissant à une échelle caractéristique
LΩ = v/Ω, et n’affectant pas les échelles inférieures ; Ω étant la vitesse de rotation,
et v représente la fluctuation de vitesse dans le plan transverse. Sur le plan spectral,
l’anisotropie et la diminution du taux de décroissance énergétique se traduisent par une
diminution du transfert énergétique vers les grands nombres d’onde, Rogallo (1981)
[151]. En d’autres termes, l’énergie se maintient aux petits nombres d’ondes, et on
observe une pente plus importante que la pente en −5/3 du spectre de Kolmogorov, de
l’ordre de −2, figure 2.28. Le confinement opérant à une échelle LΩ ∝ 1/Ω se transpose
sur le plan spectral par un nombre d’onde de coupure kΩ ∝ Ω. Ce qui signifie que la
pente du spectre n’est modifiée que pour des nombres d’onde compris entre k0 et kΩ,
k0 étant le nombre d’onde le plus énergétique, figure 2.28b. Lorsque kΩ est supérieur à
la micro échelle de Kolmogorov kη, tout le spectre subit l’influence de la rotation, de
sorte qu’augmenter encore la rotation ne modifie plus significativement la structure de
la turbulence. Ainsi, au delà d’un certain seuil, les effets de rotation saturent.

Figure 2.28 – Influence de la rotation sur le transfert spectral, Dufour (2006) [57]

Le chapitre 4 présentera des approches de modélisation tenant compte des effets de
la rotation, issues surtout de modèles au second ordre, mais également des modèles du
premier ordre corrigés, plus facilement applicables dans un contexte industriel.



Chapitre 3

Méthodes numériques

Ce chapitre présente les principes des codes utilisés dans cette étude : le code ICARE
pour les DNS autour du cylindre en rotation, et NSMB pour les simulations à nombres
de Reynolds élevés.

3.1 Le code ICARE
L’étude de l’écoulement autour du cylindre en rotation est réalisée à l’aide des si-

mulations numériques directes avec le code ICARE de l’IMFT, dans sa version volumes
finis. Les principes de ce logiciel ont été définis par Braza (1991) [22, 23], et la version
3D étudiant l’écoulement autour d’un cylindre a été développée par Persillon (1995)
[134] et Persillon & Braza (1998) [135]. Les principes de ce code seront présentés dans
ce qui suit, ainsi que la méthode de génération des maillages.

3.1.1 Principes
Le code ICARE résoud les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible.

Les équations sont normalisées par le diamètre du cylindre D, et la vitesse du fluide à
l’infini amont U∞ :

ui = ũi
U∞

, xi = x̃i
D
, i = 1, 2, 3 (3.1)

t = t̃

T0
, P = P̃

P0
(3.2)

où
T0 = D

U∞
, P0 = 1

2ρ0U
2
∞ (3.3)

Tenant compte de ces variables adimensionnées, l’équation de continuité et les équa-
tions de Navier-Stokes s’écrivent comme suit :

div
−→
V = 0

∂
−→
V
∂t

+ div
(−→
V ⊗

−→
V
)
− 1

Re
div

(−−→
grad
−→
V
)

= −−−→gradP
(3.4)

37
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Ces équations sont écrites en coordonnées curvilignes dans le plan (x, y), alors que
dans la direction transversale, elles sont écrites en coordonnées cartésiennes.

La méthode numérique est basée sur une formulation de pression-vitesse, utilisant
un schéma prédicteur-correcteur de pression. Le champ de pression au pas de temps
(n+1) est approximé à un champ prédit de pression P ∗ assumé égal à P n. Les équations
de Navier-Stokes sont résolues en fonction d’un champ de vitesse approximatif V ∗. Une
forme implicite du schéma explicite de Amsdem & Harlow (1970) [4], étendu dans le
présent cas aux écoulements instationnaires a été appliquée. Les détails sont explicités
dans Braza et al. (1986) [25].

Au pas de temps (n+ 1), l’équation 3.4 peut être écrite comme suit :
−−−→
V n+1 −

−→
V n

∆t + div(
−→
V n
−−−→
V n+1) = −−−→gradP n+1 + 1

Re
div(−−→grad

−−−→
V n+1) (3.5)

L’équation de quantité de mouvement du champ approximé de vitesse V ? est :
−→
V ? −

−→
V n

∆t + div(
−→
V n−→V ?) = −−−→gradP n + 1

Re
div(−−→grad

−→
V ?) (3.6)

−→
V ? ne satifait pas nécessairement l’équation de conservation de masse comme

−−−→
V n+1 ;

comme les deux champs portent la même vorticité,

rot
(−−−→
V n+1

)
= rot

(−→
V ?
)

(3.7)

ils peuvent être reliés par une fonction potentielle auxiliaire φ :
−−−→
V n+1 −

−→
V ? = −−−→gradφ (3.8)

En prenant la divergence de cette équation, comme div
−−−→
V n+1 = 0, une équation de

Poisson de la fonction potentielle φ peut être obtenue :

div
−→
V ? = ∆φ (3.9)

Le champ de vitesse correct V n+1 sera donc évalué à partir de l’équation 3.8. Dans ce
cas du schéma semi-implicite, la forme exacte du gradient de pression est dérivée de la
soustraction des équations 3.5 et 3.6, et en remplaçant

(−−−→
V n+1 −

−→
V ?

)
par −−→gradφ selon

l’équation 3.8 :

−−→
gradP n+1 = −−→grad

(
P n + φ

∆t

)
+ div

(−→
V n−−→gradφ

)
− νO2

(−−→
gradφ

)
(3.10)

Lorsque l’équation de conservation de mouvement est approchée par un schéma com-
plètement explicite, l’équation de pression se réduit à :

P n+1 = P n + φ

∆t (3.11)
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L’algorithme est résumé, à chaque pas de temps par le système d’équations suivant :



−→
V ?−

−→
V n

∆t + div(−→V n−→V ?) = −−−→gradP n + 1
Re
div(−−→grad−→V ?)

∆φ = div
−→
V ?

−−−→
V n+1 = −→V ? −

−−→
gradφ

P n+1 = P n + φ
∆t

(3.12)

La version volumes finis utilisée est à l’ordre 2 de précision en espace et en temps ;
elle utilise des maillages décalés de pression et de vitesse et un algorithme implicite à
directions alternées (A.D.I.), Peaceman & Rachford (1955)[129] : chaque pas de temps
est découpé autant de pas fractionnaires que le domaine de résolution compte de direc-
tions spaciales ; à chaque pas, on calcule un champ intermédiaire ne tenant compte que
des termes d’évolution selon la direction spatiale associée au pas fractionnaire ; on est
donc ramené à un calcul monodimensionnel à chaque pas fractionnaire. Des versions
du code ICARE utilisant des schémas de plus haute précision (ordre 4) sont également
disponibles mais pas utilisées dans ce contexte de nombres de Reynolds modérés.

En ce qui concerne les calculs tri-dimensionnels, un schéma à trois étapes basé
sur Douglas (1962) [56] pour les équations de diffusion, a été étendu sur la solution
instationnaire de convection-diffusion de Navier-Stokes, comme décrit par Persillon &
Braza (1998) [135]. L’algorithme numérique a été parallélisé pour des architectures
de mémoire distribué par Hoarau et al. (2001) [81]. La discrétisation est réalisée en
utilisant les différences centrales.

3.1.2 Génération des maillages

Les maillages utilisés, du type H, sont générés avec le code MERCURE développé
par Braza (1991) [22, 23], et Jin (1994) [87]. Gràce à une application bijective, le
domaine physique complexe est transformé en domaine de calcul simple. Le domaine
transformé est cartésien orthonormé. Dans le cas du maillage H, ce domaine est un
rectangle et le cylindre est un segment de droite placé à son intérieur. La transformation
se fait avec les relations suivantes :

(x, y) −→ (η, ξ)

dx = xξdξ + xηdη
dy = yξdξ + yηdη

(3.13)

∂
∂x

= 1
J

(
yη

∂
∂ξ
− yξ ∂∂η

)
∂
∂y

= 1
J

(
xξ

∂
∂η
− xη ∂∂ξ

) (3.14)
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où J est le déterminant du jacobien :

J = xξyη − xηyξ = 1
ξxηy − ξyηx

(3.15)

les indices η et ξ (x et y) représentent les dérivées partielles par rapport à η et ξ
respectivement (x et y respectivement).

Par convention, une maille élémentaire est un carré de côté égal à l’unité, donc
∆ξ = ∆η = 1.

En introduisant les relations ci-dessus dans les équations de la quantité de mouve-
ment, on obtient les expressions des équations de la quantité de mouvement en coordon-
nées généralisées. Les détails du calcul et les résultats des transformations sont donnés
par Braza (1991) [22, 23], Jin (1994) [87], et Persillon (1995) [134]. Des maillages déca-
lés pour la vitesse et la pression sont utilisés, ce choix a été prouvé capable de donner
une précision équivalente à celle obtenue avec un nombre deux fois plus important de
noeuds de maillages non décalés.

La méthode de génération des maillages est développée par Thompson et al. (1974)
[185]. Elle est capable de générer des maillages adaptés aux formes d’une paroi solide
quelconque. Les coordonnées curvilignes sont obtenue par la résolution d’un système
elliptique :

ξxx + ξyy = P (ξ, η)
ηxx + ηyy = Q (ξ, η) (3.16)

avec des conditions aux limites de type Dirichlet sur les parois.

P (ξ, η) et Q (ξ, η) sont deux fonctions de contrôle de la répartition spatiale des
points dans le plan physique. Les équations précédentes sont résolues sur le plan trans-
formé de la même manière que les équations de Navier-Stokes, et les détails sont fournis
dans les références précitées. La discrétisation des équations a été effectuée de même à
l’aide de la méthode A.D.I. pour obtenir un maillage bien lissé.

La géométrie étant simple, les études menées sur l’écoulement autour d’un cylindre
ont toujours utilisé les fonctions P (ξ, η) et Q (ξ, η) nulles pour simplifier le traitement
à la paroi. Afin de resserrer le maillage proche du cylindre, des fonctions d’attraction de
lignes du système des coordonnées ont été testées. Les fonctions P et Q sont adoptées
à partir de Thompson et al. (1977) [186] :

P (ξ, η) = −Σn
i=1aisgn (ξ − ξi) exp (−ci|ξ − ξi|)

−Σm
j=1bjsgn (ξ − ξj) exp

(
−dj

√
(ξ − ξj)2 + (η − ηj)2

)
(3.17)

Q (ξ, η) = −Σn
i=1aisgn (η − ηi) exp (−ci|η − ηi|)

−Σm
j=1bjsgn (η − ηj) exp

(
−dj

√
(ξ − ξj)2 + (η − ηj)2

)
(3.18)

où les amplitudes ai et bj et les paramètres d’amortissement ci et dj ne sont pas néces-
sairement les mêmes dans les deux équations. Le premier terme des équations permet
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Nx Ny Nw Xu Xd Yu ∆Ymin
M1 250 100 43 8,95 20,51 7,42 0,0135
M2 250 100 43 8,97 20,55 7,43 0,00225
M3 352 112 43 9,40 42,37 8,50 0,0135
M4 303 120 47 11,50 23,70 10,02 0,0115
M5 360 146 61 11,54 23,41 10,21 0,0099
M6 401 280 71 10,86 25,42 10,92 0,0061

Table 3.1 – Caractéristiques de quelques maillages utilisés,Nx etNy : nombre de points
dans les directions x et y respectivement ; 2 × Nw : nombre de points sur la surface
du cylindre ; Xu et Xd : longueur en amont et en aval du cylindre ; 2Yu : hauteur du
domaine ; ∆Ymin : la hauteur de la plus petite maille ; voir figure 3.1

d’attirer les lignes du maillage ξ = constante vers les lignes ξ = ξi dans l’équation 3.17,
et les lignes η = constante vers la ligne η = ηi dans l’équation 3.18. Le second terme
attire les lignes ξ = constante vers les points (ξj, ηj) dans 3.17 avec un effet similaire
sur les lignes η = constante dans 3.18.

A l’aide des fonctions P et Q précédentes, des maillages plus serrés proche de la
paroi du cylindre ont été testés, soit en attirant sur tous les points du cylindre soit
sur toute la ligne qui constitue le support du cylindre dans le plan transformé. Les
amplitudes et les paramètres d’amortissement ont été convenablement choisis pour que
P et Q demeurent faibles de façon à resserrer les lignes du maillage en évitant toute-
fois le chevauchement de certaines d’entre elles. Différents maillages obtenus par cette
méthode ont donné des résultats en bon accord avec ceux du maillage avec P et Q
nulles qui s’avère donner des résultats suffisamment bons pour pouvoir l’utiliser par
simplicité. Néanmoins, l’utilité des paramètres de contrôle P (ξ, η) et Q (ξ, η) s’avère
plus importante pour des nombres de Reynolds plus élevés.

D’autre part, plusieurs maillages ont été testés, en variant à chaque fois le nombre
de points sur le cylindre et/ou la taille du domaine. A titre d’exemples, le tableau
3.1 présente les caractéristiques de quelques maillages utilisés. Le maillage M1 est le
plus utilisé pour Re = 200 ; M2 est généré avec P (ξ, η) nulle, et Q (ξ, η) choisie de
manière à attirer les lignes η = constante, d’une part vers tous les points de la ligne
centrale qui constitue le support du cylindre (bj = 300, dj = 1), et d’autre part, plus
fortement vers tous les points du cylindre (bj = 300, dj = 0, 3). La figure 3.2 compare
les deux maillages M1 et M2 dans la région proche du cylindre. Les fonctions P et
Q sont considérées nulles pour les autres maillages du tableau 3.1. Le maillage M3
est caractérisé par une taille importante en aval du cylindre, permettant de mieux
capter une seconde instabilité comme il sera montré dans les paragraphes suivants.
Les maillages M4, M5 et M6 sont respectivement utilisés pour Re = 300, Re = 500
et Re = 1000, ainsi que pour tester l’indépendance des résultats du maillage utilisé.
Quant aux calculs 3D, le maillage utilisé est de Nx × Ny × Nz = 250 × 100 × 80 où
le même maillage est répété dans la direction transversale. L’envergure du domaine de
calcul est de 12 diamètres.
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Figure 3.1 – Domaine de calcul

(a) M1

(b) M2

Figure 3.2 – Agrandissement du maillage dans la région proche du cylindre, (b) mo-
dification avec les fonctions d’attractions
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3.2 Le solveur Navier-Stokes Multi-Block : NSMB
Le solveur NSMB est développé conjointement par l’EPFL, le KTH, le CERFACS,

Aerospatiale, SAAB, CFS Engineering, l’IMFT et l’IMFS de Strasbourg. C’est un code
multi-block parallélisé qui résoud les équations de Navier-Stokes sous la formulation vo-
lume fini. Il propose de nombreuses fonctionnalités : plusieurs schémas numériques (spa-
tiaux et temporels), plusieurs modèles de turbulence (LES, algébriques, non-linéaires,
à une ou à deux équations, DES, OES), chimie de l’air en équilibre ou hors équilibre.
Le manuel de ce solveur détaille toutes les fonctionnalités du code. Ce qui suit n’est
qu’un rappel des relations résolues et une indication des options utilisées.

Les équations instationnaires et compressibles de Navier-Stokes sont résolues dans
leurs coodonnées cartésiennes tri-dimensionnelles :

∂

∂t
(W ) + ∂

∂x
(f − fv) + ∂

∂y
(g − gv) + ∂

∂z
(h− hv) = 0 (3.19)

Le vecteur d’état W est donné par :

W =


ρ
ρu
ρv
ρw
ρE

 (3.20)

Les flux convectifs sont définis comme :

f =


ρu

ρu2 + p
ρuv
ρuw

u(ρE + p)

 , g =


ρv
ρvu

ρv2 + p
ρvw

v(ρE + p)

 , h =


ρw
ρwu
ρwv

ρw2 + p
w(ρE + p)

 (3.21)

où ρ est la densité du fluide considéré, u, v et w sont les composantes cartésiennes de
la vitesse, p la pression et E l’énergie totale du fluide.

Les flux visqueux sont définis par :

fv =


0
τxx
τxy
τxz

(τU)x − qx

 , gv =


0
τyx
τyy
τyz

(τU)y − qy

 , hv =


0
τzx
τzy
τzz

(τU)z − qz

 (3.22)

Le tenseur des contraintes τ est donné par :
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τxx = 2
3µ
(
2∂u
∂x
− ∂v

∂y
− ∂w

∂z

)
τyy = 2

3µ
(
−∂u
∂x

+ 2∂v
∂y
− ∂w

∂z

)
τzz = 2

3µ
(
−∂u
∂x
− ∂v

∂y
+ 2∂w

∂z

)
τxy = τyx = µ

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
τxz = τzx = µ

(
∂w
∂x

+ ∂u
∂z

)
τyz = τzy = µ

(
∂v
∂z

+ ∂w
∂y

)
où µ est la viscosité du fluide.

La dissipation visqueuse de l’équation de l’énergie est calculée comme suit :

(τU)x = τxxu+ τxyv + τxzw

(τU)y = τyxu+ τyyv + τyzw

(τU)z = τzxu+ τzyv + τzzw

Le flux de chaleur dû à la conduction est calculé selon la loi de Fourier :

qx = −k ∂T
∂x

qy = −k ∂T
∂y

qz = −k ∂T
∂z

où T est la température et k la conductivité thermique.

Pour les gaz parfaits, la viscosité peut être évaluée à l’aide de la loi de Sutherland
qui, pour l’air à l’état normal, s’écrit :

µ

µ∞
=
(
T

T∞

)3/2 (T∞ + S1)
(T + S1)

où µ∞ est la viscosité à la température de référence T∞, et S1 est une constante
généralement égale à 110.3 pour l’air.

En imposant un nombre de Prandtl constant, pour l’air Pr = 0.72, la conductivité
thermique sera :

k = µcp/Pr

Les capacités calorifiques à volume constant et à pression constante sont des constantes
pour les gaz parfaits, et est donc calculée par cv = R/(γ − 1) et cp = γcv respective-
ment, avec γ = 1.4, and R = 287 (J/kgK) pour l’ air.
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Pour fermer le système 3.19, il faut relier la pression au vecteur d’état W . Cette
relation dépend du modèle utilisé pour décrire les propriétés thermodynamiques du
gaz. Pour un gaz parfait, on peut écrire :

p = ρe(γ − 1) = ρcvT(γ − 1) = ρRT (3.23)

où e est l’énergie interne, reliée à l’énergie totale par la relation suivante :

e = E− 1
2
(
u2 + v2 + w2

)
(3.24)

Le solveur NSMB est utilisé pour la simulation des écoulements autour d’un cylindre
et d’une aile NACA0021 à haut nombre de Reynolds. Les calculs sont effectués en
utilisant le schéma central amont à l’ordre 4 pour la discrétisation spatiale, et une
méthode implicite (dual-time stepping). Ces deux configurations étaient des cas-tests
du programme européen DESIDER.
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Chapitre 4

Modélisation de la turbulence

Ces dernières années, plusieurs études ont été menées dans le but de prédire les
écoulements fortement instationnaires autour d’obstacles, en utilisant des approches
URANS ou hybrides. Ce chapitre aborde différentes approches de modélisation de
la turbulence, et introduit les modèles utilisés dans cette étude pour la simulation
d’écoulements fortement décollés. Quelques approches de modélisation des effets de
rotation sont également présentées.

4.1 Approches de modélisation
L’étude de tout écoulement turbulent pourrait se faire, en principe, par résolution

directe des équations de Navier-Stokes qui décrivent le mouvement instantané du fluide.
Pour des nombres de Reynolds élevés, le nombre de points de discrétisation nécessaire
pour représenter les plus petites échelles de la turbulence atteint des valeurs prohi-
bitives quant aux capacités des ordinateurs actuels ; par conséquence, les simulations
numériques directes (DNS) nécessiteront de très puissants moyens informatiques. Les
DNS ne peuvent être conduites actuellement que sur des écoulements en géométrie
relativement simple, et pour des nombres de Reynolds peu élevés. On a alors recours
à la modélisation. De nombreuses méthodes de macrosimulation de turbulence ont été
construites et proposées au fil des années. Cependant, le choix d’un modèle de turbu-
lence parmi les nombreuses formulations disponibles dans la littérature est souvent un
problème délicat. Ce choix dépend essentiellement des réponses attendues et de leur
qualité : type d’informations que l’on désire obtenir, domaine d’application, précision
des prévisions, simplicité de mise en œuvre, économie en temps de calcul. Toutefois,
le modèle le plus universel n’est pas forcément le mieux adapté à un problème précis.
Un choix doit être fait pour chaque problème traité en fonction des objectifs, et les
constantes du modèle doivent être reconsidérées pour des cas d’écoulements qui sont
loin de l’équilibre statistique.

Les premières méthodes de simulation ont été basées sur une description statis-
tique de la turbulence. C’est la classe des méthodes RANS (Reynolds Averaged Navier-
Stokes). Toute grandeur physique est décomposée en deux parties :

U = Ū + u (4.1)

47
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Ū est une moyenne statistique, remplaçable par une moyenne temporelle sous l’hypo-
thèse d’ergodicité, et u est la fluctuation aléatoire. Cette classe de modélisation n’est
valable que pour des écoulements en équilibre statistique dans le sens de la théorie de
Kolmogorov, par exemple, les couches limites à grand nombre de Reynolds, la zone
lointaine d’un sillage, d’un jet ou d’une zone de mélange. Le moyennage des équations
de Navier-Stokes qui régissent l’écoulement associé à cette décomposition conduit à un
système d’équations pour le mouvement moyen dans lequel apparaissent des termes
inconnus : les corrélations doubles des vitesses fluctuantes qui sont les composantes du
tenseur des contraintes turbulentes ou tenseur de Reynolds. La résolution de ce système
nécessite des lois de fermeture modélisant ces termes. Parmi les modèles les plus répan-
dus, on distingue les modèles au premier ordre qui relient algébriquement le tenseur de
Reynolds au mouvement moyen, et les modèles au second ordre qui utilisent les équa-
tions de transport de ces contraintes dans lesquelles les termes inconnus sont modélisés
(cf. Speziale (1991) [172]). Les corrélations doubles des vitesses fluctuantes jouant le
rôle de contraintes, les modèles au premier ordre les plus répandus sont les modèles
linéaires qui utilisent une hypothèse de fermeture Newtonienne basée sur une analogie
avec la loi de comportement de fluide Newtonien. Le tenseur des contraintes turbu-
lentes est dans ce cas relié linéairement au tenseur des taux de déformation moyenne,
via une viscosité turbulente qui est déterminée à partir d’une échelle de vitesse et d’une
échelle de longueur turbulentes.

Une classe intermédiaire de modèles de turbulence consiste à adopter des lois consti-
tutives non-linéaires reliant le tenseur de Reynolds au tenseur de déformation et de
rotation du mouvement moyen. Ces lois constitutives peuvent découler de concepts
rhéologiques par analogie à des fluides viscoélastiques, (Speziale (1987)[171], par ex-
emple) ou bien de dégénérescence des équations de transport des tensions de Reynolds
vers des équations de transport algébriques, approche Explicit Algebraic Stress Mo-
delling, EARSM, (Jongen & Gatski (1998) [90], Gatski & Jongen (2000) [66], Wallin
& Johansson (2000) [192], entre autres). Cette classe intermédiaire vise à restituer le
caractère anisotrope du tenseur turbulent notamment dans les régions proches paroi,
alors que les modèles linéaires de par la loi Boussinesq rendent le comportement des
tensions normales isotrope.

La présence des instationnarités et de structures organisées dans les écoulements
turbulents conduit à ne plus considérer l’ensemble du mouvement fluctuant comme aléa-
toire, et ainsi à adopter des approches instationnaires. La première approche URANS,
Unsteady Reynolds Averaged Navier Stokes, et la plus largement utilisée, consiste à ne
plus considérer le mouvement moyen stationnaire et à appliquer les mêmes schémas de
fermeture qu’en modélisation RANS pour la modélisation des contraintes turbulentes.
Les équations du mouvement moyen sont les mêmes que les équations RANS, au terme
temporel près. Cette approche conduit bien souvent, notamment dans le cas d’écoule-
ments décollés, à de faibles prédictions, du fait du manque d’adaptation des échelles de
vitesse et de longueur du mouvement turbulent utilisées dans ces modèles, quant aux
aspects de non-équilibre statistique induit par les instationnarités.

Une autre méthode de macrosimulation est la simulation des grandes échelles : LES,
Large Eddy Simulation. Seules les structures de petites tailles sont modélisées ; les struc-
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tures de taille plus importante sont calculées à partir des équations de Navier-Stokes
filtrées. Cette approche est intrinsèquement et obligatoirement tri-dimensionnelle. Elle
diffère des précédentes en ce sens que la solution d’un calcul LES représente une réa-
lisation de l’écoulement. Pour un écoulement aléatoire, cette approche doit ainsi être
couplée avec une moyenne d’ensemble à posteriori et donc nécessite soit l’hypothèse
d’ergodicité (quand elle est valable) soit le calcul de plusieurs réalisations afin d’accé-
der aux propriétés statistiques. La partie à modéliser utilise également des concepts
analogues à la viscosité turbulente associés à des fonctions de structure spécifiques et
concerne la partie du spectre turbulent gouvernée par des propriétés de turbulence
homogène et isotrope. De ces faits, en présence de parois solides, l’approche LES pure
(c’est à dire non-couplée avec des modèles statistiques) doit tendre vers une simulation
numérique directe (DNS) dans la région proche - paroi et ceci rend l’approche LES
très onéreuse pour la prédiction des écoulements instationnaires turbulents en grand
nombre de Reynolds en présence de parois solides. Ainsi cette approche ne répond pas
encore suffisamment aux sollicitations d’aérodynamique industrielle, (voir ouvrage de
synthèse issu du programme européen LESFOIL, [50]). Pour ces raisons, l’approche
LES est récemment couplée avec des approches RANS près de la paroi solide. Cette
association a conduit à des approches de macrosimulation hybrides, DES, Detached
Eddy Simulation.

Une différente méthode visant une modélisation statistique avancée s’affranchis-
sant de problèmes de limitation en Reynolds dans les régions proches paroi, est basée
sur la décomposition triple introduite par Reynolds & Hussain (1971)[146], qui sépare
le mouvement en une composante moyenne, une composante fluctuante organisée et
une composante fluctuante aléatoire. Cette décomposition conduisant à des équations
extrêmement complexes, on a recours à la décomposition double qui regroupe la com-
posante moyenne et la composante fluctuante organisée comme étant le mouvement
organisé, comme il sera présenté au paragraphe 4.5. Pour effectuer cette décomposi-
tion, un large recours est fait à la moyenne de phase, qui est alors non seulement un
concept mathématique mais une quantité mesurable. En appliquant cet opérateur aux
équations de Navier-Stokes, les équations moyennes obtenues sont les mêmes que les
équations URANS. Cette approche implique alors le calcul du mouvement organisé
(turbulence résolue) et la modélisation des effets du mouvement aléatoire. Le tenseur
des contraintes turbulentes doit cependant être modélisé différemment. Dervieux et al.
(1998) [53], Braza (2000)[24], Hoarau et al. (2002) [79], Braza et al. (2005) [28] pro-
posent la méthode OES, Organised Eddy Simulation, présentée au paragraphe 4.5 de
ce chapitre.

Afin de s’affranchir des insuffisances de la LES pour les écoulements pariétaux à
grand nombre de Reynolds, et d’associer la robustesse de RANS dans la région proche,
des approches hybrides ont été proposées, telles que l’approche DES, Detached Eddy
Simulation, Spalart et al. (1997)[168], Travin et al. (2000) [189], qui combine la LES
et l’approche RANS par une selection locale soit de l’échelle de longueur LES soit de
l’échelle de longueur RANS. Cette approche est utilisée dans des applications indus-
trielles (programme européen DESIDER, auquel participe le groupe EMT2/IMFT).
Elle sera présentée au paragraphe 4.6.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons passer en revue les différentes approches
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de macrosimulations précitées.

4.2 Large Eddy Simulation, LES
Dans la simulation des grandes échelles SGE ou LES, la décomposition spectrale

s’effectue dans la partie des hautes fréquences correspondant aux mouvements aléa-
toires de la turbulence fine. On prédit la partie du spectre située en amont de cette
coupure par l’opérateur instationnaire 3D des équations du mouvement. Ainsi la disc-
tinction entre les structures à prédire et celles à modéliser se fait sur la base de leur
taille. La partie à modéliser, étant située vers les hautes fréquences, obéit aux hypo-
thèses d’équilibre spectral d’une turbulence homogène et isotrope. Ceci permet l’utilisa-
tion de modèles très simples pour cette partie. Seules les grosses structures de longueurs
d’ondes supérieures à un ordre de grandeur ∆x sont résolues en appliquant au champ
turbulent un filtre passe-bas de largeur ∆x. Cette décomposition en petites et grosses
structures repose sur les mécanismes de cascade énergétique développés par Kolmogo-
rov : ce sont les petites structures de la turbulence qui assurent le transfert d’énergie
depuis les grandes structures. Ces petites structures ne sont pas résolues car leur taille
est inférieure à celle du filtre. Le rôle de la modélisation va donc être de compenser
cette absence dans les équations et d’assurer les transferts énergétiques entre petites et
grosses structures et réciproquement. Plus de détails sur la LES peuvent être trouvés
dans les travaux de Rogallo & Moin (1984) [152], Germano (1992) [67], ou Lesieur &
Metais (1996) [108].

La décomposition spectrale précitée, présentée schématiquement sur la partie (1)
de la figure 4.1, correspond à une décompostion des équations de Navier-Stokes en une
partie qui représente la moyenne filtrée et une partie fluctuante représentant la tur-
bulence des petites échelles. Pour représenter l’action de la turbulence de sous-maille
sur le champ à grande échelle, les tensions turbulentes sont modélisées à travers un
concept de viscosité turbulente de sous-maille qui est introduite dans les équations fil-
trées comme dans les équations de Reynolds pour le champ moyen.

Toutes les variables Φ de l’écoulement sont alors décomposées comme suit :

Φ = Φ + Φ′ (4.2)

où :
Φ(x, t) =

∫
D
G(x− x∗,∆)Φ(x∗)d3x∗ (4.3)

représente le champ filtré de Φ, et donc résolu, et qui contient toutes les longueurs
d’ondes supérieures à la longueur de coupure kf , et Φ′ le champ de sous maille dont
l’influence sur le champ résolu est modélisée par une hypothèse de viscosité. La fonction
de filtrage utilisée est définie de telle sorte que l’on ait :∫

D
G(x− x∗,∆)Φ(x∗)d3x∗ = 1 (4.4)

∆, représente ainsi la plus petite échelle de turbulence permise par l’opération de
filtrage. En pratique, ∆ est la taille de la maille, la fonction G pouvant être un filtre
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Gaussien mais dans le cas général le choix du filtre s’effectue en fonction de l’anisotropie
ou de l’homogéneité de l’écoulement. Lorsque ce filtrage est appliqué aux équations de
Navier-Stokes on obtient :

∂Ui
∂t

+ Uj
∂Ui
∂xj

= − ∂P
∂xi

+ ν ∂2Ui
∂xj∂xj

− ∂τij
∂xj

∂Ui
∂xi

= 0
(4.5)

où τij = UiUj − Ui Uj est le tenseur des contraintes de sous-mailles.

En appliquant la décomposition (4.2) au tenseur des contraintes de sous-mailles τij
on obtient la relation suivante :

τij = Lij + Cij +Rij (4.6)

avec 
Lij = Ui Uj − Ui Uj
Cij = Uiuj + uiUj
Rij = ujuj

(4.7)

Lij est le terme de Léonard qui peut être évalué directement,
Cij est le terme des contraintes croisées de sous-mailles,
Rij est le terme des contraintes de Reynolds de sous-mailles.
Il est à noter que le processus de filtrage utilisé ici diffère des opérateurs habituels

de moyenne puisque :
Ui 6= U i (4.8)

L’approche LES reste très coûteuse et est limitée à des nombres de Reynolds de
l’ordre de 104, puisqu’elle doit tendre vers une simulation directe vers la région proche,
ce qui nécessiterait une finesse du maillage prohibitive pour l’ordre de grandeur du
nombre de Reynolds supérieur à 104(région habituelle de limitation de la LES). Pour
s’affranchir des limitations de la LES dans la région proche paroi, l’approche OES,
Organized Eddy Simulation, peut être utilisée. Elle consiste en une décomposition des
structures présentes dans l’écoulement selon leur nature : cohérente ou aléatoire, figure
4.1. Le choix d’une telle décomposition nécessite l’adoption de moyennes adaptées
comme il sera présenté par la suite. Pour profiter de la robustesse des méthodes RANS
proche paroi et pallier les limitations de la LES, des approches de modélisation hybrides
ont été développées, dont la DES, Detached Eddy Simulation, présentée au paragraphe
4.6.
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4.3 Approches Statistiques
Nous allons passer en revue quelques fermetures de la littérature, des modèles les

plus simples aux plus élaborés. Les approches utilisées dans le cadre de cette thèse
seront détaillées.

La nécessité de ces fermetures découle de l’apparition de termes supplémentaires
dans les équations de Navier-Stokes lorsqu’on moyenne celles-ci par une moyenne d’en-
semble. Bien qu’historiquement écrites en moyenne de Reynolds, ces fermetures sont
applicables à toutes les moyennes d’ensemble. Nous utiliserons dans la suite la moyenne
de Reynolds pour décrire ces modèles.

Les équations de Navier-Stokes moyennées s’écrivent :

∂Ui
∂xi

= 0 (4.9)

∂Ui
∂t

+ Uj
∂Ui
∂xj

+ ∂uiuj
∂xj

= −1
ρ

∂P

∂xi
+ ν

∂2Ui
∂xj∂xj

(4.10)

Tout l’enjeu de la modélisation turbulente consiste à déterminer une expression simple
et réaliste des tensions de Reynolds uiuj et plusieurs méthodes sont possibles.

4.3.1 Les modèles à une équation de transport
La démarche consiste à résoudre une équation de transport afin de déterminer une

échelle caractéristique de la turbulence locale et toutes les autres grandeurs turbulentes
nécessaires sont obtenues par des relations algébriques. Dans cette classe de modéli-
sation il faut distinguer deux types de modèles différents : celui de Bradshaw et al.
(1967)[19], basé sur la résolution d’une équation de transport pour la tension de ci-
saillement et les modèles basés sur le concept de la viscosité turbulente.

Bradshaw et al. (1967) [19] proposent l’équation suivante valable dans les écoule-
ments cisaillés minces :

D

Dt

(
−uv
a1

)
= −uv∂U

∂y
− G (−uv) (−uv)1/2

max
∂y

−
(−uv)3/2

ε
(4.11)

avec a1 = 0, 3 G = − (uv)1/2
max

U∞
f1(y

δ
) L

δ
= f2(y

δ
)

Ce modèle donne de très bons résultats dans des couches limites avec ou sans gradient
de pression.

Prandtl fut le premier auteur à proposer un modèle à une équation basé sur le
concept de viscosité turbulente. Ce modèle, écrit aussi pour les couches cisaillées minces,
résoud une équation modélisée pour l’énergie cinétique turbulente et la tension de ci-
saillement est obtenue par la relation de Boussinesq via la viscosité turbulente de
Prandtl-Kolmogorov, νt = Cµlk

1/2. Dans ce qui suit, nous introduisons le modèle à une
équation de Spalart-Allmaras (1992) [169]. Ce modèle est largement utilisé dans l’in-
dustrie au vue de sa simplicité et de sa stabilité. Les résultats obtenus sont relativement
corrects pour une utilisation industrielle.
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Modèle à une équation de Spalart-Allmaras

Ce modèle résoud l’équation de transport de la viscosité turbulente :

Dν̃

Dt︸︷︷︸
convection

= cb1 (1− ft2) S̃ν̃︸ ︷︷ ︸
production

+ 1
σ

[
∇ · ((ν + ν̃)∇ν̃) + cb2(∇ν̃)2

]
︸ ︷︷ ︸

diffusion

−
(
cw1fw(r)− Cb1

κ2 ft2

)(
( ν̃
dw

)2

︸ ︷︷ ︸
destruction

(4.12)
dw étant la distance à la paroi.

La viscosité turbulente est définie alors par :

µt = ρν̃fv1 ≡ ρνt (4.13)

La fonction d’amortissement visqueux fv1 est définie en fonction de la variable locale
λ ≡ ν̃

ν
comme suit :

fv1 = λ3

λ3 + cv13 (4.14)

Dans le terme de production, S̃ est :

S̃ = S1/2 + ν̃

(κdw)2fv2 (4.15)

où

S =
√

2SijSij et Sij = 1
2

(
∂Ūi
∂xj

+ ∂Ūj
∂xi

)
(4.16)

et
fv2 = 1− λ

1 + λfv1
(4.17)

Afin d’autoriser l’existance de zones laminaires dans l’écoulement, la fonction

ft2 = ct3exp
(
ct4λ

2
)

est introduite dans le terme de production, de sorte que la solution ν̃ = 0 soit une
solution stable du système. Un terme similaire mais de signe opposé est introduit dans
le terme de destruction afin de préserver le comportement du modèle proche paroi.

Le terme de destruction doit s’annuler en dehors de la région de couche limite :

fw(r) = g

[
1 + cw3

6

g6 + cw36

]1/6

(4.18)

où g permet de limiter fw :

g = r + cw2
(
r6 − r

)
et r = ν̃

(κdw)2 S̃
(4.19)

Les constantes du modèle de Spalart-Allmaras, sont données dans le tableau 4.1.
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cb1 cb2 σ κ cv1 ct3 ct4 cw2 cw3 cw1
0.1355 0.622 2

3 0.4187 7.1 1.1 2 0.3 2 cb1
κ2 + 1+Cb2

σ

Table 4.1 – Constantes du modèle de Spalart-Allmaras

4.3.2 Les modèles à deux équations
Ces modèles reposent sur le concept de viscosité turbulente proposé par Boussinesq

en 1877. Ce concept introduit une relation de linéarité entre le cisaillement turbulent et
le gradient transverse. Il a ensuite été généralisé à toutes les contraintes turbulentes :

−τij = −uiuj = νt

(
∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)
− 2

3kδij (4.20)

où νt est la viscosité turbulente. Cette relation comporte plusieurs limitations sur l’évo-
lution des grandeurs turbulentes. En effet, la relation (4.20) suppose que cette viscosité
soit un tenseur. La première des simplifications est de considérer que localement la vis-
cosité est une constante. La proposition de Boussinesq implique une colinéarité entre
les axes principaux du tenseur de déformation moyenne et le tenseur d’anisotropie dé-
fini par aij = uiuj/K − 2/3δij ce qui n’est valable que dans le cas d’une turbulence
homogène isotrope. Le tenseur de Reynolds apparaît dans les équations moyennées de
Navier-Stokes du fait de la non-linéarité du terme convectif. A l’inverse, la relation de
Boussinesq confère à ces tensions un caractère linéaire et diffusif ce qui d’un côté intro-
duit une certaine stabilité numérique mais qui de l’autre va avoir tendance à linéariser
des phénomènes advectifs non-linéaires. Malgré ces limitations, les modèles à concept
de viscosité turbulente restent satisfaisants pour un grand nombre d’écoulements. Une
extension non-linéaire de ce concept permet de s’affranchir de quelques unes de ces
contraintes comme il sera décrit au paragraphe 4.3.3.

Une simple étude dimensionnelle nous montre que la viscosité turbulente νt est
proportionnelle à (u′ ∗ l), où u′ et l désignent respectivement des échelles de longueur
et de vitesse représentatives de l’agitation turbulente. La viscosité turbulente peut donc
être obtenue par le produit d’une échelle de longueur et d’une échelle de temps ou toute
combinaison multiplicative des deux comme la formule de Prandt-Kolmogorov :

νt = Cµl
√
k (4.21)

où l est l’échelle de longueur des tourbillons porteurs d’énergie. Les modèles à deux
équations résolvent une équation de transport pour l’énergie cinétique turbulente k et
une autre pour une grandeur X qui permet par combinaison multiplicative de remonter
à l’échelle de longueur (X = knlm).

Nous allons dans ce qui suit présenter le modèle k− ε Chien, et le modèle k−ω qui
est utilisé dans cette étude.

Le modèle k − ε Chien

Ce modèle a été développé par Chien (1982) [37], dans le but d’améliorer la pré-
diction des écoulements de paroi, et en particulier les coefficients de frottement, les



55

transferts de chaleur, et la distribution de l’énergie cinétique des fluctuations. Ce mo-
dèle est particulièrement adapté aux écoulements à faible nombre de Reynolds. Chien
(1982) [37] a utilisé la méthode des développements limités en série de Taylor pour étu-
dier de manière systématique le comportement des contraintes turbulentes, de l’énergie
cinétique et du taux de dissipation près de la paroi. Il se base sur les équations du mo-
dèle k − ε, développé initialement par Jones et Launder (1973) [89] qui introduisent
des fonctions d’amortissement f1, f2 et fµ :

Energie cinétique de la turbulence

∂k

∂t
+ Ui

∂k

∂xi
= ∂

∂xi

[(
ν + νt

σk

)
∂k

∂xi

]
+ P − ε+ χ (4.22)

Taux de dissipation

∂ε

∂t
+ Ui

∂ε

∂xi
= ∂

∂xi

[(
ν + νt

σε

)
∂ε

∂xi

]
+ Cε1f1

ε

k
P − Cε2f2

ε2

k
+ ξ (4.23)

Viscosité turbulente
νt = Cµfµk

2/ε (4.24)

Les fonctions χ et ξ sont des corrections qui permettent d’avoir les bons comporte-
ments à la paroi. L’apport des différents auteurs de la littérature consiste essentielle-
ment à calibrer les fonctions d’amortissements afin de rendre compte du mieux possible
des résultats expérimentaux. Nombre de ces auteurs préfèrent avoir comme condition
limite de ε à la paroi une valeur nulle et ils remplacent ε par ε̃ dans l’équation (4.23) :

ε̃ = ε−D (4.25)

D prend différentes formes suivant les auteurs, il en est de même pour ξ. La fonction
f1 est prise égale à l’unité pour la plupart des auteurs. Ceux qui choisissent une autre
valeur le font pour augmenter la valeur de la dissipation à la paroi.

La fonction f2 est une fonction d’ajustement permettant de régler le rapport produc-
tion/destruction de ε près de la paroi. La détermination de la fonction f2, tout comme
celle de la constante Cε2, se fait par référence à la décroissance de la turbulence de
grille de telle sorte que le modèle s’accorde à l’expérience à haut et bas Reynolds.

La fonction d’amortissement fµ joue un rôle privilégié parmi les constantes et fonc-
tions du modèle k − ε. En effet, toute modification de cette fonction intervient direc-
tement sur la variable νt qui est la seule information permettant le couplage avec les
équations de quantité de mouvement dans le cadre des modèles à deux équations. Cette
fonction agit pour diminuer l’effet de la dissipation turbulente près de la paroi ainsi
que pour représenter la diminution du cisaillement par la pression fluctuante via la
corrélation pression-cisaillement.

Pour Chien (1982) [37], les fonctions d’amortissement sont :

fµ = 1− exp(−0.0115 y+)

f1 = 1
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f2 = [1− 0.22 exp(−Re2t
36 )]

où
Ret = k2

εν
et y+ = uτy

ν

Les constantes du modèle k − ε Chien sont données par le tableau 4.2.

Cµ Cε1 Cε2 σk σε
0.09 1.35 1.8 1.0 1.3

Table 4.2 – Constantes du modèle k − ε-Chien

Le modèle à deux équations k − ω

Le modèle à deux équations k−ω de Wilcox (1988) [196], est formulé comme suit :
Viscosité turbulente :

µt = α∗
ρ̄k

ω
(4.26)

Energie cinétique turbulente :
∂ρ̄k

∂t
+ Uj

∂ρ̄k

∂xj
= τij

∂Uj
∂xi
− β∗ρ̄kω + ∂

∂xj

[
(µ+ σ∗µt)

∂k

∂xj

]
(4.27)

Taux de dissipation :
∂ρ̄ω

∂t
+ Uj

∂ρ̄ω

∂xj
= γ

ω

k
τij
∂Uj
∂xi
− βρ̄ω2 + ∂

∂xj

[
(µ+ σµt)

∂ω

∂xj

]
(4.28)

Relations auxiliaires :

ε = β∗ωk, et l = k1/2/ω (4.29)

Pour la version à nombre de Reynolds élevé, les constantes du modèle sont données
par le tableau 4.3.

α∗ γ β β∗ σ σ∗

1 5/9 3/40 9/100 1/2 1/2

Table 4.3 – Constantes du modèle k − ω, version nombre de Reynolds élevé

Concernant la version à bas nombre de Reynolds, les coefficients du modèle sont
obtenus à partir des relations suivantes :

α∗ = α∗0+Ret/Rk
1+Ret/Rk

γ = 5
9
γ0+Ret/Rω
1+Ret/Rω .(α

∗)−1

β∗ = 9
100

5/18+(Ret/Rβ)4

1+(Ret/Rβ)4

(4.30)
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où Ret est le nombre de Reynolds de turbulence défini par :

Ret = k

νω
(4.31)

et les constantes sont données par le tableau 4.4.

α∗0 γ0 β σ σ∗ Rk Rω Rβ

β/3 1/10 3/40 1/2 1/2 6 27/10 8

Table 4.4 – Constantes du modèle k − ω, version bas nombre de Reynolds

Les modèles utilisés dans cette thèse sont basés sur le modèle de Wilcox. Deux
versions modifiées par Menter (1992 et 1993) [118, 119] sont présentées dans ce qui
suit : k − ω −BSL et k − ω − SST .

La version k − ω −BSL (Base Line)

En comparaison au modèle d’origine, les différences consistent à la modification des
constantes et à l’ajout d’un terme additionnel : cross-diffusion. Cette version du modèle
est obtenu en combinant le modèle k − ω classique multiplié par une fonction F1, au
modèle k − ε transformé en k − ω et multiplié par (1− F1). La fonction F1 devra être
égale à 1 proche paroi et 0 dans la région lointaine.

Wilcox classique :
∂ρ̄k

∂t
+ Uj

∂ρ̄k

∂xj
= τij

∂Uj
∂xi
− β∗ρ̄kω + ∂

∂xj

[
(µ+ σk1µt)

∂k

∂xj

]
(4.32)

∂ρ̄ω

∂t
+ Uj

∂ρ̄ω

∂xj
= γ1

νt
τij
∂Uj
∂xi
− β1ρ̄ω

2 + ∂

∂xj

[
(µ+ σω1µt)

∂ω

∂xj

]
(4.33)

k − ε transformé :
∂ρ̄k

∂t
+ Uj

∂ρ̄k

∂xj
= τij

∂Uj
∂xi
− β∗ρ̄kω + ∂

∂xj

[
(µ+ σk2µt)

∂k

∂xj

]
(4.34)

∂ρ̄ω

∂t
+Uj

∂ρ̄ω

∂xj
= γ2

νt
τij
∂Uj
∂xi
−β1ρ̄ω

2 + ∂

∂xj

[
(µ+ σω2µt)

∂ω

∂xj

]
+2ρ̄σω2

1
ω
· ∂k
∂xj
· ∂ω
∂xj

(4.35)

En combinant les équations précédentes, le modèle k − ω − BSL se résume aux
équations suivantes :

Dρ̄k

Dt
= τij

∂Uj
∂xj
− β∗ρ̄kω + ∂

∂xj

[
(µ+ σkµt)

∂k

∂xj

]
(4.36)

Dρ̄ω

Dt
+Uj = γ

νt
τij
∂Uj
∂xj
−βρ̄ω2 + ∂

∂xj

[
(µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

]
+2(1−F1)ρ̄σω2

1
ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(4.37)

avec νt = k/ω. Les constantes du modèle sont générées en utilisant la relation
suivante :

φ = F1φ1 + (1− F1)φ2 (4.38)
où φ1 et φ2 représentent les constantes du modèle de Wilcox classique et du modèle
k − ε transformé : Les constantes φ1 de (Wilcox k − ω) sont donc :
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σk1 = 0.5, σω1 = 0.5, β1 = 0.0750
β∗ = 0.09, κ = 0.41, γ1 = β1/β

∗ − σω1κ
2/
√
β∗

Les constantes φ2 proviennent du modèle k− ε standard de Launder & Sharma (1974)
[101] :

σk2 = 1, σω2 = 0.856, β2 = 0.0828
β∗ = 0.09, κ = 0.41, γ2 = β2/β

∗ − σω2κ
2/
√
β∗

La fonction F1 est défine par :

F1 = tanh
(
arg4

1

)
(4.39)

avec

arg1 = min

[
max

( √
k

0.009ωy ; 500ν
y2ω

)
; 4ρ̄σω2k

CDkωy2

]
(4.40)

où y est la distance à la paroi la plus proche et CDkω est la partie positive du terme
de ”cross-diffusion” dans l’équation de dissipation turbulente :

CDkω = max

(
2ρ̄σω2

1
ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
; 10−20

)
(4.41)

La version k − ω − SST (Shear Stress Transport)

Cette version est identique à la version k − ω − BSL sauf que les constantes φ1 et
la viscosité turbulente sont modifiées :

σk1 = 0.85, σω1 = 0.5, β1 = 0.0750
β∗ = 0.09, κ = 0.41, γ1 = β1/β

∗ − σω1κ
2/
√
β∗

La viscosité turbulente est définie par :

µt = a∗1
ρ̄k

max (a1ω; | Ω | F2) (4.42)

| Ω | est la norme du tenseur de vorticité moyenne, remplacée de préférence par
celle du tenseur de déformation, Menter et al. (2003) [120]. La fonction F2 est donnée
par :

F2 = tanh
(
arg2

2

)
(4.43)

avec

arg2 = max

( √
k

0.009ωy ; 500ν
y2ω

)
(4.44)
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4.3.3 Les modèles non linéaires
L’hypothèse de fermeture de Boussinesq qui n’est pas anisotrope, n’est valide que

si l’écoulement est homogène. Les modèles non linéaires s’appuient principalement sur
une relation non linéaire explicite entre les contraintes turbulentes et les gradients de
vitesse. Classiquement, un modèle non linéaire consiste en une extension polynomiale
de la loi Boussinesq par des termes non linéaires qui peuvent être d’ordre élevé. Les deux
paramètres k, énergie cinétique de tubulence, et ε, taux de dissipation de turbulence,
sont utilisés pour normaliser les contraintes de Reynolds(uiuj) et les tenseurs de taux
de déformation (Sij) et de rotation (ωij) comme suit :

aij = uiuj
k
− 2

3δij (4.45)

Sij = 1
2
k

ε

(
∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)
(4.46)

ωij = 1
2
k

ε

(
∂Ui
∂xj
− ∂Uj
∂xi

)
(4.47)

La détermination de uiuj est donc équivalente à la détermination de aij, et comme
Sij et ωij contiennent toutes les informations données par k, ε et ∂Ui

∂xj
, on peut écrire :

aij = aij (S;ω) (4.48)

L’expression la plus générale de la relation précédente dans une base de tenseurs
indépendants sera :

aij = Πi=1,∞Σαi=0,∞Πj=1,∞Σβj=0,∞G
α1,α2...
β1,β2...S

α1ωβ1Sα2ωβ2 ... (4.49)

les coefficients Gαi
βj

étant fonction des invariants formés avec S et ω.

Pope (1975) [137] montre, par le biais du théorème de Cayley-Hamilton, que cette
base compte, en trois dimensions, dix éléments indépendants :

T 1 = S T 2 = Sω − ωS
T 3 = S2 − 1

3I {S
2} T 4 = ω2 − 1

3I {ω
2}

T 5 = ωS2 − S2ω T 6 = ω2S + Sω2 − 2
3I {Sω

2}
T 7 = ωSω2 − ω2Sω T 8 = SωS2 − S2ωS
T 9 = ω2S2 + S2ω2 − 2

3I {S
2ω2} T 10 = ωS2ω2 − ω2S2ω

et que les invariants indépendants construits à partir de S et ω sont au nombre de
cinq :

{S2} ,{ω2}, {S3}, {ω2S} et {ω2S2}

où {M} représente la trace du tenseur M .
Cette base se réduit à trois tenseurs avec deux invariants indépendants en deux

dimensions.
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Le tenseur polynômial infini (4.49) s’écrit alors de la forme suivante :

a = ΣGλTλ (4.50)

avec 0 ≤ λ ≤ 2 en deux dimensions, et 1 ≤ λ ≤ 10 en trois dimensions. La matrice
λ× λ, dite de Gram Gλ est définie comme suit (Jongen & Gatski (1998) [90]) :

Gλ
kl =

{
Tk,Tl

}
, k, l = 1, 2, ..., λ (4.51)

Il existe différentes formulations pour ces coefficients des modèles non-linéaires.
Quelques versions sont données en annexe A. Des modèles non-linéaires, descendent
les modèles algébriques, qui seront présentés au paragraphe 4.3.5.

4.3.4 Les modèles au second ordre
Les fermetures au second ordre correspondent à un niveau de description qui offre

un bon compromis entre potentialités sur le plan de la représentation des phénomènes
turbulents de la pratique, et niveau de complexité modéré et donc possibilité d’un
traitement numérique efficace. Ces modèles permettent de traiter de façon plus exacte
l’anisotropie du tenseur de Reynolds. Ils sont potentiellement généreux mais difficiles
à mettre au point car les hypothèses de fermeture et les constantes empiriques à déter-
miner sont nombreuses.

En introduisant la décomposition de Reynolds pour la vitesse en partie moyenne
et partie fluctuante dans les équations de Navier-Stokes, on peut écrire, sous forme
tensorielle, l’équation exacte de transport des contraintes de Reynolds :

Duiuj
Dt

= −
[
uiuk

∂Uj
∂xk

+ ujuk
∂Ui
∂xk

]
︸ ︷︷ ︸

Pij

− 1
ρ

[
ui
∂p

∂xj
+ uj

∂p

∂xi

]
︸ ︷︷ ︸

Πij

+ ∂

∂xk
(−uiujuk)︸ ︷︷ ︸
Dtij

+ ∂

∂xk

(
ν
∂uiuj
∂xk

)
︸ ︷︷ ︸

Dνij

− 2ν
(
∂ui
∂xk

∂uj
∂xk

)
︸ ︷︷ ︸

εij

(4.52)

Soit :

Cij = Dt
ij +Dν

ij + Pij + πij − εij (4.53)
où :

Cij est le terme de convection des tensions de Reynolds,

Dt
ij est le terme de diffusion turbulente, c’est à dire la diffusion des contraintes de

Reynolds par le mouvement fluctuant (corrélations triples),

Dν
ij est le terme de diffusion visqueuse des contraintes de Reynolds,

Pij est le terme exact de production de la contrainte uiuj par le mouvement moyen,
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πij est la corrélation vitesse-gradient de pression fluctuants,

εij est la dissipation visqueuse de la contrainte uiuj.

Dans ce qui suit sont décrites les différentes modélisations adoptées par différents
auteurs pour chacun des termes de l’équation (4.53) à l’exception des termes Pij et Dν

ij

qui sont des termes exacts. Il faudra ajouter à ces équations une équation supplémen-
taire pour la dissipation nécessaire à la fermeture du système.

Modélisation de Dt
ij = ∂

∂xk
(−uiujuk)

Davydov (1959) [51] donne une description complète de l’équation exacte des corré-
lations triples réalisée par Chou (1945) [38], à partir des équations de Navier-Stokes :

Duiujuk
Dt

= −
[
uiujul

∂Uk
∂xl

+ ujukul
∂Ui
∂xl

+ ukuiul
∂Uj
∂xl

]
I

+
[
uiuj

∂ukul
∂xl

+ ujuk
∂uiul
∂xl

+ uiuk
∂ujul
∂xl

]
II

− ∂

∂xl
uiujukul III

−1
ρ

[
uiuj

∂p

∂xk
+ ujuk

∂p

∂xi
+ uiuk

∂p

∂xj

]
IV

(4.54)

Les corrélations quadruples (III) sont simplifiées à l’aide de la proposition quasi-
normale de Millionshtchikitov (1941) [121], et pour des corrélations triples faibles, (III)
s’exprime en fonction des corrélations doubles :

uiujukul = uiuj.ukul + uiuk.ujul + uiul.ukuj (4.55)
donc on peut écrire :

II + III = −
[
uiul

∂ukuj
∂xl

+ ujul
∂uiuk
∂xl

+ ukul
∂uiuj
∂xl

]
(4.56)

Après examination des résultats expérimentaux de Hanjalić & Launder (1972) [73],
le terme (I) des corrélations triples peut être négligé. Quant au terme (IV ), la corré-
lation de pression est approchée par un terme proportionnel à

− ε
k
uiujuk

Les hypothèses précédentes conduisent à l’expression algébrique suivante de la cor-
rélation triple :

uiujuk = Cs
k

ε

[
uiul

∂ukuj
∂xl

+ ujul
∂uiuk
∂xl

+ ukul
∂uiuj
∂xl

]
(4.57)

le coefficient Cs est fixé par référence aux données expérimentales sur divers écoule-
ments turbulents ; Launder et al. (1975) [103] proposent Cs = 0, 11.
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D’autres schémas ont été proposés par différents auteurs : Daly & Harlow (1970)
[48] proposent un modèle pour le transport d’une quantité φ en utilisant l’hypothèse
du gradient généralisé :

ukφ = ukul
∂φ

∂xl

les corrélations triples sont alors reliées aux corrélations doubles :

uiujuk = C ′s
k

ε
ukul

∂uiuj
∂xl

(4.58)

Cependant, cette hypothèse ne satisfait pas les propriétés de symétrie tensorielle. Tou-
tefois elle a été utilisée par Launder et al. (1975) [103], avec C ′s = 0.25.

Pour Donaldson (1971) [55],

uiujuk = −L
√
k

[
∂uiuj
∂xk

+ ∂ujuk
∂xi

+ ∂uiuk
∂xj

]
(4.59)

où L est une macroéchelle de longueur.

On peut citer également le modèle isotrope de Shir (1973) [164] :

−uiujuk = ∂

∂xk

(
Cµf2

k2

ε

∂uiuj
∂xk

)
(4.60)

ou encore la formulation plus complexe de Magnaudet (1993) [116], faisant intervenir
des gradients multiples :

− ε
k
uiujuk = Cs1

(
uiul

∂ujuk
∂xl

+ ujul
∂uiuk
∂xl

+ ukul
∂uiuj
∂xl

)

−Cs2
(
uiuj

∂ukul
∂xl

+ uiuk
∂ujul
∂xl

+ ujuk
∂uiul
∂xl

)

+1
k

(uiuj.ukul + uiuk.ujul + ujuk.uiul)
(
Cs3

∂k

∂xl
+ Cs4

k

ε

∂ε

∂xl

)
(4.61)

Modélisation de εij = 2ν
(
∂ui
∂xk

∂uj
∂xk

)
Si le nombre de Reynolds est suffisamment élevé pour que la zone de dissipation

soit bien séparée de la zone de production, le processus de dissipation visqueuse peut
être supposé isotrope :

εij = 2
3εδij (4.62)

À faibles nombres de Reynolds, Rotta (1951) [155] a donné une formulation plus
adaptée, ne traduisant pas la tendance à l’isotropie locale :

εij = uiuj
k
ε (4.63)



63

À partir de ces deux formes asymptotiques, Hanjalić & Launder (1976) [74] ont
proposé une approximation plus générale :

εij = 2
3ε
{

(1− fs) δij + uiuj
2
3k

fs

}
(4.64)

où fs est fonction du nombre de Reynolds de turbulence RT = k2

νε
; sa valeur change de

l’unité au zéro quand le nombre de Reynolds varie de zéro à l’infini. Après optimisation,
la meilleure forme de fs retenue par Hanjalić & Launder (1976) [74] est :

fs =
(

1 + 1
10RT

)−1
(4.65)

Launder & Tselepidakis (1987) [107], et ensuite Lai & So (1990) [100], proposent
un modèle amélioré à la paroi :

Dν
ij = 2

3ε (1− fω,1) δij +
fω,1
k

[uiuj + uiuknknj + ujuknkni + ninjukulnknl]

1 + 3ukulnknl
2k

(4.66)

où ni = (0, 1, 0) est le vecteur unitaire normale à la paroi, et

fω,1 = exp

[
−
(
RT

150

)2]
(4.67)

Hanjalić & Jakirlić (1993) [72] et Launder & Tselepidakis (1994) [106] ont modifié
ce modèle en introduisant les invariants du tenseur d’anisotropie proposé par Lumley
(1978) [112], et ceux du tenseur de la dissipation anisotrope. Shima (1993)[162] a pro-
posé une formulation plus simple en enlevant les normales à la paroi. Il décompose εij
en trois parties : une partie isotrope, une partie anisotrope importante à la paroi, et
une correction de paroi :

εij = (1− fε)
2
3δijε+ fεε

∗
ij + ε′ij (4.68)

avec

ε∗ij = ε
uiuj
k

ε′ij = 1
2

(
Dij −Dkk

uiuj
k

)
Dij = ν

∂2

∂xk∂xk
uiuj

fε = 1− A0.5E2 A = 1− 9(A2−A3)
8 E = 1− 9 (E2 − E3)

8

A2 = aijaji A3 = aijajkaki

E2 = eijeji E3 = eijejkeki

aij = uiuj
k
− 2

3δij eij = uiuj
k
− 2

3δij

(4.69)

Craft & Launder (1996) [45] ont proposé une modélisation encore plus compliquée :

εij =
(

1− fh
ε∗kk
2ε

)(1− fε)

(
ε′ij + ε′′ij

)
D

+ 2
3fεεδij

+ fhε
∗
ij (4.70)
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Les différentes composantes de l’équation (4.70) s’écrivent comme suit :

ε′ij = ε
uiuj
k

+ 2ν ulun
k

∂
√
k

∂xl

∂
√
k

∂xn
δij + 2ν ului

k

∂
√
k

∂xj

∂
√
k

∂xl
+ 2ν uluj

k

∂
√
k

∂xi

∂
√
k

∂xl
(4.71)

ε′′ij = ε
[
2uluk
k

dAl dkd
Aδij −

ului
k
dAl d

A
j −

uluj
k
dAl d

A
i

]
fR (4.72)

ε∗ij = 0.2ν
[
∂
√
kA

∂xk

∂
√
kA

∂xk
δij + 2∂

√
kA

∂xi

∂
√
kA

∂xj

]
(4.73)

D = ε′kk + ε′′kk
2ε

fR = (1− A)min
((

RT

80

)2
, 1.0

)
fh = 1− exp

(
−RT

50

)
fε = A

1
2

(4.74)

introduisant ainsi les paramètres dAi et NA
i :

NA
i = ∂ (lA)

∂xi
dAi = NA

i

α +
(
NA
k N

A
k

) 1
2

où l = k
3
2

ε
est l’échelle de longueur de turbulence, et α = 0.5.

Modélisation de Πij = −1
ρ

[
ui

∂p
∂xj

+ uj
∂p
∂xi

]
Lumley (1975) [111] propose la décomposition de la corrélation de vitesse-gradient

de pression en deux parties : φpij, transport par la pression fluctuante, et φij, corrélation
pression-déformation :

Πij = 1
ρ

∂

∂xk
(δikujp+ δjkuip)︸ ︷︷ ︸

φpij

+ p

ρ

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

φij

(4.75)

Cette décomposition est la plus communément utilisée, mais on peut citer d’autres
alternatives, comme celle de Mansour et al. (1988) [117], où :

Πij = φ̃ij + uiuj
2k Πll (4.76)

dans ce cas, seul Πll est à modéliser au lieu de la corrélation pression-vitesse.

Lumley (1980) [113] propose de réorganiser la somme
(
Πij +Dν

ij

)
, en décomposant

la pression p en une partie générée uniquement par les fluctuations
(
p(1)

)
et une partie

générée uniquement par le champ moyen
(
p(2)

)
:
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−2ν ∂ui
∂xk

∂uj
∂xk

+ p
ρ

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
= −2

3δijε

+
[

1
ρ
p(1)

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
− 2ν ∂ui

∂xk

∂uj
∂xk

+ 2
3δijε

]
+1
ρ
p(2)

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

) (4.77)

On retrouve alors la décompostion en terme lent et terme rapide décrite ci-dessous.
En considérant la divergence de l’équation de Navier-Stokes en décomposition de

Reynolds pour déduire l’équation de Poisson, et en intégrant puis multipliant le résultat
par ∂ui

∂xj
, Chou (1945) [38], a donné la formulation exacte de Πij :

p

ρ

∂ui
∂xj

= 1
4π

∫∫∫ (
∂2ulum
∂xl∂xm

)′ (
∂ui
∂xj

)
dvol

|x− y|︸ ︷︷ ︸
Φij,1

+ 1
2π

∫∫∫ (
∂Ul
∂xm

)′ (
∂um
∂xl

)′ (
∂ui
∂xj

)
dvol

|x− y|︸ ︷︷ ︸
Φij,2

+ 1
4πρ

∫∫ [
1
x

∂p

∂n
− p ∂

∂n

(1
x

)]′
∂ui
∂xj

dS︸ ︷︷ ︸
Φij,ω

(4.78)

Les variables x et y correspondent aux positions des points dans l’espace. Les gran-
deurs représentées avec (′) sont évaluées au point courant x alors que les autres sont
évaluées au point y, variable intégrée sur tout le volume. Le terme lent Φij,1 corres-
pond à l’interaction mutuelle entre les composantes turbulentes ; le terme rapide Φij,2
découle du taux moyen de cisaillement et de son interaction avec la turbulence ; Quant
au terme de paroi Φij,ω, c’est une intégrale de surface qui n’intervient qu’en présence
de paroi.

Modélisation du terme lent Φij,1

Ce terme est encore appelé terme de retour à l’isotropie ou terme de Rotta, Rotta
(1951) [155] étant le premier à proposer une modélisation de ce terme :

Φij,1 = φij,1 + φji,1 = −C1
ε

k

(
uiuj −

2
3kδij

)
(4.79)

Ce terme est établi par le rapport entre le tenseur d’anisotropie bij = uiuj
k
− 2

3δij
et le temps caractéristique de la turbulence k

ε
, marquant ainsi un simple mécanisme

d’évolution de croissance ou de décroissance de l’anisotropie. Rotta (1951) [155] propose
C1 = 1.4. Le perfectionnement de l’hypothèse de Rotta peut se baser sur une approche
inspirée des travaux de Lumley & Newmann (1977) [114], et de Lumley (1978) [112]
qui conduisent à une expression non linéaire :

Φij,1 = −ε
[
C1 (A1, A2, Rel) aij − C2 (A1, A2, Rel)

(
aikakj −

2
3δijA2

)]
(4.80)
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avec

C1 (A1, A2, Rel) = 2 + F

9 exp
(
−7.77√
Rel

)
×
(

72√
Rel

+ 80.1 ln
[
1 + 62.4

(
A2

2 − 2.3A3

3

)])

C2 (A1, A2, Rel) = 0 Rel = k4

9νε F = 1 + 9
2A2 + 9A3

A2 et A3 définis dans (4.69).

Launder (1989) [105] propose aussi une forme non linéaire mais avec des coefficients
relativement simples :

Φij,1 = C∗1ε
[
aij + C∗2

(
aikakj −

1
3A2δij

)]
(4.81)

où

C∗1 = 3.1 (A.A2)
1
2 C∗2 = 1.2

Sarkar & Speziale (1990) [157] utilisent également une formulation non linéarire
très simple du type :

Φij,1 = −ε
[
c1aij − c2

(
aikakj −

1
3A2δij

)]
(4.82)

avec

c1 = 3.4 c2 = 4.2

Craft & Launder (1996) [45] modélisent le terme Φ∗ij = Πij −
dp
kk
uiuj

2k au lieu de Πij

car ils se sont aperçus que ce terme avait la même évolution pour les écoulements de
surfaces et ceux de paroi. Ils proposent une formulation plus complexe en introduisant
des termes de correction d’inhomogénéité (voir annexe B.5).

Modélisation du terme rapide Φij,2

Rotta (1951), [155] a introduit l’approximation suivante :

φij,2 = amilj
∂Ul
∂xm

(4.83)

avec
amilj = − 1

2π

∫∫∫
Ω

∂2u′mui
∂ξl∂ξj

dvol

|x− y|
(4.84)

les ξi étant les coordonnées cartésiennes du vecteur |x − y|. Cette relation est vraie
en turbulence homogène. En turbulence non homogène, Launder et al. (1975) [103]
la supposent valable si les dérivées secondes de vitesse moyenne sont négligeables. Le
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tenseur du quatrième ordre amilj doit satisfaire des conditions de symétrie :amilj = aimlj =
aimjl , et de continuité :amili = 0, et que amijj = 2umui. Le tenseur le plus général vérifiant
ces contraintes peut s’écrire :

amilj = αumuiδlj + β (uiujδml + uiulδmj + umujδil + umulδij) + C2ulujδmi

+ [ηδmiδlj + λ (δmlδij + δmjδil)] k
(4.85)

Les contraintes permettent d’écrire toutes les constantes en fonctions de C2 :

α = 4C2 + 10
11 β = −3C2+2

11

η = −50C2 + 4
55 λ = 20C2+6

55 (4.86)

En combinant (4.85) et (4.86), on pourra écrire :

Φij,2 = −C2 + 8
11

(
Pij −

2
3Pδij

)
− 8C2 − 2

11

(
Dij −

2
3Pδij

)
− 3C2 − 2

55 kS ′ij (4.87)

avec

Pij = −
(
uiuk

∂Uj
∂xk

+ ujuk
∂Ui
∂xk

)

Dij = −
(
uiuk

∂Uk
∂xj

+ ujuk
∂Uk
∂xi

)

S ′ij = ∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

(4.88)

et P est le terme de production d’énergie cinétique turbulente, soit :

P = 2
3Pii = −uiuj

∂Ui
∂xj

(4.89)

Dans le cas d’une turbulence isotrope soumise à une distorsion brusque, Φij,2 ne
dépend plus de C2, et se réduit à :

Φij,2 = 0.4kS ′ij (4.90)

Dans l’équation (4.87), le premier groupe est apparu dominant, et à cause de sa
signification physique claire, il peut être intéressant de découvrir jusqu’à quel point ce
terme conservé seul peut rendre compte de l’effet de la déformation sur la corrélation de
pression. Launder et al. (1975) [103] introduisent dans ce sens la formulation simplifiée
suivante :

Φij,2 = −γ
(
Pij −

2
3Pδij

)
(4.91)

Dans ce cas, γ doit compenser les termes négligés. En turbulence isotrope, on re-
trouve (4.90) pour γ = 0.6.

D’autres schémas plus élaborés peuvent être cités également, comme celui de Shih
& Lumley (1985) [159], Fu et al. (1987) [64], Launder & Li (1994) [102], (Annexe B.3),
Craft (1998) [44] ( Annexe B.5).
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Modélisation du terme de paroi φij,ω
En ce qui concerne le terme de paroi associé au terme lent, Shima (1988) [161]

propose de regrouper les deux termes, et fait varier la constante :

Φij,1 = C∗1
ε

k

(
uiuj −

2
3δijk

)
(4.92)

C∗1 = C1

[
1−

(
1− 1

C1

)
fω

]
(4.93)

fω = exp

−(0.015
√
ky

ν

)4 (4.94)

Dans cette dernière formulation, le terme
√
ky
ν

peut être remplacé par RT = k2

νε
ou par

UT y
ν
.
Launder & Shima (1989) [104] reprennent le modèle de Gibson & Launder (1978)

[69], qui s’appuie sur les travaux de Shir (1973)[164], et l’étendent jusqu’à la vraie
paroi :

Φij,1,ω = Cω
1
ε

k

(
ukumnknmδij −

3
2ukuinknj −

3
2ukujnkni

) 0.4k 3
2

εy
(4.95)

Cω
1 = −2

3C1 + 1.67 (4.96)

C1 = 1 + 2.58AA
1
4
2

(
1− exp

[
− (0.0067RT )2

])
(4.97)

nk étant le vecteur unitaire perpendiculaire à la surface. Cette modélisation de Φij,1,ω
ainsi que le terme de Rotta sont les plus utilisés dans la littérature (avec changement
des valeurs des constantes).

Quant à l’influence de la paroi sur le terme rapide, Launder et al. (1975) [103]
proposent :

Φij,2,ω =
[
∂Ul
∂xm

(
bmilj + bmjli

)]
f

(
l

y

)
(4.98)

où l représente l’échelle des tourbillons porteurs d’énergie. Φij,2,ω est nécessaire pour
traduire l’anisotropie des tensions normales et la diminution de la tension de cisaille-
ment. la nouvelle quantité bmilj est, par analogie à amilj , un tenseur symétrique exprimé
sous forme d’une combinaison linéaire des composantes du tenseur de Reynolds :

bmilj = α′umuiδlj + β′ (uiujδml + uiulδmj + umujδil + umulδij) + C ′2ulujδmi

+ [η′δmiδlj + λ′ (δmlδij + δmjδil)] k
(4.99)

Ce tenseur doit vérifier bmili = 0, car Φij,2,ω est redistibutif ; ce qui implique :

α′ + 5β′ + C ′2 = 0 2β′ + 4λ′ + η′ = 0 (4.100)

L’expérience montre que ω2 reste non affectée par la présence de la paroi, donc
b23

13 = 0, ce qui implique β′ = 0 et α′ = C ′2.



69

L’expression retenue par Launder et al. (1975) [103] est :

Φij,ω =
[
0.125 ε

k

(
uiuj −

2
3δijk

)
+ 0.015 (Pij −Dij)

]
k3/2

εy
(4.101)

Launder & Shima (1989) [104] proposent, suite à l’équation (4.95) :

φij,2,ω = Cω
2

(
φkm,2nknmδij −

3
2φik,2nknj −

3
2φjk,2nkni

) 0.4k3/2

εy
(4.102)

avec Cω
2 = max

[(
2
3C2 − 1

6

)
, 0
]
et C2 = 0.75A1/2.

De très nombreuses autres expressions pour φij ont été employées dans la littéra-
ture ; quelques formulations particlières seront détaillées dans l’ annexe B.

Modélisation de l’équation de transport de la dissipation

L’équation de transport des tensions de Reynolds fait intervenir le tenseur de dissi-
pation εij. Un système d’équations de transport peut être écrit pour chacun des termes
de ce tenseur faisant alors apparaître six équations supplémentaires qui devront ensuite
être modélisées. L’alternative du paragraphe 4.3.4 consiste à définir une relation algé-
brique reliant le tenseur de dissipation εij aux tenseurs de Reynolds et à une échelle
de temps. Dans le cas de turbulence isotrope, le rapport entre l’énergie cinétique et la
dissipation turbulentes k

ε
fournit un temps caractéristique de décroissance de la tur-

bulence. L’approche proposée par Davydov (1961) [52] et utilisée par Daly & Harlow
(1970) [48] et Hanjalić & Launder (1972)[73], est d’introduire la trace scalaire ou la
dissipation totale ε = 1

2εii, et de modéliser εij en fonction de uiuj et ε. Dans ce cas,
une équation supplémentaire décrivant l’évolution de ε est nécessaire. Cette équation
est déduite de l’équation de Navier-Stokes :

Dε

Dt
= P 1

ε + P 2
ε + P 3

ε + P 4
ε + Tε + Πε +Dε − Y (4.103)

les différents termes de cette relation pouvant être identifiés comme suit :

P 1
ε = −2 ∂ui

∂xj

∂uk
∂xj
Sik production mixte,

P 2
ε = −2 ∂ui

∂xk

∂ui
∂xm

Skm production par les gradients de vitesses moyennes,

P 3
ε = −2uk ∂ui∂xm

∂2Ui
∂xk∂xm

production par gradient,

P 4
ε = −2 ∂ui

∂xk

∂ui
∂xm

∂uk
∂xm

production par la turbulence,

Tε = −
∂

(
uk

∂ui
∂xm

∂ui
∂xm

)
∂xk

transport par la turbulence,

Πε = −2
ρ

∂

(
∂p
∂xm

∂uk
∂xm

)
∂xk

transport par la pression fluctuante,
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Dε = ∂2ε
∂xk∂xk

diffusion visqueuse,

Y = 2 ∂2ui
∂xkxm

∂2ui
∂xkxm

destruction par la viscosité,

où Sij = 1
2

(
∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)
est le taux moyen de déformation. Les termes de l’équation

(4.103) ont été modélisés par différents auteurs comme Davydov (1961) [52], Daly &
Harlow (1970) [48], Hanjalić & Launder (1972, 1976) [73, 74]. La majorité des modèles
proposent d’écrire l’équation de ε comme une somme d’un terme de production, d’un
terme de dissipation, d’un terme de transport turbulent, et d’un terme visqueux :

Dε

Dt
= Cε1

ε

k
Pk − Cε1

ε2

k
+ Cε

(
k

ε
uiuj

∂ε

∂xj

)
,i

+ ε,jj (4.104)

Cε1, Cε2 et Cε sont des constantes ou fonctions du nombre de Reynolds de turbulence.

Davydov (1961) [52], et Hanjalić & Launder (1972) [73] combinent les termes P 1
ε et P 2

ε

et les modélisent comme suit :

Pε = P 1
ε + P 2

ε = −Cε1
ε

k
uiujSij = Cε1

ε

k
Pk (4.105)

Hanjalić & Launder (1976) [74] recommandent Cε1 = 1.275. Ils combinent aussi P 4
ε et

Y :
Dε = −P 4

ε + Y = Cε2
ε2

k
(4.106)

Pour les écoulements de proche paroi, cette relation tend vers l’infini quand on s’ap-
proche de la paroi. Les auteurs introduisent donc la dissipation modifiée :

ε̃ = ε− 2ν
(
∂k 1

2

∂xl

)2

(4.107)

et une fonction d’amortissement fε fonction de RT . Ils écrivent alors :

−P 4
ε + Y = Cε2fε

εε̃

k
(4.108)

avec
fε = 1− 0.4

1.8exp
[
−
(1

6RT

)2]
(4.109)

et Cε2 = 1.8
Les mêmes auteurs modélisent le transport par la turbulence comme suit :

Tε = Cε

(
k

ε
uiuj

∂ε

∂xj

)
,i

(4.110)

avec Cε = 0.15. Ils proposent de modéliser P 3
ε par :

P 3
ε = Cε3

kujuk
ε

(
∂2Ui

∂xj∂xm

)(
∂2Ui

∂xk∂xm

)
(4.111)
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avec C3
ε = 2.0.

Plusieurs autres formulations, plus ou moins complexes, sont proposées par diffé-
rents auteurs, comme Shima (1988) [161], Launder & Shima (1989) [104] , Craft &
Launder (1996) [45] (voir Annexe B). La modélisation de l’équation de ε reste tou-
jours un problème relativement ouvert. En effet, cette grandeur, tout comme le terme
de pression-déformation dans les modèles au second-ordre, reste inaccessible à l’expé-
rience, et est aussi très délicate à évaluer par simulation numérique directe puisque
l’étude à grands nombres de Reynolds nécessite une finesse de maillage considérable
afin d’évaluer correctement les gradients des quantités fluctuantes. Mais de tentatives
ré-centes (PIV) permettent d’avoir l’évolution d’une partie des termes du tenseur εij.

4.3.5 Les modèles ARSM
Les modèles algébriques des tensions de Reynolds (Algebraic Reynolds Stress Mo-

del) sont une étape intermédiaire entre les modèles à deux équations et les modèles
au second ordre. L’un des objectifs de ces modèles, tout comme les modèles au second
ordre, est de pallier l’incapacité des modèles linéaires d’ordre inférieur à développer des
contraintes turbulentes anisotropes.

L’hypothèse sur laquelle repose ces modèles a été proposée par Rodi (1972) [150] : les
termes de convection et de diffusion sont simulés à partir de la convection-diffusion de
l’équation de l’énergie cinétique turbulente :

uiuj(Ck −Dk) = Cij −Dij (4.112)

où :
– Ck et Cij sont respectivement les termes de convection de k et de uiuj
– Dk et Dij sont les termes de diffusion turbulente et moléculaire de k et uiuj
On obtient ainsi la relation :

uiuj
k

(Pk − ε) = Pij + Πij − εij (4.113)

La modélisation des différents termes du second membre s’effectue de manière analogue
à celle des modèles au second ordre. Plusieurs développements ont été proposés, entre
autres, par Taulbee (1992)[181], Gatski & Speziale [65], Wallin & Johansson (2000)
[192], et Knoell & Taulbee (2001) [97].

Après cette revue des différents modèles, nous allons par la suite présenter des
approches tenant compte des effets de rotation.

4.4 Modélisation des effets de rotation
La rotation modifie largement la structure des champs de la turbulence. Les mo-

dèles à deux équations standards, utilisant l’hypothèse de viscosité turbulente, sont
incapables de prédire les instabilités secondaires, et les écoulements soumis aux effets
de rotation. L’accélération de Coriolis engendre un terme inertiel additionnel dans les
contraintes de Reynolds. Dans les équations pour les tensions de Reynolds, les termes
impliquant la rotation sont redistributifs, c’est à dire qu’ils apparaissent avec des signes
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opposés dans les équations des tensions normales ; ils sont donc à trace nulle, et dispa-
raissent du bilan d’énergie cinétique de turbulence. La rotation influence directement
l’écoulement et affecte simultanément l’intensité et les échelles de la turbulence. Le
spectre de l’énergie est modifié à cause des interactions non-linéaires, ainsi que le taux
de dissipation qui sera réduit. La turbulence tend à devenir bi-dimensionnelle, voire
même que la rotation pourrait stabiliser les écoulements comme il est montré dans cette
présente étude, chapitre 5. D’où la nécessité d’inclure des corrections pour les effets de
rotation dans les modèles de turbulence.

Dans ce qui suit, seront présentées certaines modifications proposées dans ce con-
texte. Même si les cas étudiés correspondent souvent à une rotation d’ensemble comme
un canal en rotation, ces approches pourront également être appliquées dans le contexte
d’un obstacle en rotation placé dans un écoulement uniforme. Ce cas peut être assimilé
à un obstacle fixe placé dans un domaine de fluide qui tourne.

4.4.1 Correction du modèle à une équation de Spalart-Allmaras,
Spalart & Shur (1997) [170]

Spalart & Shur (1997) [170] apportent une correction quant aux effets de la rotation
sur le modèle de Spalart & Allmaras (1992) [169] présenté au paragraphe 4.3.1. Cette
correction se résume par l’ajout d’un terme multiplicatif au terme de production du
modèle Spalart-Allmaras : PSA = cb1 (1− ft2) S̃ν̃ devient fr1PSA, où :

fr1 (r∗, r̃) = (1 + cr1) 2r∗
1 + r∗

[1− cr3Arctan (cr2r̃)]− cr1 (4.114)

Les termes sans dimension r∗ et r̃ sont donnés par les relations suivantes :

r∗ = S̃

W̃
(4.115)

r̃ = 2
d4WikSjk

[
DSij
Dt

+ (eimnSjn + ejmnSin) Ωm

]
(4.116)

Ωm étant la vitesse de rotation et

Wij = 1
2

(
∂Ūi
∂xj
− ∂Ūj
∂xi

)
+ emjiΩm

Les coefficients de la correction sont : cr1 = 1.0, cr2 = 12.0 et cr3 = 1.0.

4.4.2 Correction du modèle k− ε, Cazalbou et al. (2005), [33]
Les auteurs proposent une correction du modèle k − ε pour inclure les effets de

rotation. Les équations générales du modèle utilisé dans une repère absolu sont :

µt = ρCµfµkT (4.117)

ρ
∂k

∂t
+ ρUj

∂k

∂xj
= τij

∂Ui
∂xj

+ ∂

∂xj

[(
µ+ µt

σk

)
∂k

∂xj

]
− ρε (4.118)
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ρ
∂ε

∂t
+ ρUj

∂ε

∂xj
= Cε1

1
T
τij
∂Ui
∂xj

+ ∂

∂xj

[(
µ+ µt

σε

)
∂ε

∂xj

]
Cε2

1
T
ρε+ E (4.119)

avec τij = 2µtSij − 2
3ρkδij, et

Cε1 = 1.44, Cε2 = 1.92, Cµ = 0.99, σk = 1.0 et σε = 1.3

L’échelle de temps turbulente est

T = k

ε
+
(
ν

ε

)0.5

et l’équation pour la dissipation est complétée par le terme

E = νµt

(
∂2U1

∂y2

)2

La formulation bas-Reynolds est assurée par la fonction de paroi

fµ =
[
1 + exp

(
−
(
1.5.10−4Ret + 5.10−7Re3

t + 10−10Re5
t

))]0.5
avec Ret = k1/2l

ν

La correction généralisée consiste à remplacer la constante Cε2 par l’expression
suivante :

Cε2 = C0
ε2 + C0

ε2 − 1
1 + a1R̃o

3/2 + C0
ε2CSC

S̃k

ε

[
tanh

(
a2B̃R + a3

)
− a4

]
(4.120)

où R̃o et B̃R sont des nombres de Rossby et Bradshaw-Richardson objectifs, issus de
Bardina et al. (1985) [9] et Spalart & Shur (1997) [170] :

R̃o = ε

Ω̃k
(4.121)

B̃R = − 2k
S̃3ε

WikSjk

[
DSij
Dt

+ Ωm (eimnSjn + ejmnSin)
]

(4.122)

où
Sij = 1

2

(
∂Ūi
∂xj

+ ∂Ūj
∂xi

)

Wij = 1
2

(
∂Ūi
∂xj
− ∂Ūj
∂xi

)
+ emjiΩm

Ω̃ =
√

0.5 ∗ (WijWij)

Les coefficients de la correction sont données dans le tableau 4.5.

Les approches suivantes sont issues de modèles au second ordre.
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C0
ε2 Csc a1 a2 a3 a4

1.83 0.119 4.3 5.13 0.453 0.682

Table 4.5 – Coefficients de la correction du Cε2, Cazalbou et al. (2005), [33]

4.4.3 Modèle de Elena & Schiestel (1996) [60]
Les auteurs proposent un modèle qui tient compte des effets de la rotation et du

confinement ; ce modèle pour le tenseur spectral Φij(κ) est développé en fonction du
vecteur d’onde κi, du tenseur d’anisotropie classique (du tenseur de Reynolds), et du
tenseur d’anisotropie directionnel basé sur le tenseur de dimensionnement Cij :

λij(κ) =
∮
S(κ)

[
κiκj
κ2 Φpp(κ)

]
dS (4.123)

où S(κ) est la sphère de diamètre κ, Schiestel (1994) [158].
La partie linéaire de la corrélation de vitesse-pression φ

(2)
ij est ensuite dérivée du

tenseur spectral. Le forme finale, présentée ci-dessous, dépend alors du tenseur de
dimensionnement dans l’espace physique :

Cij =
∫ ∞

0
λij(κ)dκ

L’équation de transport des tensions de Reynolds s’écrit sous la forme suivante :
Duiuj
Dt

= Pij+φ(1)
ij +φ(2)

ij +φ(2ω)
ij +φ(2C)

ij +φ(2Cω)
ij +DT

ij+Dν
ij+Dij+Bij+Jij−εij (4.124)

Pij = est le terme de production de la contrainte uiuj par le mouvement moyen :

Pij = −uiuk
∂Uj
∂xk
− ujuk

∂Ui
∂xk

φ
(1)
ij = correspond au terme lent de la corrélation vitesse-gradient de pression :

φ
(1)
ij = −

[
c̃1a

R
ij + c′1

(
aRika

R
kj −

1
3A

R
2 δij

)]
ε

Avec

c̃1 =
(

3.1
√
AAR2 + 1

)
[1− exp (−Re2

t/40)]

c′1 = 3.72
√
AAR2 [1− exp (−Re2

t/40)]

aRij = tenseur d’anisotropie adimensionné = uiuj
k
− 2

3δij

AR2 = second invariant du tenseur d’anisotropie = aRija
R
ji

AR3 = troisième invariant du tenseur d’anisotropie = aRija
R
jka

R
ki

A = paramètre d’anisotropie de Lumley, ”flatness parameter” = 1− 9
8

(
AR2 − AR3

)
et Ret = nombre de Reynolds de turbulence = k2

νε
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φ
(2)
ij = est le terme rapide de la corrélation vitesse-gradient de pression :

φ
(2)
ij =

−0.6
(
Pij − 2

3Pδij
)

+ 0.3aRijPll

−0.2
[
ukuj .ului

k

(
∂Uk
∂xl

+ ∂Ul
∂xk

)
− uluk

k

(
uiuk

∂Uj
∂xl

+ ujuk
∂Ui
∂xl

)]
−min (0.6;A)

[
AR2

(
Pij −DR

ij

)
+ 3aRmiaRnj

(
Pmn −DR

mn

)]
Avec

P = 1
2Pii

DR
ij = −uiuk ∂Uk∂xj

− ujuk ∂Uk∂xi

φ
(2ω)
ij représente le terme de paroi de la corrélation vitesse-gradient de pression :

φ
(2ω)
ij = 0.2

(
φ

(2)
kmnknmδij −

3
2φ

(2)
ik nknj −

3
2φ

(2)
kj nink

)
× k(upuqnpnq)1/2

εy

où ni est le vecteur normal unitaire et y est la distance de la paroi.

Les termes qui correspondent au tenseur de dimensionnement φ(2C)
ij et φ(2Cω)

ij s’écrivent
comme suit :

φ
(2C)
ij = −0.6

(
DC
ij −

1
3D

C
ll δij

)
− 0.4k

(
∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)

φ
(2Cω)
ij = 0.2

(
φ

(2C)
km nknmδij −

3
2φ

(2C)
ik nknj −

3
2φ

(2C)
kj nink

)
× k(upuqnpnq)1/2

εy

Avec

DC
ij = −Cik ∂Uk∂xj

− Cjk ∂Uk∂xi

Cij = 2
3

(
1 + fc

2

)
kδij − fck

Ω∗iΩ∗j
Ω∗2

fc = Ro−1
t

5+Ro−1
t

où Rot est le nombre de Rossby de turbulence, Rot = ε
kΩ∗ et Ω∗i est le vecteur intrin-

sèque de la rotation.



76 Chapitre 4- Modélisation de la turbulence

DT
ij et Dν

ij sont respectivement les termes de diffusion turbulente et visqueuse :

DT
ij = 0.22 ∂

∂xk

(
k
ε
ukul

∂uiuj
∂xl

)
Dν
ij = ν ∂

2uiuj
∂xl∂xl

Le terme d’inhomogénité Dij traduit l’augmentation de la diffusion turbulente dans
le cas de forte vitesse de rotation à cause de la corrélation triple des fluctuations de
vitesse et de la fluctuation de pression ; Dij est proposé sous la forme suivante :

Dij = 0.22 ∂

∂xm

k2

ε

2Ro−1/2
t

1 + 15Ro−1/2
t

Ω∗l Ω∗m
ω∗2

∂uiuj
∂xl


Un extra-terme source est ajouté pour mieux tenir compte des effets de forte vitesse

de rotation :

Bij = −1
2Ω∗Cpq2k

Ω∗pΩ∗q
Ω∗2

(
uiuj − kδij + 1

2Cij
)

La rotation réduit le transfert d’énergie des grandes aux plus petites structures
turbulentes. Ce phénomène est modélisé par un flux inverse J :

J = fj
1 + fj

ε

où fj est déduite de la fonction d’Aupoix (1987) [5] et étendue dans le cadre des
écoulements à bas nombres de Reynolds pour qu’elle s’annulle quand Ret tend vers
zéro :

fj =
[
1− exp

(
Re2

t

)] 0.12Ro−2
t + 0.015Ro−1

t

0.254Ro−2
t + 0.157Ro−1

t + 1

Le terme correspondant Jij dans l’équation des tensions de Reynolds 4.124 est
isotrope à nombre de Reynolds élevé, et tend progressivement vers uiujJ/k lorsque le
nombre de Reynolds diminue :

Jij =
(
fT
uiuj
k

+ 2
3(1− fT )δij

)
J

où fT = 1
1+Ret/10 .

Enfin, le terme de dissipation est le suivant :

εij = fAε
∗
ij + (1− fA)

(
fs
uiuj
k

+ 2
3(1− fs)δij

)
ε

avec

ε∗ij = uiuj + uiuknjnk + ukujnink + ukulnknlninj

1 + 3
2
upuq
k
npnq

ε

k

fA = exp(−20A2)exp(−Re2
t/20)
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fs = exp(−Re2
t/20)

D’autre part, l’équation de transport du taux de dissipation se présente de la forme
suivante :

Dε
Dt

= −cε1 εkuiuj
∂Ui
∂xj
− Cε2 εε̃k + ∂

∂xi

(
Cε

k
ε
uiuj

∂ε
∂xj

+ ν ∂ε
∂xi

)
+cε3ν kεujuk

∂2Ui
∂xj∂xl

∂2Ui
∂xk∂xl

+ ∂
∂xi

(
cε4ν

ε̃
k
∂k
∂xi

) (4.125)

où

ε̃ = ε− 2ν ∂k
1/2

∂xi

∂k1/2

∂xi

cε = 0.18 cε1 = 1.0

cε2 = 1.92
1 + 0.63(A.AR2 )1/2

cε3 = 2.0 cε4 = 0.92

Le flux inverse apparait dans l’équation de transport de l’énergie cinétique de tur-
bulence :

Dk
Dt

= −uiuj ∂Ui∂xj
+ J − ε+ 0.22 ∂

∂xi

(
k
ε
uiuj

∂k
∂xj

+ ν ∂k
∂xi

)
+0.22 ∂

∂xj

(
k2

ε

2Ro−1/2
t

1+15Ro−1/2
t

Ω∗iΩ∗j
Ω∗2

∂k
∂xi

)
.

(4.126)

4.4.4 Modèle de Dutzler, Pettersson-Reif & Andersson (2000)
[59]

Dutzler et al. [59] proposent un modèle au second ordre pour l’appliquer dans le cas
d’un canal plan soumis à une rotation transversale rapide de vitesse angulaire constante
Ω. Les équations de continuité et de quantité de mouvement sont écrites en utilisant
les moyennes de Reynolds :

∂Ui
∂xi

= 0 (4.127)

ρ
∂

∂xj
(UiUj) = −∂P

∗

∂xi
+ ∂

∂xj

(
µ
∂Ui
∂xj
− ρuiuj

)
− 2ρΩjUkeijk (4.128)

où Ui et uj représentent respectivement la vitesse moyenne et la fluctuation dans la
direction xi. P ∗ = P − (1/2)ρΩ2(x2 + y2) correspond à la pression statique moyenne
réduite et P est la pression moyenne.

L’équation de transport des contraintes de Reynolds est proposée comme suit :

Duiuj
Dt

= Pij +Rij + dνij + dtij + dpij + ℘ij −
uiuj
k
ε (4.129)
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où

Pij = −
(
umui

∂Uj
∂xm

+ umuj
∂Ui
∂xm

)
Rij = −2Ωk (umuiejkm + umujeikm)

dνij = ν ∂2uiuj
∂xk∂xk

dtij + dpij = − ∂
∂xk

(uiujuk)− 1
ρ

∂
∂xk

(puiδjk + pujδik)

℘ij = p

ρ

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

φij

− εij + uiuj
k
ε

sont la production par le cisaillement moyen Pij et par la rotation Rij, la diffusion
visqueuse dνij, turbulente dtij et de pression dpij, et le tenseur de pression-déformation
relaxé ℘ij. Le dernier terme de l’équation 4.129 correspond à la modélisation anisotrope
de Rotta du tenseur du taux de dissipation εij. Les termes Pij et Rij ne sont pas à
modéliser. Les effets de la rotation sont alors inclus d’une manière naturelle dans les
équations de uiuj. Le terme de diffusion visqueuses dνij est également retenu dans sa
formultion exacte, alors que dpij et dtij sont modélisés par :

dtij + dpij = ∂

∂xn

(
CKunumT

∂uiuj
∂xm

)
(4.130)

où T est l’échelle de temps de turbulence, équation 4.138.

Le tenseur de redistribution ℘ij est obtenu de la solution fij de l’équation de re-
laxation elliptique de Durbin (1993) [58] qui peut être écrite sous la forme suivante :

℘ij = kfij (4.131)

L2∇2fij − fij = −
℘hij
k

(4.132)

℘hij représente la forme quasi-homogène de ℘ij ; fij est une variable intermédiaire et L
est l’échelle de longueur de turbulence :

fij =
{
− 20ν2

εwy4
1

(uiuj)1 i et/ou j dans la direction normale a la paroi

0 i et j dans la direction tangentielle
(4.133)

où εw = 2νk1/y
2
1 ; l’indice 1 indique le nœud de calcul adjacent à la paroi.

L = CLmax

k3/2

ε
;Cη

(
ν3

ε

)1/4
 (4.134)
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avec l’échelle de longueur de Kolmogorov comme limite inférieure.

L’équation de relaxation elliptique provient de la modification de l’équation de
Helmholtz et tient compte indirectement des effets non-locaux dans l’écoulement, cau-
sés par la proximité d’une paroi solide. Ces effets sont le blocage cinématique de la fluc-
tuation de la vitesse normale à la paroi et la réflexion de pression de la surface. Cette
approche est avantageuse quant à la facilité de son application dans le cas de géométrie
complexe, puisqu’elle n’utilise pas les distances aux parois ni les vecteurs unitaires.
Les effets non homogènes d’une paroi sont représentés en imposant des conditions aux
limitex sur l’équation 4.132. Loin de la paroi, l’opérateur elliptique de cette équation
s’annulle, et ℘ij prend sa forme quasi-homogène ℘hij = kfij. De plus, loin de la paroi,
la dissipation est supposée localement isotrope :

εij = 2
3εδij (4.135)

et

℘hij = φhij + aijε (4.136)

où
aij = uiuj

k
− 2

3δij

est le tenseur d’anisotropie des contraintes de Reynolds.
Concernant le terme quasi-homogène, les auteurs ont adopté le modèle non-linéaire de
Ristorcelli et al. (1995) [148] :

℘hij
k

=
φhrij
k

+ (1− C1)
T

aij (4.137)

T = max

(
k

ε
; 6.0

(
ν

ε

)1/2
)

(4.138)

φhrij
4k =

(
C3 − 2IIC ′′3 + 3IIIC ′′′3

)
Sij + C4

(
bikSkj + bjkSik − 2

3bklSklδij
)

+C ′′′4 bklSkl
(
b2
ij + 2

3δijII
)

+ C5 (bikWkj + bjkWki)
+bij

(
C6bklSkl + C

′′′
4 blkbkmSlm

)
+C7

(
b2
ikSkj + b2

jkSki − 2
3δijblkbkmSlm

)
+C8

(
b2
ikWkj + b2

jkWki

)
+ C9

(
bikWlkb

2
lj + bjkWlkb

2
li

)
(4.139)

avec Sij définie par l’équation 4.147 et

Wij = 1
2

(
∂Ui
∂xj
− ∂Uj
∂xi

)
+ ejikΩk (4.140)
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bij = aij/2 b2
ij = bikbkj

II = −bijbij = −A2/8 III = bikbkjbji/3 = A3/24 (4.141)

A2 et A3 sont donnés par l’équation 4.145, et les coefficients du modèle sont donnés
par Ristorcelli et al. (1995) [148].

Pour fermer le système d’équations, le taux de dissipation ε est obtenu de son
équation modélisée :

∂

∂xj
(Ujε) = C∗ε1Pk − Cε2ε

T
+ ∂

∂xj

(
ν
∂ε

∂xj
+ CεTuiuj

∂ε

∂xi

)
(4.142)

où C∗ε1 = Cε1 (1 + 0.1 (Pk/ε)) et Pk = Pii/2.
L’équation de transport de l’énergie cinétique de turbulence est :

∂

∂xj
(Ujk) = Pk − ε+ ∂

∂xj

(
ν
∂k

∂xj
+ CKTuiuj

∂k

∂xi

)
(4.143)

Les auteurs utilisent une échelle de longueur de turbulence modifiée par Petters-
son & Andersson (1997) [136] pour prendre en considération le fait que la relaxation
elliptique de Durbin (1993) [58] tend à amplifier la redistribution de l’énergie sur les
composantes du tenseur de Reynolds. Les coefficients CL et Cη de l’équation 4.134 sont
alors remplacés par :

C̃L = CLA
1/2
2 ; C̃η = CηA

−1/2
2 exp

(
−
(

1+A3
0.1+A2

)2
)

(4.144)

où

A2 = aijaji A3 = aikakjaji (4.145)

D’autre part, puisque la rotation pourrait relaminariser l’écoulement à cause de la
force de Coriolis, et pour éviter une singularité de l’équation 4.134 lorsque ε→ 0, ε est
remplacé par ε̂ dans l’échelle de longueur de Kolmogorov :

ε̂ =
√
ε2 + Φ2 (4.146)

où Φ est la fonction de dissipation de viscosité moyenne :

Φ = 2νSklSkl

et
Skl = 1

2

(
∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)
(4.147)

L’équation 4.134 s’écrit alors de la forme suivante :
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Cε1 Cε2 CK Cε CL Cη
1.44 1.85 0.19 0.14 0.18 647

Table 4.6 – Constantes du modèle de Dutzleret al. (2000) [59]

L = C̃Lmax

k3/2

ε
; C̃η

(
ν3

ε̂

)1/4
 (4.148)

Les constantes du modèles sont donnèes par le tableau 4.6.
Ce modèle a été plus récemment utilisé pour la même application, canal soumis à

une rotation transversale, par Oberlack el al. (2006) [127].

4.4.5 Modèle de Sjögren & Johansson (2000) [166]
Les auteurs utilisent les tenseurs de déformation et de rotation comme suit :

Sij = 1
2

(
∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)
ωij = 1

2

(
∂Ui
∂xj
− ∂Uj
∂xi

)
+ ωsij (4.149)

où ωsij = εijkω
s
k traduit la rotation (system rotation dyad). Dans ce qui suit, les

développements à l’ordre 5 sont présentés. Les équations de transport du modèle sont :

Daij
Dt

= P
(a)
ij + 1

K
Πij −

ε

K
(eij − aij) +Diff

(a)
ij + C

(a)
ij (4.150)

DK

Dt
= −IaSK − ε−

∂JKk
∂xk

(4.151)

Dε

Dt
= −Cε1IaSK − Cε2ε

Tε
− ∂J εk
∂xk

(4.152)

où

aij = uiuj
K
− 2

3δij

Tε = K
ε

+ CT
√

ν
ε

= K
ε

(
1 + CT

2√
ReT

)
ReT = 4K2

νε

P
(
ija) = IaSG

(1)
ij − 4

3G
(2)
ij −G

(3)
ij +G

(4)
ij

Jijk = −
(
νδkl + CS

K
ε
ukul

)
∂uiuj
∂xl

JKi = 1
2Jkki

Diff
(a)
ij = 1

K

(
−∂Jijk

∂xk
+ uiuj

K

∂JKk
∂xk

)

J εk = −
(
νδkl + Cε

K
ε
ukul

)
∂ε
∂xl
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la redistribution d’anisotropie due aux forces de Coriolis :

C
(a)
ij =

(
aikω

s
kj − ωsikakj

)

eij = εij
ε
− 2

3δij

εij = 2ν ∂ui
∂xk

∂uj
∂xk

Πij = Π(s)
ij + Π(r)

ij = terme rapide+ terme lent

Π(s)
ij

ε
= f (ReT )

(
β1G

(1)
ij + β2G

(2)
ij

)
Π(r)
ij

K
= (q1IaS + q9IaaS)G(1)

ij + q2G
(2)
ij + q3G

(3)
ij +

q4G
(4)
ij + (q5IaS + q10IaaS)G(5)

ij + q6G
(6)
ij + q7G

(7)
ij + q8G

(8)
ij

β1 = c1F +
(

9
8c1 + c3

) [
8
9 (F − 1) + 2IIa − II2

a

]
β2 = c2F +

(
9
8c1 + c3

) (
1
2IIa + 2

3IIIa
)

f (ReT ) = C1∞

[√
2ReT
Rb

+
(
ReT
Rb

)2
− ReT

Rb

]

IIa = aikaki IIIa = aijajkaki F = 1− 9
8 (IIa − IIIa)

IaS = aikSki IaaS = aikaklSli

Tout modèle linéaire en Sij et ωij peut être exprimé à l’aide des 8 tenseurs G(n)
ij :

G
(1)
ij = aij

G
(2)
ij = Sij

G
(3)
ij = aikSkj + Sikakj − 2

3IaSδij
G

(4)
ij = aikωkj − ωikakj

G
(5)
ij = aikakj − 1

3IIaδij
G

(6)
ij = aikSklalj − 1

3IaaSδij
G

(7)
ij = aikaklωlj − ωikaklalj

G
(8)
ij = aikaklωlmamj − aikωklalmamj

(4.153)
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Les paramètres qn sont proposés comme suit :

q1 = η2 + η8IIa + η12IIIa
q2 = 4

5 −
1
10 (4q1 − 3q7) IIa − 2

5q9IIIa
q3 = 12

7 + 9
7q4 − 1

7 (3q8 + 2q9) IIa − 2
7q10IIIa

q4 = η1 + η4IIa + η7IIIa + η11II
2
a

q5 = q9
q6 = 6q1 − 9q7 − q10IIa
q7 = η3 + η9IIa + η13IIIa
q8 = η5 + η14IIa
q9 = η6 + η15IIa
q10 = η10

(4.154)

avec
η1 = −28

3 γ1 − 4
3

η2 = −8γ2 + 36γ3
η3 = −16γ2 + 28γ3
η4 = − 9

40 + 21
2 γ1 − 228

5 γ2 − 17γ3 + 2
9γ4

η5 = −3
2 − 132γ2 + 2

3γ4
η6 = 3

2 + 60 (γ2 + γ3)
η7 = 39

40 + 9
8η1 + 7

20η6 − 1
6η10

η8 = −495
112 −

513
112η1 − 9

8η2 − 57
14η4 + 19

14η5 − 19
28η6 + 1

3η10
η9 = −423

112 −
459
112η1 − 9

8η3 − 51
14η4 + 17

14η5 − 17
28η6 + 1

6η10
η10 = γ4
η11 = −351

224 −
405
224η1 − 45

28η4 + 39
112η5 − 51

112η6 + 1
8η10

η12 = 9
20 + 9

8η2 − 3
8η5 − 27

40η6 + 1
4η10

η13 = 9
40 + 9

8η3 − 3
8η5 − 21

40η6 + 1
4η10

η14 = −351
56 −

405
56 η1 − 45

7 η4 + 39
28η5 − 51

28η6 + 1
2η10

η15 = −351
112 −

405
112η1 − 45

14η4 + 39
56η5 − 51

56η6 + 1
4η10

(4.155)

Les auteurs appliquent le modèle dans le cas d’un écoulement en canal plan, en
utilisant les constantes suivantes :

terme lent
c1 = −2.4 c2 = 2.2 c3 = 1.2
Rb = 1300 C1∞ = 2.58

terme rapide
γ1 = −0.075 γ2 = −0.0115
γ3 = −0.05 γ4 = −2.1

dissipation Cε1 = 1.44 Cε2 = 1.92 CT = 6.4
diffusion de K et ε CS = 0.22 Cε = 0.18

4.4.6 Modèle de Belhoucine et al. (2004) [13]
Belhoucine et al. (2004) [13] proposent un modèle EARSM, Explicit Algebraic Rey-

nolds Stress Model, pour la simulation tri-dimensionnelle de l’écoulement dans un
conduit de section carrée en rotation. Leur formulation est basée sur le modèle de
Jongen, Mompean & Gatski (1998) [91]. Les équations de l’approche RANS tenant
compte des effets de rotation prennent la forme suivante :

∂Ui
∂t

+ Uj
∂Ui
∂xj

= −1
ρ

∂P

∂xi
+ ν∇2Ui −

∂τij
∂xj
− 2eijkΩjUk (4.156)
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∂Ui
∂xi

= 0 (4.157)

où Ω indique la vitesse de rotation. Le tenseur de Reynolds τij est alors solution de
l’équation de transport suivante :

∂τij
∂t

+Uk
∂τij
∂xk

= −τik
∂Uj
∂xk
−τjk

∂Ui
∂xk

+φij−εij−
∂Dijk

∂xk
+ν∇2τij−2Ωm (emkjτik + emkiτjk)

(4.158)
où

φij = p′
(
∂u′i
∂xj

+
∂u′j
∂xi

)

εij = 2ν ∂u
′
i

∂xk

∂u′j
∂xk

Dijk = u′iu
′
ju
′
k + p′u′iδjk + p′u′jδik

sont respectivement les tenseurs de la corrélation de pression-déformation, du taux
de dissipation et de la diffusion turbulente. Le terme φij s’écrit sous la forme suivante :

φij = −C1εbij + C2kSij + C3k
(
bikSkj + bjkSik − 2

3bmnSmnδij
)
− C4k (bikωkj + bjkωki)

+C4kΩm (bikemkj + bjkemki) + C5ε
(
bikbkj − 1

3bklbklδij
)

(4.159)

Le modèle linéaire de Speziale et al. (1991) [174] donne les valeurs suivantes des coef-
ficients Ci :

C1 = 3.4 + 1.8P−r
ε

; C2 = 0.36 ; C3 = 1.25 ; C4 = 0.4 ; C5 = 0.
Le terme de production Pr est défini par :

Pr = −τij
∂Ui
∂xj

avec
bij =

τij − 2
3kδij

2k (4.160)

dij =
εij − 2

3εδij
2ε (4.161)

La force de Coriolis est introduite dans l’équation de transport des contraintes de
Reynolds et dans celle de φij, équations 4.158 et 4.159, en remplacant le tenseur de
rotation ωij par Wij :

Wij = ωij − cωeijkΩk = 1
2

(
∂Ui
∂xj
− ∂Uj
∂xi

)
− cωeijkΩk (4.162)
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cω définie par Jongen et al. (1998) [91] :

cω = C4 − 4
C4 − 2

L’équation 4.158 prend alors la forme généralisée suivante :

ḃij = ε
k

(
1− Pr

ε

)
bij − 2

3Sij −
(
bikSkj + bjkSik − 2

3bmnSmnδij
)

+ 1
2k

(
Dij − τij

k
Dnn

)
+ (bikWkj + bjkWki) + 1

2kφij −
ε
k
dij

(4.163)

où Dij = − (∂Dijk/∂xk) + ν∇2τij est la diffusion et ḃij est la dérivée temporelle de bij.

Le modèle est rendu explicite en se basant sur les travaux de Pope (1975) [137] et
Gatski & Speziale (1993) [65] ; ce qui permettra d’écrire :

bij = Σ3
λ=1T

λ
ijG

λ
ij (4.164)

où

T 1
ij = Sij ; T 2

ij = SikWkj ; T 3
ij = SikSkj − 1

3SmnSmnδij.

Le schéma explicite est fermé par deux équations du modèle k − ε.

Dans la présente thèse, nous considérons les effets de rotation en tant que condition
limite pariétale sans faire intervenir les forces de Coriolis. Ainsi, on peut examiner
l’efficacité des approches DES et OES dans un premier temps, sans tenir compte de
modification quant à la rotation. Ainsi, nous étudierons en première étape, la capacité
prédictive de l’approche hybride DES, améliorée par la OES, pour des écoulements
fortement détachés instationnaires, sans prendre en compte la rotation pariétale.

4.5 Organised Eddy Simulation, OES
L’approche OES consiste en une séparation du spectre turbulent en deux parties

(”dual spectrum splitting”) : la première partie, (à résoudre directement) regroupe les
processus physiques organisés, et la deuxième partie (à modéliser) regroupe les pro-
cessus chaotiques (turbulence aléatoire), figure 4.1. Le fait que la partie à modéliser
s’étend dans tout le rang des nombres d’ondes permet d’utiliser des concepts de mo-
délisation statistique pour la partie continue du spectre. Or, à cause de la présence
des structures cohérentes, la cascade énergétique ne se fait plus de la même manière
que dans le cas du spectre en équlibre (théorie statistique de Kolmogorov). En effet,
dans le cas d’une représentation spectrale de l’écoulement, la présence de structures
cohérentes conduit à la présence de pics qui traduisent l’apparition de fréquences ou de
longueurs d’onde prédominantes, relatives à ces structures. L’interaction non-linéaire



86 Chapitre 4- Modélisation de la turbulence

entre les structures organisées et la turbulence aléatoire modifie la forme et la pente
du spectre qui sera différente de celle prédite par la loi de Kolmogorov (−5/3). Cette
interaction et modification de la forme et de la pente du spectre a été quantifiée à
partir de mesures LDV par Djeridi et al. (2003) [54], et des mesures PIV résolues en
temps, Braza et al (2006) [29], figure 4.2.

Figure 4.1 – Représentation schématique de la décomposition spectrale pour les ap-
poches LES et OES

a) b)

Figure 4.2 – Spectre de turbulence pour l’écoulement autour d’un cylindre à Re =
140000, x/D = 1, y/D = 0, 375 ; modification de la pente dans la region inertielle
à cause de l’interaction entre les structures cohérentes et la turbulence aléatoire ; a)
LDV, Djeridi et al. (2003) [54] et Time-Resolved PIV Braza et al (2006) [29] ; b)
décomposition en moyenne de phase du spectre de la T-R-PIV [29]

De ces faits, il est nécessaire de reconsidérer les échelles de la turbulence dans cette
situation hors équilibre, par rapport à la modélisation statistique classique. Ces aspects
sont les principes de base de l’approche OES. Il convient de préciser que si l’on utilise
pour la partie du spectre à modéliser les modèles RANS sans reconsidération, on effec-
tue une approche URANS.
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Sur le plan physique, la décomposition spectrale de la OES correspond aux équa-
tions de Navier-Stokes en moyenne de phase. Dans les années ’75-80, les premières
études expérimentales utilisant la moyenne de phase faisaient intervenir une décompo-
sition en trois termes, Reynolds & Hussain (1971) [146], peu pratique pour les équations
à modéliser, et regroupée plus tard par Cantwell & Coles (1983) [32] en deux termes,
comme suit.

La présence de structures cohérentes au sein de l’écoulement autour d’un corps
se traduit par un caractère périodique ou quasi-périodique bien prononcé. Reynolds
& Hussain (1971) [146] proposent une première décomposition entre les composantes
cohérentes et aléatoires :

Ui (xk, t) = Ūi (xk)︸ ︷︷ ︸
(a)

+ Ũi (xk, t)︸ ︷︷ ︸
(b)

+ui (xk, t)︸ ︷︷ ︸
(c)

(4.165)

la partie (a) représente la moyenne temporelle indépendante du temps ; (b) est la par-
tie relative aux évolutions périodiques du processus, et (c) représente les fluctuations
aléatoires correspondant au mouvement chaotique.

Cette décomposition en trois termes appliquée aux équations de Navier-Stokes
conduit à des expressions trop complexes, difficiles à modéliser. Pour ces raisons, Cant-
well (1975, 1981) [31, 193], puis Cantwell & Coles (1983) [32] proposent de regrouper
les termes (a) et (b) de l’équation 4.165 comme suit :

Ui (xk, t) = 〈Ui (xk, t)〉+ ui (xk, t) (4.166)

le terme 〈Ui (xk, t)〉, dit moyenne de phase, possède les propriétés suivantes :

〈ui (xk, t)〉 = 0 et 〈〈Ui (xk, t)〉〉 = 〈Ui (xk, t)〉

En appliquant cette décomposition dans le système des équations de Navier-Stokes, on
obtient un système d’équations de même forme que les équations de Reynolds issues de
la décomposition temporelle classique et faisant apparaître en plus le terme temporel.
Néanmoins, à cause du fait que de la forme du spectre turbulent à modèliser (partie (2)
figure 4.1) est différente de la forme du spectre en équilibre, la modélisation des tensions
turbulentes en moyenne de phase doit être reconsidérée par rapport aux schémas de la
modélisation statistique. Pour un écoulement incompressible, les équations de Navier-
Stokes en moyenne de phase sont les suivantes :

∂〈Ui〉
∂xi

= 0 (4.167)

∂〈Ui〉
∂t

+ 〈Ui〉
∂〈Ui〉
∂xj

= − 1
〈ρ〉

∂〈P 〉
∂xi

+ ν
∂2〈Ui〉
∂xj∂xj

− ∂〈τij〉
∂xj

(4.168)

où
〈τij〉 = 〈uiuj〉 (4.169)

〈uiuj〉 étant les tensions de Reynolds en moyenne de phase.
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S’il existe plusieurs pics de fréquences dus à différents événements périodiques, il
s’agit d’un ”multiple spectrum splitting”, correspondant sur le plan physique à une
moyenne d’ensemble, Braza et al. (2006) [29].

Les mesures expérimentales décrites précédamment indiquent une réduction de
l’énergie cinétique turbulente par rapport au cas d’une turbulence en équilibre, et de
ce fait, de l’échelle de longueur de turbulence, que l’on peut quantifier à l’aide de la
modélisation au second ordre, Bouhadji et al., (2002) [16], Bourdet et al. (2007) [17].
La modélisation au second ordre permet de quantifier l’énergie cinétique turbulente
(somme des trois tensions normales) et de sa dissipation. D’autre part, en adoptant en
première approximation l’hypothèse de Boussinesq,

−〈uiuj〉 = νt

(
∂〈Ui〉
∂xj

+ ∂〈Uj〉
∂xi

)
− 2

3〈k〉δij

avec νt = Cµ
k2

ε
, Cµ le coefficient de diffusivité fonction de l’échelle de longueur de la

turbulence, l = k3/2

ε
et de l’échelle de temps, k

ε
, nous pouvons évaluer le coefficient

Cµ dans les régions du fort détachement des structures cohérentes. Cette étude a été
réalisée par les thèses de P. Rodes (1998) [149] et de Y. Hoarau (2002) [76] au sein du
groupe EMT2.

Le modèle au second ordre de Launder, Reece, Rodi (1975) [103], incluant la fonc-
tion d’amortissement de Shima (1988) [161] dans la région proche paroi a été utilisé.
Le cas-test d’une aile NACA0012 à 20◦ d’incidence au nombre de Reynolds de 105 a
été considéré, Berton et al. (2002) [14]. Le modèle au second ordre a donc fourni les
variations du coefficient Cµ, tableau 4.7, indiquant des valeurs proches de 0.02, alors
que dans le cas de turbulence en équilibre, Cµ = 0.09.

X/C Y/C Cµ
0.3610−1 0.3210−1 0.0158
0.45 0.5710−1 0.01859
0.9064 0.1510−1 0.01938
1.41 -0.678 0.0178
1.23 0.11 0.0172
0.73 0.19 0.024

Table 4.7 – Détermination du coeffi-
cient Cµ par l’approche DRSM, Bou-
hadji et al. (2002) [16] ; NACA0012, α =
20◦, Re = 105

Figure 4.3 – Evolution longitudinale
de − < uv > /k dans la zone décollée et
dans le sillage, Berton et al. (2002) [14]
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Cette réduction du coefficient de diffusivité est par ailleurs indiquée par la réduc-
tion du terme croisé du tenseur d’anisotropie, Bradshaw (1967) [19], pour une couche
limite en non-équilibre à cause des effets de gradient de pression adverse. De plus, le
tenseur d’anisotropie a été évalué dans la couche limite instationnaire et dans la région
détachée à partir des DNS de Hoarau et al. (2003) [78]. La figure 4.3 montre que le
terme diagonal du tenseur d’anisotropie turbulente, b12 = −uv/k, n’est pas constant et
est beaucoup plus petit que dans les couches limites en équilibre, où b12 ≈ 0.30 et est
pratiquement constant. D’autre part, les lois d’amortissement de la turbulence adap-
tées à l’approche OES avaient fait l’objet d’un nombre de thèses de doctorat au sein du
groupe EMT2/IMFT, Jin (1994) [87], Smaguina-Laval (1998) [167], Rodes (1998) [149]
et Hoarau (2002) [76] pour des écoulements décollés autour d’ailes d’avion. Dans la
présente thèse, nous utilisons la loi d’amortissement préconisée par Jin & Braza (1994)
[88] au sein de l’OES, lors de l’utilisation du modèle k − ε de Chien :

fµ = 1− exp
(
−0.0002y+ − 0.000065y+2

)
(4.170)

La décomposition spectrale proposée précédemment ainsi que la reconsidération
des échelles de la turbulence, du coefficient Cµ et de la fonction d’amortissement fµ
constituent la base de l’approche OES, Organised Eddy Simulation, Dervieux et al.
(1998) [53]. L’évaluation du coefficient Cµ à l’aide du modèle au second ordre est
effectuée en version OES isotrope, en adoptant l’hypothèse de Boussinesq. Afin de
renforcer le caractère anisotrope des tenseurs de la turbulence dans la région proche,
une version OES anisotrope a été créée à l’aide du concept de viscosité turbulente
tensorielle, induite par le modèle second ordre, à travers d’un critère de désalignement
entre le tenseur d’anisotropie et le tenseur de déformation, Bourguet et al. (2007) [18].
Dans la présente thèse, la version de OES isotrope a été utilisée.

4.6 Detached Eddy Simulation, DES
Dans le contexte de l’approche hybride Detached Eddy Simulation, Spalart et al.

(1997)[168], Travin et al. (2000) [189], on résoud les équations de URANS dans la
région proche et dans la région lointaine, s’affranchissant ainsi d’ interfaces. l’échelle de
longueur de la turbulence dans l’équation de transport de l’énergie est choisie comme
le minimum entre une échelle RANS et une autre LES. Autour de l’obstacle, l’échelle
RANS est prise en compte alors que l’échelle LES est choisie dans les régions lointaines
détachées :

lDES = min (lRANS, CDES ×∆) (4.171)
où CDES est une constante calibrée par la turbulence homogène isotrope (expérience
de Comte-Bellot & Corrsin (1966) [40], et ∆ est la plus grande dimension d’une maille,
∆ = max (∆x,∆y,∆z).

Donc pour le modèle de Spalart-Allmaras, [169],

lDES = min (dw, CDES ×∆) (4.172)
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avec CDES = 0.65. La modification de l’échelle de longueur entraîne l’augmentation du
terme de dissipation dans l’équation de transport de la viscosité turbulente 4.12 :

Dν =
(
Cω1fω −

Cb1
κ2 ft2

)(
ṽ

lDES

)2
(4.173)

Dans le cadre du modèle k − ω :

lDES = min
(
k1/2/β∗ω,CDES ×∆

)
(4.174)

Par conséquence, le terme de dissipation dans l’équation de transport de l’énergie
cinétique turbulente augmente :

Dk = ρk3/2

lDES
(4.175)

Dans le cas de formation de structures cohérentes proche de l’obstacle, comme pré-
senté dans la première partie de ce chapitre, la région autour de l’obstacle est fortement
soumise à des effets de non-équlibre, ce qui implique une modification de l’échelle de lon-
gueur URANS. Une réduction supplémentaire de l’énergie cinétique est donc nécessaire.
Ceci est atteint en utilisant l’échelle lOES dans le contexte des modèles DES/OES :

lOES = k1/2

Cµω
(4.176)

avec le coefficient Cµ réduit à 0.02.
Afin de valider les approches OES et DES, elles sont utilisées dans cette thèse pour

simuler des écoulements fortement détachés et dont l’instabilité de Von-Kármán n’est
pas purement antisymétrique. Le chapitre 6 présente l’étude de l’écoulement autour
d’un cylindre en milieu confiné et d’une aile NACA0021 à 60 degrés d’incidence, deux
cas-tests du programme européen DESIDER.



Chapitre 5

Transition laminaire turbulente de
l’écoulement autour d’un cylindre
en rotation

Les effets de la rotation sur l’écoulement autour d’un cylindre sont exploités dans
ce chapitre à partir de simulations numériques directes pour des nombres de Reynolds
modérés. Le comportement du sillage et les différentes instabilités seront présentés
en fonction du taux de rotation et du nombre de Reynolds. L’analyse des structures
organisées est ensuite réalisée par la décomposition orthogonale propre, POD, ainsi que
la reconstruction des champs instantanés à partir des modes POD les plus énergétiques

5.1 Transition 2D
La transition bi-dimensionnelle de l’écoulement autour d’un cylindre en rotation est

étudié pour des nombres de Reynolds entre 40 et 500, et des taux de rotation allant
jusqu’à α = 6. Les différents régimes observés sont discutés dans ce qui suit.

5.1.1 Ecoulements à des nombres de Reynolds inférieurs au
nombre critique de la première bifurcation, Re < 48

Le but de ce paragraphe est d’observer l’effet de la rotation sur le sillage stationnaire
dans le cas où le nombre de Reynolds est inférieur à 48, valeur critique à partir de
laquelle l’écoulement derrière le cylindre devient instationnaire.

Lorsque le cylindre est fixe, le sillage est formé de deux tourbillons contrarotatifs
symétriquement attachés au cylindre. Sous l’effet de la rotation, la symétrie est détruite
mais le sillage reste stationnaire. Comme le montre la figure 5.1, lorsque la vitesse de
rotation augmente, un seul tourbillon persiste, mais séparé du cylindre par une couche
de fluide en rotation, puis disparaît même pour des taux de rotation très élevés. Le
point de stagnation tourne dans la direction opposée à la rotation du cylindre. Le coef-
ficient de traînée diminue en fonction du taux de rotation, et le coefficient de portance
augmente à cause de l’effet Magnus de la rotation (figure 5.2).
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α = 0

α = 0.5

α = 2

α = 4

Figure 5.1 – Ecoulement stationnaire à Re = 40 pour différents taux de rotation, à
gauche, lignes de courant ; à droite, iso-contours de vorticité

a) b)

Figure 5.2 – Paramètres globaux en fonction de α, Re = 40 ; a) coefficient de traînée ;
b) coefficient de portance
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Par la suite, l’écoulement autour du cylindre est traité pour des nombres de Rey-
nolds modérés, allant jusqu’à 500. Les mêmes différents régimes de transition sont
observés en fonction du taux de rotation pour tous les nombres de Reynolds traités.
Les différentes étapes pour le cas de Re = 200 seront présentées dans ce qui suit, ainsi
que l’influence du nombre de Reynolds.

5.1.2 Etapes successives de la transition 2D pour Re = 200
A cause de la rotation, le problème dépend non seulement du nombre de Reynolds

basé sur la vitesse à l’infini amont,Re = U∞D
ν

, mais également d’un nombre de Reynolds
de rotation, Rr = UtD

ν
où Ut est la vitesse tangentielle, Ut = D

2 ω, ω étant la vitesse
de rotation (α = Ut

U∞
). Donc quand α augmente, les deux échelles de vitesse U∞ et

Ut deviennent antagonistes à l’extrados du cylindre où l’écoulement est décéléré, et en
synergie à l’intrados où le fluide est accéléré. Ceci augmente le nombre de Reynolds de
rotation Rr et le cisaillement autour de l’obstacle dans la zone accélérée (intrados) et
les diminue à l’extrados. On peut alors définir des nombres de Reynolds locaux dans les
deux régions : Rlu = (U∞−Ut)D

ν
à l’extrados, et Rll = (U∞+Ut)D

ν
à l ’intrados ; donc c’est

le nombre de Reynolds local qui diminue du côté supérieur du cylindre sous l’effet de
la rotation et non de la viscosité. Avec le changement du taux de rotation, le nombre
de Reynolds ”local” est modifié, ce qui est responsable de l’apparition et la suppression
des différents modes d’instabilité comme il sera présenté dans ce qui suit.

Taux de rotation modérés α < 2, 1

Lorsque le cylindre est fixe, l’écoulement est instationnaire périodique. En une pé-
riode, un tourbillon est lâché de chaque côté du cylindre, provoquant une allée tour-
billonnaire de Von-Kármán. Les tourbillons sont de même taille et de même intensité.
Lorsque le cylindre est en rotation, l’écoulement est décéléré à l’extrados et est facile-
ment détaché, mais à l’intrados, il est accéléré et le détachement est retardé ou même
supprimé. Le tourbillon qui se forme à l’intrados est plus petit et plus faible que celui
de l’extrados. Pour des taux de rotation modérés, α < 2, 1, l’écoulement reste insta-
tionnaire périodique ; les effets de rotation sont confinés à l’écoulement au voisinage
du cylindre. Le sillage ressemble à celui du cas du cylindre fixe, mais l’allée tourbillon-
naire de Von-Kármán est de plus en plus décalée dans le sens de la rotation lorsque α
augmente. L’évolution temporelle au cours d’une période de l’écoulement est montrée
sur la figure 5.3. Dans ce qui suit, on appelle cette instabilité mode I.

Ecoulement stationnaire 2, 1 < α < 4, 35

Lorsque le taux de rotation augmente, la vorticité négative du côté supérieur du
cylindre devient plus dominante que celle du côté inférieur jusqu’à la suppression de
l’allée tourbillonnaire pour α > αL1 où αL1 ' 2, 1 pour Re = 200. La couche de fluide
en rotation avec le cylindre devient de plus en plus épaisse et empêche le détachement
tourbillonnaire, figure 5.4.
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t

t+ T/4

t+ 2T/4

t+ 3T/4

Figure 5.3 – Evolution temporelle au cours d’une période de la première instabilité,
Re = 200, α = 1, 5 ; à gauche, lignes de courant ; à droite, iso-contours de vorticité

Figure 5.4 – Ecoulement stationnaire, Re = 200, α = 3
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Second mode d’instabilité, 4, 35 < α < 4, 85

Stojkovic̀ et al. (2002) [175] furent les premiers à observer un second mode d’in-
stabilité pour un intervalle de taux de rotation relativement élevé. Pour α > 4, 35, les
effets visqueux induits par les gradients de vitesse dus à la rotation sont assez forts ;
les lignes de courant entourant le cylindre prennent une forme ovale ; cette structure
devient de plus en plus grande. L’écoulement force cette structure à s’allonger jusqu’au
détachement, donnant lieu à une allée tourbillonnaire avec uniquement des tourbillons
positifs (dans le sens de la rotation). La fréquence de cette instabilité, nommée mode
II, est beaucoup plus petite que celle du mode I. L’évolution temporelle de l’écoulement
est montrée sur la figure 5.6.

Ecoulement stationnaire pour α > 4, 85

Au delà de α = 4, 85, l’écoulement est à nouveau stationnaire avec des lignes de
courant fermées s’allongeant à l’extrados du cylindre, figure 5.5.

Figure 5.5 – Ecoulement stationnaire, Re = 200, α = 6
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t

t+ T/10

t+ 2T/10

t+ 3T/10

t+ 4T/10

t+ 5T/10

t+ 6T/10

t+ 7T/10

t+ 8T/10

t+ 9T/10

Figure 5.6 – Evolution temporelle de la seconde instabilité, Re = 200, α = 4, 75
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5.1.3 Influence du nombre de Reynolds
Pour tous les nombres de Reynolds traités, les mêmes régimes apparaissent : l’allée

tourbillonnaire de Von-Kármán est observée pour des taux de rotation α < αL1, αL1
augmente en fonction du nombre de Reynolds. L’écoulement est stable pour αL1 < α <
αL2. Le mode II apparaît dans l’intervalle αL2 < α < αL3. αL2 et αL3 diminuent lorsque
le nombre de Reynolds augmente, puisque les effets visqueux sont réduits. La variation
des taux de rotation critiques est montrée sur la figure 5.7 pour différents nombres de
Reynolds, en comparaison avec les valeurs de Kang et al. (1999) [92], de Stojkovic̀ et al.
(2002,2003) [175, 176] et de Mittal & Kumar (2003) [123]. Cette figure montre que le
nombre de Reynolds critique d’apparition de la première instabilité augmente au-delà
de 48 lorsque le cylindre est en rotation.

Figure 5.7 – Diagramme de stabilité pour différents nombres de Reynolds Re ≤ 500
et taux de rotation α ≤ 6

Les figures 5.8 et 5.9 montrent les mêmes régimes de l’écoulement pour Re = 300
et Re = 500 respectivement.
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Figure 5.8 – Différents régimes de l’écoulement pour Re = 300

Figure 5.9 – Différents régimes de l’écoulement pour Re = 500
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5.1.4 Paramètres globaux
Lorsque le cylindre est fixe, la fréquence de fluctuation du coefficient de portance

est égale à la moitié de celle du coefficient de traînée, ce qui se traduit par la forme
8 dans le diagramme de phase (CD,CL), figure 5.15. Les évolutions temporelles des
coefficients sont montrées sur quelques périodes par la figure 5.10 pour Re = 200.

Figure 5.10 – Evolutions temporelles des coefficients de traînée et de portance, Re =
200, α = 0

Dans le cas du mode I d’instabilité, la fréquence du lâcher tourbillonnaire est du
même ordre que celle dans le cas du cylindre fixe. Le nombre de Strouhal est presque
constant, figure 5.13, et diminue légèrement à la fin de cette première instabilité. Le
coefficient de portance moyen croît proportionnellement à la vitesse de rotation, ce qui
traduit bien l’effet Magnus. Quant au coefficient de traînée moyen, il diminue lorsque α
augmente. Sous l’effet de la rotation, la fréquence de fluctuation de la traînée ne corres-
pond plus au double de celle de la portance. Les évolutions temporelles des coefficients,
figure 5.11, montrent que les deux coefficients évoluent avec la même fréquence. Le
diagramme de phase (CD, CL) est formé par des courbes fermées montrant que l’écou-
lement est périodique. La position du diagramme de phase montre les valeurs moyennes
des coefficients CD et CL, alors que sa taille indique les amplitudes de fluctuations cor-
respondantes.

Figure 5.11 – Evolutions temporelles des paramètres globaux, Re = 200, α = 1.5

Dans l’intervalle αL1 < α < αL2 où l’écoulement est stationnaire, le diagramme de
phase se réduit à un point. Dans ce cas, la courbe représentant CL en fonction de α
montre une variation presque quadratique (figure 5.14). Egalement, le coefficient de
traînée décroît et devient négatif pour des taux de rotation élevés.

Dans le cadre du mode II d’instabilité, l’écoulement est encore périodique avec une
fréquence beaucoup plus faible que celle du mode I. Les évolutions temporelles des
paramètres globaux, plus compliquées dans ce cas, sont montrées dans la figure 5.12.
De fortes oscillations des coefficients de portance et de traînée sont observées comme le
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Figure 5.12 – Mode II, évolutions temporelles des coefficients de traînée et de por-
tance, Re = 200, α = 4.75

montre la figure 5.15. Pour des taux de rotation les plus élevés, la solution s’approche de
celle de l’écoulement potentiel, et le coefficient de portance converge asymptotiquement
vers CLpot = 2πα. Les paramètres globaux moyens pour les différents nombres de
Reynolds et taux de rotation étudiés sont présentés dans les tableaux 5.1 à 5.4 et dans
les figures 5.14.

Figure 5.13 – Nombre de Strouhal St = fD
U∞

en fonction de α pour Re = 100, 200,
300 and 500

Figure 5.14 – Coefficients moyens de traînée CDav et de portance CLav en fonction de
α pour différents nombres de Reynolds ; En pointillés, CLpot = 2πα
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α St CDmoy ‖CLmoy‖ CDmax−CDmin
2

CLmax−CLmin
2

0 0.1689 1.253 0.000 0.016 0.355
0.5 0.1693 1.177 1.207 0.064 0.376
1 0.1688 0.954 2.492 0.121 0.398
1.5 0.1676 0.608 3.899 0.140 0.401
1.8 0.1632 0.346 4.813 0.132 0.339
2 _ 0.129 5.440 _ _
2.5 _ -0.241 7.440 _ _
3 _ -0.591 9.924 _ _
3.5 _ -0.920 12.997 _ _
4 _ -1.209 16.667 _ _
4.5 _ -1.440 20.950 _ _
4.75 _ -1.740 23.323 _ _
4.85 0.0398 -1.406 24.414 1.370 1.395
5 0.0318 -1.105 25.902 1.657 1.770
5.2 0.0223 -1.462 28.101 1.407 1.725
5.5 _ -1.475 31.503 _ _
6 _ -1.601 34.520 _ _

Table 5.1 – Paramètres globaux en fonction du taux de rotation, Re = 100

α St CDmoy ‖CLmoy‖ CDmax−CDmin
2

CLmax−CLmin
2

0 0.1960 1.301 0.000 0.035 0.731
0.5 0.1963 1.197 1.194 0.110 0.741
1 0.1954 0.975 2.465 0.206 0.746
1.5 0.1923 0.653 3.882 0.270 0.784
2 0.1762 0.266 5.474 0.311 0.799
2.1 0.1715 0.169 5.748 0.290 0.779
2.2 0.1675 0.062 6.086 0.270 0.734
2.5 _ -0.304 7.145 _ _
3 _ -0.602 9.824 _ _
3.5 _ -0.874 13.057 _ _
4 _ -1.101 16.852 _ _
4.4 0.0407 -0.988 20.410 2.053 2.186
4.5 0.0369 -1.026 21.259 2.064 2.239
4.75 0.0284 -1.119 23.539 2.064 2.469
4.8 0.0398 -1.134 24.027 1.970 2.614
5 _ -1.152 27.730 _ _
5.5 _ -1.295 30.735 _ _
6 _ -1.320 36.672 _ _

Table 5.2 – idem, Re = 200
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α St CDmoy ‖CLmoy‖ CDmax−CDmin
2

CLmax−CLmin
2

0 0.2027 1.292 0.000 0.060 0.819
0.5 0.2020 1.224 1.118 0.129 0.864
1 0.2030 1.031 2.368 0.239 0.934
1.5 0.2000 0.781 3.773 0.330 1.028
2 0.1784 0.446 5.245 0.370 1.080
2.5 0.1553 -0.116 6.941 0.316 0.812
2.7 _ -0.404 7.687 _ _
2.75 _ -0.431 7.940 _ _
3 _ -0.560 9.314 _ _

3.25 _ -0.687 10.841 _ _
3.5 _ -0.808 12.526 _ _
3.75 _ -0.921 14.373 _ _
4 0.0487 -0.633 16.327 1.976 2.543

4.25 0.0378 -0.724 18.198 2.114 3.059
4.5 0.0311 -0.838 20.014 2.296 3.189
4.75 0.0243 -0.945 22.138 2.482 3.525
5 _ -1.092 26.890 _ _

5.25 _ -1.159 28.980 _ _
5.5 _ -1.230 30.955 _ _
6 _ -1.360 34.756 _ _

Table 5.3 – idem, Re = 300

α St CDmoy ‖CLmoy‖ CDmax−CDmin
2

CLmax−CLmin
2

0 0.2224 1.419 0.000 0.131 1.197
0.5 0.2174 1.350 1.098 0.236 1.249
1 0.2152 1.150 2.337 0.343 1.242
1.5 0.2065 0.941 3.618 0.393 1.250
2 0.1788 0.580 4.982 0.509 1.317
2.5 0.1593 0.013 6.803 0.421 0.934
3 _ -0.434 9.237 _ _
3.5 _ -0.615 12.528 _ _
4 0.0414 -0.418 16.530 1.850 2.703
4.5 0.0265 -0.555 20.318 2.348 3.340

Table 5.4 – idem, Re = 500
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a) Re = 200 b)Re = 300

Figure 5.15 – diagrammes de phase (CD, CL) pour différents taux de rotation α

5.1.5 Champs moyens temporels
Ce paragraphe discute de l’évolution du champ moyen temporel de l’écoulement, en

fonction du taux de rotation. La figure 5.16 montre les lignes de courant définissant le
champ moyen pour Re = 100, 300 et 500 en fonction de la variation de α. On remarque
l’apparition des tourbillons secondaires qui sont les prémices des tourbillons de zone
de mélange lorsque le nombre de Reynolds augmente. Ces tourbillons ont été observés
pour Re = 1000 par Braza et al. (1986) [25]. La dissymétrie due à la rotation est
observée. Ces champs moyens permettent l’évaluation de la longueur de recirculation
et des coordonnées des points d’arrêt et de stagnation. Le point de stagnation (X0, Y0)
indique la longueur de recirculation du champ moyen, qui diminue en fonction de α et
de Re, figure 5.17. Le point de stagnation derrière le cylindre se déplace dans le sens
contraire à la rotation lorsque α augmente (θ diminue, figure 5.17), et il s’éloigne du
cylindre à cause de la couche de fluide qui le sépare du cylindre et s’épaissit en fonction
du taux de rotation. Pour un taux de rotation donné, la distance d entre le point de
stagnation et le cylindre diminue lorsque le nombre de Reynolds augmente puisque
l’effet relatif de la rotation diminue.

La figure 5.18 montre les champs moyens pour Re = 300 et des taux de rotation
allant jusqu’à 6. Pour les α les plus élevés, le point de stagnation devient pratiquement
sur l’axe vertical du cylindre ( à θ '= 90), et il s’éloigne selon cet axe quand la vitesse
de rotation augmente comme le montre la figure 5.19.

La figure 5.20 montre les profils de vitesse des champs moyens pour différents
nombres de Reynolds et taux de rotation. Ces profils permettent d’illustrer l’épais-
seur de la couche limite. La figure 5.21a montre que la vitesse maximale Umax diminue
en fonction de α et augmente en fonction de Re. L’épaisseur de la couche limite Ymax
au point où la vitesse est maximale est montrée sur la figure 5.21b. Ymax diminue en
fonction du nombre de Reynolds mais augmente en fonction du taux de rotation.
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α = 0

α = 0.5

α = 1.5

α = 2.5

α = 3.5
a) Re = 100 b) Re = 300 c) Re = 500

Figure 5.16 – Lignes de courant des champs moyens
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Figure 5.17 – Déplacement des points d’arrêt et de stagnation des champs moyens en
fonction de α et Re
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Figure 5.18 – Champs moyens en fonction de la vitesse de rotation, Re = 300
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Figure 5.19 – Déplacement des points de stagnation en fonction de α, Re = 300
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Figure 5.20 – Profils de vitesse des champs moyens à X/D = 0, pour différents Re et
α
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a)

b)

Figure 5.21 – Umax et l’épaisseur de couche limite maximale Ymax des champs moyens
en fonction de Re et α
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5.2 Transition 3D

Lorsque le cylindre est fixe, on observe des effets 3D à partir du nombre de Reynolds
de l’ordre de 150. L’évolution de la composante transversale de la vitesse w en fonction
du temps est formée par une amplification linéraire suivie d’une évolution non-linéaire
qui mène vers une saturation comme reporté par Persillon & Braza (1998) [135], figure
5.27a. L’amplification de w annonce le développement de l’instabilité secondaire qui se
manifeste par l’ondulation transversale des rouleaux de Von Kármán comme observé
pour Re = 200, α = 0, figure 5.23a. La longueur d’onde λz/D montrée sur la figure
5.22a est égale à 4.

A Re = 200 et α = 1, 5, ces effets ne sont plus observés ; l’évolution de w, figure
5.27b montre une atténuation drastique. La rotation atténue donc l’instabilité secon-
daire et l’écoulement devient bi-dimensionnel comme montré sur la figure 5.23b. La
rotation augmente les nombres de Reynolds critiques d’apparition de l’instabilité 3D.
En effet, à un nombre de Reynolds plus élevé et un taux de rotation plus bas, par
exemple, Re = 300 et α = 0, 5, les effets tri-dimensionnels sont observés, figure 5.23c,
Dans l’intervalle où l’écoulement est stable, 2 < α < 4, 35 pour Re = 200, l’écoulement
reste stationnaire à partir des simulations 3D, figure 5.23d.

a) Re = 200, α = 0 b) Re = 300, α = 0.5

Figure 5.22 – Ondulation transversale de la composante de vitesse w, montrant une
longueur d’onde de λz/D = 4

Concernant l’intervalle du mode II d’instabilité, 4, 35 < α < 4, 85 pour Re = 200,
une simulation 3D a été menée au taux de rotation α = 4, 75 dans le but de déceler les
effets de rotation. La figure 5.24 montre la phase de démarrage. De fortes perturbations
sont observées dans la région proche du cylindre. Ceci est également observé par la forte
ondulation transversale de la composante de vitesse w, figure 5.25.

Le plan médian du champ tri-dimensionnel est comparé à l’écoulement 2D sur la
figure 5.26, dans le but d’extraire les effets purement 3D de ceux qui sont 2D. On peut
remarquer les structures secondaires qui apparaissent plus fortement dans les résultats
3D ; également les structures de Von-Kármán sont plus allongées. Cette différence n’est
pas remarquable dans le cas où la rotation empêche le développement de l’instabilité
secondaire Re = 200, α = 1.5.
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Figure 5.23 – Champs 3D ; atténuation de l’instabilité secondaire sous l’effet de la
rotation pour α = 1, 5 et 3 à Re = 200

Figure 5.24 – Prémices des perturbations
dues à la rotation, α = 4, 75, Re = 200, iso-
surfaces de vorticités

Figure 5.25 – Ondulation trans-
versale de w, α = 4, 75, Re = 200

5.2.1 Paramètres globaux
Les coefficients moyens de portance et de traînée et le nombre de Strouhal sont pré-

sentés sur le tableau 5.5. Les paramètres obtenus par les simulations 3D sont comparés
à ceux obtenus par les simulations 2D. Les simulations bi-dimensionnelles génèrent un
coefficient de traînée supérieur à celui obtenu par le calcul tri-dimensionnel. Cette ob-
servation va dans le même sens que celle de Beaudan & Moin (1994) [12] et Persillon
(1995) [134]. La comparaison du nombre de Strouhal fait apparaître un déficit dans le
cas tri-dimensionnel lorsque le cylindre est fixe. Lorsque le cylindre est en rotation, le
nombre de Strouhal croît légèrement par les simulations tri-dimensionnelles. Les diffé-
rentes valeurs du nombre de Strouhal sont montrées sur la courbe (Re, St), figure 5.28,
pour différents nombre de Reynolds. Cette courbe montre la modification du mode
d’instabilité sous l’effet de la rotation.
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Re = 200, α = 0

Re = 200, α = 1.5

Re = 300, α = 0.5

Figure 5.26 – Comparaison des champs obtenus par des simulations 2D, gauche, et
3D, droite

a) Re = 200, α = 0 b) Re = 200, α = 1.5 c) Re = 300, α = 0.5

Figure 5.27 – Evolutions temporelles de la composante w, amplification et atténuation
en fonction du nombre de Reynolds et de la vitesse de rotation
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Figure 5.28 – Courbe St = f(Re) ; comparaison avec la courbe expérimentale de
Williamson (1989) [199], et les résultats des DNS de Persillon & Braza (1998) [135]

Re = 200,α = 0

Cl Cd St

2D 0 1.301 0.1960
3D 0 1.206 0.1810

Re = 200, α = 1.5
2D 3.882 0.653 0.1923
3D 3.880 0.628 0.1965

Re = 300, α = 0.5 2D 1.118 1.224 0.2020
3D 1.133 1.152 0.2041

Table 5.5 – Comparaison des paramètres globaux obtenus par simulations 2D et 3D
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5.2.2 Évaluation du nombre de Reynolds critique de l’insta-
bilité secondaire

Modèle de Landau

L’amplification de l’instabilité secondaire sous l’effet de la rotation du cylindre peut
être étudiée par le modèle global de Landau, Provansal et al. (1987) [142] :

∂A

∂t
= σrA︸︷︷︸

croissance lineaire

− lr|A3|︸ ︷︷ ︸
non lineaire

(5.1)

Les parties réelles des coefficients σr et łr sont évaluées à partir des DNS qui donnent
l’amplitude de variation d’une quantité - ici w - en fonction d’une période (enveloppe),
figure 5.29, gauche. σr est calculé par la variation de log(A) en fonction du temps, figure
5.29, droite. Pour Re = 200, α = 0, σr = 0.013 et pour Re = 300, α = 0.5, σr = 0.041.
L’évaluation de σr permet alors le calcul du coefficient d’amplification non-linéaire łr
proche du seuil de saturation :

lr = σr ×
A

|A3|
(5.2)

Le signe de lr indique la nature sous-critique ou supercritique de l’instabilité étudiée.
Les valeurs 3.055 et 2.314 sont obtenues pour Re = 200 et 300 respectivement, donc
l’instabilité est sous-critique comme mentionné également par Henderson & Barkley
(1996) ([75]). Ce résultat montre que la rotation change la nature de l’instabilité dans
le cas où Re = 300 où pour α = 0, l’instabilité est supercritique.

Nombre de Reynolds critique pour α = 0, 5

A l’aide du terme σr de l’équation de Landau 5.1, le nombre de Reynolds critique
pour l’apparition de l’instabilité secondaire a été évalué pour α = 0.5, en menant des
simulations tri-dimensionnelles proche de la valeur seuil, de telle manière que Re−Recr

Recr
soit un petit paramètre. σr s’écrit alors en fonction du nombre de Reynolds critique :

σr = k (Re−Recr) (5.3)

Selon Provansal et al. (1987) [142], k représente une fréquence réduite et σr s’écrit
aussi comme suit :

σr = (1/5)
(
ν/D2

)
(Re−Recr) (5.4)

où ν est la viscosité cinématique et D le diamètre du cylindre.

Le modèle de Landau est vérifié pour la présente bifurcation, σr varie donc linéai-
rement en fonction du nombre de Reynolds ; ceci a été examiné pour α = 0.5 en menant
des simulations numériques pour Re = 250, 265, 275, 285 et 300. La figure 5.30 montre
la variation de σr en fonction du nombre de Reynolds. Le coeffcient correspondant à
Re = 300 montre qu’on est encore un peu loin du seuil critique, donc il n’est pas pris en
compte dans l’évaluation du Reynolds critique. La variation des autres quatre points
correspond à une ligne droite, coupant l’axe du Re à la valeur 219, 8. Ainsi, le nombre
de Reynolds critique sous l’effet de la rotation est plus élevé que dans le cas de α = 0,
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Re = 200, α = 0

Re = 300, α = 0.5

Figure 5.29 – Gauche, enveloppe de l’évolution temporelle de w ; droite, détermination
de σr

Figure 5.30 – Evaluation du nombre de Reynolds critique associé à l’instabilité se-
condaire à α = 0.5



116 Chapitre 5- Écoulement autour d’un cylindre en rotation

évalué par Persillon & Braza (1998) [135].

L’analyse des effets de rotation par des simulations bi- et tri-dimensionnelles a
mis en évidence le caractère stabilisant de la rotation, qui modifie les nombres de
Reynolds critiques d’apparition et de suppression des différents modes d’instabilité. Le
paragraphe suivant analyse l’effet de la rotation sur l’énergie des modes organisés par
la décomposition en modes propres orthogonaux (P.O.D.) ainsi que la reconstruction
des champs à partir des modes les plus énergétiques en deux et trois dimensions.

5.3 Décomposition en modes propres orthogonaux,
P.O.D.

Après une introduction sur la formulation mathématique de la P.O.D, Proper Or-
thogonal Decomposition, ce paragraphe analyse les modes les plus énergétiques de la
P.O.D. dans le cadre de l’écoulement autour du cylindre fixe ou en rotation, à partir des
simulations bi- et tri-dimensionnelles. Les champs instantanés sont ensuite reconstruits
à l’aide des modes les plus énergétiques de la P.O.D.

5.3.1 Définition
La décomposition en modes propres a été introduite en premier lieu séparément par

Karhunen (1946) [93], et Loève (1955) [109], qui cherchaient à déterminer les vecteurs
propres maximisant la quantité suivante :

max
〈|−→u .
−→
ψ |2〉(−→

ψ .
−→
ψ
) = 〈|

−→u .
−→
φ |2〉(−→

φ .
−→
φ
) (5.5)

l’opérateur 〈...〉 désignant une moyenne (moyenne de phase, d’ensemble...).

La décomposition de Karhunen-Loève, connue sous le nom de décomposition ortho-
gonale en modes propres (Proper Orthogonal Decomposition, P.O.D.), a été proposée
par Lumley (1967) [115], dans le but d’étudier les écoulements turbulents, et plus parti-
culièrement, extraire les structures cohérentes évoluant en leur sein. Alors la P.O.D. est
devenue un outil permettant de décomposer un champ de vitesse fluctuant sur une base
définie de vecteurs propres. La vitesse instantanée peut alors s’exprimer comme une
combinaison linéaire des fonctions de cette base, également appelées vecteurs propres
ou modes propres :

−→u
(−→x , t) =

∞∑
n=1

an
−→
φn
(−→x , t) (5.6)

les −→φn
(−→x , t) sont des variables déterministes du temps et de l’espace.

De là, Lumley introduit le terme de structures cohérentes, pour montrer que dans
la majorité des cas, un certain ordre de structures existe dans les écoulements turbu-
lents. Les structures cohérentes semblent correspondre à une combinaison linéaire des
premiers modes propres.
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5.3.2 Formulation mathématique
La P.O.D. cherche les fluctuations les plus énergétiques d’un vecteur aléatoire (le

champ de vitesse instantané −→ui
(−→x , t)). Pour résoudre le problème de Karhunen-Loève,

on utilise les principes du calcul variationnel, et on est amené à résoudre le problème
aux valeurs propres suivant :∫

Ω

∫
Rij

(
−→x ,
−→
x′ , t, t′

)
φn

(−→
x′ , t′

)
d
−→
x′dt′ = λφn

(−→x , t) (5.7)

Rij

(
−→x ,
−→
x′ , t, t′

)
est le tenseur des corrélations spatiales : 〈ui

(−→x , t)uj (−→x′ , t′)〉, avec
−→x pouvant représenter les trois coordonnées de l’espace.

Les solutions de ces équations forment une base orthonormale {φn}, où n ∈ N est à
dimension infinie. Le vecteur aléatoire peut alors être exprimé comme une combinaison
linéaire des éléments de cette base :

−→ui (−→x , t) =
∞∑
n=1

an
−→
φi,n(−→x , t) (5.8)

où les coefficients an sont des variables aléatoires définies par :

an =
∫

Ω

∫
~ui(−→x , t)

−→
φi,n(−→x , t)d−→x dt (5.9)

Ces coefficients sont décorrélés entre eux :

〈anam〉 = λnδn,m (5.10)

La valeur propre λn de l’équation précédente correspond à l’énergie cinétique totale
du neme mode. L’énergie cinétique totale du champ de vitesse peut être donc exprimée
en fonction des coefficients an uniquement :

∫
Ω

∫
〈−→ui−→ui 〉d−→x dt =

∞∑
n=1
〈anan〉 (5.11)

La base construite par la P.O.D. est optimale pour toute autre décomposition du
champ −→ui (−→x , t) sur une base orthonormale arbitraire {ψn}, avec n ∈ N de telle manière
que :

−→ui (−→x , t) =
∞∑
n=1

bn
−→
ψi,n(−→x , t) (5.12)

Donc, ∀N ∈ N,
N∑
n=1
〈anan〉 ≥

N∑
n=1
〈bnbn〉 (5.13)

De cette manière, la décomposition construite à partir de la base P.O.D. converge
plus rapidement que toute autre décomposition du champ aléatoire, en terme d’éner-
gie. La formulation précédente est la plus générale et la plus complète concernant la
décom-position en modes propres orthogonaux. Néanmoins, cette formulation est un
peu compliquée, et il existe des méthodes plus simples, consistant à séparer l’espace et
le temps. Les principales méthodes ont été explicités par Faghani (1996) [61].
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P.O.D. séparable

Dans le cadre de nos simulations, au lieu de s’intéresser aux propriétés statistiques
de la vitesse, on préfère regarder l’écoulement dans un cadre déterministe ou quasi-
déterministe. De ce fait, on regarde la dynamique du système physique qui génère
U(−→x , t). U(−→x , t) est ensuite décomposé en une partie spatiale que nous appelons topos
(φ(−→x )) et une partie temporelle appelée chronos (ψ(t)) :

−→ui
(−→x , t) =

∞∑
n=1

anψn (t)−→φi,n
(−→x ) (5.14)

On parle alors de la P.O.D. séparable. Les vecteurs propres correspondants sont alors
calculés avec les noyaux suivants :

lij(−→x ,
−→
x′ ) =

∫
ui(−→x , t)uj(

−→
x′ , t)dt (5.15)

s(t, t′) =
∫
ui(−→x , t)ui(−→x , t′)d−→x (5.16)

Les équations aux valeurs propres associées à ces deux noyaux s’expriment sous la
forme suivante :

∫
lij(−→x ,−→x ′)φi,n(

−→
x′ )d
−→
x′ = a2

nφi,n(−→x ) (5.17)

∫
s(t, t′)ψn(t′)dt′ = a2

nψn(t) (5.18)

Dans ce cas, λn = a2
n, et les vecteurs propres vérifient les propriétés d’orthonormalité

suivantes : ∫
ψn(t)ψm(t)dt = δn,m (5.19)

∫
φn(−→x )φm(−→x )d−→x = δn,m (5.20)

où δ est la symbole de Kronecker.

Méthode des snapshots

L’approche utilisée pour résoudre le problème aux valeurs propres est la méthode
des snapshots, introduite par Sirovish (1987) [165]. Cette méthode est basée sur la
décomposition en valeurs singulières de la matrice M des snapshots ou champs ins-
tantanés utilisés. En effet, les N champs de u, v et w sur un domaine discrétisé avec
NP = nx × ny × nz points du maillage, peuvent s’écrire dans la matrice :
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M =



u1(X1) u2(X1) · · · uN(X1)
u1(X2) u2(X2) · · · uN(X2)

... ... ... ...
u1(XNP ) u2(XNP ) · · · uN(XNP )
v1(X1) v2(X1) · · · vN(X1)
v1(X2) v2(X2) · · · vN(X2)

... ... ... ...
v1(XNP ) v2(XNP ) · · · vN(XNP )
w1(X1) w2(X1) · · · wN(X1)
w1(X2) w2(X2) · · · wN(X2)

... ... ... ...
w1(XNP ) w2(XNP ) · · · wN(XNP )


Le tenseur des corrélations, de dimension 3×NP dans le cas 3D s’écrit ainsi :

R = dx dy dz

N
M.MT

et l’équation aux valeurs propres s’écrit :

dx dy dz

N
M.MTφ = λφ

En multipliant à gauche l’équation précédente par MT , on obtient :

dx dy dz

N
MT .M.MTφ = λMT .φ

dx dy dz

N
MT .Mφ′ = λφ′

On voit que M.MT de dimension (3NP )2 a les mêmes valeurs propres que MT .M de
dimension N2. On a donc intérêt à choisir pour le calcul des valeurs propres la matrice
de plus petite dimension. Les valeurs propres des deux matrices considérés sont liées
par les relations suivantes :

φ′ = MTφ

φ = Mφ′

Ainsi, l’utilisation d’une matrice de plus petite taille réduit la taille mémoire à allouer
et le temps de calcul.

Dans ce qui suit, l’analyse des structures organisées sous l’effet de la rotation est
réalisée par la P.O.D. à partir des simulations bi- et tri-dimensionnelles.

5.3.3 Analyse des modes bi-dimensionnels principaux sous l’ef-
fet de la rotation

Dans le but d’étudier les effets de la rotation sur les structures organisées, la P.O.D.
est appliquée sur les résultats des simulations dans le carde du mode I pour Re = 200,



120 Chapitre 5- Écoulement autour d’un cylindre en rotation

α = 0 et α = 1, 5, ainsi que le second mode d’instabilité, le mode II pour α = 4, 75.
L’influence du nombre de Reynolds a été également étudiée à partir de la P.O.D. pour
Re = 300, α = 1, 5. Concernant le mode I, 500 champs instantanés ont été stockés dans
le but de les exploiter par la P.O.D. Quant au mode II, 1000 champs instantanés ont
été utilisé puisque la fréquence du lâcher tourbillonaire est plus basse dans le cadre du
mode II.

Le tableau 5.6 montre la contribution en énergie des 20 premiers modes fournis
par la P.O.D. Pour tous les cas traités, le premier mode est le plus énergétique et sa
contribution en énergie augmente en fonction du taux de rotation, de 95, 79% pour
α = 0 à plus de 99% pour α = 4, 75 au même nombre de Reynolds. Pour le même taux
de rotation, α = 1, 5, la contribution en énergie du premier mode diminue lorsque le
nombre de Reynolds augmente. Le processus chaotique, qui caractérise les premières
étapes vers la turbulence, est donc plus fort et plus complexe, et il est certain que
lorsque le nombre de Reynolds augmentera davantage, cette différence sera plus claire.

La figure 5.31 montre la cascade énergétique en échelle Log pour Re = 200 pour les
trois taux de rotation traités. On peut remarquer, qu’à l’exception du premier mode, les
modes vont par paires ; par exemple, les modes 2 et 3 ont des contributions énergétiques
du même ordre, de même pour les modes 4 et 5, et ainsi de suite. Dans le cadre de la
seconde instabilité, la décroissance des derniers modes n’est pas aussi rapide que celle
observée pour des taux de rotation plus bas. Pour cette seconde instabilité qui est donc
plus complexe, on aura besoin d’un nombre supérieur pour reconstruire l’écoulement
comme il sera expliqué ci-dessous.

Figure 5.31 – Evolution de l’énergie des 20 premiers modes, Re = 200, différents α
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energie (%)
Mode Re = 200 Re = 300

α = 0 α = 1.5 α = 4.75 α = 1.5
1 95.786199 97.502739 99.162083 97.103789
2 2.180571 1.234796 0.424853 1.394955
3 1.829157 1.096263 0.183662 1.259867
4 0.076683 0.064915 0.052209 0.096638
5 0.059989 0.055774 0.040679 0.084412
6 0.028322 0.018844 0.024023 0.024242
7 0.027039 0.017986 0.022420 0.021642
8 0.004258 0.003190 0.014061 0.005686
9 0.004136 0.003137 0.013553 0.005246
10 0.001287 0.000693 0.008614 0.001145
11 0.001269 0.000686 0.008497 0.001079
12 0.000349 0.000179 0.005638 0.000384
13 0.000346 0.000179 0.005532 0.000372
14 0.000114 0.000151 0.004131 0.000151
15 0.000113 0.000112 0.004052 0.000150
16 0.000036 0.000061 0.003255 0.000068
17 0.000035 0.000061 0.003183 0.000067
18 0.000024 0.000028 0.002447 0.000030
19 0.000021 0.000021 0.002361 0.000030
20 0.000012 0.000021 0.001786 0.000012

Table 5.6 – Contributions énergétiques des 20 premiers modes de la P.O.D., résultats
2D
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Topologie des modes les plus énergétiques

La figure 5.32 montre les cinq premiers topos pour Re = 200, α = 0 et α = 1, 5
respectivement. On remarque que le premier mode correspond au champ moyen (voir
paragraphe 5.1.5). Les modes 2 et 3, constituant une paire, sont formés de structures
possédant un axe d’antisymétrie passant par le centre du cylindre, horizontal pour
α = 0, et incliné dans le sens de la rotation pour α = 1, 5. Ces modes incluent la
partie antisymétrique de l’écoulement, et ressemblent aux champs de la composante V
de la vitesse. Le tourbillon attaché au cylindre peut tourner dans les deux sens, selon
le signe du chronos correspondant. Ce sens peut être interprété selon la prépondérance
de la vorticité négative ou positive. Les strucures de ces modes représentent des lobes
alternés, séparés par une distance λx qui correspond à la longueur d’onde séparant
deux tourbillons de l’allée de Von Kármán. Les modes 4 et 5 correspondent à la partie
symétrique de l’écoulement, et ressemblent aux iso-U . Les structures sont symétriques
dans le cas du cylindre fixe. L’axe de ces structures est dévié sous l’effet de la rotation
pour α = 1, 5, ligne rouge sur la figure 5.32. La symétrie n’est plus conservée puisque
les lobes inférieurs sont plus atténués que les lobes supérieurs.

Concernant le mode II de plus basse fréquence, Re = 200, α = 4, 75, les modes
sont représentés sur la figure 5.33. On retrouve que le premier mode correspond au
champ moyen, Les modes 2 et 3 forment une paire montrant l’instabilité dans la zone
supérieure du cylindre. Les modes 4 et 5 sont formés par un nombre double de structures
que les modes 2 et 3. On ne retrouve plus les lobes inférieurs comme dans le cas de la
première instabilité.
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mode 1

mode 2

mode 3

mode 4

mode 5
a) α = 0 b) α = 1.5

Figure 5.32 – Topos des cinq premiers modes, première instabilité
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mode 1 mode 2

mode 3 mode 4

mode 5

Figure 5.33 – Topos des cinq premiers modes, Re = 200, α = 4, 75 ; seconde instabilité

Chronos des modes les plus énergétiques

La figure 5.34 montre l’évolution temporelle des modes 2, 3, 4, 5, 6 et 7 pour
Re = 200 concernant les 3 vitesses de rotation traitées. Les chronos sont toujours
périodiques, ce qui correspond à des structures fermées dans le portait de phase des
chronos en fonction du mode 2, figure 5.35. Les modes 2 et 3 ont la même période qui
est équivalente à celle du lâcher tourbillonnaire. Le portrait de phase (ψ2;ψ3) est formé
alors par un lobe. Les portaits de phase des modes 4 et 5 montrent une structure à
deux lobes, à cause d’une variation d’une demie-longueur d’onde par rapport au mode
2. Les modes 6 et 7 sont déplacés d’un tiers de longueur d’onde, ce qui correspond à
une structure à trois lobes dans le portrait de phase. Les portraits de phase de la figure
5.35 montrent la modulation des chronos sous l’effet de la rotation et la destruction de
la symétrie quand α augmente.

Reconstruction des champs 2D à partir des modes les plus énergétiques

La reconstruction du signal à l’aide des modes les plus énergétiques est achevée en
utilisant l’équation 5.14. Les figures 5.36 et 5.37 montrent les reconstructions successives
en fonction du nombre de modes et l’évolution vers l’écoulement initial, pour α = 1, 5
et 4, 75 respectivement. Pour la première instabilité, à l’aide de trois modes on peut
reconstruire la formation des tourbillons proche paroi, mais trois modes ne sont pas
suffisants pour reproduire suffisamment la longueur d’onde λx de l’instabilité de Von
Kármán. Pour l’obtenir, il faut un nombre supérieur de modes, ce qui est très bien
achevé par 9 modes. La rotation n’introduit pas de complexicité dans le cadre de la
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Figure 5.34 – Chronos des modes P.O.D. les plus énergétiques, Re = 200

première instabilité, ce qui n’est pas le cas pour la seconde instabilité, α = 4, 75. Un
nombre plus important de modes est nécessaire pour retrouver les tourbillons positifs,
ce qui est achevé par un nombre de 20 modes.
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a) α = 0 b) α = 1.5 c) α = 4.75

Figure 5.35 – Portraits de phase des chronos (ψ2,ψi), ψi associé au mode i ; effet de
la rotation pour Re = 200
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a)champ instantané

b) reconstruction avec les 3 premiers modes

c) 5 modes

d) 9 modes

e) 11 modes

Figure 5.36 – Reconstruction du champ instantané à partir des modes les plus éner-
gétiques de la P.O.D., à gauche, iso-U , à droite, iso-V Re = 200, α = 1, 5
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a) champ instantané

b) reconstruction avec 5 modes

c) 11 modes

d) 15 modes

d) 19 modes

Figure 5.37 – idem. Re = 200, α = 4, 75
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5.3.4 Analyse de l’instabilité secondaire sous l’effet de rota-
tion par la P.O.D.

L’analyse des structures cohérentes 3D est également menée par l’approche P.O.D..
Un sous-domaine de 160×52×80 est stocké dans chaque cas traité durant 6 périodes de
l’écoulement ce qui correspond à 170 champs instantanés. La contribution énergétique
des 100 premiers modes pour Re = 300, α = 0.5 est montrée sur la figure 5.38. Le
décroissement rapide de la contribution énergétique est remarquable. La figure 5.39
montre l’effet de la rotation sur l’énergie des premiers modes pour Re = 200, α = 0
et 1, 5. Rappelons que pour α = 1.5, les effets tri-dimensionnels sont atténués par
la rotation. Le premier mode est plus énergétique que le cas du cylindre fixe, et la
décroissance de la contribution énergétique est plus forte. La décroissance est également
plus forte dans le cas des simulations 2D par comparaison aux modes 3D comme le
montre la figure 5.40.

Figure 5.38 – Contribution énergétique des 100 premiers modes ; simulations 3D,
Re = 300 et α = 0.5

Figure 5.39 – Effet de la rotation sur la contribution énergétique des 20 premiers
modes
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Figure 5.40 – Comparaison de la contribution énergétique des 20 premiers modes à
partir de simulations 2D et 3D

Figure 5.41 – Portraits de phases des modes 3D, Re = 300, α = 0, 5

Topos et chronos des modes 3D les plus énergétiques

La figure 5.42 montre les 5 premiers modes 3D pour Re = 200 et α = 0, et Re = 300
et α = 0.5 respectivement. Comme dans le cas de la P.O.D. 2D, le premier mode cor-
respond au champ moyen où on peut voir les effets tri-dimensionnels dans la direction
transversale. Les modes 2 et 3 constituent une paire, chacun formé d’une rangée de
structures alternées. Les modes 4 et 5 sont plus fragmentés avec deux rangées de struc-
tures.

La figure 5.41 montre les mêmes comportements que le cas 2D quant aux portraits
de phase pour Re = 300, α = 0.5.

Reconstruction des champs 3D

La reconstruction des champs 3D est montrée dans les figures 5.43 et 5.44 pour
Re = 200, α = 0 et Re = 300, α = 0.5 respectivement. 3 modes ne sont pas suffisants
pour reproduire l’allure des structures tourbillonnaires. 11 modes paraissent suffisants
pour reconstruire l’ondulation transversale. La reconstruction avec 19 modes est très
proche de celle avec 11 modes, mais elle montre plus clairement les structures de fer à
cheval.
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a) mode 1

a) mode 2

a) mode 3

a) mode 4

a) mode 5

Figure 5.42 – Topologie des cinq premiers modes 3D, gauche, Re = 200, α = 0 ;
droite, Re = 300, α = 0, 5
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a) champ instantané

b) reconstruction avec les 3 premiers modes

c) 7 modes

c) 11 modes

e) 19 modes

Figure 5.43 – Reconstruction des iso-surfaces de vorticité, Re = 200, α = 0
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a) champ instantané

b) reconstruction avec 3 modes

c) 7 modes

c) 11 modes

e) 19 modes

Figure 5.44 – Reconstruction des iso-surfaces de vorticité, Re = 300, α = 0, 5
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