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Résumé

L’hétérogénéité et le caractère souvent multidomaines des systèmes au sein desquels le Génie
Electrique intervient complexifient leur analyse globale. Pourtant, l'approche système est
essentielle car elle met en exergue les couplages entre éléments situés dans différentes
disciplines. Pour faciliter cette démarche, le formalisme de modélisation unifiant "Bond
Graph" est utilisé pour visualiser les transferts énergétiques. Par ailleurs, cette méthodologie
offre des perspectives intéressantes en terme d’analyse systémique, objet de ce mémoire.
Deux méthodes de simplification de modèle ont été étudiées et comparées. Il s'agit de la
Méthode des Perturbations Singulières, basée sur la séparation de dynamique des éléments, et
de la méthode MORA (Model Order Reduction Algorithm), basée sur l'activité énergétique.
Ces méthodes peuvent nous conduire à la simplification du modèle Bond Graph en fonction
de la gamme de fréquence des signaux d’entrées/sorties. Pour analyser la stabilité, la méthode
du lieu des pôles et la deuxième méthode de Lyapunov ont été étudiées et appliquées à l'aide
du formalisme Bond Graph. Ces différentes techniques d’analyse sont appliquées au cas
d’étude d’une chaîne de traction ferroviaire industrielle.
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Methodology of System Design in Electrical Engineering with
Bond Graph : Application on a Railway Traction System
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Abstract

In Electrical Engineering, the global analysis of systems is difficult because of their
heterogeneity and their multidomain nature. Nevertheless, this system approach is essential
because it underlines couplings between elements of different physical fields. To facilitate
this analysis, the unified formalism Bond Graph is used. This modeling method illustrates the
energetic transfers in the system. Moreover, this methodology offers interesting solutions in
terms of system analysis. Two simplification methods have been investigated and compared,
i.e. the Singular Perturbations Method (SPM), based on the dynamic analysis of elements, and
the Model Order Reduction Algorithm (MORA), based on the energetic activity. By these
methods, a simplified bond graph model can be obtained for a given frequency range. The
stability analysis by the root locus method and the Lyapunov’s second method have been
examined and applied with the Bond Graph formalism support. An industrial railway traction
system is considered as the case study in the application of these different analysis techniques.
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Notations

sΦ  et rΦ Flux statorique et rotorique

sI  et rI Courants statorique et rotorique

sl  et rl Inductances des fuites statorique et rotorique

mL Inductance mutuelle

sL Inductance cyclique statorique ( mss LlL += )

rL Inductance cyclique statorique ( mrr LlL += )

sR  et rR Résistances statorique et rotorique

LM Inductance magnétisante ramenée au stator ( rm LLLM 2= )

LF Inductance des fuites totalisées au stator ( LMLLF s −= )

RR Résistance rotorique ramenée au stator ( ( ) rrm RLLRR 2= )

p Nombre de paires de pôles

ω  et Ω Vitesses électrique et mécanique ( Ω= .pω )

emC Couple électromagnétique

resF Force résistive à l'avancement

rC Couple résistif

VRP Vitesse du train en régime permanent

nω  et nT Pulsation et période naturelles d'une boucle causale de type I – I ou I – C

T Constante de temps d'une boucle causale de type I – R ou C – R

iA Activité énergétique de l'élément i

totalA Somme des activités énergétiques dans le modèle

iAI Index d'activité de l'élément i
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Introduction

Le Génie Electrique est au cœur de dispositifs par nature multidisciplinaires, à l’interface
entre domaines mécanique, hydraulique, thermodynamique, chimique,…. Dans ces
dispositifs, il existe de fortes interactions des éléments appartenant parfois à des disciplines
distinctes correspondant à différents champs d’expertise. Si la connaissance est souvent
cloisonnée, la physique et l’énergie ne s’arrêtent pas aux frontières disciplinaires. Ces
couplages, dans un tel contexte, sont en grande partie à la source de la complexité de la
conception de systèmes, notamment de l’analyse systémique sur laquelle se penche ce
mémoire.

L'équipe Système du LEEI voit dans cette problématique un domaine de recherche et situe ses
activités dans le cadre d'une approche système en Génie Electrique. C'est dans ce contexte que
nos travaux ont été effectués avec l’idée d’exploiter les méthodes de modélisation unifiantes
telles que le formalisme Bond Graph qui, en offrant plus de cohérence dans la représentation
de systèmes énergétiques hétérogènes et multidisciplinaires contribue à en donner une vision
globale plus claire. De plus, il est apparu que l’exploitation des propriétés causales des
transferts énergétiques ouvrait des perspectives intéressantes en terme d’analyse systémique.
Ainsi, à l’aide de la méthodologie Bond Graph, nous nous sommes surtout focalisés vers la
définition de modèles "juste assez" précis, adaptables aux objectifs de l’étude, ce qui répond à
un enjeu majeur de l'approche système : définir des modèles à moindre coût. Nous avons donc
exploité les méthodes de simplification de modèle appliquées directement au bond graph.
Cette simplification peut conduire à l'obtention d'un modèle réduit valable sur une gamme de
fréquence donnée. Actuellement, c’est plutôt vers les basses fréquences que nos efforts se
portent, car l’approche systémique de la conception impose d’être capable de représenter un
système complexe dans sa totalité dans le cadre de missions qui peuvent s’étendre sur de
longues durées. Ainsi, la définition systématique de modèles représentant les modes lents du
dispositif (modèles moyens, Bond Graph lent) constitue un axe d’effort majeur. A l’opposé,
on peut envisager que ces mêmes techniques issues des Bond Graphs Causaux soient
exploitables afin de définir les modes rapides du système (Bond Graph rapide), également
susceptibles de générer des interactions inter-disciplinaires (exemple de l’étude de
phénomènes vibratoires ou acoustiques).

Dans un autre côté, la stabilité est un aspect fondamental de l’étude des systèmes complexes.
Le comportement instable peut détériorer le système, voire même provoquer un accident
grave. Cependant, les systèmes que nous étudions étant le plus souvent non linéaires, la
linéarisation en petit signal est une procédure souvent utile que l’on peut appliquer
directement sur le Bond Graph Causal.
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Ce mémoire est divisé en quatre chapitres.

Dans le Chapitre 1, nous présentons brièvement le formalisme Bond Graph Causal et son
apport dans le cadre d'une approche système en Génie Electrique.

Les méthodes d'analyse systémique telles que la simplification du modèle et d'analyse de
stabilité sont explicitées dans le chapitre suivant, partant de l’existant jusqu’aux
développements que nous avons effectués au cours de cette thèse.

La modélisation de notre cas d'étude : une chaîne de traction ferroviaire, est décrite dans le
Chapitre 3, où nous présentons également une modélisation particulière linéarisable de la
machine asynchrone alimentée par onduleur de tension.

L’analyse systémique des modèles obtenus, les problématiques associées à ces méthodes et la
validation par simulation sont détaillées dans le Chapitre 4.

Enfin, nos conclusions et perspectives à ces travaux sont décrites à la fin de ce mémoire.



Chapitre 1

Le Bond Graph Causal dans le cadre
d’une approche système

en Génie Electrique
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Chapitre 1 
Le Bond Graph Causal dans le cadre d'une approche système en
Génie Electrique

Dans ce chapitre, nous présentons succinctement le formalisme Bond Graph (BG) que nous
utilisons au cours de nos travaux.

Un objectif particulier de ce chapitre est de situer le bond graph causal dans le contexte des
travaux de recherche du groupe ‘Système’, de façon à expliciter la logique qui a conduit cette
équipe, voici quatre ans, à utiliser ce formalisme et à en faire aujourd’hui un de nos outils de
conception privilégié. Cette mise en perspective entre méthode BG et démarche de conception
système en Génie Electrique opérera, tant au plan méthodologique (méthode de conception
par la synthèse et l’analyse), que vis a vis des champs applicatifs (éléments de production et
stockage électrochimique, systèmes de transport, énergies nouvelles,…) actuellement investis.

1.1. Contexte de l'approche système en Génie Electrique

Le domaine du Génie Electrique est au cœur et à l’interface avec plusieurs disciplines
connexes, mettant en œuvre des domaines physiques différents, électrique bien sûr, mais aussi
thermique, magnétique, mécanique, hydraulique, chimique,.... Parmi ces disciplines, il existe
un dénominateur commun lié au fait que des échanges de puissances et d’énergie transitent au
sein et entre chaque domaine. Une chaîne de traction, telle que celle que nous considérons
dans ce mémoire, constitue ainsi un exemple de système électromécanique présentant un
couplage fort entre les domaines électrique et mécanique, tandis qu'une pile à combustible est
un système présentant des couplages électrique, chimique, hydraulique et thermodynamique.

A cause de cet aspect multidomaine, l'analyse globale du système n'est pas facile à effectuer.
En raison d’un partage souvent disciplinaire de l’expertise, partage largement répandue dans
le contexte éducatif puis souvent dans l’entreprise, cette analyse est souvent réalisée selon
chaque discipline de façon isolée, masquant ainsi les interactions entre les domaines. Ainsi,
les phénomènes mécaniques intervenant sur le bogie d’une locomotive sont souvent très
simplifiés voire négligés par les électrotechniciens et vice et versa pour ce qui est de la
conception de la partie mécanique.

Cette vision simplificatrice (mécaniste) a régné en maître pendant une bonne partie du 20ème

siècle et a longtemps montré son efficacité mais aussi ses limites dès lors que les couplages
sont forts entre les disciplines. Or, les phénomènes de couplage ou d’interaction sont
l’essence même du mot système. Ainsi, I. Bertallanfy, pionnier de la "systémique" et
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fondateur de la "théorie générale des systèmes" propose une définition très simple au mot
système, le définissant comme un complexe d’éléments en interaction.

Ainsi, une nouvelle vision de la conception a vu le jour, plutôt impulsée au départ par les
sciences "du vivant", de la biologie à l’écologie (P. Delattre, L. V. Bertallanffy,  E. Morin,,…)
puis largement exploitée dans le domaine des sciences de l’information et de la
communication (N. Wiener, Shannon,…) et de l’économie (J.L. Le Moigne,…). Ces
pionniers, auquel il faut ajouter et signaler l’influence prépondérante des américains du MIT
(N. Wiener, J. De Rosnay,…), ont largement contribué à dégager les concepts fondamentaux
d’une sciences des systèmes véritablement interdisciplinaire. Ce n’est donc probablement pas
par hasard si le "père" des Bonds Graphs, Ronald Paynter, est également issu du MIT.

Cette vision méthodologique, relativement vague à l’origine, se concrétise notamment depuis
quelques années au sein de nombreuses entreprises, notamment des entreprises de grande
taille qui ont modifié voire révolutionné leur approche industrielle de la conception de façon à
limiter les coûts par une minimisation des temps de conception et une limitation du
prototypage au profit de la modélisation/simulation/analyse dont découle la notion nouvelle
de "prototypage virtuel".

L’exemple de l’automobile est ainsi tout à fait typique, secteur dans lequel la réduction des
cycles de conception de nouveaux véhicules de 5 à 3 ans entre 1990 et 2000 [Dau-99a] est
passée par une réorganisation complète des départements "conception". Ainsi, est apparue la
notion de "plateau technique", qui repose sur un découpage par fonction (freinage, direction,
suspension,…) plus que par discipline. Au sein de chaque plateau, échangent différents
experts (électriciens, électroniciens, mécaniciens, informaticiens…) qui doivent faire face, de
plus en plus vite, à de plus en plus d’innovation technologique et technique, notamment avec
l’introduction de fonctions innovantes et "intelligentes", à caractère fondamentalement
interdisciplinaires (ABS, direction assistée électrique, alternodémarreur,…) dans lesquelles
l’électricité joue de plus en plus un rôle prépondérant. Ceci est en particulier possible grâce à
l’apparition de nouveaux outils de conception système favorisant justement les notions
fondamentales en entreprise de "dialogue" et de "capitalisation de connaissance" qui sont à
l’essence même de "l’espéranto" que constitue le Bond Graph pour les dispositifs
énergétiques.

Dans le groupe de recherche "Système" du LEEI [Rob-00][Ast-03], nous nous efforçons
d’appliquer une démarche systémique de la conception en Génie Electrique qui vise à
considérer le dispositif dans son ensemble, en situant son périmètre vis a vis de
‘l’environnement’ avec lequel il interagit et en le représentant dans le cadre de sa mission.
Ainsi, dans un contexte fortement multidomaine, l’idée de modéliser tous les domaines
physiques selon un tout cohérent et unifiant paraît parfaitement opportune, d’autant plus si la
méthode apporte une lisibilité en terme d’analyse des interactions, ce qui, comme nous le
verrons dans ce chapitre, est le cas lorsqu’on exploite les propriétés fondamentales qui
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découlent de la causalité dans les dispositifs énergétiques.  C’est donc fort logiquement que ce
groupe en est venu à s’intéresser à ce formalisme graphique qui peut parfois rebuter au
premier abord, mais qui, une fois le cap passé nous apporte un soutien important vis a vis de
notre démarche.

Hormis le Bond Graph, il existe aussi d’autres formalismes graphiques orientés vers la
conception : le Graphe Informationnel Causal (GIC) et la méthode du "Puzzle". Ces
méthodologies qui proposent aussi une modélisation homogène d'un système sont présentées
dans les parties suivantes.

1.2. Le formalisme Bond Graph

NB : les notions classiques définies dans ce paragraphe sont présentées de façon synthétique
car elles ne font l’objet d’aucun développement personnel. Nous proposons au lecteur
intéressé par plus de détails de se reporter aux annexes du mémoire ainsi qu’aux nombreux
ouvrages de référence sur les Bond Graphs

Le formalisme bond graph [Bor-92][Dau-99a][Dau-00][Kar-00] a été introduit par H. Paynter
en 1961 et formalisé par Karnopp et Rosenberg en 1975. Cette méthodologie est entrée en
Europe à la fin de l’années 70 par les Pays-Bas (Université de Twente) et la France (société
Alstom). L’outil bond graph est maintenant utilisé régulièrement dans quelques entreprises,
en particulier dans l’industrie automobile (PSA, Renault, Ford, Toyota, General Motors,…).

Cette méthode illustre les transferts énergétiques dans le système en utilisant des liens de
puissance (bond, en anglais). Un lien de puissance est symbolisé par une demi flèche, dont
l'orientation indique le sens de transfert de puissance. Ainsi la Figure 1.1 représente le
transfert de puissance du sous-système A vers le sous-système B.

A Be
fA BAA BBe
f

Figure 1.1. Bond graph : transfert de puissance de A vers B.

Une des caractéristiques fondamentales du formalisme bond graph est son aspect unifiant,
quel que soit le domaine physique d’application (électrique, mécanique, hydraulique,
chimique,…). Nous pouvons visualiser les transfert énergétiques dans les systèmes
multidomaines grâce aux variables généralisées présentées dans le paragraphe suivant.
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1.2.1. Les variables généralisées

Chaque lien de puissance véhicule deux informations simultanément : l’effort e et le flux f
(voir Figure 1.1). Ce sont les variables généralisées de puissance (leur produit étant la
puissance transférée). Nous utilisons aussi des variables généralisées d’énergie : le moment p
(l’intégrale de l’effort par rapport au temps) et le déplacement q (l’intégrale du flux par
rapport au temps). Nous présentons Tableau 1.1 les variables associées aux variables
généralisées dans plusieurs domaines physiques.

Tableau 1.1. Equivalences des variables généralisées dans des domaines physiques

Domaine Effort  e Flux  f Moment  p Déplacement  q

Electrique Tension
u

Courant
i

Flux magnétique
Φ

Charge
q

Mécanique
Translation

Force
F

Vitesse
v

Impulsion
p

Déplacement
x

Mécanique
Rotation

Couple
C

Vitesse angulaire
ω

Impulsion
angulaire  h

Angle
θ

Hydraulique Pression
P

Débit volumique
Q

Impulsion
pression  Γ

Volume
V

Chimique Potentiel
chimique Flux molaire Nombre de mole

Thermodynamique Température Flux d’entropie Entropie

Magnétique Force magnéto-
motrice

Dérivée du flux
magnétique Flux magnétique

Acoustique Pression Vitesse
volumique Impulsion Volume

1.2.2. Les éléments bond graphs

Nous utilisons les éléments pour représenter des phénomènes qui lient les variables
généralisées. Nous pouvons les séparer en trois catégories :

1.2.2.1. Eléments actifs

Les éléments actifs sont des sources d’effort ou de flux. Ces dernières peuvent avoir une
valeur indépendante de toute influence extérieure (par exemple la pesanteur) symbolisées par
Se pour des sources d’effort ou Sf pour des sources de flux, ou modulée selon un signal
(symbolisées par MSe ou MSf). Ces éléments fournissent la puissance (positive ou négative)
au système. Par conséquent, le sens de la demi-flèche sortant de l'élément est obligatoire.
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1.2.2.2. Eléments passifs

Le tétraèdre de Paynter présenté Figure 1.2 illustre les relations entre les variables
généralisées en passant par les éléments passifs (R, I, C). Ceux-ci peuvent être de
caractéristique linéaire ou non linéaire. Dans cette section, nous ne parlons que des éléments
passifs ayant un seul lien de puissance entrant. Nous les appelons éléments passifs monoports.
Les éléments multiports (ayant plusieurs liens de puissance entrants) seront détaillés en
Annexe A.

I

e

f

p qR

C∫ dt

∫ dt

Figure 1.2. Tétraèdre de Paynter.

Un élément R est dissipatif d'énergie, sous forme de chaleur. Les éléments I et C sont les
éléments de stockage d’énergie. L’énergie stockée est définie comme :

( ) ( ) ( ) ( )0   
 

0 
EdfetE

t
+= ∫ τττ (1.1)

Les éléments passifs consomment la puissance et la transforment soit en énergie dissipée
comme chaleur dans les éléments R, soit en énergie stockée dans les éléments I (énergie
cinétique) et C (énergie potentielle). L'orientation de la demi-flèche est donc entrante vers
l'élément.

1.2.2.3. Détecteurs

Nous utilisons les détecteurs d’effort (De) et de flux (Df) pour mesurer les variables
correspondantes dans un modèle bond graph. Nous les considérons idéaux : ils ne
consomment pas de puissance; nous utilisons donc un lien de type signal (une flèche).

Le Tableau 1.2 résume les éléments bond graphs avec des exemples dans quelques domaines
physiques. Des détails supplémentaires sur les éléments passifs sont donnés en Annexe A.
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Tableau 1.2. Eléments de base de bond graph.

Elément Symbole Loi générique Exemples

SeSe e indépendant de f Générateur idéal de tension
Eléments

actifs
SfSf f indépendant de e Générateur idéal de courant

RR ( ) 0, =Φ feR
Résistance électrique, frottement,

amortisseur, restriction hydraulique

II ( ) 0, =Φ fpI Bobine, inertie, masse
Eléments
passifs

monoports

CC ( ) 0, =Φ qeC Condensateur, ressort, élasticité, réservoir

DeDe Voltmètre, manomètre
Détecteurs

DfDf Ampèremètre, tachymètre

1.2.3. Les jonctions

Les jonctions servent à coupler les éléments précédemment présentés. Celles-ci sont
conservatives de puissance. Quatre types de jonction sont définis. Il s’agit des jonctions 0, 1,
TF (transformateur) et GY (gyrateur).

§ Les jonctions 1 sont des jonctions iso-flux

§ Les jonctions 0 sont des jonctions iso-effort

§ Les jonctions TF transforment les variables effort - effort, flux - flux.

§ Les jonctions GY transforment les variables effort - flux, flux - effort.

Le Tableau 1.3 présente le symbole et la loi générique de chaque type de jonction. Les
coefficients ia  correspondent à l’orientation de la demi-flèche ( 1+=ia  si celle-ci entre dans

la jonction et 1−=ia  si elle sort de la jonction).
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Tableau 1.3. Eléments de jonction de bond graph.

Elément Symbole Loi générique Exemples

1

nfff === ...21

∑
=

=
n

i
ii ea

0

0 

couplage en parallèle en mécanique,
en série en électrique et hydraulique

0

neee === ...21

∑
=

=
n

i
ii fa

0

0 

couplage en série en mécanique, en
parallèle en électrique et hydraulique

TF
m..1 2

21  eme =

12  fmf =

transformateur électrique, levier,
réducteur mécanique, couplage de

systèmes physiques

Jonctions

GY
r..1 2

21  fre =

12  fre =
moteur à courant continu, couplage de

systèmes physiques

1.2.4. Construction d’un modèle bond graph à partir d'un modèle physique

Les procédures de construction différent sensiblement selon les domaines physiques
considérés. Ainsi, un élément C en mécanique (ressort) exprime une différence de vitesse
(flux) entre ses deux extrémités et sera placé sur une jonction "équi-effort" 0. Au contraire, un
condensateur électrique est caractérisé par une différence de potentiel (effort) et sera placé sur
une jonction "équi-flux" 1.

Nous présentons uniquement les procédures permettant de déduire le modèle bond graph à
partir d'un système électrique à partir d'un circuit. Le même type de procédure en mécanique
et en hydraulique est donné en Annexe A.

La procédure complète détaillée de la modélisation d'un système électrique est la suivante :

1. A partir d'un schéma électrique, fixer le sens du courant (transfert de puissance) dans le
circuit.

2. Déterminer les nœuds qui ont un potentiel différent et introduire une jonction 0 pour
chacun d'eux.

3. Mettre une jonction 1 entre deux jonctions 0 et y attacher les éléments qui se situent entre
les nœuds correspondants.
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4. Mettre le sens de la demi-flèche en suivant le sens du courant (pour un élément passif,
l'orientation de la demi-flèche est fixée entrante tandis qu'elle est sortante pour un
élément actif).

5. Pour un circuit présentant un potentiel de terre explicite, supprimer toutes les jonctions 0
représentant ce potentiel. Dans un autre cas, choisir un nœud de référence (ou plusieurs),
puis supprimer les jonctions correspondantes.

6. Simplifier le bond graph si possible.

Cette procédure détaillée peut être simplifiée "avec l'habitude". L'exemple de la chaîne de
motorisation donné au paragraphe 1.3 est repris en Annexe A de façon à expliquer la
construction du Bond Graph électromécanique.

1.2.5. La causalité

Nous abordons ici une des notions majeure des Bond Graph et, de façon plus générale, des
systèmes énergétiques. En effet, ce paragraphe montre en résumé comment le respect d’une
causalité physique (intégrale) garantie les lois fondamentales d’association d’éléments
échangeant de la puissance. Nous verrons également comment l’étude des « chemins » suivis
par la causalité donne de précieux enseignements en terme d’analyse modale, structurelle,…
et mène à la mise en forme mathématique des modèles (fonction de transfert, équation
d’état,…). Le travail d’analyse systémique (simplification de modèle, analyse de stabilité,…),
objet de ce mémoire, est en majeure partie fondé sur ce concept.

Pour décrire les relations de "cause à effet" et écrire les lois associées aux éléments sous
forme causale mathématiquement solvable, il faut d'abord déterminer les variables qui sont
imposées aux éléments (les données) et celles qu'imposent ces éléments (les conséquences).

Dans un bond graph, cette propriété est représentée par un trait orthogonal au lien, appelé trait
causal.

Le trait causal est placé près
(respectivement loin) de l'élément ou
jonction pour lequel l'effort
(respectivement le flux) est une
donnée.

Accumulateur
Impose

VEffort,V

Flux, IΣ

Figure 1.3. Causalité d'un batterie d'accumulateur.

Le sens de la causalité n’a rien à voir avec celui du transfert de la puissance. Pour bien faire
comprendre cette notion, l’exemple de la batterie d’accumulateur est tout à fait parlant pour
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l’électricien. En effet, que celui se charge (puissance reçue) ou de décharge (puissance
fournie), un accumulateur idéal impose systématiquement sa tension (effort) au système
environnant. Cet exemple montre aussi le lien entre causalité intégrale et physique. En effet,
l’électrotechnicien sait bien pourquoi un tel objet se doit d’être alimenté en courant, de même
qu’un condensateur auquel il faut impérativement ne pas provoquer de variations brutales de
la tension. Inversement, une inductance (élément I) se doit d’être alimentée, en tension pour
éviter toute surintensité non maîtrisée. Ces réflexes et ces problèmes bien connus de
l’électrotechnicien  se posent de manière analogue au mécanicien, à l’hydraulicien,… et de
nombreux ennuis peuvent être évités au stade de la conception si les règles élémentaires de la
causalité physique (intégrale) sont respectées. Ces règles d'affectation aux éléments et aux
jonctions sont présentées dans le Tableau 1.4. La causalité intégrale d'un élément I ou C est
donc choisie préférentiellement pour les raisons que nous venons d’évoquer, mais aussi pour
faciliter la simulation : un Bond Graph en causalité intégrale permet généralement d’éviter les
boucles algébriques.

Pour bien distinguer l’assignation causale et l’égalité, nous utilisons des notations différentes.

§ Dans le cas d’une assignation causale dans le bond graph, nous utilisons la notation " =: "
pour dire que la variable à droite de l'égalité impose sa valeur à la variable à gauche de
cette notation. Par exemple, 21 : ff =  indique que la variable f2 (à droite) impose au sens

de la causalité sa valeur à la variable f1 (à gauche).

§ Dans le cas d’une égalité dans le bond graph acausal, nous utilisons le signe " =" tout
simplement.

Après avoir affecté la causalité aux jonctions et aux éléments dans un modèle, nous obtenons
un bond graph causal. A partir de ce dernier, nous pouvons :

§ écrire les équations relatives aux jonctions et aux éléments selon la causalité.

§ déduire l'équation d'état du système et les variables d'état associées aux éléments I et C
(éléments dynamiques).

§ déterminer les chemins causaux, les boucles causales et les chaînes d'actions qui illustrent
les couplages entre les éléments dans le modèle et donnent des informations en terme
d’analyse structurelle et de commande.

§ obtenir, à partir des gains des boucles causales une images des modes du système,
donnant ainsi une orientation vers l’analyse modale.

L’ensemble des définitions relatives aux chemins et boucles causales sont détaillés en
Annexe A. Il en est de même de l’obtention d’un modèle mathématique (équation d’état,
fonction de transfert) à partir du Bond Graph Causal. A noter que plusieurs de ces notions et
définitions sont utilisées dans les chapitres suivants.
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Tableau 1.4. Règles d'affectation de causalité.

Elément Causalité Symbole Loi générique

Se e imposé par Se
Eléments

actifs obligatoire
Sf f imposé par Sf

I ( )  )( : ττ def III ∫Ψ=
intégrale

C ( )  )( : ττ dfe CCC ∫Ψ=

I 







Ψ= −

dt
df

e I
II

1:
dérivée

C 







Ψ= −

dt
de

f C
CC

1:

R RR fRe  := ( )RRR fe Ψ=:

Eléments
passifs

arbitraire (cas
linéaire) ou non

arbitraire (cas non
linéaire) R RR f

R
f  

1
:= ( )RRR ef 1: −Ψ=

11

2 i

n

1 trait causal loin de J-1









=

=

in

i

ff

ff

:

:1

M

nni eaeae −−−= K11:

01

2 i

n

1 trait causal près de J-0









=

=

in

i

ee

ee

:

:1

M

nni fafaf −−−= K11:

TF
m..1 2

12

21

 :
 :

fmf
eme

=
=

TF
m..1 2

2
1

1

1
1

2

 :

 :

fmf

eme
−

−

=

=

GY
r..1 2

12

21

 :
 :

fre
fre

=
=

Jonctions
restriction de

causalité

GY
r..1 2

1
1

2

2
1

1

 :

 :

erf

erf
−

−

=

=
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1.3. Exemple

Considérons le modèle d'un moteur à courant continu alimenté présenté à la Figure 1.4. Ce
moteur est alimenté par un hacheur en passant par un filtre de deuxième ordre.

E

Im

CH  , α

Ωm

Ω1

Ω2

Rf Lf

Cf

Filtre Hacheur

MCCVCf

Fr
Ν = Ω1/Ω2

Jc

VmD

T
IH

Figure 1.4. Moteur à courant continu.

Le hacheur est considéré parfait sans pertes de puissance. Il permet de commander la tension
d'entrée du moteur. En valeur moyenne, nous avons les relations suivantes :

mH

Cfm

II

VV

 

 

α

α

=

=
(1.2)

où α est le rapport cyclique de hacheur, associé à la commande. La commande en courant
peut être réalisée par une fonction simple comme un hystérésis ou un correcteur de type PID.

Le moteur est modélisé par la résistance et l'inductance d'induit (Rm et Lm) en série du côté
électrique. Du côté mécanique, nous considérons le frottement et l'inertie de l'arbre du moteur
(Fm et Jm). Le moteur est couplé avec une charge mécanique réalisée par une inertie Jc à
travers un réducteur de rapport N et un frottement Fr. Le couple de charge est modélisé par
une source d'effort Cch.

Le bond graph associé est présenté Figure 1.5. Le couple de charge a un signe moins ( ChC− )

pour respecter la convention sur l'orientation de la demi-flèche sortante de la source.

K N1/α1/

Se : E

R :Rf

I : Lf

1

C : Cf

0

I : Lm

R : Rm

MTF

I : Jm

R :Fm

1 GY

I : Jc

1 TF0

R : Fr

Se : Cch-1

Figure 1.5. Bond graph du moteur à courant continu.
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L'élément MTF associé au hacheur a un rapport de transformation α/1=m  pour respecter la
convention d'écriture pour le MTF : m est dimensionné à l'aide de la relation 21  eme = , soit ici

( ) mCf VV ./1 α= . Le même raisonnement est appliqué au transformateur associé au réducteur

TF : 1/N.

Sur ce bond graph non causal, nous affectons la causalité suivant les règles présentées
section 1.2.5 avec la causalité préférentielle intégrale pour les éléments I et C. Nous obtenons
le bond graph causal illustré Figure 1.6.

K N1/α1/
1

2

7

8

11

12

14

15

5

6

3

4

9

10

18

19

13

16 17Se : E

R :Rf

I : Lf

1

C : Cf

0

I : Lm

R : Rm

MTF

I : Jm

R : Fm

1 GY

I : Jc

1 TF0

R : Fr

Se : Cch-1

Commande 
en courant

Im1/α

Figure 1.6. Bond graph causal du moteur à courant continu.

A partir de ce bond graph causal, nous déduisons les équations relatives aux jonctions et aux
éléments. Chaque lien est numéroté. Les équations déduites des jonctions et des éléments sont
présentées dans le Tableau 1.5.

A partir de ces équations, nous pouvons déduire l'équation d'état suivante dont les variables
d'état sont les variables d'énergie ( p  pour les éléments I et q  pour les éléments C) :
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(1.3)

Les variables 3p , 9p , 13p , 18p  et 5q  correspondent respectivement à LfΦ , LmΦ , Jmp , Jcp  et

Cfq . Nous pouvons aussi écrire l'équation d'état en fonction des variables de puissance, soient

ici Lfi , Lmi , JmΩ , JcΩ  et Cfv .
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Tableau 1.5. Equations des jonctions et des éléments.

Jonction Loi Elément Loi

Se : E Ee =:1

1 
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ff
ff

ff

4213 : eeee −−=
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:

:

ff
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191718 : eee +=

En utilisant les gains de chemins causaux, boucles causales et chaînes d'action, nous obtenons
la même équation d'état. Nous présentons la détermination de certains éléments des matrices
A et B dans le Tableau 1.6.



Chapitre 1 : Le Bond Graph Causal dans le cadre d'une approche système en Génie Electrique

16

Tableau 1.6. Exemple de calcul des éléments des matrices d'état à l'aide
des chemins causaux, boucles causales et chaînes d'action.

Elément Commentaire Equation

somme des gains statiques de boucles causales :

- entre Jm et Fm ( 11 =n ) :
m

m

J
F

B −=1
33a

- entre Jm et Fr ( 11 =n ) :
m

r

J
F

B −=2

m

rm

J
FF

a
+

−=33

23a
gain statique du chemin causal partant de Jm vers Lm

( 11 =n , Kr = ), multiplié par le gain statique de Jm : mJ
K

a −=23

11b gain de chaîne d'action de source E vers Lf : 111 =b

1.4. Le bond graph : outil d’analyse et de dimensionnement

Nous avons résumé dans la section précédente les orientations qui peuvent être prises à partir
d’un Bond Graph Causal. Dans cette partie, nous présentons quelques possibilités d’analyses
système, appliquées directement à partir du bond graph, dans le cas où le modèle est linéaire.

1.4.1. Analyses structurelles

Le logiciel ARCHER [Azm-92], développé au LAIL, peut effectuer ces analyses
automatiquement sur le modèle bond graph implanté par l'utilisateur. Il est possible de
déterminer ainsi :

§ l’ordre du modèle ;

§ le rang de la matrice d’état ;

§ l’observabilité ;

§ la commandabilité ;

§ l’inversibilité ;

d’un système modélisé par un Bond Graph. Ces notions sont détaillées en Annexe A.

1.4.2. Analyse de la causalité

L'analyse des propriétés causales du graphes offre directement plusieurs types
d'enseignement :

§ L'existence d'une boucle causale de gain +1 (boucle de causalité) sans passer par des
éléments dynamiques (éléments I ou C) ou en passant par des éléments dynamiques dont
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les termes en s s'annulent n'est pas acceptable (terme nul au dénominateur de la fonction
de transfert). Il faut transformer certaines causalités initialement intégrales en causalités
dérivées pour éliminer le problème.

§ Le cas où la causalité n’est pas unique (voir Figure 1.7) conduit à l’obtention d'équations
implicites qui peuvent provoquer des problèmes numériques lors de la simulation. Il faut
rendre explicites ces équations, en cassant la boucle algébrique (indiquée par la boucle de
causalité Figure 1.7) entre les éléments impliqués en ajoutant des éléments dynamiques
qui fixent la propagation de causalité. Dans notre exemple, il suffit d’introduire un
élément C à la jonction 0 pour fixer la causalité les éléments R. En fait, les éléments
ajoutés correspondent souvent à des phénomènes physiques parasites négligés dans la
modélisation.

R :R2

0

I : L1

Se : E 1

R :R1

R :R2

0

I : L1

Se : E 1

R :R1

R :R2R :R2

0

I : L1

Se : E 1

R :R1

0

I : L1I : L1

Se : ESe : E 1

R :R1R :R1

R :R2

0

I : L1

Se : E 1

R :R1

R :R2R :R2

0

I : L1I : L1

Se : ESe : E 1

R :R1R :R1

(a) (b)

Figure 1.7. Exemple de non unicité de la causalité entre les éléments R1 et R2, (a) ou (b).

R :R2

0

I : L1

Se : E 1

R :R1

C :C1

R :R2R :R2

0

I : L1I : L1

Se : ESe : E 1

R :R1R :R1

C :C1

Figure 1.8. Causalité unique.

§ Une causalité dérivée sur des éléments dynamiques conduit aussi à des équations
implicites lors de la construction de l'équation d'état. Pour effectuer la simulation d’un
modèle ayant ce type de causalité, il faut utiliser un solveur acceptant les équations
implicites ou modifier le modèle pour supprimer la causalité dérivée en ajoutant des
éléments dynamiques supplémentaires comme pour le cas de non unicité de la causalité.

1.4.3. Analyses formelles

L’obtention d’un modèle mathématique sous forme d'expression formelle, telle que l’équation
d’état ou la fonction (ou la matrice dans le cas à plusieurs entrées/sorties) de transfert se fait
directement à partir du bond graph. Par ailleurs, le calcul des boucles causales permet de
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déterminer les modes du modèle. Les analyses formelles peuvent être effectuées grâce au
logiciel ARCHER.

1.4.4. Analyses numériques

En considérant les valeurs numériques des paramètres, nous pouvons évaluer numériquement
des fréquences de couplage entre composants, la fréquence d’échantillonnage à implanter
pour simuler le modèle et la durée minimale de la simulation. La simulation temporelle et
fréquentielle permet de calculer des critères et d’analyser des performances du système. Par
ailleurs, la simplification du modèle peut être effectuée [Sue-91][Lou-99]. Cette dernière sera
détaillée dans le Chapitre 2.

1.4.5. Dimensionnement – problème inverse

Dans la conception d'un système, il y a toujours un cahier des charges (par exemple la
caractéristique couple-vitesse d'une machine) à respecter. Une fois que le modèle est obtenu,
il faut déterminer les valeurs des paramètres en tenant en compte de la demande. C'est le
problème du dimensionnement. De plus, en phase de conception, il peut être intéressant
d’inverser le graphe en se donnant les sorties pour retrouver les entrées du graphe.

Le formalisme bond graph et en particulier les notions liées à la bicausalité permettent ainsi
de dimensionner les paramètres ou les entrées à partir de la connaissance des réponses
désirées [Fot-99]. Ceci impose que le modèle soit inversible (voir Annexe A).

Dans le cas de la bicausalité, le trait causal est séparé en deux demi-traits causaux. Chacun
affecte une variable (effort ou flux). Nous pouvons donc réécrire la convention décrite dans le
paragraphe 1.2.5 comme suit:

Le demi-trait causal d'effort (respectivement de flux) est placé près (respectivement loin) de
l'élément pour lequel l'effort (respectivement de flux) est une donnée.

Pour ne pas confondre, le demi-trait de la variable d'effort est placé du côté sans demi-flèche
(voir Figure 1.9), tandis que celui de la variable de flux est du côté avec demi-flèche. En fait,
la causalité "standard" est un cas particulier de la bicausalité où les demi-traits sont placés du
même côté du lien. Notons qu’en utilisant la bicausalité, nous pouvons déterminer la valeur
des paramètres en fonction des informations véhiculées par un lien (par exemple la valeur
d’une résistance R si nous connaissons la tension e et le courant f qui la traverse). En
parcourant les liens bicausaux dans le modèle inversible, les paramètres peuvent donc être
calculés en fonction des sorties.
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Figure 1.9. Exemple de la bicausalité sur un élément R
où l'effort et le flux sont des données.

En outre, l’inversibilité d’un bond graph peut être étudiée d’une manière structurelle en
appliquant la bicausalité. Les informations plus détaillées sur la bicausalité et le
dimensionnement peuvent être consultées dans [Gaw-95][Fot-96][Fot-97][Fot-99].

1.5. Autres formalismes existants

A côté de la méthodologie bond graph, nous pouvons citer deux formalismes unifiants tels
que le Graphe Informationnel Causal (GIC) et le Puzzle.

1.5.1. Graphe Informationnel Causal (GIC)

Cette méthode a été formalisée par J.P. Hautier et J. Faucher. Elle permet de visualiser les
transferts d'informations dans le système [Hau-96][Hau-99]. Cette méthode utilise aussi la
notion des variables généralisées d'effort et de flux. Le GIC traite des informations portées par
les variables et orientées par la causalité de la cause vers l’effet. Les transformations
d’information sont effectuées par des processeurs. Pratiquement, la sortie du processeur ne
dépend donc que des valeurs présentes et passées de ses entrées. C’est la raison pour laquelle
nous préférons exprimer la causalité sous forme intégrale. Il existe deux types de processeurs
ou relations (voir Figure 1.10) [Hau-99] :

a. Processeur causal : la sortie est nécessairement une fonction de l’état énergétique. La
relation est alors orientée par la causalité temporelle.

b. Processeur rigide : la sortie est une fonction instantanée de l’entrée.

entrée (t) sortie (t)entrée (t) sortie (t) entrée (t) sortie (t)entrée (t) sortie (t)

(a) (b)

Figure 1.10. GIC : (a) processeur causal et (b) processeur rigide.

Dans la réalité, nous représentons les processeurs causaux par des processeurs intégraux
(causalité préférentielle intégrale). Nous utilisons aussi des processeurs rigides sous forme des
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sommateurs lorsque nous avons besoin de représenter les relations entre variables. Ces
processeurs sont présentés à la figure suivante.

entrée (t) sortie (t)
∫

entrée (t) sortie (t)
∫ x1

x2

y=x1- x2

+

–

x1

x2

y=x1- x2

+

–

(a) (b)

Figure 1.11. GIC : (a) processeur intégral et (b) sommateur.

Considérons l'exemple traité dans le paragraphe A.6.6 de l'Annexe A. Le modèle GIC obtenu
est le suivant :

∫ ∫
E

vR1

+

–

vL1 iL1

∫

iC1 vC1

iL2

+

–

–
1

1
C

1

1
L

1R 2

1
L

Figure 1.12. Modèle GIC d'un circuit électrique du 3ème ordre.

Nous constatons que le modèle GIC ressemble au schéma bloc construit à partir du modèle
bond graph (voir Figure A.10 en Annexe A).

La vocation principale des GIC est la synthèse de lois de commande obtenu par inversion du
graphe. Le GIC peut être obtenu de façon systématique à partir du Bond Graph. Plus
récemment, est apparu, suite aux travaux du L2EP Lille, un nouveau formalisme de
modélisation issu des GIC et nommé REM : Représentation Energetique Macroscopique
[Bous-02]. Ce formalisme encore plus proche du Bond Graph en raison de sa vision plus
énergétique qu’informationnelle est également principalement dédié à la synthèse de lois de
commande puisque les règles systématiques d’inversion de graphe présentes dans les GIC y
ont été transposées. Par rapport au GIC, cette représentation présente l’avantage d’une plus
grande compacité.

1.5.2. Puzzle

Ce formalisme a été proposé au sein du LEEI dans l'équipe Système par H. Piquet, H. Foch et
H. Demni. A la base, il s’agit là d’un formalisme dédié à la conception (au sens de la
synthèse) plus qu’à l’analyse de système. En réponse à un chaire des charges, les objectifs
sont de guider le concepteur pour définir une structure dont chaque éléments constitutifs
fonctionne et s’associe à ses voisins dans des conditions physiquement acceptable.
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Initialement dédiés à la conception en électronique de puissance [Piq-00], on s’est rapidement
aperçu que ce formalisme pouvait, au même titre que les Bond Graphs se généraliser et
s’appliquer à la conception de systèmes multidomaines. Ainsi, le principe est de modéliser
chaque élément du système par une pièce de puzzle qui "s’emboîte" avec ses éléments
périphériques si les règles d’association physique sont respectées : la causalité intégrale est
donc ici obligatoire. Comme le lien dans le formalisme bond graph, chaque côté de puzzle
comporte simultanément 2 informations : les variables généralisées d'effort e et de flux f.
Grâce à ces notions, la méthode puzzle permet d’obtenir un modèle homogène d’un système
multidomaine. Les conventions graphiques, fortement marquées par la "culture électricienne",
sont les suivantes :

§ l’excroissance ayant la forme triangulaire rappelant V de tension représente une
variable d’effort.

§ l’excroissance ayant la forme rectangulaire rappelant I d'intensité représente une
variable de flux.

Le sens de transfert de l’information (ou sens de la causalité) est indiqué par l’orientation de
l’excroissance. Un élément qui échange de la puissance avec un autre ne peut qu’imposer la
tension (effort) et, de ce fait, recevoir le courant (flux) que lui impose son voisin, ou vice
versa. La Figure 1.13 présente l’exemple d’un transfert de puissance du sous-système A vers
le sous-système B où A impose la tension à B.

A B
e

f

A B
e

f

Figure 1.13. Puzzle : transfert d’information entre A et B.

Notons qu’un morceau de puzzle peut alors être connecté à un autre si et seulement s'ils ont
les côtés complémentaires l'un de l'autre.

On retrouve les principaux éléments du Bond Graph dans la bibliothèque d’éléments puzzle
[Dem-00]. Nous pouvons citer certains éléments tels que les transformateurs (par exemple,
hacheur abaisseur ou élévateur), les gyrateurs, les connexions équi-éffort (jonction 0 en bond
graph), les connexions équi-flux (jonction 1 en bond graph), les dipôles (sources) et les
éléments passifs.

Par ailleurs, ce formalisme graphique offre des "points de vue" supplémentaires qui
permettent de guider la conception. Certains de ces points de vue sont spécifiques au domaine
électrique (polarités, propriétés d’isolation,…) d’autres sont aussi généralisables à un
ensemble de domaines :



Chapitre 1 : Le Bond Graph Causal dans le cadre d'une approche système en Génie Electrique

22

a. les propriétés fréquentielles.
Selon la fréquence de fonctionnement, un élément se comporte différemment. Par
exemple, une inductance (élément I) est une source de courant (impose le courant
(flux)) en hautes fréquences. A l'oppose, rien n’interdit d’imposer un courant (flux) à
une inductance (élément I) en basses fréquences. Ces propriétés fréquentielles
déterminent le domaine de validité.

b. les polarités des grandeurs.
Elles doivent être prises en compte car des incompatibilités de polarité dans des
liaisons entre éléments peuvent modifier le comportement d’une chaîne de conversion.

c. la relation d’entrées/sorties
Cette propriété est identique à la notion de causalité du formalisme bond graph. Nous
décrivons l’équation mathématique des variables de sortie en fonction des variables
imposées.

d. les propriétés fonctionnelles.
Ce sont les propriétés telles que l'aspect survolteur ou dévolteur d’un élément,
l'irréversibilité en puissance, la nécessité d'une isolation galvanique, …

Ces points autres de vue peuvent s’exprimer sous forme de règles de conception que l’on peut
traiter par un système expert. Ils viennent compléter le formalisme à base de pièce de puzzle
[Dem-00].

Vu les similitudes entre ces deux méthodes, un passage systématique des puzzles au bond
Graphs est en cours de mise au point. L’idée est de les utiliser chacune dans leur domaine de
prédilection, à savoir respectivement la synthèse et l’analyse systémique.

1.6. Etude en cours sur la modélisation systémique par Bond Graph dans
l’équipe "Système" du LEEI.

Comme cela a été évoqué au paragraphe 1.1, l’utilisation du formalisme Bond Graph paraît
tout à fait opportune dans le contexte de l’approche système en Génie Electrique. Ce n’est
donc pas un hasard s’il est devenu aujourd’hui un des outils de conception de base de l’équipe
"Système" du LEEI. Ainsi, au grè d’études diverses, c’est une véritable bibliothèque d’objets
du Génie Electrique (machines électriques, convertisseurs statiques, sources d’énergie,…) qui
se développe actuellement. Par exemple, le véhicule solaire "Solelhada", qui a effectué la
traversée de l’Australie dans le cadre du World Solar Challenge 2001, est entièrement
modélisé sous le formalisme Bond Graph. Ce dispositif est un exemple typique de système à
fort degré de couplage entre éléments situés dans des champs disciplinaires distincts.
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Incidence
solaire

Aérodynamique
SCx

Forme de
la coque

Seul, un modèle systémique global 
peut permettre l’évaluation d’un tel compromis

• Analyse de sensibilité aux paramètres

• Choix du compromis
   photovoltaïque / aérodynamique

• Définition de l’architecture 
   du système électrique
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• Lois de gestion de l’énergie
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Transmission

Moteur

Onduleur

Accumulateur
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CommandeHacheur

Panneau
  solaire

Figure 1.14. Solelhada : un exemple de système à fort degré de couplage
modélisé entièrement par Bond Graph

Parmi les retombées directes de cette modélisation globale, on peut citer la détermination du
nombre et de la géométrie optimale des modules photovoltaïques placés sur le dos du
véhicule, chaque module étant associé à un dispositif de Maximisation de Puissance (MPPT).
L’apport de composants de stockage innovants (Li-Ion) sur le compromis performances
énergétique/masse a aussi été analysé grâce à cet outil.

L’idée n’est pas ici de lister ces travaux de façon exhaustive et nous avons donc choisi de
prendre l’exemple d’un thème qui sort du cadre classique de l’électrotechnique et correspond
à un effort de recherche important pour ce groupe :

§ Modélisation de composants électrochimiques de production et de stockage [Ast-03]
L’avènement de ce thème est en effet un exemple d’interdisciplinarité réussi, puisque des
échanges approfondis avec la communauté des électrochimistes ont été nécessaires. Le
formalisme Bond Graph a contribué à ce niveau à faciliter le dialogue entre les
disciplines.
Nous avons le souci de développer des modèles génériques conservant autant que
possible le lien entre les paramètres du modèle et les phénomènes internes traduits au
niveau macroscopique, suivant une position intermédiaire entre modèles fins de type EDP
(Equations aux Dérivées Partielles) et modèles comportementaux souvent lourdement
cartographiés, efficaces pour la commande mais peu génériques dans une optique de
conception.
Le Tableau 1.1 rappelle les variables d’effort et de flux manipulées dans chaque domaine.
En chimie, on considérera respectivement le potentiel chimique (ou énergie libre molaire)
et le flux molaire.
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§ Energie récupérable ou énergie libre de Gibbs
Dans le cas d’une conversion isobare ( 0=∆P ), isochore ( 0=∆V ) d’un système
thermodynamique au repos situé hors d’un champ de potentiel, l’énergie maximale
récupérable (exergie) se réduit à l’énergie libre de Gibbs ou enthalpie libre qui
correspond à la partie de l’énergie transformée sous forme utile (électrique dans notre
cas).
Dans le cas d’un système électrochimique, il est nécessaire de définir l’énergie chimique
contenue dans les éléments réactifs (gaz, liquides,…). Ces éléments fournissent une partie
de l’énergie sous forme électrique et dissipent une autre partie sous forme thermique. En
fait, seules comptent les variations d’énergie entre produits et réactants. L’énergie libre
de Gibbs est reliée à l’enthalpie (H) par le terme de création d’entropie (T.S) qui traduit
l’énergie perdue sous forme de chaleur selon le second principe de la thermodynamique : 

STHG ∆−∆=∆ .

Si l’on prend l’exemple d’une pile à combustible à base d’hydrogène, dont la réaction
complète est :

OHOH 222 2
1

→+      ⇒     
222 00 2

1
GGGG HH −−=∆

§ Passage Chimique – Electrique
Pour établir la relation entre l’énergie libre de la réaction et le potentiel électrique, il
suffit de connaître la charge électrique totale à laquelle cette énergie est transférée
(chimique ?  électrique). Alors, si n électrons sont échangés par chaque molécule d’un
réactant (par exemple l’H2 dans une pile à combustible), la charge échangée par mole
transformée de ce réactant vaut FnNen A ... −=−  avec 2310022.6 ×=AN  le nombre

d’Avogadro et C  96485. == ANeF  la constante de Faraday (une mole de charge

d’électron). Par exemple, dans une pile à combustible PEM :

− + + → e H H 2 2 2 

O H H e O 2 2 2 2 
2 
1 → + + + − 

↓↓↓ ↓↓↓ + H 

Anode 

Cathode 

n = 2 par 
molécule H2 
(dihydrogène) 

soit une charge F.2−  par mole de dihydrogène.

Le "travail électrique" est le produit de la charge par la tension (E) et doit être égal au
"travail chimique" représenté par l’énergie libre de Gibbs :

EFnG ..−=∆

avec n = 2 dans l'exemple. ∆G est une énergie libre par mole de dihydrogène. Alors, le
courant électrique correspondant au produit de la charge par mole ( Fn. /mol) par le débit
molaire ξ (en mol/s) met en jeu la quantité de matière consommée :
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ξ..FnI −=

Ces relations montrent que le passage du domaine chimique au domaine électrique
s’effectue par un élément TF (transformateur) :

nF
TF

∆G

ξ

Ε

I Fn
G

E
.

∆
−=

Figure 1.15. Passage du domaine chimique au domaine électrique.

§ Bond Graph d’une pile à combustible PEM
La Figure 1.16 montre les trois domaines (électrique, chimique, thermique) et leurs
échanges concernés par la modélisation électrochimique. Nous utilisons des éléments RS
pour illustrer le phénomène dissipatif non linéaire qui couple les domaines électrique et
thermique. Dans le domaine électrique, l'élément RS est caractérisé par la relation

( )VI eΨ=:  selon le phénomène d'activation-diffusion à l’anode et la cathode. Dans ce

cas, la causalité est imposée. Pour l’électrolyte, il se comporte comme un élément R où
seul le gain est non linéaire ( IRV .=  où R est non linéaire). La causalité n’est pas
imposée et elle dépend donc de l’affectation de causalité des autres éléments. Du côté
thermique, la causalité est imposée à l’anode, à la cathode et à l’électrolyte, pour lesquels
l’élément RS impose les pertes ( )TP TΨ=: .
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(a). synoptique d'une pile à combustible PEM.
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Figure 1.16. Bond Graph multidomaines d’une pile à combustible PEM.
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1.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré pourquoi et en quoi l’utilisation du formalisme Bond
Graph est en bonne adéquation avec une approche système en général, en Génie Electrique en
particulier. Il constitue en effet, à la base, un outil favorisant l’échange interdisciplinaire et la
capitalisation de connaissance. De plus, les possibilités d’analyse, voire de dimensionnement
et de synthèse issues des principes de causalité dans les Bond Graphs ont été évoquées
brièvement et sont reprises dans les chapitres suivants pour ce qui concerne plus
particulièrement la réduction des modèles et l’analyse de stabilité. Nous avons présenté
d’autres méthodes permettant également de modéliser d'une manière unifiante un système
multidomaine. L’existence de ces formalismes, relativement proches du Bond Graph voire
transposables d’un formalisme à l’autre, révèle certainement la nécessité d’une plus grande
cohérence des efforts de recherche en matières de conception/modélisation/analyse de
systèmes complexes (hétérogènes et multidomaines). Enfin, nous avons situé nos travaux
dans le contexte local, en résumant les travaux du groupe Système du LEEI autour de la
méthodologie Bond Graph. L’exemple du Bond Graph d’une pile à combustible PEM a
permis d’illustrer la capacité de ce formalisme à représenter plusieurs domaines de façon
homogène, et à faciliter le dialogue entre spécialistes.

Après ce chapitre introductif, nous abordons maintenant les méthodes d’analyse que nous
avons utilisé et contribué à développer dans ce travail.
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Chapitre 2 
Les méthodes d'analyse par Bond Graph pour l'approche système

Dans le Chapitre 1, nous avons montré que le formalisme bond graph permet d'obtenir un
modèle homogène pour un système hétérogène multidomaine. Nous pouvons donc analyser le
modèle complet obtenu. Dans le cadre d’une approche système, plusieurs méthodes
d’analyses peuvent être appliquées directement au bond graph. Ce chapitre est ainsi consacré
aux méthodes de linéarisation, d'analyse de stabilité et de simplification de modèle que nous
avons utilisées dans nos travaux. La stabilité est une aspect fondamental de l’étude des
systèmes complexes. Cependant, ceux ci sont le plus souvent non linéaires et la linéarisation
en petit signal est une procédure souvent utile. De même, l’idée de simplifier chaque modèle
qui constitue un système complexe est de première importance dans le cadre d’une approche
globale incluant des dynamiques parfois largement réparties sur le spectre fréquentiel. Ce
chapitre a donc pour vocation d’explorer un ensemble de méthodes d’analyse directement
dérivables à partir du formalisme Bond Graph et qui contribuent à faciliter le processus de
conception système.

2.1. La linéarisation en petit signal

La plupart des phénomènes physiques sont non linéaires. L'analyse complète et globale des
systèmes non linéaires est souvent difficile à effectuer. C'est la raison pour laquelle nous
restreindrons notre étude à l'analyse autour d'un point de fonctionnement judicieusement
choisi. Il s'agit de l'analyse d'un modèle linéarisé ou modèle en petit signal [Kar-77][And-01].

Le modèle en petit signal peut être construit de la manière suivante. Supposons que toutes les
variables dans le modèle initial peuvent être écrites comme suit :

UUU

XXX

∆+=

∆+=
(2.1)

où X  et U  représentent respectivement la valeur au point de fonctionnement du vecteur
d'état et de l’entrée, tandis que X∆  et U∆  sont respectivement leurs variations.

Nous pouvons alors représenter l’équation d’état sous forme :

U BX AX ∆+∆=∆
dt
d

(2.2)
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2.1.1. Application au bond graph

Nous pouvons effectuer la linéarisation directement sur le modèle bond graph [Kar-77]. Les
non linéarités peuvent se manifester dans les éléments bond graphs sous deux formes :

§ des non linéarités associées aux lois caractéristiques des éléments passifs (par exemple,
un élément R ayant la relation non linéaire ( )ef Ψ= )

§ des non linéarités apparues dans le module (gain) des éléments passifs et des jonctions
(par exemple, un transformateur MTF modulé par la commande).

Nous soulignons que les jonctions 1 et 0 sont toujours linéaires car elles doivent respecter la
relation iso-flux (jonction 1) ou iso-effort (jonction 0). Dans la linéarisation, elles seront
inchangées.

2.1.1.1. Non linéarité liée aux lois caractéristiques des éléments passifs R, I, C

Considérons le cas d’un élément R dont la variable e dépend de la variable f selon l’équation
(2.3) comme la Figure 2.1.a. La causalité associée à ce phénomène est visualisée par la
Figure 2.1.b.

( )fe Ψ=: (2.3)

R
e

f
R

e

f

b. causalité affectéee

f

e

f

( )fe Ψ=

R :
∆e

∆f f
f∂
Ψ∂R :

∆e

∆f f
f∂
Ψ∂

a. relation entre les variables e et f c. la linéarisation

Figure 2.1. Linéarisation d’un élément R.

Au point de fonctionnement défini par ( e , f ), la linéarisation donne :

f
f

e
f

∆
∂
Ψ∂

=∆ : (2.4)
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Dans le modèle linéarisé, cet élément R aura le gain égal à 
f

f∂
Ψ∂ .

Notons que cette valeur peut être négative. Par conséquent, un élément R linéarisé peut
dissiper ou "fournir" de l’énergie au reste du modèle. Ce problème peut être évité par une
modélisation plus fine du système.

De la même manière, nous pouvons déduire les modèles linéarisés des autres éléments passifs
de lois caractéristiques non linéaires.

2.1.1.2. Non linéarité du module d’un élément

La non linéarité provoquée par une commande externe peut apparaître dans le gain des
éléments passifs ou le module des jonctions de type transformateur et gyrateur.

Dans le cas d’un élément passif, nous présentons au Tableau 2.1 le modèle linéarisé pour tous
les éléments. Le modèle dépend de la causalité affectée. La commande est représentée par le
terme β . Le gain de l'élément est une fonction de β  (notée par ( )βΨ ).

Pour les jonctions, la non linéarité se présente sous forme d'un transformateur ou d'un
gyrateur modulé par la commande. Le Tableau 2.2 expose les modèles linéarisés de ces
jonctions. Nous négligeons le produit de deux variations de variable ou plus. En effet, les non
linéarités sont ramenées aux sources d’effort ou de flux modulées. Enfin, le modèle linéarisé
ne contient que des variations de variables et d’entrées. C’est la raison pour laquelle ce
modèle est appelé modèle en petit signal.
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Tableau 2.1. Linéarisation des éléments passifs.

Bond graph associé
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Tableau 2.2. Linéarisation des éléments MGY et MTF.
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2.1.1.3. Non linéarité des lois caractéristiques modulées par la commande

Considérons un élément R dont la loi caractéristique est modulée par un signal. La loi non
linéaire de cet élément est définie comme :

( )β,: fe Ψ= (2.5)

Le modèle bond graph est illustré par la Figure 2.2.a.

R
e

f βR
e

f R
e

f β

( ) 









∆

∂
Ψ∂

− β
β

β

.
,f

1

MSe :

∆e

∆f
R :

( )β,ff∂
Ψ∂

a. modèle non linéaire b. modèle linéarisé

Figure 2.2. Linéarisation d’un élément R ayant la loi caractéristique non linéaire
 avec la présence d’un signal de commande.

La linéarisation de cette équation conduit à :

( ) ( )
β

β ββ

∆
∂
Ψ∂+∆

∂
Ψ∂=∆

,,

:
ff

f
f

e (2.6)

Le bond graph linéarisé est donc celui présenté à la Figure 2.2.b.

En utilisant la même démarche, nous pouvons obtenir le modèle linéarisé pour les autres
éléments passifs.

Remarque :
La non linéarité du module d’un élément est, en fait, un cas particulier de la non linéarité des
lois caractéristiques modulées par la commande. Nous pouvons grouper le paragraphe 2.1.1.2
dans le paragraphe 2.1.1.3.

2.1.2. Exemple

Considérons la chaîne d’une motorisation à courant continu traitée dans la section 1.3. Nous
représentons le bond graph causal obtenu à la Figure 2.3.
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Figure 2.3. Motorisation à courant continu : bond graph causal.

Nous remarquons l’existence d’un MTF associé à la commande du hacheur. Le modèle ci-
dessus peut donc être linéarisé autour de point de fonctionnement défini par l’ensemble de α ,

E  et chC . Cette linéarisation conduit au modèle en petit signal présenté à la Figure 2.4.
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Figure 2.4. Motorisation à courant continu : modèle en petit signal.

Les termes MSfα et MSeα sont associés à la variation de la commande ∆α. En utilisant la
relation écrite dans le Tableau 2.2, ces sources modulées sont définies comme :

αα

αα

α

α

∆−=∆−=

∆=∆=

..

..

9
7

5
6

m

f

L
p

fMSf

C
q

eMSe

(2.7)

L'équation d'état du modèle en petit signal s'écrit alors :
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2.2. Analyse de stabilité

La stabilité est un aspect important pour un système. Le comportement instable peut
détériorer le système voire même, dans le cas d’un réacteur chimique, provoquer un accident
grave. Il est donc nécessaire d’étudier la stabilité du modèle représentant le système considéré
pour caractériser le domaine de stabilité.

Pour cela, nous proposons deux méthodes : le lieu des pôles et la deuxième méthode de
Lyapunov.

2.2.1. Lieu des pôles

Cette méthode est valable pour un modèle linéaire. Nous regardons le lieu des pôles dans le
plan complexe [Dor-80][Bor-93]. En fait, les pôles sont les solutions du polynôme
caractéristique défini par l’équation :

( ) 0det =− AIs (2.9)

où A est la matrice d’état et I est la matrice identité, de dimensions n×n.

Le polynôme caractéristique est aussi le dénominateur des fonctions de transfert. Nous
soulignons que ce dernier peut être obtenu directement à partir d’un bond graph en appliquant
la méthode présenté dans la section A.5.2 en Annexe A.

Chaque pôle a une partie réelle et une partie imaginaire. La partie réelle détermine la
convergence du modèle et la partie imaginaire correspond au comportement oscillant. Le
modèle est stable si tous les pôles se trouvent dans la partie réelle négative du plan complexe.
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Les pôles dépendent de la valeur des paramètres et définissent donc la stabilité du modèle. En
examinant l’évolution de la position des pôles en fonction de la valeur des paramètres, nous
pouvons donc déterminer le domaine de stabilité.

Pour illustrer cette méthode, nous prenons l’exemple traité dans la section 2.1.2. Considérons
que toutes les entrées de puissance E et Cch sont constantes ( 0=∆E , 0=∆ chC ). Pour la

commande, nous implantons un régulateur de courant Im de type PI à l’entrée du moteur. Cette
commande s’écrit :

( ) ( )( )dtIIKIIK
E mrefImrefP  
1

∫ −+−=α (2.10)

Cette équation peut être écrite sous la forme différentielle suivante :

( ) ( )( )mrefImrefP IIKIIK
E

−+−= &&& 1
α (2.11)

En effet, le courant du moteur Im correspond au courant imposé par l’inductance Lm. Nous

pouvons remplacer l’expression de mI&  par :
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Nous supposons que la consigne Iref est constante :
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(2.13)

Les paramètres du régulateur KP et KI sont réglés de manière à compenser le pôle électrique
de la machine en boucle ouverte :
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(2.14)

où TBF représente la constante de temps choisie en boucle fermée.

En implantant les équations (2.12), (2.13) et (2.14), nous pouvons réécrire l’équation (2.11)
sous forme de petites variations selon l’équation (2.15).
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Cette équation s’ajoute à l’équation d’état (2.8).
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En utilisant les valeurs numériques données à l’Annexe B, nous pouvons obtenir le point de
fonctionnement associé au courant de référence Iref de 100 A et la vitesse de rotation à l’arbre
du moteur rad/s 250=Ω m . Nous regardons par exemple l'influence de la valeur de

l’inductance du filtre Lf sur le lieu des pôles (voir Figure 2.5). En faisant un zoom, nous
remarquons que pour une valeur de mH 9>fL , des pôles sont situés dans la partie réelle

positive. Ils ne sont donc pas stables.

Limite de stabilité
mH 9≈fL

Limite de stabilité
mH 9≈fL

Figure 2.5. Lieu des pôles : influence de la valeur du paramètre Lf.

Nous vérifions cette limite de stabilité par simulation.

§ Pour mH 10=fL , l'oscillation des variables est amplifiée (voir Figure 2.6.a). Le modèle

est donc instable.

§ Pour mH 9=fL , nous remarquons que les réponses oscillent avec une amplitude

constante (voir Figure 2.6.b). Le modèle est à la limite de stabilité.

§ Pour mH 5=fL , le modèle est stable (voir Figure 2.6.c).

Lf ä
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(b). Lf = 9 mH.
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(c). Lf = 5 mH.

Figure 2.6. Influence de la valeur du paramètre Lf au courant (Im) et à la vitesse (Ωm)

du moteur. : (a) mH 10=fL , (b) mH 9=fL , (c) mH 5=fL .

Avec ces résultats de simulation, l'analyse de stabilité avec la méthode du lieu des pôles est
validée.
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2.2.2. Deuxième méthode de Lyapunov

La deuxième méthode de Lyapunov est utilisée pour analyser la stabilité d’un modèle
[Bor-93][Gru-99][Jun-93][Jun-01]. L'intérêt d'utiliser cette méthode est qu'elle est valable
aussi bien pour des modèles non linéaires que linéaires.

Considérons un modèle où x représente les variables d'état du modèle et le point de
fonctionnement O est définie par 0=x .

Définition 2.1 :
Une fonction ( )xV  est une fonction de Lyapunov candidate si elle est définie positive telle

que :

( ) 0>xV  pour 0x ≠∀ , et

( ) 0=xV  si et seulement si 0x =

Définition 2.2 :
Un modèle est asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapunov candidate ( )xV

dont la dérivée est définie négative

( ) 0<xV&  pour 0x ≠∀ , et

( ) 0=xV&  si et seulement si 0x =

Définition 2.3 :
Un modèle est exponentiellement stable s’il existe une fonction de Lyapunov candidate ( )xV

et une constante 0>a  telles que :

( ) ( )xx VaV .−<&

Remarquons que les Définitions 2.2 et 2.3 sont des conditions suffisantes de stabilité. Ce ne
sont pas des conditions nécessaires.

En effet, si le point de fonctionnement n’est pas déterminé par 0x =  (par exemple xx = ), il
faut utiliser les variations de variables d’état autour du point de fonctionnement xxx −=∆ .

La deuxième méthode de Lyapunov peut être appliquée pour examiner la stabilité locale et
globale. Nous utilisons le bond graph incrémental pour ramener le point de fonctionnement
(ou le point d’équilibre) à l’origine.

§ Si, pour un point de fonctionnement choisi judicieusement, nous avons une fonction de
Lyapunov candidate qui satisfait les conditions de stabilité, nous sommes dans le cas
d’une stabilité locale autour de ce point de fonctionnement.
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§ Si, pour différents points de fonctionnement dans l’espace des possibilités, nous trouvons
toujours une fonction de Lyapunov candidate qui satisfait les conditions de stabilité, nous
sommes dans le cas d'une stabilité globale.

En général, nous utilisons une fonction carrée comme fonction de Lyapunov candidate. Dans
la pratique, l’énergie stockée dans le modèle est souvent choisie pour assurer une stabilité
énergétique. Or, le bond graph représente d’une manière très explicite cette énergie à travers
les éléments I et C. C’est la raison pour laquelle cette méthode peut être appliquée
directement au modèle bond graph.

2.2.2.1. Application au bond graph

Nous pouvons écrire une fonction énergétique comme fonction de Lyapunov candidate
[Jun-93][Dau-99b]. Cette fonction peut être associée à l'énergie stockée dans les éléments
dynamiques I et C. En considérant les variables d'énergie comme variables d'état, la fonction
s'écrit donc :

( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑
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avec

0>ik , Cni ...1=

0>jk , Inj ...1=

où nC et nI représentent respectivement le nombre d'éléments C et I dans le modèle. Nous
constatons que cette fonction est définie positive (satisfait la Définition 2.1) pour un point de
fonctionnement déterminé par les valeurs nulles des variables d'énergie. Quant au point de
fonctionnement dont les variables d'état ne sont pas nulles, il suffit de remplacer ces dernières
par l'écart entre la variable d'énergie pI et qC et sa valeur au point de fonctionnement nominal

Ip  et Cq .
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où

jjj

iii

III

CCC

ppp

qqq

−=∆

−=∆

Pour la suite, nous prendrons cette dernière équation utilisant les variations des variables
d'état comme fonction de Lyapunov candidate.
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La question qui se pose est de savoir comment obtenir ces variations directement à partir d'un
modèle bond graph. En effet, dans la section 2.1.1, nous avons examiné le modèle en petit
signal. Si ce dernier néglige les produits entre deux variations car nous linéarisons le modèle à
l'aide d'une approximation au premier ordre, nous prenons en compte ces produits dans la
présente analyse de stabilité. Le modèle obtenu est qualifié de bond graph incrémental
[Jun-93]. La différence entre le modèle en petit signal et le bond graph incrémental n'apparaît
qu'aux jonctions de type MTF et MGY. Nous présentons la déduction du bond graph
incrémental pour ces jonctions au Tableau 2.3 [Jun-93].

Après avoir déterminé la fonction de Lyapunov candidate, nous examinons sa dérivée par
rapport au temps, qui est donc la puissance.
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En effet, la puissance absorbée par les éléments dynamiques peut être déduite directement du
modèle bond graph en regardant les relations aux jonctions. Dans le cas particulier où les
paramètres ki et kj  valent 1, nous obtenons donc :

( ) ( ) ( ) CI

n

j
I

n

i
C PPPqpV

I

j

C

i ,
11

, =+=∆∆ ∑∑
==

& (2.19)

D'un autre côté, la puissance absorbée par le système est égale à la puissance fournie par la
source :

RCIsource PPP += , (2.20)

En utilisant ces deux dernières équations, nous déduisons :

( ) RsourceCI PPPqpV −==∆∆ ,,& (2.21)

Le système est donc stable si la puissance dissipée par les éléments R est plus grande que
celle fournie par la source ( sourceR PP ≥ ). Ceci revient au fait que le système doit être passif.
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Tableau 2.3. Bond graph incrémental des éléments MTF et MGY.
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2.2.2.2. Exemple

Nous prenons l'exemple classique d’un filtre d’entrée RLC du deuxième ordre qui alimente
une charge controlée à travers un convertisseur statique (voir Figure 2.7). Dans le cas où la
commande impose à la charge une puissance constante, une variation de tension positive
conduit à une variation de courant négative.

E

Rf Lf

Cf VCf

IC

Charge
à la

puissance 
constante

Figure 2.7. Exemple d'un filtre d'entrée sur une charge à puissance constante.

Explication mathématique :

Puissance absorbée : CCf IVP .=

Puissance constante : 0=dP  ⇒ 0.. =+ CfcCCf dVIdIV

Par conséquent, 







−=
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C
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I
V
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dV

Ce phénomène peut être représenté par une résistance négative de nature à générer l'instabilité
du système. Le bond graph associé à ce type de système est représenté à la Figure 2.8, avec
une résistance de charge Rc négative.

R :Rc0

C : Cf

1

I : Lf

R : Rf

Se : E

Figure 2.8. Modèle d’un filtre avec une résistance de charge négative.

Le domaine de stabilité de ce modèle peut être obtenu au moyen du critère de Routh-Hurwitz
en utilisant le dénominateur du système.
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Les conditions de stabilité sont les suivantes :
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Pour appliquer la deuxième méthode de Lyapunov, nous prenons l’énergie stockée dans les
éléments dynamiques comme fonction de Lyapunov candidate. Dans un premier temps, nous
construisons le bond graph incrémental qui est le même que le modèle initial car il n'existe
pas de jonction MGY ou MTF. Nous supprimons la source car nous la considérons constante.
Toutes les grandeurs dans ce nouveau modèle sont représentées en variation (∆) autour du
point de fonctionnement (régime permanent).

L’équation d’état du modèle en petites variations est formulée comme suit :
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La fonction de Lyapunov )( xV ∆ s’écrit comme :
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Pour analyser la stabilité, nous dérivons cette fonction par rapport au temps.
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Si nous déduisons la dérivée de la fonction de Lyapunov choisie directement du bond graph,
nous obtenons :
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Cette dernière est équivalente à l'équation déduite à partir du modèle d'état.
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Si 0<cR , sur cette équation, nous ne pouvons pas déduire les conditions paramétriques de

stabilité car nous ne connaissons pas la relation directe entre Lfp∆  et Cfq∆ . Alors, nous

pensons que dans ce cas la fonction énergétique n’est pas une bonne fonction de Lyapunov.

Par contre, si Rf et Rc sont positifs 0>V  et 0<V& , le modèle est stable.

Recherche d’une fonction Lyapunov V :

Définition 2.4 :
Une matrice A est dite définie positive si elle satisfait les conditions suivantes :

0)det( ≠A

0>iia ni ..1=∀

( ) jjiiij aaa .2 < ji ≠∀

Supposons que nous avons l’équation d’état et la fonction de Lyapunov candidate avec sa
dérivée définies de la façon suivante :
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Les matrices Q et P doivent être définies positives (et symétriques) pour que le modèle soit
stable. Elles satisfont donc l’équation  :

0QPAPA T =++ (2.29)

Considérons la matrice Q comme la suivante :
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L’équation de la dérivée devient :
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Nous appliquons les conditions de stabilité décrites par les relations (2.23) à l’équation
(2.31) :
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Pour simplifier, nous prenons :
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Ces dernières impliquent :
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En utilisant ces relations, nous obtenons :
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Le paramètre k est calculé selon :

f

f

L

C
k =

ou tout simplement 0=k  pour simplifier les expressions.

Avec ces équations, nous pouvons déduire l’expression littérale de la matrice P. Cette
expression n’est pas une fonction énergétique simple. Nous avons vérifié la fonction ( )XV
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pour plusieurs cas stables et instables, et nous trouvons que la matrice P ou Q devient non
définie positive quand les parties réelles des valeurs propres de la matrice A ne sont pas toutes
dans le demi plan négatif ( 0<Re ).

Par cet exemple, nous constatons que l'analyse de stabilité par la deuxième méthode de
Lyapunov n'est pas très facile à appliquer. Il n'existe pas une fonction de Lyapunov candidate
"universelle" que l'on peut utiliser pour déterminer le domaine de stabilité. Il faut donc
chercher une fonction qui satisfait les conditions décrites dans la Définition 2.2 ou la
Définition 2.3. Dans certains cas, il n'est pas aisé non plus de caractériser analytiquement le
signe de la dérivée de la fonction candidate ( )x∆V& . La difficulté d'examiner analytiquement le

signe de la fonction candidate et sa dérivée conduit à la production d'hypothèses qui peuvent
être non judicieuses. Quand le calcul analytique n'est pas possible, nous utilisons le calcul
numérique. Nous pouvons examiner l'évolution des fonctions ( )x∆V  et ( )x∆V&  au cours de la

simulation autour de point de fonctionnement. Mais cette dernière approche n'est pas
satisfaisante et semble peu intéressante parce que la simulation nous permet directement de
voir si le modèle est stable ou instable. Il n’est donc pas nécessaire d'examiner la fonction de
Lyapunov candidate. Par ailleurs, dans la majorité des cas, les points de fonctionnements
instables ne peuvent pas être simulés.

Cependant, la deuxième méthode de Lyapunov peut se révéler utile pour déduire la loi de
commande qui stabilise le modèle [Jun-93][Jun-01]. Il suffit d'écrire une fonction candidate

( )x∆V  définie positive (par exemple : les carrées des variations des variables d'état) et de

déduire sa dérivée. La commande stabilisante est déterminée de telle manière à imposer un
signe négatif à la dérivée de la fonction candidate ( )x∆V& . Cette méthode rend le modèle

énergétiquement stable si nous utilisons une fonction énergétique comme fonction de
Lyapunov candidate.

2.3. Les méthodes de simplification de modèles

Dans nos travaux, nous avons utilisé deux méthodes de simplification de modèle. Ce sont la
méthode des perturbations singulières et la méthode MORA (Model Order Reduction
Algorithm). Ces méthodes peuvent être appliquées directement au modèle bond graph. Nous
les présentons dans les sections suivantes.

2.3.1. Méthode des perturbations singulières

Quand les ordres de grandeur des modes du modèle sont très différents, il est judicieux
d'appliquer la méthode des perturbations singulières [Kok-86]. Le principe de cette méthode
consiste à découpler les éléments qui ont des dynamiques distinctes en considérant leurs
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constantes de temps. Les éléments qui présentent une constante de temps petite ont des
dynamiques rapides tandis que ceux qui ont une constante de temps élevée ont des
dynamiques lentes. On dit que l’élément dynamique rapide se comporte comme un élément
parasite qui augmente la dynamique du modèle [Sue-91]. Il faut noter que la séparation des
dynamiques dépend des valeurs numériques du modèle. Par ailleurs, la méthode des
perturbations singulières est valable pour les modèles linéaires ou non linéaire, continus ou
échantillonnés [Bor-92][Bouy-96].

2.3.1.1. Application au modèle d'état linéaire

Pour simplifier le problème, on se place volontairement dans le cas du système linéaire
suivant représenté par son équation d’état :

( )
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+=

0X
U D XCY
U B XAX&

(2.36)

Nous déterminons les composantes rapides ou lentes par rapport à leurs valeurs propres
associées dans la matrice A. Si le système a des dynamiques distinctes, les termes de la
matrice A peuvent avoir des ordres de grandeur différents. Pour normaliser cette matrice, nous
introduisons les paramètres ε i (indice i pour distinguer s’il y a plusieurs niveaux de
dynamique). Par exemple, s’il n’y a que 2 ordres de grandeur différents, l’équation d’état sous
forme singulièrement perturbée s’écrit alors, avec X1 pour les composantes lentes et X2 pour
les composantes rapides (en supposant que la matrice A22 soit inversible) :
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(2.37)

Cette forme est dite singulièrement perturbée car le paramètre ε est considéré comme une
perturbation. Si sa valeur est nulle, nous avons une singularité. La valeur du paramètre ε n'a
pas à être déterminée de façon exacte car ce dernier n’apparaît pas dans les modèles
découplés. Par exemple, nous pouvons choisir ε en utilisant les valeurs propres des matrices
diagonales (A11 et A22) comme présenté dans l’équation (2.38), ou directement à partir de la
matrice A pour que les termes de cette matrice soient normalisés.

rapide

lent

λ

λ
ε

max

min
= (2.38)
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L’étape suivante consiste à découpler les dynamiques du modèle. Nous déterminons le
modèle lent en posant ε = 0. Nous obtenons les relations suivantes (indice l pour indiquer que
c’est le modèle lent) :

( ) ( )
( ) ( )
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(2.39)

Pour obtenir le modèle rapide, nous posons 0=r1X  ainsi que sa dérivée (indice r pour le

modèle rapide). Nous avons les relations suivantes :

( ) ( ) ( )
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Nous pouvons représenter toutes les variables dans l’équation d’état en additionnant les
valeurs des modèles rapide et lent :

§ les variables lentes :

( ) ( )tt l11 XX ≅ (2.41)

valable pour [ [+∞∈ ,0t

§ les variables rapides :

( ) ( ) ( )εttt rl 222 XXX +≅          valable pour [ [+∞∈ ,0t (2.42)

avec

( )tl2X  valable pour [ [∞∈ ,Tt

( )εtr2X  valable pour [ [Tt ,0∈

Cet intervalle T correspond au domaine de couche limite.

§ les entrées et sorties :

rl

rl

YYY
UUU

+=
+=

(2.43)

La décomposition de U en Ur et Ul n'a vraiment de sens que pour le calcul de lois de
commande découplées.
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De ces relations, nous constatons que les composantes lentes n’ont que des dynamiques
lentes, alors que les composantes rapides ont des dynamiques lentes et rapides.

S’il existe plusieurs niveaux de dynamiques (caractérisés par plusieurs paramètres ε i), nous
disons que le modèle a des dynamiques rapides,…, semi-rapides, …, lentes. Dans un premier
temps, nous découplons les composantes rapides des autres composantes. Puis, à partir de
l’équation d’état du modèle lent, nous répétons l’opération en découplant les composantes
précédentes des composantes qui sont moins rapides et ainsi de suite jusqu’à arriver à des
dynamiques lentes. S'il y a n classes de dynamiques, nous devons répéter cette procédure

1−n  fois.

2.3.1.2. Application au modèle d'état non linéaire

Dans le cas d'un système non linéaire, le problème qui se pose est de savoir comment
déterminer la dynamique d'un élément, qui correspond au paramètre ε. Dans [Pli-89], nous
normalisons toutes les grandeurs (entrées et variables d’état) dans le modèle non linéaire par
leur valeur maximale. Par cette normalisation, nous pouvons introduire les paramètres ε, qui
seront utiles pour déterminer la dynamique engendrée par chaque variable.

Supposons que nous avons l’équation d’état non linéaire :

)(x,ux Φ=& (2.44)

où max0 xx ≤≤ et max0 uu ≤≤ .

Par les valeurs maximales des variables d’état x et des entrées u, nous pouvons normaliser les
variables comme :

max

~
x

x
x =

max

~
u

u
u =

(2.45)

Alors, toutes les nouvelles variables varient entre 0 et 1.

1~0
max
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x
x

1~0
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u
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u

(2.46)
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Dans l’équation d’état, le changement de variable introduit des termes de normalisation iN  en

facteur des ix&~  qui peuvent être classés en plusieurs groupes suivant leur ordre de grandeur.

)~,~,~(~ 21
' uxxxN Φ=& (2.47)

Par la classification de ces ordres de grandeurs, nous pouvons écrire l’équation d’état sous la
forme singulièrement perturbée suivante :

)~,~,~(~ 
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212
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2

211
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1
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&

&

ε
(2.48)

où 1
~x  représente les dynamiques lentes tandis que 2

~x  correspond aux dynamiques rapides.

Le modèle lent peut être obtenu en imposant 0=ε .

)~,~,~(~
211

'
1 llll uxxx Φ=& (2.49)

)~,~,~(0 212
'

lll uxxΦ= (2.50)

Si l'on suppose que l'équation (2.50) a une solution unique )~,~(~
12 lll uxhx = , alors le modèle

lent s'écrit :
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(2.51)

2.3.1.3. Application au bond graph

La méthode des perturbations singulières peut être appliquée directement à partir du bond
graph [Sue-91]. En utilisant cette méthode, nous obtenons le bond graph rapide et le bond
graph lent à partir du bond graph initial.

Pour illustrer cette méthode, nous considérons le cas d'étude de la motorisation à courant
continu (voir Figure 2.3). La procédure de simplification de modèle peut être décrite de la
manière suivante :

§ La première étape consiste à faire la décomposition des variables d’état en variables
lentes et rapides. Pour cela, nous devons déterminer toutes les boucles causales dans le
modèle initial. Pour faciliter cette recherche, nous pouvons utiliser le logiciel ARCHER
[Azm-92] qui permet de trouver de manière analytique toutes les boucles causales et leur
gain sur le bond graph initial. Le gain des boucles causales (sans l'opérateur 1/p) donne
une estimation des constantes de temps et des pulsations naturelles présentes dans le
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modèle. Puis, nous identifions parmi toutes les composantes dynamiques celles qui sont
rapides (ce sont les composantes avec un gain élevé en valeur absolue et une faible
période) et celles qui sont lentes. Pour que la méthode soit applicable, la matrice A22,

correspondant aux dynamiques rapides doit être inversible. Cette inversibilité peut être
vérifiée en regardant si, pour chaque élément rapide, il existe au moins 1 chemin causal
direct qui le lie avec un élément R ou un autre élément rapide.

Comme nous l’avons précisé dans le paragraphe précédent, s’il y a plusieurs ordres de
grandeur pour les constantes de temps et les périodes naturelles, nous pouvons séparer les
composantes selon plusieurs niveaux de dynamique (rapide, ... , semi-rapide, ... , lente).

Dans le modèle de la motorisation à courant continu, il existe 8 boucles causales. En
utilisant les valeurs numériques présentées en Annexe B, nous calculons les gains et les
constantes de temps ou périodes naturelles engendrés par ces boucles. Le Tableau 2.4
présente leurs termes analytiques et valeurs numériques, où ωn représente la pulsation
naturelle (en rad/s) pour des boucles causales de type I – I ou I – C, tandis que le terme Tn

correspond à la constante de temps pour des boucles causales de type I – R, ou la période
naturelle pour le type I – I ou I – C.

En examinant ces valeurs, nous pouvons émettre les hypothèses suivantes :

− L'inertie Jc est associée à une constante de temps très petite (voir boucle causale
no. 8). Ceci est dû à la valeur élevée du frottement Fr. Nous pouvons donc considérer
que la variable d'état de cette inertie a une dynamique rapide.

− Nous remarquons que l'inductance Lm intervient dans des constantes de temps et
périodes naturelles petites par rapport aux autres, sauf celle correspondant à l'inertie
Jc qui est encore plus petite. Nous considérons que cette inductance possède une
dynamique appelée "semi-rapide".

− L’inertie Jm est associée, à la fois, à une constante de temps faible (avec l’élément Fr)
et à une constante de temps importante (avec l’élément Fm). Cette ambiguïté nous
empêche de classer la dynamique de l’inertie Jm comme rapide ou semi-rapide. Nous
la considérons donc comme une dynamique lente.

− Enfin, les variables d'état des autres éléments sont classées comme les variables
lentes, comme celle de l’inertie Jm.

Il existe donc 3 niveaux de dynamiques dans le modèle : rapide (p18), semi-rapide (p9) et
lente (p3, p13, q5).
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Tableau 2.4. Gains et constantes de temps ou périodes naturelles des boucles causales.

No.
Eléments liés

par boucle causale
Gain (s) ωn [rad/s] Tn [sec]
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§ La deuxième étape consiste à établir le bond graph rapide. Ce dernier est obtenu en
supprimant toutes les composantes dynamiques lentes. Ensuite, nous supprimons aussi les
résistances et les sources qui ne sont pas couplées causalement avec les composantes
dynamiques restantes.

Pour obtenir le modèle rapide de notre cas d'étude, nous supprimons d'abord tous les
éléments associés aux dynamiques semi-rapide et lente (voir Figure 2.9.a). Nous
supprimons ensuite les éléments R et les sources qui ne sont pas liés causalement avec
l'inertie Jc (Figure 2.9.b). Enfin, nous obtenons le modèle rapide présenté par la
Figure 2.9.c.
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(a) Phase 1 :Suppression des éléments associés aux dynamiques semi-rapide et lente.
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(c) Modèle rapide.

Figure 2.9. Construction du modèle rapide.

§ La troisième étape réside en l’obtention du bond graph lent. D’abord, nous construisons
le modèle réciproque du bond graph initial. Le modèle réciproque est obtenu en dualisant
les jonctions et les sources (voir section A.6.3 de l'Annexe A) et en inversant les
paramètres des éléments. Dans ce modèle, les composantes qui sont rapides dans le
modèle initial deviennent lentes, et les composantes lentes deviennent rapides. Sur ce
bond graph réciproque, nous appliquons la même méthode qui permet de déterminer le
bond graph rapide (voir deuxième étape). Nous revenons ensuite au bond graph réduit en
utilisant une nouvelle transformation réciproque.

Nous déduisons le modèle lent pour la classe de dynamique rapide. Nous construisons le
modèle réciproque (voir Figure 2.10.a) et appliquons la procédure décrite à la deuxième
étape. La Figure 2.10.b représente le modèle lent pour la dynamique rapide.
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(b) BG direct "lent" après suppression de l'élément I : Jc.

Figure 2.10. Construction du modèle lent de la classe de dynamique rapide.

S’il y a plusieurs classes de dynamiques différentes, après avoir supprimé les composantes
très rapides pour obtenir le bond graph lent, nous répétons la deuxième et la troisième étape
pour les composantes moins rapides en considérant ce bond graph comme bond graph initial.

Le modèle lent présenté à la Figure 2.10.b est donc le modèle initial pour obtenir le modèle
semi-rapide. Après avoir déterminé le modèle direct "lent-semi rapide", nous appliquons le
même procédé en considérant l'inductance Lm comme élément rapide. Ceci nous amène à
l'obtention le modèle semi-rapide présenté à la Figure 2.11.

8 9 I : LmR : Rm 1

Figure 2.11. Modèle semi-rapide.

Nous constatons que ce modèle n'a aucune source. Nous pouvons donc négliger l'influence de
ce dernier.

En appliquant l'étape 3 au bond graph de la Figure 2.10.b, nous obtenons le modèle lent
illustré par la Figure 2.12.
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Figure 2.12. Modèle lent.

Les simplifications appliquées directement sur le modèle bond graph sont concordantes à
celles obtenues par l'approche mathématique à l'aide de l'équation d'état du modèle [Gan-00].

Par ailleurs ces simplifications sont validées par les simulations, en utilisant un régulateur de
courant de la machine de type PI (voir section 2.2.1). Nous considérons aussi que le couple de
charge n'a pas de dynamique rapide. Ceci implique que le modèle rapide peut être négligé. Il
ne reste donc que le modèle lent comme modèle réduit. Nous remarquons que le modèle
réduit a le même comportement que le modèle initial pour un fonctionnement en valeur
moyenne du hacheur (voir Figure 2.13) [Gan-01a]. Par contre, il n'est pas valable pour le
hacheur modélisé en valeur instantanée avec une fréquence de découpage à 1 kHz. En effet,
ce fonctionnement injecte une dynamique rapide à l'entrée du moteur. Dans le cas d’un
modèle de hacheur avec commutations, il est donc nécessaire de garder l'inductance du
moteur Lm dans le modèle réduit. En conclusion, le modèle réduit pour ce fonctionnement est
celui présenté à la Figure 2.10.b.
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Figure 2.13. Comparaison entre le modèle initial et le modèle réduit
(hacheur en valeur moyenne).

La dynamique des composantes rapides est approchée par la partie rapide et la partie lente
(entraînée par les composantes lentes). Mais, pour la composante lente, il suffit de l’approcher
à partir du bond graph lent. Pour trouver la dynamique lente des composantes rapides, nous
mettons les composantes rapides en causalité dérivée sur le bond graph initial et calculons les
gains des chemins causaux avec les composantes lentes et les sources.
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C. Sueur [Sue-91] a montré que les équations d'état déduites des modèles bond graph lent et
rapide correspondent aux équations (2.39) et (2.40) qui auraient été obtenues par calcul formel
sur l'équation d'état générale.

2.3.2. Méthode MORA (Model Order Reduction Algorithm)

La méthode MORA, proposée par L.S. Louca et J.L. Stein [Lou-98][Lou-99], est une
technique de simplification de modèle basée sur les échanges énergétiques dans les systèmes.
La procédure MORA utilise la notion d’activité énergétique et d’index d’activité des éléments
passifs.

Définition 2.5 :
L’activité énergétique d’un élément passif i pendant une fenêtre de temps observée

01 ttt −=∆  est formulée comme suit :

dttPA
t

t

ii ∫=
1

0

 )( (2.52)

où ( )tPi  est la puissance instantanée de l’élément i.

On constate ainsi que l'activité énergétique est liée à la puissance. Or, cette dernière peut être
récupérée directement d'un modèle bond graph car chaque lien apporte les informations de
l'effort e et du flux f qui correspond à la puissance ( feP .= ). C'est la raison pour laquelle il

est intéressant d'appliquer la méthode MORA sur le bond graph. Dans le modèle bond graph
l'équation (2.52) s'écrit :

dttfteA
t

t

iii ∫=
1

0

  )().(  (2.53)

où ei et fi représentent respectivement la variable d'effort et de flux dans l’élément passif i. Ce
sont les éléments de type I, C ou R dans le modèle bond graph.

Définition 2.6 :
L’activité totale est la somme des activités énergétiques des éléments du modèle.
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où nk représente le nombre d'éléments passifs dans le modèle.
En normalisant les activités énergétiques par l'activité totale, nous obtenons les index
d’activité. L'index d'activité AIi d’un élément i est donc calculé selon :



Chapitre 2 : Les méthodes d'analyse par Bond Graph pour l'approche système

59

total

i
i A

A
AI = (2.55)

L’index d’activité montre l’importance d’un élément dans le système. Plus cet index est
grand, plus l’élément contribue aux transferts énergétiques. Le principe de la méthode MORA
est donc de supprimer les éléments ayant de faibles index d'activité.

Définition 2.7 :
Le seuil d'activité est le pourcentage de l'activité totale inclus dans le modèle réduit. Le choix
de ce seuil dépend des spécifications techniques du système.

Les éléments contribuant à l’activité énergétique globales sont classés dans un tableau du plus
actif au moins actif (cf. Figure 2.17). On totalise la somme des index d’activité jusqu’à ce que
cette somme cumulée dépasse le seuil d’activité. Tout les éléments classés en deçà de ce seuil
sont considérés comme actifs et doivent apparaître dans le modèle réduit, tandis que les
éléments qui ne rentrent pas dans ce classement peuvent être négligés.

La méthode MORA est sensiblement différente selon qu’on l’applique à des systèmes
linéaires ou non linéaires.

§ Systèmes linéaires [Lou-99]

Pour des systèmes linéaires, nous sommes capables de déterminer :

− un modèle réduit pour une bande passante désirée.

− un modèle réduit pour des signaux d'excitation donnés.

§ Systèmes non linéaires [Lou-98]

Pour des systèmes non linéaires, seul le dernier point, souligné précédemment en régime
linéaire, peut être satisfait.

Comme l’activité énergétique et l’index d’activité sont directement liés à la fréquence des
signaux d’excitation [Gan-03], nous pouvons obtenir un modèle simplifié du système associé
à une gamme de fréquences spécifique. Pour cela, nous proposons d'utiliser les signaux
"riches" du point de vue spectral afin que les modes relatifs à la gamme de fréquence désirée
soient vraiment excités. Plusieurs types de signaux peuvent être utilisés pour l’excitation d’un
modèle dans une gamme de fréquence donnée. Nous avons choisi d’appliquer des excitations
de type échelon, sinusoïde, SBPA (Séquence Binaire Pseudo-Aléatoire) et chirp pour
déterminer les caractéristiques fréquentielles de nos modèles.

Nous soulignons que la simplification dépend de la valeur numérique des éléments. Il est
donc nécessaire d’appliquer à nouveau la méthode quand les valeurs changent.
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Nous allons présenter ces applications dans les sections suivantes.

2.3.2.1. Obtention du modèle réduit pour une bande de fréquence désirée (modèle
linéaire)

Il y a deux approches pour arriver à cet objectif : par les calculs analytiques et par les
simulations. Dans les deux cas, nous utilisons les sinusoïdes de pulsation bωω ≤  à l'entrée

avec bω  la bande passante désirée. Il s'agit donc d’un balayage fréquentiel. Nous considérons

que l’amplitude de la puissance d’entrée P dans le système est constante pour toutes les
fréquences incluses dans cette bande. Ceci est illustré par la figure suivante, où nous prenons
une valeur unitaire de P pour simplifier les calculs.

ωb ω

1

P

Figure 2.14. Amplitude constante de la puissance d'entrée pour bωω ≤ .

La procédure de cette méthode est la suivante [Lou-99] :

1. Pour chaque pulsation bωω ≤  :

§ Calculer l'amplitude du signal d'entrée Uj (pour garder la valeur constante de la
puissance P tout au longue du balayage fréquentiel). Cette valeur peut être
déterminée en examinant la fonction de transfert de la variable duale de l'entrée au
lien de puissance de Uj.

§ Calculer l'activité énergétique de chaque élément passif.
Si nous utilisons l'approche par les simulations, il suffit de simuler le modèle et de
l'exciter avec une sinusoïde de pulsation ω  dont l'amplitude a été déterminée
précédemment. Quand le régime harmonique est déjà établi (l'amplitude d'oscillation
des variables est constante), nous calculons l'activité énergétique pendant une
période de sinusoïde en utilisant l'équation (2.53).

L'activité énergétique d'un élément passif peut aussi être calculée de façon
analytique. Nous pouvons, à partir du modèle linéaire, trouver les fonctions de
transfert des variables d'effort et de flux de chaque élément. Pour les éléments I et C,

nous avons un déphasage entre ces variables de o90± , tandis que celles des éléments
R sont en phase.
Considérons le vecteur Y qui contient les variables de flux fI des éléments I, d'effort
eC des éléments C et de flux fR des éléments R. A partir de la fonction transfert (dans
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le domaine fréquentiel) de ces variables, nous pouvons déterminer leurs variables
duales (eI, fC, eR) :

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )ωω

ωωω
ωωω

RR

CC

II

fRe
eCjf
fIje

 
   

   

=
=
=

(2.56)

où I, C et R représentent les gains des éléments.

Pour calculer l'activité énergétique avec cette approche, nous devons déterminer la
valeur absolue de la puissance pendant une période de sinusoïde. Nous prenons un
élément I pour déduire l'expression de l'activité énergétique. Pour une pulsation ω,
nous pouvons écrire les variables de flux et d'effort selon :

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕωωωω
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(2.57)

où YI(ω) et ϕ représentent respectivement le gain de la variable de flux fI pour la
pulsation ω et son angle par rapport au signal d'entrée d'amplitude Uj. L'activité de
cet élément pendant la période sinusoïdale ωπ /2=T est donc :
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(2.58)

En appliquant la même procédure, nous pouvons déduire l'activité énergétique des
éléments C et R.

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )22

22
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ωω

ωω
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jII
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=

=

=

(2.59)

2. Intégrer l'activité énergétique par rapport à la pulsation ω (de 0 à bω ).

Pour calculer l'intégrale de l'activité d'un élément par rapport à la pulsation, nous pouvons
utiliser la méthode de trapèze.

3. Calculer l'index d'activité des éléments en utilisant l'équation (2.55) pour chaque
pulsation utilisée bωω ≤ .

4. Trier l'index d'activité par ordre décroissant.



Chapitre 2 : Les méthodes d'analyse par Bond Graph pour l'approche système

62

5. Faire la sommation des index d'activité, commencer par le plus grand index (l’élément le
plus important), jusqu’à atteindre le seuil.

6. Séparer les éléments en 2 catégories : ceux qui contribuent au seuil d'activité (ils seront
inclus dans le modèle réduit) et ceux qui ne participe pas à ce seuil (ils doivent être
négligés).

7. Construire le modèle réduit avec les éléments de la première catégorie.

2.3.2.2. Signaux d'excitation

Dans le paragraphe suivant, nous utilisons les signaux d'excitation de type échelon, sinusoïde,
SBPA (Séquence Binaire Pséudo-Aléatoire) [Cou-90][Bon-01] et chirp pour réduire l’ordre
de modèles linéaires ou non. Nous présentons leurs spectres fréquentiels et leurs
caractéristiques au Tableau 2.5. Le détail de la SBPA peut être consulté en Annexe H.

Un échelon excite une gamme de fréquence qui est déterminée par sa durée T [Kal-97]. Ce
signal présente un inconvénient car il inclut toujours des composantes basses fréquences. Il ne
peut donc pas exciter uniquement les hautes fréquences. Une SBPA a globalement les mêmes
caractéristiques fréquentielles qu'un échelon. Par contre, une sinusoïde excite le modèle à une
fréquence donnée. Un chirp est une cosinusoïde balayant les fréquences entre 0F  et 1F . Il

excite cette gamme de fréquence prédéfinie avec la même énergie.

Ces signaux seront utilisés comme excitation des entrées dans la simplification de modèle
selon la gamme de fréquence d'utilisation.
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Tableau 2.5. Spectres fréquentiels et caractéristiques des signaux d'excitation.

Type Réponse temporelle Spectre fréquentiel Caractéristiques
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he
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n

t [s]

u(t)
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T0

Spectre fréquentiel d'un échelon
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X
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)
1
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A.T
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la durée T.
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Si
nu
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e
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u(t)

A

T

0

TF /1=
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correspondante, soit
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fréquences (HF).
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Spectre fréquentiel d'un chirp
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1F ).
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certaine gamme
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sans inclure les
phénomènes BF.
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2.3.2.3. Obtention du modèle réduit selon le signal d'excitation (modèle linéaire et non
linéaire)

Contrairement à l'application détaillée dans la section 2.3.2.1 qui peut être faite à l'aide des
simulations ou de calculs analytiques, nous ne pouvons obtenir le modèle réduit selon le
signal d'excitation que par des simulations. Pour effectuer cette simplification, nous adoptons
la procédure suivante :

1. Simuler le modèle global et calculer l'activité et l'index d'activité de chaque élément
pendant la fenêtre de temps désirée.

2. Trier les index d'activité par ordre décroisant.

3. Faire la sommation des index d'activité, commencer par le plus grand index (l'élément le
plus important) jusqu'à atteindre le seuil d'activité.

4. Séparer les éléments en 2 classes. La première contient les éléments contribuant à ce seuil
tandis que les autres éléments appartiennent à la deuxième classe.

5. Construire le modèle réduit avec les éléments de la première classe.

Pour obtenir le modèle réduit relatif à une certaine gamme de fréquence, nous utilisons la
procédure avec les signaux d'excitation présentés au paragraphe 2.3.2.2.

2.3.2.4. Exemple

Considérons un circuit électrique de deux filtres RLC en cascade. Nous présentons le schéma,
les valeurs des paramètres dont la valeur numérique et le bond graph associé sont présentés à
la Figure 2.15.

R2 = 0.002L1 = 1

C2 = 1

L2 = 0.0001

E

R1 = 0.4

C1 = 1 C : C210

R : R2

I : L2I : L1

1

C : C1

R : R1

Se : E

(a). circuit électrique (b). bond graph associé

Figure 2.15. Exemple de la méthode MORA : modèle de 4ème ordre.

Ce modèle est linéaire. Nous pouvons donc appliquer la méthode MORA décrite dans le
paragraphe 2.3.2.3 pour obtenir les modèles réduits selon la bande passante. Etant donné qu’il
n’y a que 6 éléments dans le modèle, nous utilisons l’approche analytique. Avec un seuil
d’activité de 99 %, nous remarquons que pour les bandes passantes très basses fréquences,
seules les capacités C1 et C2 interviennent dans le modèle réduit (voir Figure 2.16). Quand
nous augmentons la bande passante, nous devons prendre en compte la résistance R1.
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Figure 2.16. Nombre d’élément en fonction de la bande passante.

Nous présentons à la Figure 2.17 la démarche de simplification pour un échelon de durée 5 s à
l'entrée E. Après avoir calculé les index d'activité à la fin de cette durée, nous trions les
éléments par ordre d’index décroissant. Ensuite, nous additionnons les index pour obtenir
l'index d'activité accumulé (indiqué par Σ). La valeur du seuil d'activité choisie est de 99 %.
Quand Σ atteint cette valeur, nous séparons les éléments. Ceux qui sont en blanc sont
importants et doivent être inclus dans le modèle réduit. Les éléments grisés sont à supprimer.

Elément AI [%]

R : R1

I : L1

C : C1

R : R2

I : L2

C : C2

89.1169

0.4620

5.1497

0.1114

1.14 E-4

5.15989

Elément AI [%]

R : R1 89.1169

I : L1 0.4620

C : C1 5.1497

R : R2 0.1114

I : L2 1.14 E-4

C : C2 5.1599

99.9999

99.8885

100.0000

Elément AI [%] Σ [%]

R : R1 89.1169

C : C1 5.1497

C : C2 5.1599

89.1169

94.2768

99.4265

R : R2 0.1114

I : L1 0.4620

I : L2 1.14 E-4

(a) Etape 1 : index d'activité des
éléments

(b) Etape 2 : tri des index par ordre
décroisant

(c) Etapes 3 et 4 : sommation des
index et séparation des éléments

Figure 2.17. Application de la méthode MORA pour un échelon de durée 5 s.

Le modèle réduit est constitué par les éléments R1, C1 et C2. En fait, l’échelon de durée 5 s est
inclus dans une bande passante de Fb = 0.2 Hz ou ωb = 1.24 rad/s. Quand nous étudions la
Figure 2.16, nous constatons que, pour une telle bande passante, nous avons 3 éléments dans
le modèle réduit : R1, C1 et C2. Nous soulignons la concordance de ces résultats.
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2.4. Conclusion

Nous avons présenté des outils d'analyse compatible avec l'approche système qui peuvent être
appliqués au bond graph, directement, ou en passant par l'équation d'état. La linéarisation
d'un bond graph non linéaire autour d'un point de fonctionnement permet d'obtenir un modèle
en petit signal. Les non linéarités sont ramenées aux sources modulées. Ce modèle linéarisé
peut nous servir dans l'analyse de stabilité en utilisant la méthode du lieu des pôles. Par
ailleurs, la stabilité peut être examinée à l'aide de la deuxième méthode de Lyapunov. Cette
dernière est applicable aux modèles linéaires ou non linéaires. Cependant, l'application de
cette méthode n'est pas toujours aisée car elle ne donne que des conditions suffisantes de
stabilité. La difficulté d'examiner analytiquement le signe de la fonction candidate et sa
dérivée conduit à la production d'hypothèses qui peuvent être non judicieuses. Quant à
l'approche numérique en examinant l'évolution de la dérivée de la fonction candidate par des
simulations, elle est quasiment inutile et n’apporte rien par rapport à une analyse classique par
simulations successives. Cependant, cette méthode est très pratique et efficace pour déduire la
loi de commande stabilisante du modèle.

Nous avons présenté deux méthodes de simplification de modèle, à savoir la méthode des
perturbations singulières, basée sur l'analyse des dynamique, et la méthode MORA, basée sur
la notion d'activité énergétique. Ces techniques permettent de réduire la complexité des
systèmes et d’obtenir des modèles simplifiés valables selon la gamme de fréquence désirée.
L'utilisation des modèles réduits après simplification facilite leur analyse et diminue les temps
de simulation.

Dans la suite de ce travail, nous allons appliquer ces méthodes d'analyse sur une chaîne de
traction ferroviaire dont la modélisation est présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3 
Modélisation Bond Graph de la chaîne de traction ferroviaire

Dans cette partie, nous présentons une représentation unifiée de la chaîne de traction
ferroviaire BB36000, exemple typique de système hétérogène multidomaines caractérisé par
un fort niveau de couplage entre les domaines électrique et mécanique. La méthodologie
Bond Graph est utilisée pour représenter ces différents domaines de façon homogène. Nous
donnons ici une vision simplifiée monomoteur de la chaîne de motorisation. Cette
représentation a été choisie pour être compatible avec une approche système permettant
d’appréhender la globalité des couplages électromécaniques.

3.1. La BB36000

La BB36000 est une chaîne de traction ferroviaire produite par la société ALSTOM
[BB36000]. Cette chaîne, destinée à l’utilisation européenne, doit pouvoir supporter
différentes configurations d’alimentation. C’est la raison pour laquelle elle a été qualifiée de
"locomotive passe frontière" [Jeu-99]. Le schéma électrique de chaque configuration
d’alimentation de la BB36000 est exposé dans [BB36000]. Les caractéristiques techniques de
cette chaîne sont résumées au Tableau 3.1.

Tableau 3.1. Spécifications générales de la BB36000 [BB36000].

Alimentations 25 kV - 50 Hz, 1500 V continue, 3 kV continue
Poids 88 tonnes
Vitesse maximale 220 km/h
Vitesse nominale 80 km/h
Puissance de traction 6000 kW
Puissance de freinage 3000 kW
Onduleur GTO, 4.5 kV – 4 kA, 140 Hz max.
Type de traction Asynchrone

Nombre de moteurs 4
Caractéristique des moteurs

Vitesse maximale 4160 tr/min
Puissance 1530 kW
Poids 2550 kg
Couple de démarrage 11450 Nm
Courant de démarrage 600 A (efficace)
Tension maximale 2200 V (efficace)
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Figure 3.1. Locomotive BB36000

3.2. Le modèle bond graph de la BB36000

Dans ce mémoire, nous utiliserons un modèle approché de la chaîne de traction où nous ne
considérerons qu’un seul moteur (modèle monomoteur) au lieu de quatre. La Figure 3.2 décrit
le synoptique de cette chaîne.

Source 
d’alimentation

Filtre Onduleur MAS Transmission 
mécanique

MLI

Commande

Source 
d’alimentation

Filtre Onduleur MAS Transmission 
mécanique

MLI

Commande

Figure 3.2. Synoptique de la chaîne de traction monomoteur.

En utilisant le formalisme bond graph, nous pouvons modéliser chaque partie physique de la
Figure 3.2 de manière unifiante. Les modules de calcul (commande et MLI) peuvent être
représentés par des équations en utilisant la notion de signal. Le bond graph à mots de cette
chaîne complète est présenté à la Figure 3.3. Le sens de transfert de puissance est indiqué par
des demi-flèches.
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FiltreSource Onduleur MecaniqueMAS

Commande

MLI

ParkFiltreSource Onduleur MecaniqueMAS

Commande

MLI

Park

Figure 3.3. Bond graph à mots de le chaîne de traction.

Nous allons détailler la modélisation de chaque partie dans les sections suivantes.

3.2.1. La source d’alimentation

En fonctionnement normal, la chaîne est alimentée par une tension de bus continu de 2750 V
supposée parfaite. En bond graph, si nous négligeons les pertes de transmission du réseau,
cette alimentation peut être représentée simplement par une source d’effort parfaite Se.

UcontSe:

Figure 3.4. Modèle bond graph de la source d’alimentation.

A cette source, il est possible de superposer une composante de perturbation comme nous le
verrons au Chapitre 4.

3.2.2. Les modèles de conversion statique d’énergie

3.2.2.1. Le filtre d’entrée

La chaîne est composée d’un filtre de type RLC du deuxième ordre dont le rôle est de réduire
les courants harmoniques produits par le découpage de l’onduleur et de filtrer les
perturbations issues de la caténaire. Le circuit électrique et le bond graph associé à ce filtre
sont présentés à la Figure 3.5. La fréquence de résonance du filtre est de 18.72 Hz.
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Ucont VCf

Rf Lf

CfUcont VCf

Rf Lf

CfUcont VCf

Rf Lf

Cf

VCf01
Ucont

C :CfI : Lf

R :Rf

(a) (b)

Figure 3.5. Le filtre : (a) circuit électrique et (b) bond graph associé.

3.2.2.2. L’onduleur

Pour alimenter la machine asynchrone, un onduleur est utilisé pour convertir les grandeurs
continues en grandeurs alternatives. Nous supposons que l’onduleur est sans pertes par
conduction et par commutation dans les semi-conducteurs. Les équations (3.2) montrent les
relations liées au fonctionnement de l’onduleur.

VCf

Ic

I1 I2 I3

VCf

Ic

I1 I2 I3

o

1 2 3

Figure 3.6. L’onduleur.

On définit :
Vn : la tension neutre charge – masse d’alimentation (o)
VCf : la tension à l’entrée de l’onduleur
Ic : le courant à l’entrée de l’onduleur
Vi : la tension du bras i par rapport au neutre de la charge, 3..1=i
Ii : le courant passant au bras i
ci : l’état booléen du bras N° i de l’onduleur : ci=1 état haut, ci=0 état bas.

On fait l’hypothèse que la charge de l’onduleur est équilibrée, ce qui, dans notre cas revient à
considérer que la machine asynchrone possède trois armatures identiques. L’équilibre des
courants impose alors l’équilibre des tensions simples :

0321 =++ III  ⇒ 0321 =++ VVV (3.1)
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Il est alors possible d’exprimer simplement le potentiel de chaque bras par rapport au neutre
de la charge en fonction des états de conduction.

( ) Cfn VcccV .
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(3.2)

Inversement, le courant continu à l’entrée de l’onduleur s’exprime en fonction des courants de
ligne et des états de conduction, en considérant 0321 =++ III .

332211 IcIcIcI c ++= (3.3)
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Selon ces hypothèses, il est possible de représenter cet onduleur par un modèle bond graph
simplement représenté par trois transformateurs modulés dont les gains sont donnés par la
commande à Modulation de Largeur d’Impulsion (MLI). La Figure 3.7 illustre cette
modélisation.

0

MTF

MTF

MTF

V3

V2

V1
1/η1

1/η2

1/η3

VCf

Figure 3.7. Modèle bond graph d’onduleur.

L’intérêt de cette modélisation réside dans sa simplicité bien que permettant de représenter de
façon fidèle le comportement instantané ou moyen de l’onduleur. En complexifiant le calcul
des ordres logiques de commande, des phénomènes de retards à la commutation peuvent si
besoin être considérés.
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3.2.2.3. La commande en MLI

La Modulation de Largeur d’Impulsion (MLI) construit les signaux de commande pour
l’onduleur. La MLI peut être modélisée en valeur moyenne ou en valeur instantanée. En
valeur instantanée, les sorties de la MLI correspondent aux états de conduction de chaque
bras. La MLI construit des impulsions dont la durée est liée au gain de la commande.

Par exemple, si nous utilisons une MLI régulière symétrique où les impulsions sont centrées
au milieu de la période de commutation, la construction des signaux de commutation est
décrite à la Figure 3.8.

0

1

0

1

t [s]

t [s]

Te

Porteuse

Référence

Modulante

Sortie de MLI

τi

α

Figure 3.8. MLI régulière symétrique.

Le paramètre eT  représente la période de commutation de la MLI. Dans notre modèle, la

fréquence de la porteuse est fixée à 1 kHz impliquant une période ms 1=eT .

La MLI régulière symétrique permet un calcul analytique des temps de conduction (τi), où, ce
qui est équivalent, des rapports cycliques (αi) :

i
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ee
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+=
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i

e

i
i V

V
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+==
2
1τ

α
(3.5)

Ainsi, il est aisé de passer d’un modèle d’onduleur MLI en valeur instantané à un modèle en
valeur moyenne, en envoyant aux trois transformateurs modulés respectivement les ordres
logiques de conduction ( iη ) ou les rapports cycliques ( iα ).
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3.2.3. La transformation de Park

La transformation de Park nous permet de transformer les grandeurs d’un système triphasé en
un système diphasé équivalent. Cette transformation est basée sur le théorème de Ferrari
[Rob-96] :

une armature polyphasée repartie symétriquement dans l’espace et parcourue par des
courants polyphasés équilibrés crée une force magnéto motrice (f.m.m) tournante unique.

La Figure 3.9 illustrer la relation entre les grandeurs d’un système triphasé et d’un système
diphasé équivalent.

phase 2

d

ϕ
phase 1

phase 3

q

1X

2X

3X

α

β

Figure 3.9. Relation entre un système triphasé et un système diphasé équivalent.

Il existe plusieurs transformations de Park mais celle qui a été utilisée dans la suite de ce
travail est la transformation qui conserve la puissance. Cette dernière est définie ci-après :
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(3.6)

où ϕ  indique l’angle entre l’axe d et la phase 1 du stator.

Cette équation peut être réécrite de la manière suivante :
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où
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Le terme P[ϕ] indique la matrice de changement de base. Pour obtenir les grandeurs du
système triphasé, nous utilisons l’inverse de cette matrice, qui est en fait sa matrice
transposée.
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Pour obtenir les tensions dans le repère fixe (α,β) lié au stator à partir des tensions triphasées,
nous pouvons utiliser la transformation de Park avec 0=ϕ . L’équation (3.10) présente cette

transformation.
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En bond graph, cette transformation peut être représentée par des transformateurs modulés
dont les gains dépendent de l’angle de transformation ϕ  (voir Figure 3.10). Le bloc Calcul

évalue l’angle ϕ  nécessaire à la détermination des gains des transformateurs modulés (MTF).

Dans la Figure 3.10 la transformation de Park est décomposée en une transformation de
concordia (1,2,3) – (α,β) et une rotation (α,β) – (d,q). Nous utilisons les sorties Vsalp et Vsbet

(resp. Vsd et Vsq) pour la machine asynchrone modélisée dans le repère (α,β) (resp. le repère
(d,q)) en connectant les autres sorties non utilisées avec des sources de flux de valeur nulle.
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Transformation de Park généraliséeTransformation Concordia
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Vs1
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Vsd

Vsq

Vsα

Vsβ

Figure 3.10. Transformation de Park généralisée.

3.2.4. La commande vectorielle

Pour réguler le système, nous appliquons une commande vectorielle de couple [Rob-96]
[Loc-99]. Cette commande nous permet de réguler indépendamment le flux rotorique et le
couple électromagnétique. Pour appliquer cette commande, toutes les grandeurs sont
transformées dans le repère (d,q) lié au flux rotorique. La Figure 3.11 montre le changement
de repère où ϕ  indique l’angle entre l’axe (d,q) et l’axe initial.

d

q

α

β

Φrα

Φrβ
Φrd = Φr

ϕ

Figure 3.11. Changement de repère d’axe (d,q) lié au flux rotorique.

Dans ce nouveau repère, nous considérons 0=Φ rq . Le flux rotorique rΦ  et l’angle ϕ

peuvent être calculés de la manière suivante :

α

β

βα

ϕ
r

r

rrrrd

Φ

Φ
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arctan

22

(3.11)
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La matrice de transformation est définie comme par l’équation (3.12) :
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A (3.12)

La relation entre les grandeurs dans ces deux repères est présentée ci-après.
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(3.13)

Nous supposons que les flux rotoriques sont mesurables. Pour cette raison, nous utilisons
directement leur valeur réelle dans les équations.

Dans la commande vectorielle classique, il y a 3 régulateurs dont 2 sont en cascade. Le
premier sert à réguler le flux rotorique, qui est en cascade avec la régulation du courant
statorique Isd. Le dernier régule le courant Isq. Dans notre cas, nous n’utilisons pour simplifier
que 2 régulateurs de courant (voir Figure 3.12). Nous choisissons des régulateurs de type PI
pour obtenir une erreur nulle en régime permanent. Les paramètres des régulateurs sont
déterminés pour compenser les pôles dominants d’une machine asynchrone.
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dÊ

sdV+

+

+

−

refm

r

Lp
L

Φ 







+ s

K
K

s
K

I

PI 1sqrefI
ε

sqrefV

qÊ

sqV
+

+

+
−refC

( )sRL
R

srs

sr

σ+1
1

dE

sdI
+

−

( )sRL
R

srs

sr

σ+1
1

qE

sqI
+

−

( )sRL
L

rr

m

+1
rΦ

r

rm

L
Lp Φ emC

Machine asynchrone

Figure 3.12. Structure de la commande vectorielle.

où

rs

m

LL
L 2

1 −=σ (3.14)

r
r

m
ssr R

L
L

RR
2









+= (3.15)



Chapitre 3 : Modélisation Bond Graph de la chaîne de traction ferroviaire

77

sdssrd
r

m
q

sqssrdr
r

m
d

IL
L
L

E

ILR
L
L

E

ϕ

ϕ

ωσω

ωσ

−Φ−=

+Φ= 2

(3.16)

Les forces électromotrices estimées dÊ  et qÊ  sont ajoutés dans la commande pour annuler les

termes physiques dE  et qE . Nous considérons que le pôle électrique de la machine dans le

repère d est le même que celui du repère q. Pour compenser ce pôle électrique de la machine,
nous obtenons la relation :

I
sr

s
P K

R
L

K
σ

= (3.17)

où la valeur de IK  est choisie pour placer le pôle en boucle fermée suivant la valeur de

dynamique désirée.

Après avoir déterminé les valeurs de référence des tensions statoriques dans le repère (d,q) lié
au flux rotor, nous appliquons la transformation de Park inverse pour repasser dans le repère
fixe (1,2,3). Nous pouvons alors calculer les rapports cycliques des 3 bras d’onduleur qui
seront transférés à la MLI. Pour synchroniser la MLI avec la commande vectorielle, cette
dernière doit être échantillonnée à la même fréquence que celle de la porteuse. Le calcul de la
commande est donc réalisé toutes les 1 ms, ce qui présente aussi l’avantage d’accélérer  la
simulation.

3.2.5. Modélisation Bond Graph d’une machine asynchrone

Trois modèles différents de machine sont décrits selon la méthodologie Bond Graph dans ce
paragraphe. Les deux premiers correspondent à des représentations classiques dans les axes
fixes (α,β). Enfin, nous présentons une représentation "atypique" d’une machine asynchrone
dans un repère de Park lié au vecteur tension. Nous verrons par la suite que ce modèle est
linéarisable et peut être exploité par la suite pour l’analyse du système de traction.

3.2.5.1. Représentation générale

Une machine asynchrone peut être représentée par trois enroulements identiques au stator. Le
rotor à cage est ici également caractérisé par trois enroulements symétriques. Nous supposons
de plus que la machine n’est pas saturée. L’équation de la machine s’écrit alors sous la forme
vectorielle suivante :
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3.2.5.2. Représentation électrique diphasée d’une machine asynchrone

Si nous utilisons une machine asynchrone diphasée, nous sommes obligés d’utiliser la
transformation de Park présentée précédemment. Nous appliquons une transformation de Park
P[ϕs] au stator et une autre de P[ϕs-θ] au rotor [Rob-96], où sϕ  représente l'angle du repère d

du stator.

Au stator, en appliquant l’équation (3.9), l’équation (3.18) devient :
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En multipliant à gauche par [ ]sϕP , nous obtenons :
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Notons que :
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où sω  représente la pulsation du repère de Park (
dt

d s
s

ϕ
ω = ).

Du côté rotor, en appliquant la même méthode, nous obtenons :
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Le terme rω  associé à la pulsation rotorique est défini comme suit :
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Nous pouvons donc représenter la machine asynchrone diphasée comme :
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Si nous voulons décrire l’équation (3.25) en fonction des courants statoriques et rotoriques,
nous obtenons :
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Le circuit électrique correspondant de l’axe q est représenté à la Figure 3.13. Le circuit de
l'axe d est quasiment le même. Il suffit de changer les variables avec celles de l'axe d et
d'inverser la polarité des sources liées aux pulsations.
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Figure 3.13. Circuit équivalent de l’axe q d’une machine asynchrone diphasée.
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Les termes sl et rl  représentent les inductances de fuites du stator et du rotor. Nous avons la

relation :

mrr

mss

LLl
LLl

−=
−=

(3.27)

où

sL : l'inductance cyclique du stator

rL : l'inductance cyclique du rotor

mL  : l'inductance magnétisante.

Dans le cas particulier où la machine asynchrone est modélisée dans le repère fixe (α,β), nous
avons 0=sϕ  (l’axe d est confondu avec la phase 1 du stator), ce qui revient à 0=sω .

L’équation (3.25) devient :
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Le circuit équivalent de la machine asynchrone modélisée ainsi dans le repère (α,β) est
présenté à la Figure 3.14.
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+

βsV
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rR
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βsI

αω rΦ
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Figure 3.14. Circuit équivalent de l’axe β  d’une machine asynchrone diphasée.

Nous avons modélisé cette machine de différentes manières en diphasé. Les modèles sont
examinés dans les parties suivantes.
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3.2.5.3. Modèle 1 : MAS modélisée dans le repère (α ,β)? en utilisant des éléments
multiports

Dans une machine asynchrone, les couplages entre les grandeurs statoriques et rotoriques sont
représentés par l’équation suivante :
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Dans le formalisme bond graph, cette relation est modélisée par un élément I-multiport (voir
Figure 3.15).

I : [J]Stator RotorsΦ& rΦ&

sI rI

Figure 3.15. Elément multiport représentant le couplage stator-rotor.
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La conversion électromécanique est représentée par l’équation (3.31), où p représente le
nombre de paires de pôles. Nous pouvons la modéliser en utilisant des gyrateurs modulés où
les gains sont des flux rotoriques. Cette conversion montre la non linéarité de la machine
asynchrone.

( )βααββα rrrrememem IIpCCC Φ−Φ=+=  

ΩΦ±= αββα ,,  rr pE
(3.31)

La Figure 3.16 montre le bond graph associé à ce type de modélisation. La vitesse électrique
ω  est associée à la vitesse de rotation mécanique Ω ( Ω=  pω ).
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Figure 3.16. Bond graph de la machine asynchrone modélisée dans le repère (α,β)
en utilisant des éléments multiports.

3.2.5.4. Modèle 2 : MAS modélisée dans le repère (α ,β)??? en utilisant des éléments
monoports

Le modèle de la machine asynchrone que nous avons exposé précédemment fait apparaître les
inductances cycliques stator, rotor et magnétisante (Ls, Lr et Lm). Or, physiquement, les modes
électriques rapides de cette machine sont associés aux inductances de fuites (ls et lr) et les
modes électriques "moyens" à l’inductance magnétisante (Lm). La relation entre les
inductances de fuites et inductances cycliques est donnée par l’équation (3.27). Pour faire
apparaître cette séparation, nous avons été conduits à reprendre le circuit initial de la machine
asynchrone présenté à la Figure 3.14 et à le ramener au stator (voir Figure 3.17). A partir de
celui-ci, nous obtenons le modèle bond graph monoport pour chaque repère de la machine
asynchrone (Figure 3.17.(c)).

Le terme Fem correspond au terme βω rΦ−   pour l’axe α ou αω rΦ+   pour l’axe β  de

l’équation (3.28). Le paramètre σ est calculé à partir de l’équation (3.14).
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Figure 3.17. Modélisation d’un axe de la machine asynchrone avec les inductances de fuite :
(a) circuit initial, (b) circuit équivalent ramené au stator et (c) bond graph associé.

Les relations entre les grandeurs dans le modèle initial et le modèle équivalent ramené au
stator sont définies ci-après :
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Le bond graph complet de la machine asynchrone modélisée avec les inductances de fuites
totalisées au stator est présenté à la Figure 3.18. Ce modèle est plus simple et finalement plus
physique que le précédent. Il est également identifiable à partir des essais classiques réalisés
par des mesures prélevées au stator de la machine.
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' αrp Φ−
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Figure 3.18. Bond graph de la machine asynchrone modélisée dans le repère (α,β)
avec inductances de fuites totalisées au stator.

3.2.5.5. Modèle 3: MAS modélisée dans le repère (d,q) lié au vecteur de tension stator

Les modélisations présentées dans les sections précédentes sont liées au repère fixe (α,β).
Dans les analyses qui vont suivre, notamment lors de la simplification du modèle de cette
chaîne de traction, qui sera présentée dans le Chapitre 4, nous rencontrons un problème avec
ce type de modélisation. En effet, cette étude nécessite un modèle linéarisable autour de son
point de fonctionnement (modèle en petit signal). Or, dans le modèle de la machine
asynchrone représentée dans le repère (α,β), toutes les grandeurs sont alternatives et leur
valeur nominale (point de fonctionnement) est nulle. Nous ne pouvons donc pas linéariser la
machine asynchrone dans ce repère.

Pour cette raison, il semble judicieux de modéliser la machine dans un repère tournant. En
effet, dans ce cas, les variables (effort, flux) véhiculées par le Bond Graph évoluent de façon
continue et ce modèle peut être linéarisé autour d’un point de fonctionnement. Par ailleurs,
nous avons choisi d’éviter l’utilisation d’une transformation de Park non linéaire (α,β) – (d,q)
qui fait intervenir des termes en cosinus, sinus. Ainsi, seule une orientation du repère de Park
selon le vecteur tension stator permet d’obtenir un modèle linéarisable sans véritable
transformation de Park.
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A partir de l’équation (3.26), nous pouvons obtenir les équations de la machine asynchrone
dans ce repère (d,q) lié au vecteur tension stator, avec fuites magnétiques ramenées au stator  :
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où

22
βα sssd VVV +=

0=sqV

dt
d s

s
ϕ

ω =

Les équations (3.33) dépendent alors de 2 entrées : l’amplitude (Vsd) et la pulsation du vecteur
tension stator ( sω ). Cette pulsation peut être déterminée si l’on connaît la phase du vecteur

tension stator sϕ . De même, l’amplitude du vecteur tension peut être exprimée à partir de la

tension continue d’entrée d’onduleur. La valeur de la phase du vecteur tension stator sϕ  peut

être calculée, soit dans le bloc Calcul de la partie Transformation de Park généralisée (voir
Figure 3.10) à partir de la connaissance de Vsα et Vsβ, soit dans la commande en utilisant les
rapports cycliques obtenus. Pour obtenir la pulsation sω , il suffit de dériver l'angle sϕ  par

rapport au temps.

Remarque importante : l’existence de la pulsation ωs, dérivée de la phase du vecteur tension
stator limite l’utilisation d’un tel modèle à une vision en valeur moyenne de l’onduleur de
tension. En effet, si la phase varie brutalement, comme c’est le cas si un modèle instantané
d’onduleur est considéré, elle n’est pas dérivable et ce modèle n’est alors pas valable.

Dans ce modèle, toutes les grandeurs sont continues. Nous pouvons donc modéliser
l’onduleur de tension par un seul MTF dont le rapport cyclique ηd est calculé à partir des
relations du Tableau 3.2.
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Tableau 3.2. Calcul des tensions statoriques à la sortie de l’onduleur.

Les tensions statoriques

Modèle d’onduleur
Modélisation dans le repère (α,β)

Modélisation dans le
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Figure 3.19. Modèle simple du convertisseur pour une machine asynchrone
lié au repère (d,q) lié au vecteur tension statorique

Compte tenu de la conservation de la puissance, le courant d’entrée de convertisseur s’écrit
alors :

sddc II  η= (3.34)

Le modèle bond graph de la machine asynchrone est présenté à la Figure 3.20.
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Figure 3.20. Modèle de la machine asynchrone lié au vecteur tension stator.
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Les termes MSe  dans la Figure 3.20 sont associés à :
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où

r
r

m
r L

L
Φ=Φ '
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3.2.6. La chaîne de transmission mécanique

La chaîne de transmission mécanique [Loc-99] est constituée par deux accouplements :
l’accouplement moteur et un accouplement souple appelé Jacquemin. Un réducteur à trois
plateaux est inséré entre ces deux accouplements. Ces différents éléments sont représentés par
différentes inerties, raideur et souplesse (éléments Bond Graph R, C, I). En particulier, la
masse de la chaîne de traction est ramenée à travers une inertie équivalente (Ieq). La
Figure 3.21 montre le synoptique de cette chaîne [Loc-99]. Le bond graph associé à cette
transmission est présenté à la Figure 3.22. Dans notre étude, nous avons choisi de ne pas
considérer le contact roue-rail et de nous limiter à un contact sans glissement. Précisons que la
prise en compte plus physique du phénomène de contact est possible, bien que complexe, et
peut se faire à partir d’une relation non linéaire entre la force transmise à la roue et la vitesse
relative de glissement roue – rail [Loc-99]. La modularité du Bond Graph peut permettre très
facilement de passer d’un niveau de modélisation à l’autre. Sous ces hypothèses, le modèle de
la transmission mécanique est d’ordre 11. La principale fréquence de résonance de cette
chaîne mécanique est de 18.02 Hz [Loc-99].
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Figure 3.21. Synoptique de la chaîne de transmission mécanique.
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Figure 3.22. Bond graph de la chaîne de transmission mécanique.

3.3. Validation par simulations

Pour valider notre modélisation, nous réalisons plusieurs simulations. Nous examinons deux
cas distincts :
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§ Le cas d’un fonctionnement normal, qui correspond à un démarrage normal de cette
chaîne.

§ Le cas d’un fonctionnement dégradé représenté par le court-circuit d’un bras de
l’onduleur (court-circuit symétrique). Ce type de fonctionnement avait été étudié en
détail dans [Loc-99].

Par ailleurs, nous comparons dans ces essais le comportement de la chaîne de traction
complète en considérant les 3 modèles de machine exposés précédemment.

Tous les modèles sont implantés sous 20 Sim. Les essais sont effectués en utilisant la MLI
modélisée en valeur moyenne, car le troisième modèle de machine (modèle de Park orienté
selon le vecteur tension) n’est pas compatible avec une MLI en valeur instantanée (voir la
remarque de la partie 3.2.5.5).

3.3.1. Fonctionnement normal : cas d’un démarrage

Cet essai représente le comportement transitoire de la chaîne. Nous passons par 2 régimes de
régulation : la régulation du flux rotorique (à couple nul) jusqu’à arriver à la valeur désirée
( s 3<t ) puis la régulation du couple électromagnétique ( s 3≥t ). La Figure 3.23 présente le
couple électromagnétique et le flux rotorique dans ce mode de fonctionnement. Les valeurs de
consigne sont de 4.76 Wb pour le flux rotorique et de 5.4 kNm pour le couple
électromagnétique. Nous constatons que les modèles ont le même comportement pendant le
démarrage.
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Figure 3.23. Cas d’un démarrage : (a) couple électromagnétique, flux rotorique.
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3.3.2. Fonctionnement dégradé  : cas d’un court-circuit symétrique

Le court-circuit symétrique correspond à un court-circuit d’un bras de l’onduleur (voir
Figure 3.24). Dans la simulation, ce défaut est réalisé en court-circuitant la capacité du filtre.

VCfVCf

Figure 3.24. Court circuit symétrique.

La Figure 3.25 présente le couple électromagnétique et le flux rotorique dans le cas d’un
court-circuit symétrique. Nous introduisons cette perturbation quand nous sommes en régime
permanent, déterminé par  Wb76.4=Φ ref , kNm 4.5=refC  et m/s 8=VRP  (vitesse de la

chaîne). Cette perturbation provoque une variation brutale du couple électromagnétique. Nous
remarquons que les modèles ont le même comportement pour ce type de défaut. Le résultat
obtenu est identique à celui dans les travaux précédents [Loc-99].

3.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons modélisé une chaîne de traction ferroviaire par bond graphs. En
utilisant ce formalisme, nous pouvons obtenir une modélisation homogène de la chaîne
complète. Nous avons présenté 3 modélisations différentes de la machine asynchrone, qui
seront utilisées dans l’analyse systémique de la chaîne. Ces modélisations ont été validées par
des simulations pour des fonctionnements normal (cas d’un démarrage) et dégradé (cas d’un
court-circuit symétrique). Par ces essais, nous constatons que ces modèles ont un
comportement quasi identique. Les choix des niveaux de modélisation (degré de finesse) ont
été fait afin de permettre une représentation globale du problème sur des temps d’horizon
compatibles avec les dynamiques mécaniques les plus lentes en conservant un temps de
simulation raisonnable. C’est en particulier vrai lorsque l’onduleur de tension est modélisé en
valeur moyenne sur une période de commutation. Pour donner une idée sur l'ordre de
grandeur du temps de simulation faite sous 20 Sim : pour un cas de démarrage complet avec
une montée en régime de la vitesse de train jusqu'au point nominal de 40 km/h (horizon de 0 à
20 secondes), la simulation se fait en 6 minutes avec la MLI modélisée en valeur moyenne,
tandis qu'en valeur instantanée la simulation est 5 fois plus lente.
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Figure 3.25. Cas d’un court-circuit symétrique : (a) couple électromagnétique,
(b) flux rotorique.
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Chapitre 4 
Analyse systémique de la chaîne de traction

Après avoir modélisé en bond graph la chaîne de traction dans le chapitre précédent, nous
analysons dans ce chapitre le comportement et la stabilité du système. Le Chapitre 4 se
divisera en 3 parties.

La première présentera la réduction et l’analyse du modèle mécanique seul, ce modèle
étant linéaire.

Puis nous abordons la problématique complexe liée à l’analyse systémique d’un modèle
non linéaire en utilisant le modèle complet de la chaîne de traction. Sur cet exemple, nous
examinons successivement la question de la réduction de modèle pour l’analyse
comportementale puis celle de la stabilité. Pour parvenir à ces fins, nous utilisons un modèle
original, complètement linéarisable, basé sur une orientation du repère de Park selon le
vecteur tension statorique.

4.1. Analyse de la partie mécanique

Dans cette partie, nous ne considérons que le modèle de la transmission mécanique. En effet,
celui-ci est linéaire et nous permet donc d’utiliser et de comparer différentes techniques
d’analyse valables en linéaire comme en non linéaire [Gan-01b]. Ce modèle d’ordre 11
intègre la majorité des variables d’état du modèle complet (ordre 17 hors loi de commande),
d’ou l’intérêt de le simplifier.

4.1.1. Méthode des Perturbations Singulières (MPS)

Nous appliquons cette méthode de simplification sur le modèle mécanique en suivant la
procédure présentée à la section 2.3.1.3 [Gan-01a][Sue-91].

Dans un premier temps, nous effectuons l’analyse des 14 boucles causales trouvées dans le
modèle (voir Figure 3.21). Les gains de ces boucles et les constantes de temps T ou les
périodes naturelles Tn associées sont présentées dans le Tableau 4.1. Nous remarquons que les
constantes de temps et les périodes naturelles de ces boucles sont très disparates (de quelques
microsecondes à quelques secondes). Il est donc intéressant d’appliquer la méthode des
perturbations singulières sur ce modèle.
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Tableau 4.1. Les gains et les constantes de temps ou périodes naturelles des boucles causales
dans la partie mécanique.

No. Eléments G (s) ωn [rad/s] T ou Tn [sec]

1 I6 - Cacc sI
Cacc

.6

− - 36 =
accC

I

2 I6 - Kacc 2
6 .sI

Kacc− 42.18257
6
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K acc 46 1044.3..2 −×=
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π

3 I5 - Cacc sI
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Kacc 188982.24 55 1032.3..2 −×=

accK
I

π

5 I5 – K4 2
5

2
54

.
.
sI
RK

− 35.8747
.

5

2
54 =

I
RK 4

4

5

5

1018.7.
.2 −×=

K
I

R
π

6 I4 – K4 2
4

2
44

.
.
sI
RK

− 82.6787
.

4

2
44 =

I
RK 4

4

4

4

1026.9.
.2 −×=

K
I

R
π

7 I4 – K5 2
4

2
45

.
.
sI
RK

− 82.6787
.

4

2
45 =

I
RK 4

5

4

4

1026.9.
.2 −×=

K
I

R
π

8 I3 – K5 2
3

2
35

.
.
sI
RK

− 84.4157
.

3

2
35 =

I
RK 3

5

3

3

1051.1.
.2 −×=

K
I

R
π

9 I3 – Cjac sI

C jac

.3

− -
33 1028.2 −×=

jacC
I

10 I3 – Kjac 2
3 .sI

K jac− 96.572
3

=
I

K jac 011.0..2 3 =
jacK

I
π

11 I9 – Cjac
sI

C jac

.9

− - 39 1076.1 −×=
jacC

I

12 I9 – Kjac 2
9 .sI

K jac− 28.658
9

=
I

K jac 39 1054.9..2 −×=
jacK

I
π

13 I9 – Kess 2
9 .sI
Kess− 66.81649

9

=
I

K ess 59 1070.7..2 −×=
essK

I
π

14 Ieq – Kess 2.sI
K

eq

ess− 24.2383=
eq

ess

I
K

31064.2..2 −×=
ess

eq

K

I
π

A partir des ordres de grandeur des constantes de temps ou des périodes naturelles, nous
déduisons l’analyse suivante :

§ En comparant les boucles causales numéros 1 et 3 ainsi que les 2 et 4, nous déduisons que
la dynamique de l’inertie I6 est lente par rapport à I5.
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§ Les boucles causales numéros 5 et 6 nous conduisent à la conclusion que les inerties I5 et
I4 ont la même dynamique. Les boucles causales numéros 7 et 8 (respectivement les 9 et
11 et les 10 et 12) nous permettent à dire que les inerties I4 et I3 (respectivement les
inerties I3 et I9) sont de même ordre de dynamique. Autrement dit, les inerties I3, I4, I5 et
I9 sont de même classe de dynamique.

§ La dynamique de l’inertie Ieq est plus lente que celle de l’inertie I9 (comparer les
constantes de temps des boucles causales numéros 13 et 14).

§ Pour les raideurs, nous pouvons dire que les éléments K4 et K5 ont la même dynamique
(voir boucles numéros 6 et 7). En basant sur les boucles numéro 4 et 5, nous remarquons
que la dynamique de l’élément Kacc est plus rapide que celle de K4.

§ Dans le cas de l’élément Kjac, nous constatons que sa dynamique est plus lente que celle
de l’élément K5 (voir boucles numéro 8 et 10). Par contre, l’élément Kess est beaucoup
plus rapide que l’élément Kjac.

En basant sur cette analyse qualitative, nous pouvons émettre l’hypothèse que les éléments I6,
Ieq et Kjac sont liés aux dynamiques lentes tandis que les autres éléments dynamiques sont
associés aux dynamiques rapides.

En se basant sur cette hypothèse, nous construisons le modèle rapide et le modèle lent en
appliquant la procédure expliquée dans la section 2.3.1.3 du Chapitre 2.

Modèle rapide :

A partir du bond graph initial, nous supprimons les éléments de dynamiques lentes. Sur le
bond graph obtenu (voir Figure 4.1.(a)), nous supprimons les sources et les éléments
dissipatifs qui ne sont pas liés causalement avec les éléments dynamiques rapides.
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Figure 4.1. Construction du modèle rapide :
(a) première étape, (b) seconde étape.
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Nous obtenons donc le bond graph rapide présenté à la Figure 4.2
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Figure 4.2. Bond graph rapide.

Etant donné que le modèle rapide n’est influencé par aucune source, nous pouvons négliger
l’influence de ce modèle.

Modèle lent :

Pour obtenir le modèle lent, il faut d'abord construire le modèle bond graph réciproque en
dualisant les jonctions et les sources et en inversant les gains des éléments. Nous obtenons le
modèle réciproque suivant
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Figure 4.3. Construction du modèle lent : bond graph réciproque.

Dans ce modèle, les éléments rapides deviennent lents et vice versa. Nous appliquons la
même procédure que nous avons utilisé pour le modèle rapide. Nous supprimons donc les
éléments dynamiques 'lents' (indiqués par les croix rouges). Puis, nous supprimons l'élément
Cacc (croix bleu) car il n'est pas lié causalement avec les éléments dynamiques restants.
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Figure 4.4. Construction du modèle lent : suppression des éléments.

Le bond graph lent est illustré par la Figure 4.5. Comme nous avons souligné précédemment,
le modèle rapide n'a pas d'influence et nous pouvons le négliger. Par conséquent, le modèle
réduit est donc équivalent au modèle lent.
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Figure 4.5. Bond graph lent.

4.1.2. Réduction de modèles selon la bande passante par la Méthode MORA

Nous appliquons la méthode MORA, présentée au chapitre 2, sur notre modèle de chaîne de
transmission mécanique. Nous considérons d’abord la méthode classique qui permet d’obtenir
les modèles réduits en fonction de la bande passante du signal d’entrée. Cette démarche peut
être appliquée car le modèle est linéaire. Nous présenterons au paragraphe 4.1.3, une
modification de la méthode MORA permettant de réduire des modèles selon la gamme de
fréquence d’utilisation [Gan-03].

Nous prenons le couple électromagnétique Cem comme entrée d’excitation. La réduction de
modèle est réalisée à partir de la méthode MORA standard, décrite à la section 2.3.2.1 du
Chapitre 2. L’activité énergétique des éléments est déterminée de deux manières différentes, à
savoir à partir de simulations numériques et par calcul analytique direct. Les résultats en
parfaite concordance sont présentés à l’Annexe G.

La Figure 4.6 présente les éléments les plus actifs qui doivent être inclus dans le modèle
réduit en fonction de la bande passante bω  pour différentes valeurs de seuil d'activité.

Rappelons que le seuil d'activité (valeur en %) correspond au cumul (somme) des index
d’activités au delà duquel les éléments les moins actifs sont considérés comme négligeables et
sont exclus du modèle (cf. Définition 2.7 au Chapitre 2). Nous voyons que la complexité
(nombre d’éléments) du modèle réduit augmente quand nous élargissons la bande passante.
Notons qu’en basse fréquence, seules les inerties de valeur élevée (I6 et Ieq) interviennent. Dès
que la bande passante s’élargit (0 – 20 rad/s), nous retrouvons le modèle à 4 paramètres (I6,
Ieq, Kjac, Cjac) du bond graph lent de la Figure 4.5.
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Figure 4.6. Eléments à retenir dans le modèle réduit en fonction de la bande passante
et pour différentes valeurs de seuil d'activité.

Nous remarquons aussi l’influence de la valeur du seuil d'activité que nous choisissons sur le
nombre d’éléments conservés dans le modèle réduit. Cette valeur doit être déterminée de
manière à obtenir le meilleur compromis entre la complexité et la validité du modèle réduit.
Pour cela, nous pouvons raisonner sur des critères tels que l’erreur quadratique des variables
des sorties du modèle réduit par rapport à celles du modèle initial On peut ainsi envisager
l’utilisation de méthodes d’optimisation basées sur la minimisation de ce critère. Nous
présentons Figure 4.7 un schéma d'algorithme d'optimisation pour minimiser l'erreur
quadratique et le nombre d'éléments du modèle réduit.

Modèle
d'ordre complet

Nombres d’éléments
du modèle réduit

Seuil d’activité associé à n éléments

Erreur
quadratique

Nélément

εY

εY
(εY)max
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n

Modèle
réduit (MORA)

Ycomplet

Yréduit

Figure 4.7. Méthode d'optimisation pour régler la valeur du seuil d'activité.
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4.1.3. MORA : modèles réduits selon la gamme de fréquence d’ut ilisation

Dans cette partie, nous appliquons la méthode MORA modifiée pour obtenir un modèle réduit
dédié à une gamme de fréquence désirée. Par rapport à l’approche traitée au paragraphe
précédent et dans laquelle on définit une bande passante, cette méthode présente l’intérêt de
ne pas imposer systématiquement la validité du modèle réduit pour les basses fréquences.
Ceci permet par exemple l’étude du comportement haute fréquence d’un système. Nous
utilisons les signaux d’excitation (échelon, sinusoïde, SBPA, chirp) présentés à la section
2.3.2.2 en entrée du modèle.

Le modèle de la chaîne mécanique possède deux entrées : le couple électromagnétique (Cem)
et la force résistive (Fres). Nous avons successivement examiné le comportement du modèle
en excitant une entrée seulement à chaque essai. L’étude complète est présentée en Annexe I.
Il faut souligner que les excitations d’entrées sinus, chirp, SBPA, sont imposées autour de
zéro, c’est à dire à composante continue (couple, force) nulle.

Les résultats obtenus en excitant le modèle par l’entrée couple électromagnétique (Cem) sont
cohérents. En effet, en basse fréquence, 4 éléments sont importants : I6, Ieq, Kjac et Cjac. On
retrouve ainsi le résultat donné par la méthode des perturbations singulières. En haute
fréquence, au-delà de la fréquence de résonance mécanique, seuls les éléments I9, Kacc, Kess et
Cacc peuvent être négligés.

Pour des excitations basse fréquence par l’entrée Fres, nous pouvons dire que les seuls
éléments importants sont I6 et Ieq. Pour des excitations haute fréquence, il n’y a que l’inertie
Ieq qui est importante. Cette inertie filtre les perturbations HF qui n’excitent donc plus les
modes rapides de la chaîne mécanique comme c’est le cas lorsqu’on excite l’entrée couple
moteur (Cem).

Ce dernier point soulève une remarque générale simple, mais importante : le modèle réduit
obtenu par la méthode MORA dépend intimement des entrées d’excitation. En conséquence, il
est impératif d’opérer des recoupements entre les différents modèles issus de l’excitation des
différentes entrées du système.

Pour des excitations par Fres avec des signaux incluant la fréquence de résonance mécanique
(18 Hz), les 4 éléments (I6, Ieq, Kjac et Cjac) sont nécessaires.

A la suite de cette étude sur l’excitation par signaux spécifiques appliqués à la partie
mécanique de la BB36000, nous pouvons conclure que selon la fréquence et la durée de
l’excitation, l’index d’activité des éléments évolue de façon significative.

§ Nous remarquons que l’entrée Fres n’excite que les inerties de valeur élevée I6 et en
particulier Ieq, sauf pour la fréquence de résonance mécanique où l’activité des éléments
Kjac et Cjac n’est plus négligeable.
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§ En résumant tous les essais que nous avons réalisés (cf. Annexe I), nous présentons
Figure 4.8 les index d’activité pour des excitations basse et haute fréquence à l’entrée du
couple électromagnétique. Les excitations classées basse fréquence (BF) sont
représentées par un échelon de durée s 1=T , une SBPA d’une largeur minimale s 5=T ,
une sinusoïde de fréquence HzF 6.1=  et un signal chirp qui balaye les fréquences entre

Hz 00 =F  et HzF 6.11 = . La gamme de fréquence de ces excitations est donc en deçà de

la fréquence de résonance ( Hz 18=resonf ). Les excitations haute fréquence (HF) sont

représentées par une sinusoïde de fréquence HzF 160=  et un chirp excitant une gamme
entre Hz 1600 =F  et HzF 3201 = .
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Figure 4.8. Index d’activité des éléments pour des excitations basse et haute fréquences
par l’entrée Cem.

Sur la base de cette analyse, nous proposons 2 modèles réduits, chacun associé à une gamme
de fréquence pour une excitation d’entrée Cem.

§ Pour une entrée basse fréquence, les éléments nécessaires sont I6, Ieq, Kjac et Cjac. Ce
modèle est exactement le même que celui obtenu par la méthode des perturbations
singulières (voir section 4.1.1).
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Figure 4.9. Modèle réduit pour des entrées basse fréquence.

§ Pour une entrée haute fréquence, nous retenons tous les éléments, sauf I9, Kacc, Kess et
Cacc. Sur ce modèle réduit, nous retrouvons que les inerties I6 et I5 sont liées causalement
sur une même jonction (il y a une inertie qui est en causalité dérivée). Pour éviter ce
conflit de causalité, nous définissons une inertie équivalente 56: III + .
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1 0
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Figure 4.10. Modèle réduit pour des entrées en haute fréquence.

Pour valider nos simplifications, nous simulons les modèles initial et réduits pour des
excitations basse et haute fréquence. L’excitation basse fréquence correspond à un défaut de
court-circuit symétrique à l’entrée Cem dont la forme et le spectre fréquentiel sont présentés
Figure 4.11. L’excitation du modèle en HF repose sur une excitation harmonique
(Figure 4.12). Nous constatons que les modèles initial et réduits (BF et HF) donnent des
réponses similaires.
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Excitation à Cem : couple d'un court-circuit symétrique
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Figure 4.11. Excitation basse fréquence : couple d’un court-circuit symétrique, son spectre
fréquentiel et la comparaison entre les modèles initial et réduit.
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Excitation sinusoïdale : Cem = 10 sin(1000 t) kNm
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Figure 4.12. Comparaison entre les modèles initial et réduits
pour une excitation haute fréquence.

4.1.4. Exploitation de la réduction du modèle mécanique pour l’analyse systémique

Nous avons construit des modèles réduits obtenus par les méthodes MPS et MORA. Quand
nous examinons le modèle réduit issu de la Méthode des Perturbations Singulières, qui est le
même que celui obtenu par la méthode MORA modifiée pour des excitations basses
fréquences, nous nous apercevons qu’il existe une boucle causale entre les éléments I6 et Kjac

(voir Figure 4.13) dont la fréquence propre est de 18.72 Hz. Notons que les fréquences
propres associées à des boucles causales dans un modèle peuvent donner une estimation
proche de la fréquence de résonance. Dans notre modèle, cette valeur de fréquence propre
(18.72 Hz) est très proche à la principale fréquence de résonance de la chaîne mécanique
(18.02 Hz) [Loc-99]. Nous déduisons donc que les éléments I6 et Kjac sont responsables de
cette résonance. Nous remarquons que cette boucle causale n’apparaît pas dans le modèle
initial dans lequel il existe plusieurs éléments entre I6 et Kjac.
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Figure 4.13. Modèle BF : boucle causale entre I6 et Kjac.
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Quand nous analysons la réponse fréquentielle du modèle initial et du modèle réduit en
utilisant les diagrammes de Bode, nous remarquons que le modèle réduit a un comportement
identique à celui du modèle complet pour une gamme de fréquence inférieure à 150 Hz, qui
inclut la fréquence de résonance mécanique. Nous validons donc le modèle réduit en basse
fréquence. Par ailleurs, nous vérifions que les éléments I6 et Kjac sont bien responsables de la
résonance mécanique principale du système.

Chaîne mécanique : Diagramme de Bode
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Figure 4.14. Diagramme de Bode des modèles complet et réduit de la chaîne mécanique.

Nous insistons ici sur l’intérêt des méthodes de simplification de modèle. Dans un premier
temps, elles nous permettent de réduire l’ordre et donc la complexité du modèle, ce qui
facilite la simulation du système global en diminuant le temps de calcul. Par ailleurs, elles
permettent de simplifier l’analyse et de faire apparaître les éléments responsables des
principaux effets de couplage tels que les phénomènes de résonance. Il est donc tout à fait
possible a posteriori de reprendre le dimensionnement de ces éléments pour réduire leurs
effets perturbateurs. Par ailleurs, l’application directe de la méthode des perturbations
singulières et de la méthode MORA sur un modèle bond graph est plus aisée par rapport
l’application sur le modèle mathématique.

Modèle complet

Modèle réduit
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4.2. Analyse du système complet

4.2.1. Simplification par la méthode MORA

Nous avons appliqué la méthode MORA sur la chaîne de traction complète. Trois modèles
différents de machine asynchrone sont étudiés :

§ Le premier est le modèle comportant une machine asynchrone modélisée dans le repère
de Park fixe (α,β) en utilisant des éléments multiports. Nous l’appelons modèle A.

§ Le deuxième modèle est celui avec la machine asynchrone dans le repère de Park fixe
(α,β) en utilisant des éléments monoports (inductances de fuites ramenées au stator).
Pour la suite, ce modèle est dit modèle B.

§ Enfin, le dernier modèle étudié (modèle C) est le modèle de la chaîne contenant une
machine asynchrone modélisée dans le repère (d,q) lié au vecteur tension statorique.

Nous appliquons la méthode MORA pour obtenir des modèles réduits selon la gamme de
fréquence d’utilisation. Contrairement à la transmission mécanique, nous ne pouvons pas
appliquer directement des signaux d’excitation alternatifs sans composante continue
(sinusoïdes ou chirps) aux entrées car le système peut devenir instable. En effet, pour éviter la
saturation de la commande, il est impératif de disposer d’une tension continue suffisante à
l’entrée de l’onduleur. Nous sommes donc obligés de superposer ces signaux aux
composantes continues correspondant au fonctionnement normal du système.

Sur le modèle complet de la chaîne de traction, trois signaux peuvent être considérés comme
entrées de système : la tension d’alimentation continue (Ucont), l’entrée de consigne de couple
(Cref) et la force de résistance à l’avancement (Fres)

Le scénario global d’essais est illustré par la Figure 4.15. Nous distinguons 3 zones sur
l’horizon de temps. La régulation du couple est commencée à partir de t = 3 s. Par ailleurs,
nous introduisons la perturbation soit en régime transitoire soit en régime permanent de
vitesse. Le calcul des activités est défini comme suit :

§ Pour une perturbation de type chirp de durée T, le calcul commence à partir de l’instant
où nous introduisons la perturbation et pendant la durée T.

§ Pour une perturbation sinusoïdale que nous n’utilisons qu’en régime permanent de
vitesse, le calcul des activités est réalisé quand nous sommes en régime harmonique
établi.
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Figure 4.15. Scénario d’essais : évolution des variables.
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Lorsque nous appliquons la méthode MORA sur les trois modèles, nous constatons certains
problèmes :

• selon le choix du modèle de la MLI, du régime de vitesse, du modèle de la
machine asynchrone utilisé et de l’entrée perturbée, l’importance (l’activité
énergétique) d’un élément n’est pas toujours la même ;

• par ailleurs, le fait d’ajouter une composante continue aux entrées masque en partie
l’effet de perturbation, surtout pour des perturbations en haute fréquence.

Nous allons détailler ces problématiques dans les parties suivantes.

Nous présentons les index d’activité de tous les éléments. Pour les modèles de la machine
asynchrone modélisée dans le repère fixe de Park (α,β), seules les composantes d’axe α
seront présentées car les composantes d’axe β  ont les mêmes index d’activité en raison du fait
que la machine est équilibrée. Nous utilisons les indices LF, LM et RR pour indiquer
respectivement l’inductance des fuites totalisées au stator : σLs, l’inductance magnétisante
"ramenée au stator" : Lm

²/Lr, et la résistance rotorique "ramenée au stator" : (Lm/Lr)²Rr.

4.2.1.1. L’influence du modèle de la MLI

Nous remarquons que la distribution des activités énergétiques dans le modèle dépend de la
manière de modéliser la MLI. Nous rappelons que la MLI peut être modélisée en valeur
moyenne (sans commutations des interrupteurs) ou en valeur instantanée (représentée par les
états de commutation). Nous présentons un résultat obtenu pour montrer cette comparaison
Figure 4.16. Cet essai est réalisé sur le modèle B comportant une machine asynchrone
modélisée dans le repère fixe (α,β) avec les inductances de fuites totalisées au primaire.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Lf Cf Rf LF LM Rs RR I6 I5 I4 I3 I9 Ieq Kacc K4 K5 Kjac Kess Cacc Cjac

In
de

x 
d'

ac
tiv

ité

MLI en valeur moyenne

MLI en valeur instantanée

Figure 4.16. Influence du modèle de la MLI sur l’index d’activité des éléments :
perturbation de type chirp de 00 =F  à 161 =F  Hz à l'entrée Cref,

en régime permanent, au modèle B.
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Nous constatons que la capacité du filtre a un index d’activité nettement plus important dans
le cas de la MLI en valeur instantanée que pour celui de la MLI en valeur moyenne. Ce
phénomène s’explique par le découpage de la MLI qui crée d’importantes variations de
courant côté continu que la capacité absorbe.
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Figure 4.17. Influence du modèle de la MLI sur l’activité des éléments du modèle B :
perturbation de type chirp à l'entrée Cref en régime permanent.

De même, l’inductance de fuite totalisée, environ dix fois inférieure à l’inductance
magnétisante, "absorbe" une grande partie des composantes haute fréquence dues au
découpage en MLI. Son index d’activité énergétique est donc logiquement supérieur dans le
cas instantané par rapport au cas où l’on ne considère aucun découpage haute fréquence. Par
contre, le choix du modèle de la MLI n’influe pas sur l’activité énergétique des autres
éléments de la machine (l’inductance magnétisante, les résistances du stator et du rotor). Dans
la partie mécanique, nous constatons que l’activité de l’inertie I6 est plus grande lorsque nous
modélisons la MLI en valeur instantanée. C’est la réaction aux harmoniques de couple moteur
dues au découpage MLI.
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A cause de l’augmentation de l’activité énergétique de certains éléments, l’activité totale
devient plus grande pour le modèle avec une MLI en valeur instantanée qu’en valeur
moyenne. Les index d’activité ne sont donc plus les mêmes pour les mêmes valeurs d’activité
énergétique. Les éléments qui ont des index d’activité non négligeables dans le cas où la MLI
est modélisée en valeur moyenne (par exemple, la résistance du rotor RR) deviennent
négligeables dans le cas d’une MLI en valeur instantanée. Le modèle réduit dépend alors la
manière de modéliser la MLI. En particulier, le découpage MLI correspondant en fait à une
"perturbation naturelle" haute fréquence, seul un modèle réduit lui même haute fréquence
pourra être identifié de façon fiable avec une telle alimentation. Au contraire, le modèle à
valeur moyenne devra être préféré si l’on cherche un modèle réduit pour les basses
fréquences.

4.2.1.2. L’influence du régime de vitesse

Nous distinguons les essais selon le régime de vitesse quand nous introduisons la
perturbation : en régime transitoire ou en régime permanent de vitesse. Nous constatons que
les modèles réduits obtenus avec les essais en régime transitoire de vitesse ne sont pas les
mêmes que ceux obtenus en régime permanent. Nous présentons les résultats d’un essai pour
visualiser cette influence sur l'index d'activité des éléments à la Figure 4.18. Cet essai est
effectué sur le modèle B. La perturbation est caractérisée par un chirp HF de gamme de
fréquence entre Hz 1600 =F  et Hz 3201 =F . La vitesse en régime permanent est définie

comme m/s 8=VRP .
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Figure 4.18. Influence du régime de vitesse sur l’index d’activité des éléments :
perturbation de type chirp de 1600 =F  Hz à 3201 =F  Hz à l'entrée Cref,

au modèle B avec une MLI en valeur moyenne.

Dans ce cas particulier, nous remarquons que l’inertie Ieq est négligeable en régime permanent
de vitesse, contrairement au cas où le régime transitoire de vitesse implique une activité
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énergétique très nettement accrue. Par ces essais, nous avons 2 modèles réduits qui ne sont
pas les mêmes selon le régime de vitesse.
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Figure 4.19. Influence du régime de vitesse sur l’activité énergétique des éléments :
perturbation de type chirp à Cref sur le modèle B avec une MLI en valeur moyenne.

La Figure 4.19 présente de manière plus détaillée les activités énergétiques (en Joules) des
éléments. Nous constatons que l’activité de l’inertie équivalente du train Ieq est très nettement
plus importante en régime transitoire de vitesse qu’en régime permanent. Ceci est dû aux
variations "naturelles" du couple en régime transitoire de vitesse. Par contre, en régime
permanent, seule la perturbation contribue à l’activité des éléments mécaniques. Nous
rappelons qu’en régime permanent, un élément dynamique a une activité énergétique nulle.

En effet, le régime permanent est défini en imposant

§ Pour un élément C : 0=q
dt
d

 ou 0=f

§ Pour un élément I : 0=p
dt
d

 ou 0=e
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Si une variable de puissance est nulle, l’activité est aussi nulle.

Par ailleurs, la perturbation haute fréquence est filtrée par l’inertie de l’arbre du rotor I6

(indiqué par un index d’activité non négligeable de cet élément) et l’entrée Cref n’excite pas
beaucoup les autres éléments mécaniques. Les éléments de la machine asynchrone modélisée
dans le repère fixe (α,β) n’ont pas de régime permanent car les variables (tension, courant)
sont alternatives. En régime permanent, ces éléments absorbent plus d’activité due à la
perturbation.

Enfin, de manière générale, nous constatons que le modèle réduit dépend du choix du régime
de vitesse. Pour obtenir un modèle réduit valable uniquement vis-à-vis des perturbations
d’entrée, il est préférable d’attendre que le régime mécanique soit établi.

4.2.1.3. Choix du modèle de la machine asynchrone

Lorsque nous avons réalisé la simplification de la chaîne complète en utilisant la méthode
MORA modifiée, nous nous sommes aperçus que le modèle réduit obtenu dépendait de la
manière avec laquelle nous modélisions la machine. Nous illustrons cette problématique en
comparant les 2 modèles A et B, chacun comportant une machine asynchrone modélisée dans
le repère de Park (α,β). La machine asynchrone du modèle A contient des éléments I
multiports, tandis que celle du modèle B est représentée uniquement avec des éléments I
monoports pour les inductances de fuites totalisées au primaire et pour l’inductance
magnétisante.

Nous rappelons que, du point de vue énergétique, les grandeurs de puissance (effort, flux)
entrant et sortant du bloc de la machine asynchrone du modèle A et du modèle B sont les
mêmes. Nous l’avons vérifié dans le cas d’une excitation normale (un échelon sans
perturbation) pendant 1 seconde à l’entrée Ucont en régime transitoire où les activités
énergétiques des éléments dans la partie du filtre et de la transmission mécanique sont les
mêmes pour les deux modèles (voir Tableau 4.2 et Tableau 4.3).
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Tableau 4.2. Activités énergétiques des éléments du filtre pour une excitation d’échelon
pendant 1 s en régime transitoire avec MLI en valeur moyenne.

Activité énergétique
Elément Avec éléments multi-

ports (modèle A)
Avec éléments mono-

ports (modèle B)

Lf 14.7 14.7

Cf 7 454.8 7 454.8

Rf 9.3 9.3

Somme 7 478.8 7 478.8

Tableau 4.3. Activités énergétiques des éléments mécaniques pour une excitation d’échelon
pendant 1 s en régime transitoire avec MLI en valeur moyenne.

Activité énergétique
Elément Avec les éléments

multiports
Avec les éléments

monoports

I6 460.2 460.2

I5 4.3 4.3

I4 7.0 7.0

I3 18.6 18.6

I9 8.9 8.9

Ieq 10 456.0 10 456.0

Kacc 0 0

K4 9.2 9.2

K5 9.4 9.4

Kjac 495.4 495.4

Kess 0 0

Cacc 0 0

Cjac 28.9 28.9

Somme 11 497.9 11 497.9
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Tableau 4.4. Activités énergétiques des éléments de la machine asynchrone pour une
excitation d’échelon pendant 1 s en régime transitoire avec MLI en valeur moyenne.

Activité énergétique
Elément Avec les éléments

multiports
Avec les éléments

monoports

Ls ou LF 11 353.5 1 571.1

Lr ou LM 11 036.9 2 145.9

Rs 6 509.8 6 509.8
Axe α

Rr ou RR 5 165.9 5 165.9

Ls ou LF 10 640.4 1 853.9

Lr ou LM 9 929.6 2 149.4

Rs 7 371.2 7 371.2
Axe β

Rr ou RR 4 979.9 4 979.9

Somme 66 987.2 31 747.1

Lorsque nous examinons le bloc de la machine asynchrone, nous nous rendons compte que la
somme des activités énergétiques des éléments n’est pas la même pour les deux modèles (voir
Tableau 4.4). Cette différence est due au fait que le calcul d'activité utilise la valeur absolue.
Nous présentons le calcul formel de l'activité énergétique des inductances de la machine aux
équations suivantes.

Avec les éléments multiports :

∫∫

∫∫

Φ=
Φ

=

Φ=
Φ

=

 .  . 

 .  . 

rrr
r

rotor

sss
s

stator

IddtI
dt

d
A

IddtI
dt

d
A

(4.1)

En utilisant l'équation (3.29), nous obtenons :

( )
( )∫

∫
+=

+=

 ... 

 ... 

rrsmrrotor

rmsssstator

dILdILIA

dILdILIA
(4.2)

La somme de l'activité des inductances est définie comme suit :

( ) ( )∫∫∑ +++=  ...  ... rrsmrrmsssmultiport dILdILIdILdILIA (4.3)
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Avec les éléments monoports :
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La somme est donc :

∫∫∑ 







+








++=  .  . 

2

r
m

r
sr

m

r
s

r

m
sssmonoport dI

L
L

dII
L
L

I
L

L
dIILA σ (4.5)

Les équations (4.3) et (4.5) prouvent que les activités des inductances ne sont pas les mêmes
dans ces modèles. Il est évident de montrer que la somme de l’activité des inductances des
éléments multiports est plus grande que celle des éléments monoports. Par contre, si nous ne
prenons pas en compte le terme absolu dans les équations, nous obtenons :
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La différence des activités des inductances provoque un écart de l’activité totale du modèle,
qui n’est pas négligeable. Du fait que les activités énergétiques sont normalisées par l’activité
totale pour obtenir les index d’activité, nous obtenons différents index. Certains éléments
ayant l’index d’activité non négligeable dans le modèle B (par exemple, dans ce cas, la
résistance rotorique RR) peuvent être supprimés quand nous étudions le modèle A. Ceci
entraîne l’obtention de différents modèles réduits selon la manière de modéliser le système.
Nous qualifions cette problématique comme la non conservativité de l’activité énergétique.

4.2.1.4. L’effet de masquage

Dans la réduction de la chaîne complète, nous excitons le modèle par une entrée en
superposant les signaux (sinusoïdes ou chirps) aux valeurs correspondant au fonctionnement
normal du système. Avec ces valeurs dues au fonctionnement normal (composantes
continues), nous ne pouvons pas obtenir un modèle qui correspond uniquement aux hautes
fréquences.

Par ailleurs, un autre problème se pose quand nous calculons l’activité et l’index d’activité.
Les composantes continues correspondant au fonctionnement normal imposent de grandes
activités énergétiques à certains éléments et pas à d’autres. Dans ce cas, l’effet de perturbation
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est "masqué" par cette grande activité (le masquage dépend du rapport entre l’amplitude de la
perturbation et de la composante continue) et quand nous normalisons par l’activité totale,
nous ne trouvons plus la même influence des éléments. Ainsi, des éléments qui sont
physiquement importants (par exemple des éléments dynamiques sources de résonance) et qui
devraient être excités par cette perturbation voient leur influence en partie masquée par les
composantes continues.

Pour résoudre ce problème, nous proposons de linéariser le modèle autour de son point de
fonctionnement. Dans le modèle de la machine asynchrone dans le repère (α,β), toutes les
grandeurs sont alternatives, leur "régime de repos" est nul. Ainsi, quand nous linéarisons le
modèle, nous remarquons que la partie mécanique est découplée de la partie électrique et de la
commande. Ce phénomène est dû aux valeurs de repos nulles. Nous ne pouvons donc pas
linéariser la machine asynchrone modélisée dans le repère (α,β).

Pour résoudre ce problème, l’idée est tout d’abord d’utiliser la transformation de Park afin de
représenter la machine à partir de variables (d,q) à évolution continue pour lesquelles il est
possible de définir un point de repos non nul. Cependant, les transformations de Park usuelles
liées aux flux, voire aux courants, nécessitent le calcul de la phase et de la pulsation du
vecteur sur lequel on aligne généralement l’axe d. Par exemple, la transformation
classiquement utilisée pour la commande vectorielle est la suivante :









Φ

Φ
=

α

βρ
r

rarctan  ; 
dt
dρ

ω ρ =

rdr Φ=Φ  , 0=Φ rq

(4.7)

L’angle ρ, utilisé ici comme angle de transformation, dépend donc de variables alternatives
(flux rotor dans les axes (α,β) non linéarisables autour d’un point de fonctionnement).

Nous proposons d’utiliser un modèle "assez particulier" de la machine asynchrone. Il s'agit de
la machine asynchrone modélisée dans le repère (d,q) lié au vecteur tension statorique dont les
deux entrées sont à évolution continue et sont constituées de Vs = Vsd (Vsq = 0) et ωs (la
pulsation de l’angle ϕs du vecteur tension Vs). En raisonnant sur un bilan de puissance, on
peut représenter l’onduleur de tension en valeur moyenne par un transformateur monophasé
dont les grandeurs d’entrée/sortie sont continues (donc linéarisables) et dont le rapport de
transformation s’exprime selon les trois rapports cycliques issus de la commande :

Cfdsd VV  η=

sddentrée II  η=
(4.8)

tel que :

( ) ( ) ( )( ) Cfsssd VVVV  
3
1 2

32
2

31
2

21
22 ααααααβα −+−+−=+= (4.9)
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Nous avons présenté ce modèle "tout continu" au Chapitre 3. Sa linéarisation est traitée dans
la section 4.2.2.1.

4.2.1.5. Le choix de l’entrée perturbée

Comme dans l’étude du modèle de la chaîne de transmission mécanique, suivant l’entrée
excitée, les éléments énergétiquement actifs ne sont pas les mêmes. Nous illustrons cette
problématique par des essais effectués sur le modèle B. Nous introduisons une perturbation
sinusoïdale à la fréquence de résonance mécanique ( Hz 18=F ) à une entrée (Ucont, Cref ou
Fres) à la fois. L’amplitude de la perturbation est de % 01  de la valeur nominale de l’entrée.
Nous présentons les index d’activité des éléments Figure 4.20.

 Perturbation sinusoïdale de F = 18 Hz aux différentes entrées 
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Figure 4.20. L'effet de filtrage: index d'activité pour différentes entrées perturbées.

Nous constatons qu’une perturbation sur l’entrée Ucont excite beaucoup plus les éléments du
filtre que les éléments mécaniques, contrairement à l’entrée Fres. Nous remarquons que seule
l’entrée Cref peut exciter à la fois les domaines électrique et mécanique, surtout quand la
perturbation est à la fréquence de résonance (électrique ou mécanique). Nous pouvons donc
en déduire qu’un élément est plus sensible vis-à-vis d’une entrée que d’une autre. Nous
qualifions cette problématique d’effet de filtrage en ce sens que les éléments "proches" de
l’entrée excitée peuvent filtrer l’effet de la perturbation vis-à-vis des éléments les plus
éloignés sur le Bond Graph.

La sensibilité de l’activité énergétique d’un élément peut être approchée en étudiant la
sensibilité des variables de puissance (effort, flux). En fait, la sensibilité d’une variable V par
rapport à une entrée E se base sur l’expression de la fonction de transfert de V/E. Pour un
système linéaire simple ayant plusieurs entrées, il est possible d’analyser la sensibilité des
variables d’effort et de flux de chaque élément par rapport à l’entrée. Quand le modèle est non
linéaire comportant beaucoup d’éléments, il n’est pas évident d’effectuer cette étude (voir
Annexe E).



Chapitre 4 : Analyse systémique de la chaîne de traction

118

4.2.2. Une solution : se baser sur un modèle à variables continues

Nous avons montré que l’effet de masquage ne peut être résolu qu’en travaillant sur le modèle
linéarisé. Or, le modèle à variables alternatives, en particulier pour la machine asynchrone
représentée dans le repère fixe (α,β), ne nous permet pas de faire la linéarisation. Ainsi, nous
considérons la machine asynchrone dans le repère tournant lié au vecteur tension statorique et
le modèle moyen continu de l’onduleur. La modélisation de cette machine a été expliquée
dans la partie 3.2.5.5 du Chapitre 3. L’équation d’état du modèle complet de la chaîne de
traction est présentée en Annexe C.1. En régime permanent pour un point de fonctionnement
donné, les valeurs nominales de toutes les grandeurs ne sont plus nulles. Comme dans les
modélisations précédentes, le nouveau modèle est toujours non linéaire en raison de la
conversion électromécanique et de la présence de la commande qui intervient sur le
convertisseur.

Dans un premier temps, nous linéarisons le modèle de la machine asynchrone autour de son
point de fonctionnement nominal. Nous allons ensuite simplifier le modèle linéarisé en
utilisant la méthode MORA et la MPS.

4.2.2.1. Modèle linéarisé

Nous construisons le modèle en petit signal en appliquant la méthode présentée dans la
section 2.1.1 du Chapitre 2. Les équations d’état du modèle linéarisé sont présentées en
Annexe C.2. La Figure 4.21 rappelle le modèle non linéaire initial et montre le modèle bond
graph linéarisé de la machine asynchrone lié au vecteur de tension statorique.
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Figure 4.21. Modèle de la machine asynchrone lié au vecteur tension statorique.

Nous fixons 0=∆ sqV  (le modèle de la machine asynchrone liée au vecteur tension statorique

impose toujours 0=sqV ). Les gains des MSe  utilisées dans la Figure 4.21 (b) correspondent

à :
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sqsMSe ∆Φ= .1 ω sdsMSe Φ∆−= .7 ω

sqsMSe Φ∆= .2 ω '
8 . rdsMSe ∆Φ−= ω

'
3 . rqsMSe ∆Φ= ω

'
9 . rdsMSe Φ∆−= ω

'
4 . rqsMSe Φ∆= ω Ω∆Φ= .. '

10 rdpMSe

Ω∆Φ−= .. '
5 rqpMSe ''

11 .. rdrq IpMSe ∆Φ=

sdsMSe ∆Φ−= .6 ω ''
12 .. rqrd IpMSe ∆Φ−=

où les termes x représentent les valeurs des variables x  au point de fonctionnement, tandis
que les notations x∆ symbolisent les variations (petits signaux) des variables x .

Par ailleurs, nous devons construire le modèle linéarisé du convertisseur. En basant sur le
Tableau 2.2, nous obtenons le modèle linéarisé présenté à la Figure 4.22.

TF
dη1

0CfV∆
cI∆

MSf : dsdI η∆− .

1
sdV∆

sdI∆

MSe : dCfV η∆.

Figure 4.22. Modèle en petit signal du convertisseur de rapport cyclique ηd.

4.2.2.2. Simplification du modèle linéarisé par la méthode MORA

Nous avons effectué des simulations pour observer l’index d’activité des éléments en fonction
de la gamme de fréquence des signaux d’entrée. Nous utilisons des sinusoïdes de fréquence :

§ Hz 6.1=F  pour regarder le comportement du modèle en très basse fréquence,

§ Hz 16=F  (fréquence juste en deçà de la fréquence de résonance de 18 Hz) pour
analyser le comportement du modèle autour de la fréquence de résonance,

§ Hz 160=F pour représenter l’excitation en haute fréquence.

Le point de fonctionnement nominal est déterminé par l’entrée continue Ucont = 2750 V, la
consigne de couple Cref = 5 kNm, le flux de référence Φref = 4 Wb et la vitesse du train en
régime permanent m/s 8=VRP . Les activités énergétiques sont calculées en régime
harmonique établi pendant une durée égale à 20 fois la période de la sinusoïde. Nous
présentons Figure 4.23 les index d’activité des éléments pour les excitations ci-dessus. Nous
excitons une entrée (Ucont, Cref ou Fres) à la fois. Les index d’activité des éléments au point de
fonctionnement nominal sont illustrés par la Figure 4.24.
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Figure 4.23. Index d’activité des éléments pour des excitations sinusoïdales sur le modèle
linéarisé en entrée Ucont, Cref  et Fres en boucle fermée.
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Figure 4.24. Index d’activité des éléments au point de fonctionnement nominal.

Dans ces essais en boucle fermée, nous injectons la variation dη∆  de la commande autour du

point de fonctionnement dη  au modèle linéarisé du convertisseur. En fait, une excitation à

une entrée provoque, par l’effet de contre réaction de la commande, une variation des entrées
de commande : rapport cyclique ( dη∆ ) et pulsation statorique ( sω∆ ). Si, comme c’est le cas

ici, la fréquence des perturbations se trouve dans la bande passante de la loi de commande, les
variations des entrées de commande opèrent de manière à compenser (filtrer) cette
"perturbation". La Figure 4.25 montre que dη∆  est en opposition de phase (c’est à dire ayant

un déphasage de 180°) par rapport à la perturbation, ce qui traduit l’effet de compensation.
C’est la raison pour laquelle une excitation à l’entrée Ucont n’excite toujours pas les éléments
mécaniques tel que I6 et Kjac, même si la pulsation de cette excitation est proche de la
fréquence de résonance (voir Figure 4.23 pour le cas de Hz 16=F ). Ce phénomène apparaît
aussi pour une excitation à l’entrée Fres qui n’excite jamais les éléments électriques.
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Figure 4.25. Compensation de la variation de la tension de la capacité CfV∆  par la variation

du rapport cyclique dη∆  pour une sinusoïde de la fréquence de résonance à l'entrée Ucont.

Explication mathématique :

Le modèle linéarisé du convertisseur est défini par l’équation : CfdCfdsd VVV .. ηη ∆+∆=∆  où

CfCfCf VVV −=∆  et ddd ηηη −=∆ .

§ Dans le cas d’une commande en boucle ouverte ( 0=∆ dη ), l’équation ci-dessus

devient Cfdsd VV ∆=∆ .η  où 182.0=dη . Cette variation est donc transmise avec un

rapport de 18 % non négligeable.

§ Si 0≠∆ dη  (cas en boucle fermée) et par ailleurs Cfd VK ∆−=∆ .η  (avec 0>K ), alors

CfCfdsd VVKV ∆−=∆ )..(η  est quasiment négligeable. Ainsi, la variation de Vcf est

nettement atténuée à l’entrée de la machine par la commande.

Nous présentons aussi Figure 4.26 l’index d’activité des éléments dans le modèle grand signal
(modèle non linéaire) pour une perturbation sinusoïdale de fréquence Hz 16=F  sur la
consigne Cref . Nous remarquons que l’effet de masquage nous empêche de voir l’importance
des éléments responsables de la résonance, ce qui n’est pas le cas dans le modèle linéarisé
(modèle petit signal). Nous constatons donc l’intérêt de la linéarisation du modèle autour du
point de fonctionnement pour supprimer cet effet de masquage.

∆VCf [kV] 10.∆ηd
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Modèle grand signal (modèle non linéarisé) : Cref = Cnom + A sin(100 t) 
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Figure 4.26. Index d’activité des éléments avec le modèle grand signal.

 
Modèle linéarisé sans la partie commande : entrée sinusoïdale de fréquence 16 Hz 
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Figure 4.27. Index d’activité des éléments du modèle linéarisé en boucle ouverte pour l’entrée
sinusoïdale.

En l’absence de loi de commande (voir Figure 4.27), la perturbation sur Ucont n’est pas rejetée.
On peut noter ici qu’une perturbation de l’entrée Ucont de fréquence 16 Hz (très proche de la
fréquence de résonance mécanique qui est de 18 Hz) excite les éléments mécaniques I6 et Kjac,
dont on sait qu’ils sont responsables de la résonance mécanique. Finalement, on observe
qu’une entrée Ucont excite plus les éléments électriques que les éléments mécaniques, et vice
versa pour l’entrée Fres. Le modèle linéarisé ne peut pas résoudre cette problématique
qualifiée d’effet de filtrage. Ceci est dû à la sensibilité des variables par rapport à une entrée.
L'étude de la sensibilité des variables sur le modèle linéarisé (voir Annexe E) n'est pas aisée à
faire puisqu'il existe beaucoup d'éléments et d'entrées. Il est donc nécessaire d’exciter chaque
entrée pour être sûr de la fiabilité de la réduction de modèle.
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4.2.2.3. Simplification du modèle linéarisé par la MPS

Préparation :

Dans la partie mécanique, nous remarquons l’existence des raideurs de ressorts de valeurs très
élevées (Kacc, K4, K5, et Kess qui sont de l’ordre de 1010). Ces éléments, que nous pouvons
classifier comme des éléments C de "confort", sont mis dans le modèle pour éviter des
problèmes de causalité dérivée aux inerties. Ces éléments peuvent être enlevés directement du
modèle. Le modèle mécanique ne contient alors que des inerties et l’accouplement Jacquemin.
Les inerties peuvent être représentées par 2 inerties totalisées comme suit :
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(4.10)

Le modèle mécanique associé est représenté Figure 4.28.

R5/R3

1/Rroue

R:CjacI : Itot1 C:1/Kjac

TF 0

1

I : Itot21

Cem 1

Fres TF

Figure 4.28. Modèle mécanique sans les éléments C de confort.

Analyse des boucles causales :

Nous appliquons la Méthode des Perturbations Singulières (MPS) sur le modèle complet avec
le modèle mécanique sans les éléments C de confort. Pour mettre en œuvre cette méthode,
nous avons besoin de calculer les gains et les constantes de temps ou les périodes naturelles
des boucles causales dans le modèle. Une période naturelle Tn est liée à la pulsation naturelle

nω  d’une boucle causale entre 2 éléments dynamiques, tandis qu’une constante de temps T

est liée à une boucle causale d’ordre 1. Nous présentons les constantes de temps ou les
périodes naturelles des boucles causales dans le Tableau 4.5. En gris clair, sont notés les
couplages électromécaniques. La boucle causale marquée gris foncé indique le couplage
associé au phénomène de résonance de la partie mécanique.

Ce dernier exemple met en exergue l’intérêt de ce modèle et la puissance de la méthodologie
Bond Graph qui permet de caractériser les couplages interdomaines (ici couplage
électromécanique).
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Tableau 4.5. Les gains et les constantes de temps ou des périodes naturelles des boucles
causales dans le modèle complet linéarisé.
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Par ce tableau, nous remarquons que la période naturelle des boucles causales (I – C) les plus
rapides correspond à la fréquence de résonance de 18 Hz (ou 0.055 s). Les constantes de
temps (R – I, R – C) les plus petites ont le même ordre de grandeurs. Nous avons d'abord fait
l'hypothèse que les éléments du filtre Lf et Cf représentent les dynamiques rapides. Mais, le
modèle lent obtenu n’est plus stable, même au point de fonctionnement. Nous décidons alors
que le modèle initial, obtenu après suppression des éléments mécaniques de confort, est déjà
le modèle lent et que nous ne pouvons pas le réduire d’avantage par la méthode des
perturbations singulières dans ce cas linéarisé.

4.2.3. Simplification du modèle non linéaire par la MPS

Le modèle étant non linéaire, nous allons essayer de le normaliser. Le modèle que nous
prenons est le modèle dont :

§ La machine asynchrone est modélisée dans le repère lié au vecteur tension statorique.

§ La transmission mécanique est réduite et ne contient que les inerties totalisées et le
réducteur de Jacquemin (voir paragraphe 4.2.2.3).

L’équation d’état de ce modèle est présentée par l’équation (4.11). Nous utilisons les
variables de puissance comme variables d’état pour simplifier le dénominateur.
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),( qdsi  : courant de l’inductance de fuite totalisée au stator LF.

),( qdLMi : courant de l’inductance magnétisante "ramenée au stator" LM.

KjacC : couple transmis au ressort de la transmission Jacquemin.

)2,1(ItotΩ : vitesse de rotation liée à l’inertie totalisée.

Les valeurs maximales des variables d’état et des entrées sont déterminées comme deux fois
leur valeur nominale (en valeur absolue) au point de fonctionnement. Ces valeurs nominales
obtenues au point de fonctionnement sont définies par l'ensemble de kV 75.2=contU ,

kNm 5=refC ,  Wb4=Φ ref  et rad/s 8=VRP  sont :
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L’équation d’état normalisée s’écrit alors :
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(4.12)

où les variables x~  représentent les variables d’état x  normalisées.

Les termes im  correspondent à la valeur maximale des coefficients (en valeur absolue) qui

apparaissent dans l’équation d’état i. Par exemple :

( ) ( ) ( )( )maxmaxmax1 ,,max contCfLff UviRm = (4.13)
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Les coefficients des équations d’état (qui apparaissent au début d’équation) représentent les
paramètres iε . Par exemple, pour la première équation d’état :

( )
1

max
1 m

iL Lff
Lf == εε (4.14)

En utilisant les valeurs nominales et les paramètres, nous obtenons les coefficients des
équations d’état iε  comme suivantes :
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Nous pouvons émettre une hypothèse que l’élément Lf représente une dynamique rapide.
Alors le modèle lent peut être obtenu en enlevant cet élément du modèle. Nous ne pouvons
pas classer l’élément Kjac comme un élément rapide car nous ne pourrions pas déterminer
l’inverse de l’équation d’état relative à cet élément. En effet, le terme en CKjac ne figure pas au
second membre de la dernière équation de l'équation d’état (4.12).

Pour valider notre simplification, nous faisons une comparaison entre le modèle lent et le
modèle initial. Les Figure 4.29 et Figure 4.30 présentent la comparaison d’une sortie dans le
modèle initial et le modèle lent pour une perturbation basse fréquence à l’entrée continue Ucont

ou à la consigne de couple Cref. Par ces simulations nous avons validé cette simplification en
basse fréquence. Notons qu’en se basant sur l’analyse des boucles causales dans la
section 4.2.2.3, le domaine "basse fréquence" correspond aux fréquences inférieures à 18 Hz,
ou, de façon plus simple, aux très basses fréquences (TBF). Pour des fréquences proches ou
supérieures à 18 Hz, nous devons prendre en compte l’élément Lf. Le fait d’enlever l’élément
Lf  supprime le phénomène de résonance électrique.
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Figure 4.29. Comparaison entre les modèles lent et initial : )10sin( 5.822750 tU cont += ,

Cref et Fres sont à leur valeur nominale perturbation à Ucont.
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Ucont et Fres sont à leur valeur nominale.
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4.2.4. Synthèse sur la réduction de modèle

Nous pouvons résumer la simplification du modèle complet de la chaîne par la méthode
MORA selon la gamme de fréquence de la perturbation par la Figure 4.31. Une perturbation
chirp ou sinusoïdale (amplitude 82.5 V à Ucont ou 500 Nm à Cref) est injectée en régime
permanent de vitesse.
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Cref : Chirp F0=0, F1=15 Hz

Cref : Sinusoïde F = Freson
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Figure 4.31. Chaîne complète : Index d'activité des éléments pour des perturbations BF et HF.

Par ailleurs, en prenant en compte le résultat obtenu présenté à la Figure 4.23, nous pouvons
donc proposer 2 modèles réduits en fonction de la gamme de fréquence de perturbation. Les
éléments nécessaires dans chaque modèle sont indiqués dans le Tableau 4.6. Notons que le
modèle BF est quasi identique au modèle réduit obtenu par la MPS (avec les valeurs
numériques, 61 IItot ≈  et eqtot II ≈2 ).
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Tableau 4.6. Simplification du modèle complet de la chaîne de traction.

Eléments conservés dans le modèle réduit
Modèle

Gamme de fréquence
perturbation Eléments électriques Eléments mécaniques

BF resonff ≤ Tous I6, Ieq, Kjac et Cjac

HF resonff >> Tous I6 et Ieq

Pour valider ces simplifications, nous comparons la réponse des modèles réduits et du modèle
initial par des simulations. Nous utilisons le cas d'un court circuit symétrique comme une
perturbation basse fréquence (voir Figure 4.11 pour le spectre fréquentiel) pour valider le
modèle BF et une perturbation d'une harmonique haute fréquence à la consigne de couple Cref

pour le modèle HF. Ces comparaisons sont présentées Figure 4.32 et Figure 4.33. Nous
constatons que les modèles réduits sont équivalents au modèle initial dans leur gamme de
fréquence de validité.

Couple d'un court circuit de la capacité du filtre
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Figure 4.32. Comparaison entre le modèle réduit BF et le modèle initial.
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Perturbation de type chirp à Cref de W0=300 rad/s et W1=400rad/s
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Figure 4.33. Comparaison entre le modèle réduit HF et le modèle initial.

4.2.5. Conclusions

En conclusion sur cette partie, nous avons vu que ces deux méthodes de réduction sont
relativement délicates à appliquer sur des modèles à la fois non linéaires, multi entrées, à
grand nombre de paramètres, possédant des composantes continues associées à des variables
alternatives et dans lesquels interviennent des grandeurs de commande. Il est impératif
d’exciter l’ensemble des entrées afin de limiter "l’effet de filtrage". La linéarisation petit
signal d’un modèle particulier, sans variables alternatives a permis d’extraire des modèles
réduits validés et d’éviter "l’effet de masquage" dû aux composantes continues.

4.3. Analyse de stabilité

Nous analysons la stabilité de la chaîne complète. Pour cela, nous utilisons le modèle C avec
la machine asynchrone modélisée dans le repère (d,q) lié au vecteur tension statorique. Dans
un premier temps, nous analysons la stabilité du modèle linéarisé en utilisant le lieu des pôles.
L'analyse du modèle non linéaire sera ensuite effectuée en utilisant la deuxième méthode de
Lyapunov.
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4.3.1. Modèle linéarisé

Dans cette partie, la partie mécanique est simplifiée et n'est représentée que par une inertie Jm

et un frottement f [Loc-99].

Les variables d'état sont :

§ la tension aux bornes du condensateur du filtre,

§ les courants de l'inductance du filtre et des inductances de fuites ramenées au stator,

§ les flux rotoriques,

§ la vitesse de rotation mécanique.

En utilisant la méthode décrite à l’Annexe A, nous pouvons déduire l’équation d’état
directement à partir du modèle bond graph (pour la machine, nous considérons le modèle
illustré à la Figure 4.21.a) avec les variables de puissance comme variables d’état. Etant
donné que les flux rotoriques sont les variables d’énergie, nous devons faire un changement
de variable. Les flux rotoriques sont associés aux inductances magnétisantes ramenées au
stator (LM). Le changement de variable est fait selon l’équation suivante :
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où LMI  est le courant de l'inductance LM avec rm LLLM 2= . Le modèle d’état associé est

représenté par l’équation (4.17).
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où sω  est associée à la vitesse de rotation de l’angle sϕ  entre le repère tournant (d,q) lié au

vecteur tension statorique et le repère fixe (α,β). Nous ajoutons l'indice V aux variables de la
machine pour indiquer qu’elles sont représentées dans le repère (d,q) lié au vecteur Vs.

Nous ajoutons aussi les équations de commande dans notre modèle d'état. La commande
vectorielle est définie dans un autre repère (d,q) lié au champ flux rotorique [Rob-96], qui
n'est pas le même que le repère (d,q) lié au vecteur tension statorique en régime transitoire.
Pour ne pas confondre les grandeurs de ces différents repères, nous ajoutons un indice Φ aux
grandeurs du repère (d,q) lié au flux rotor.

Par souci de simplification, nous n’avons pas tenu compte ici des termes liés aux forces
électromotrices (Ed et Eq) classiquement compensées à la sortie des régulateurs de courant. De
même, seuls deux régulateurs de courants Proportionnels Intégraux sont considérés pour
piloter le couple, la commande du flux rotorique s’effectuant de façon indirecte.

L'équation d'état de la commande s'écrit alors :
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où

22
rqVrdVr Φ+Φ=Φ (4.19)

La tension d'entrée de la machine est définie comme :

22
ΦΦ += sqrefsdrefsdV VVV (4.20)

Pour passer d’un repère à l’autre, nous devons transformer les grandeurs. La transformation
entre les grandeurs de ces repères est définie par l’équation suivante :
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où δ représente l’angle entre ces repères (voir Figure 4.34). Cet angle est calculé de la
manière suivante :
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Figure 4.34. Relations entre les repères.

A partir de cette équation, nous pouvons déduire :
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Nous pouvons donc déterminer les termes ΦsdI  et ΦsqI  comme :
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Par ailleurs, ayant besoin la vitesse de rotation de l’angle sϕ  dans l’équation de la machine,

nous ajoutons un estimateur de cette pulsation ( sω̂ ). En fait, l’angle sϕ  (voir Figure 4.34)

peut être calculé à l’aide de la relation suivante :

*δρδρϕ +=−=s (4.26)

δ*
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La pulsation de l’angle sϕ  est définie comme :

**
δρ ωωδρϕω +=+==

dt
d

dt
d

dt
d

ss (4.27)

Nous avons l’équation d’autopilotage [Rob-96][Loc-99] pour déterminer ρω  formulée par :

rr
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L

ILR

Φ
+= Φωω ρˆ (4.28)

Il nous reste à déduire le terme *
δω . A partir des équations de la commande (4.18) et (4.20),

nous pouvons déduire cette pulsation en considérant que l'angle entre l'axe dV et l'axe dΦ est
déterminé par :
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La dérivée de l'angle *δ  peut être déterminée de la manière suivante en dérivant la fonction
arctan :
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En remplaçant tous ces termes par leur expression analytique (équation d’état de la
commande), nous pouvons écrire le modèle d'état complet de la chaîne de traction incluant la
commande.

Pour analyser la stabilité en utilisant le lieu des pôles, nous linéarisons ce modèle d'état autour
d'un point de fonctionnement déterminé par les valeurs de paramètres et l'ensemble
(Cref, Φref, Cr). Nous appliquons la méthode présentée dans la section 2.1.1 directement sur le
modèle bond graph de la chaîne. Le modèle d’état en petit signal obtenu est donné en Annexe
F. Ce modèle est d'ordre 9. Nous avons implanté le modèle linéarisé sous Matlab. Nous
analysons la stabilité en fonction de la valeur de certains paramètres. Cette étude a été faite
pour le modèle dans le repère lié au flux rotorique qui est d'ordre 8, présentée dans [Loc-99].
Cette différence d’ordre est due au fait qu’il n’y a qu’une seule équation d'état du flux
rotorique dans le dernier modèle, contrairement à deux dans la modélisation lié au vecteur
tension statorique.

Nous choisissons comme point de fonctionnement au repos : Cref = 5 kNm, Φref =6 Wb et
Cr = 4998 Nm, qui fixe la vitesse à 20 rad/s. Sur les diagrammes suivants, nous remarquons
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qu’il existe un pôle nul pour tous les paramètres que l’on fait varier, ce qui veut dire que c’est
un pôle nul intrinsèque du système.

4.3.1.1. Effet de la valeur de la résistance du filtre Rf

Nous regardons l’influence de la valeur de résistance du filtre Rf sur la stabilité locale (autour
du point de fonctionnement) du système. La valeur de Rf varie entre 1 et 200 mΩ. Nous
présentons l’évolution des valeurs des pôles à la Figure 4.35 où la flèche indique le sens de la
propagation des pôles quand la valeur de Rf augmente. Nous remarquons que le point de
fonctionnement est instable pour Rf < 3.8 mΩ.
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Figure 4.35. L'influence de la valeur de Rf.

4.3.1.2. Influence de la valeur de la capacité du filtre Cf

Nous examinons la stabilité du point de fonctionnement selon la valeur de Cf. La valeur de Cf

varie entre 1 et 100 mF. Nous présentons le résultat à la Figure 4.36. La première figure
correspond au modèle de la machine lié au vecteur tension, tandis que la deuxième correspond
à un modèle de la machine lié au flux rotor [Loc-99]. Notons que l’évolution du lieu des pôles
est quasi identique dans les deux cas. La flèche dans la figure indique le sens de propagation
des pôles lorsque la valeur Cf augmente.
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Figure 4.36. L'influence de la valeur de Cf.

Nous remarquons qu’il existe une limite de stabilité comprise entre 1 et 2 mF. En examinant
la valeur des pôles dans ce domaine limité, nous constatons que le système est instable pour la
valeur de Cf < 1.3 mF.

4.3.1.3. Influence de la valeur de l’inductance du filtre Lf

Nous regardons aussi l’influence d’un autre paramètre du filtre : l’inductance Lf. Nous
remarquons que le point de fonctionnement du système est instable pour la valeur de Lf > 57
mH. Comme dans l’étude précédente, nous constatons que le résultat obtenu du modèle de
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machine lié au vecteur tension statorique est quasi identique à celui avec le modèle lié au flux
rotor (voir Figure 4.37).
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Figure 4.37. L'influence de la valeur de Lf.

4.3.1.4. Influence de la valeur de la constante de temps du régulateur de courant (TBF)

Nous regardons l’influence de la valeur de ce paramètre sur la stabilité du point de
fonctionnement. On fait ici évoluer la valeur de TBF = 1 ms à TBF = 100 ms. Nous ne trouvons
pas de domaine d’instabilité. Nous pouvons dire que la valeur de ce paramètre n’influe pas sur
la stabilité du point de fonctionnement.

Modèle lié au vecteur tension statorique

Modèle lié au flux rotorique
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Figure 4.38. Influence de la valeur de constante de temps du régulateur.

4.3.1.5. Effet de la valeur de la vitesse

Nous regardons l'influence de la vitesse de 0 à 100 rad/s. Pour la valeur de mF 17=fC , le

système est toujours stable. Par contre, pour mF 3=fC , nous trouvons des pôles dans le

domaine instable à partir de rad/s 51=Ω  et ceci pour les deux repères.
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Figure 4.39. Influence de la valeur de vitesse pour Cf = 17 mF.
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Figure 4.40. Influence de la valeur de vitesse pour Cf = 3 mF.

Ce résultat est le même que celui obtenu par le calcul formel dans [Loc-99]. Nous devons
donc vérifier cette analyse de stabilité par la simulation du modèle bond graph non linéaire
sous 20 Sim. La machine asynchrone est modélisée dans le repère de Park fixe (α,β). Nous
utilisons le modèle réduit de la chaîne mécanique qui contient uniquement I6, Ieq, Kjac et Cjac.
La valeur de Cf = 3 mF est appliquée pour le filtre d’entrée. Nous examinons la réponse du
flux rotorique rΦ , la vitesse Ω et la tension VCf au borne de la capacité du filtre.

Dans nos simulations, il existe 4 régimes de vitesses (voir Figure 4.41) :

§ Régime 1 : la vitesse est nulle (le couple n’est pas encore appliqué à la chaîne).

Ω ä
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Modèle lié au flux rotorique pour Cf = 3 mF

Modèle lié au vecteur tension statorique pour Cf = 3 mF
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§ Régime 2 : la vitesse augmente avec une pente importante (le premier régime transitoire
de vitesse) car nous utilisons un dixième de la valeur de la masse du train pour accélérer
la simulation.

§ Régime 3 : il s’agit du deuxième régime transitoire dans lequel nous fixons la masse du
train à sa valeur nominale.

§ Régime 4 : le régime permanent de vitesse est établi en appliquant une force résistive
pour fixer le point de fonctionnement.

Nous présentons les résultats des simulations pour les vitesses Ω = 70 rad/s et Ω = 60 rad/s à
la Figure 4.41. Ces figures montrent l’instabilité par l’oscillation des variables qui est
amplifiée. Nous remarquons que le système met plus de temps avant d’être instable pour une
vitesse moins élevée (par exemple, pour Ω = 70 rad/s, l’oscillation commence à t = 7.5 s
tandis que pour Ω = 60 rad/s, l’oscillation commence à t = 12 s).
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Figure 4.41. L'influence de la valeur de vitesse : points de fonctionnement instables.
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Pour la vitesse Ω = 55 rad/s, l’instabilité n'est pas encore apparue à t = 20 s. Mais, un zoom
montre que l’oscillation de la tension de la capacité du filtre augmente en régime permanent.
Le système semble donc bien instable.

0

1

2

3

4

5

6

0 4 8 12 16 20
temps [s]

V
cf

 [V
]

2.743

2.744

2.745

2.746

18 18.5 19 19.5 20
temps [s]

V
cf

 [V
]

zoom

V
C

f
[k

V
]

temps [s] temps [s]

V
C

f
[k

V
]

0

1

2

3

4

5

6

0 4 8 12 16 20
temps [s]

V
cf

 [V
]

2.743

2.744

2.745

2.746

18 18.5 19 19.5 20
temps [s]

V
cf

 [V
]

zoom

V
C

f
[k

V
]

temps [s] temps [s]

V
C

f
[k

V
]

Figure 4.42. Essai pour Ω(statique) = 55 rad/s .

Par contre, pour Ω = 50 rad/s, nous remarquons que l’oscillation (en zoom) de la tension de la
capacité du filtre est "constante". Ce point de fonctionnement est donc stable.
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Figure 4.43. Essai pour Ω = 50 rad/s : point de fonctionnement stable .

Nous pouvons conclure par ces simulations qu’il existe 2 domaines de stabilité pour le modèle
avec mF 3=fC  :

§ Pour la vitesse rad/s 50≤Ω , le point de fonctionnement est stable.

§ Au delà de cette valeur, le point de fonctionnement est instable.

Pour mF 17=fC , le modèle est toujours stable.

Par ces résultats, nous constatons que l'analyse de stabilité en utilisant le calcul formel du
modèle linéarisé sous Matlab est concordante avec la simulation du modèle non linéaire sous
20 Sim.
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4.3.2. Modèle non linéaire

La deuxième méthode de Lyapunov est appliquée au modèle bond graph incrémental de la
chaîne complète réduite dont la transmission mécanique ne contient que les éléments I6, Ieq,
Kjac et Cjac en passant par un réducteur total (voir Annexe D). La machine asynchrone est
modélisée dans le repère (d,q) lié au vecteur tension stator. Dans un premier temps, nous
choisissons l'énergie stockée dans les éléments dynamiques comme fonction de Lyapunov.
Nous utilisons les variations des variables d'énergie Ip∆  et Cq∆  dans cette analyse. Nous

obtenons donc :
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où In  et Cn  représentent respectivement le nombre d'éléments I et C dans le modèle. Dans

notre modèle, il existe :

§ 7 éléments I ( 7=In )

électriques : Lf, LFd, LMd, LFq et LMq.
mécaniques : I6 et Ieq.

§ 2 éléments C ( 2=Cn )

électrique : Cf.
mécaniques : Kjac.

§ 6 éléments R ( 6=Rn )

électriques : Rf, Rsd, RRd, Rsq et RRq.
mécaniques : Cjac.

Les termes LF, LM et RR valent respectivement sLσ , rm LL /2  et ( ) rrm RLL 2/  .

La dérivée de la fonction Lyapunov choisie est formulée comme suit :
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où iP est la puissance instantanée au élément i.

En appliquant cette fonction sur le modèle bond graph incrémental, nous obtenons l’équation
suivante :
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S’il n’y a pas de variation d'entrées, nous avons des puissances nulles aux sources dans ce
bond graph incrémental. L’équation (4.33) ne contient que des termes négatifs des puissances
dissipées dans les éléments résistifs. Le modèle est donc stable si les valeurs de paramètres de
ces éléments sont positives. Remarque : ce cas correspond à l'absence de variation des
entrées de commande, ce qui revient à analyser la stabilité du modèle en boucle ouverte.

Supposons maintenant qu'il y a une variation à l'entrée Ucont. A partir de l’équation (4.33),
nous ne pouvons rien conclure sur le signe analytiquement. La détermination du signe de cette
équation peut être faite par simulation numérique. Mais, cette approche manque d'intérêt
puisque par la simulation nous voyons directement si le modèle est stable ou instable. Nous
restons donc au résultat obtenu par le lieu des pôles.

4.4. Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons appliqué les méthodes d’analyses systémiques directement
issues du formalisme Bond Graph sur notre cas d'étude, une chaîne de traction ferroviaire. Il
s'agit de la simplification de modèle et de l'analyse de stabilité.

La simplification de modèle mécanique linéaire en utilisant la méthode MORA est
concordante avec celle de la MPS. Par ailleurs, nous pouvons affiner cette simplification avec
la méthode MORA que nous avons développée pour obtenir le modèle réduit selon la gamme
de fréquence d'utilisation. Pour le modèle complet non linéaire, qui constitue un exemple
typique de système hétérogène complexe, nous avons souligné les problèmes posés par
l’approche vis-à-vis de la non conservativité de l'index d'activité (ce dernier dépend de la
manière dont le système est modélisé), l'effet de masquage dû aux composantes continues et
l'effet de filtrage. Afin que le système modélisé soit linéarisable, ceci nous a conduit à
proposer un modèle original de la machine asynchrone, défini dans un repère lié au vecteur
tension statorique. Avec un tel modèle, seules des grandeurs à évolution continue sont
considérées pour l'ensemble du système, sans aucune composante alternative. Avec ce modèle
linéarisé, l'effet de masquage dû aux composantes continues n'existe plus. Par contre, l'effet
de filtrage persiste. Pour tenir compte de cette problématique, nous avons étudié la sensibilité
des variables de puissance par rapport aux différentes entrées. L'ensemble de ces études nous
a permis de dégager un modèle réduit valable en fonction d'une gamme de fréquence donnée
des divers signaux d'entrées. Ce résultat répond donc à un enjeu majeur de l’approche
système : définir un modèle à moindre coût selon les objectifs de conception.
L'analyse de stabilité a été appliquée sur le modèle linéarisé et le modèle non linéaire de la
chaîne complète. Nous soulignons que cette analyse a été réalisée à l'aide de l'outil d'analyse
Bond Graph. Nous avons montré que l'analyse du lieu des pôles du modèle linéarisé avec la
machine asynchrone modélisée dans un repère lié au vecteur tension statorique est identique à
celle réalisée avec la machine asynchrone à flux orienté effectuée dans un travail précédent
[Loc-99]. Cette méthode nous a permis de caractériser la stabilité du modèle en fonction de la
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valeur des différents paramètres. En outre, cette analyse est validée par la simulation du
modèle non linéaire, ce qui valide du même coup son approche. Nous avons aussi mené une
étude de stabilité sur la chaîne complète non linéaire en utilisant la deuxième méthode de
Lyapunov. Cette approche est plus délicate car il n'est pas aisé dans le cas général de
déterminer analytiquement le signe de la fonction candidate de Lyapunov.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons voulu souligner l'importance et l’intérêt d'un formalisme
unifiant tel que Bond Graph dans le cadre d'une approche système. Cette méthodologie
permet de modéliser, de manière homogène, les systèmes hétérogènes que nous rencontrons
souvent dans des dispositifs au sein desquels le domaine du Génie Electrique tient un rôle
majeur. Couplée aux possibilités offertes en terme d’analyse par le Bond Graph et la causalité,
cette vision unifiante facilite l’approche "système" de la conception.

Plusieurs méthodes d'analyse systémique ont été présentées en vue de la simplification de
modèle et de l'analyse de stabilité. Nous avons appliqué ces méthodes sur une chaîne de
traction ferroviaire qui constitue un cas typique d’étude présentant un couplage
électromécanique.

Deux méthodes de simplification ont été étudiées : la Méthode des Perturbations Singulières
(MPS) basée sur la séparation des dynamiques du système et la méthode MORA (Model
Order Reduction Algorithm) fondée sur le concept d’activité énergétique :

§ L'application de ces deux méthodes sur un modèle linéaire tel que celui de la transmission
mécanique de la chaîne de traction est mutuellement cohérente et ne pose pas de
problèmes d’application majeurs.

§ La méthode MORA proposait initialement un modèle valable pour une bande passante
donnée, incluant donc forcément les phénomènes basses fréquences. Afin d’obtenir un
modèle réduit pour une gamme de fréquence donnée (basse ou haute fréquence), nous
avons proposé une variante de la méthode MORA en utilisant des signaux d'excitation
"riches" sur un spectre fréquentiel choisi.

§ Pour un modèle non linéaire multientrées, tel que celui de la chaîne de traction complète,
nous avons souligné les problèmes posés par l’approche MORA : non conservativité de
l'index d'activité selon le modèle équivalent utilisé, effet de masquage dû aux
composantes continues et l'effet de filtrage des entrées. Nous nous sommes attachés à
proposer des solutions de ces problèmes :

- "L'effet de masquage" nous a conduits à proposer un modèle original de la machine
asynchrone alimentée par onduleur de tension. Ce modèle, défini dans un repère de
Park "atypique", lié au vecteur tension statorique, ne fait intervenir que des variables
continues et peut donc être linéarisé autour d’un point de fonctionnement. Avec cette
représentation, l'effet de masquage des signaux d’excitation dû aux composantes
continues a été supprimé.

- Pour tenir compte de "l'effet de filtrage", nous avons étudié la sensibilité des
variables de puissance par rapport aux différentes entrées. Malheureusement, cette
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étude est souvent délicate et nécessite des hypothèses judicieuses pour pouvoir
conclure, surtout pour un modèle complexe comportant beaucoup d'éléments et
d'entrées. La solution la plus simple et efficace consiste à exciter toutes les entrées du
système en ne supprimant que les éléments du modèle dont l’influence est
négligeable dans tous les cas.

- Malgré ces difficultés et les précautions d’emploi qui en résultent, ces études nous
ont permis de déduire un modèle réduit, valable en fonction d'une gamme de
fréquence donnée des divers signaux d'entrées. Des modèles haute et basse fréquence
de la chaîne de traction ferroviaire ont ainsi été proposés et validés par simulation. A
partir de l’analyse des boucles causales, les couplages interdomaines
(électromécaniques) ont été soulignés.

- Par ailleurs, nous avons vu que l’analyse systémique se simplifie sur la base du
modèle réduit. Ainsi, sur l’exemple de la chaîne de transmission mécanique, le
couplage entre les éléments responsables de la résonance du bogie apparaît de
manière explicite dans le modèle réduit, ce qui n'est pas le cas dans le modèle initial.
Cette capacité à simplifier l’analyse, à partir de la réduction de modèles, s’ajoute à
l’avantage de la diminution des temps de simulation, élément essentiel dans le cadre
d’une approche système.

Deux méthodes d'analyse de stabilité ont aussi été étudiées. L’examen du lieu des pôles,
effectué sur le modèle linéarisé de la chaîne, permet de déterminer le domaine de stabilité
paramétrique. La linéarisation du système peut être obtenue à partir de l’équation d’état ou
directement à partir du Bond Graph, ceci à condition de disposer d’un modèle adéquat, sans
composantes alternatives. Cette analyse est validée par la simulation du modèle non linéaire.
Nous avons aussi mené une étude de stabilité sur la chaîne complète non linéaire en utilisant
la deuxième méthode de Lyapunov. Cette approche "énergétique" est plus délicate car il n'est
pas aisé, dans le cas général d’un système complexe, de déterminer analytiquement le signe
de la fonction candidate de Lyapunov.

Les travaux que nous avons effectués contribuent à montrer la bonne adéquation du
formalisme de modélisation Bond Graph et des méthodes d'analyse qui en découlent avec une
approche système de la conception. Ceci est d’autant plus vrai que le système est hétérogène
en terme de structure et de champ disciplinaire.

A titre de perspectives à ce travail, il serait intéressant d'appliquer les méthodes présentées sur
d'autres systèmes multidomaines, notamment ceux étudiés dans le groupe Système, tels que le
véhicule solaire Solelhada, les chaînes d’énergie alimentées par des composants
électrochimiques (pile à combustible, accumulateurs, super condensateur),...

Sur le plan méthodologique,  la principale orientation envisagée concerne le dimensionnement
et la synthèse. Il s’agirait là de partir véritablement de la mission confiée au système pour
remonter aux contraintes résultantes sur les entrées, conditions nécessaires à la satisfaction de
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cette mission. Au contraire de l’analyse, cette "problématique inverse" va véritablement dans
le sens d’une approche systémique de la conception qui préconise une démarche descendante,
du cahier des charges aux solutions, intégrant la finalité (mission) pour laquelle le dispositif
est conçu. Pour cela, on pourra s’appuyer sur les notions de bicausalité qui paraissent offrir
des caractéristiques intéressantes dans cette optique. Cette approche viendra compléter les
outils d’analyse et d’optimisation système dont nous disposons aujourd’hui.
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Annexe A 
Formalisme Bond Graph

Nous avons brièvement présenté quelques notions importantes du formalisme bond graph
dans le Chapitre 1. Les informations plus détaillées se trouvent dans cette annexe.

A.1. Eléments passifs

Pour les éléments I et C, l'énergie stockée est définie comme :

( ) ( ) ( ) ( )0   
 

0 
EdfetE

t
+= ∫ τττ (A.1)

Pour un élément I, nous avons une loi caractéristique suivante :

( ) ( )pdtef III Ψ=Ψ= ∫    
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L’équation (A.1) devient alors :
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La loi caractéristique d’un élément C monoport est la suivante :

( ) ( )qdtfe CCC Ψ=Ψ= ∫    
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(A.4)

En utilisant l’équation (A.4), nous pouvons réécrire l’équation (A.1) de la manière suivante :
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A.2. Eléments multiports

Dans certains cas, la modélisation par les éléments monoports ne peut pas être utilisée, à
cause de couplages énergétiques au sein du phénomène étudié. Des éléments passifs
multiports, ayant plusieurs liens de puissance entrants, sont nécessaires. Les lois qui les
caractérisent sont matricielles. L’information détaillée de l’élément multiport peut être
consultée dans [Kub-97].

Considérons l'exemple d'un ensemble de bobines liées par des inductances mutuelles non
négligeables (voir Figure A.1).
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Figure A.1. Exemple d'un élément multiport : (a) schéma physique et (b) bond graph associé.

L'équation caractéristique de cet élément multiport est :
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Le terme φi représente le flux magnétique de la bobine i, Li correspond à l'inductance propre
de la bobine i et Mij associe à l'inductance mutuelle entre les bobines i et j.

L'énergie stockée dans cet élément est formulée de la manière suivante :

FLFI
1

2
1 −= TE (A.7)

A.3. Construction d’un modèle bond graph

Nous avons décrire la procédure de construction d'un modèle bond graph à partir d'un circuit
électrique dans le paragraphe 1.2.5 du Chapitre 1. Nous présentons ici les procédures en
mécanique et hydraulique.

A.3.1. Modélisation d'un système mécanique de translation (adaptée en rotation)

La procédure est la suivante :

1. Fixer un axe de référence pour les vitesses et déterminer le sens de transfert de la
puissance.

2. Pour chaque vitesse différente, introduire une jonction 1 et y connecter les éléments
correspondants.
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3. Déterminer les relations entre vitesses, et les représenter à l'aide des jonctions 0 placées
entre les jonctions 1 correspondant aux vitesses impliquées dans les relations.

4. Orienter les demi-fleches en considérant le sens de transfert de puissance.

5. Supprimer les jonctions 1 associées aux nœuds de vitesse nulle.

6. Simplifier le bond graph si possible (voir Figure A.2).

A.3.2. Modélisation d'un système hydraulique

1. Fixer un sens de circulation pour le fluide. Il sera pris comme sens de transfert de la
puissance

2. Rechercher tous les nœuds de pressions différentes. Placer une jonction 0 par nœud.

3. Placer une jonction 1 entre deux jonctions 0 et y attacher les éléments soumis à la
différence de pressions correspondantes.

4. Relier les jonctions par des liens, en respectant le sens de transfert de la puissance.

5. Choisir une pression de référence (pression atmosphérique en général) et supprimer les
jonctions 0 qui y sont associées, ainsi que tous les liens qui y sont attachés. Simplifier si
possible.

0

1
ou = ≠

0

1
ou

Figure A.2. Exemple de simplification des jonctions.

A.4. Causalité : chemins causaux, boucles causales et chaînes d'action

En parcourant la causalité dans un bond graph, nous pouvons déterminer les chemins causaux,
les boucles causales et les chaînes d'actions. En fait, ces notions illustrent les couplages entre
les éléments dans le modèle. Nous les présentons dans les sections suivantes.

A.4.1. Chemin causal

Définition A.1 :
Un chemin causal direct est un chemin allant d'un élément vers un autre en ne traversant que
des éléments de jonction.

Un chemin causal direct est dit simple s'il est parcouru en suivant toujours la même variable
(voir Figure A.3). Il existe donc deux chemins causaux simples passant par les mêmes liens
mais en suivant différentes variables, soit l'effort, soit le flux.



Annexe A : Formalisme Bond Graph

160

1 0... ...
e e e

f f f

... ...

Figure A.3. Chemin causal simple.

Un chemin causal direct est dit mixte si son parcours comporte un élément GY qui impose le
changement de variable suivie.

1 1... ...
e e

f f

... ...

GY

Figure A.4. Chemin causal mixte.

Un chemin causal est indirect lorsqu'il passe par des éléments passifs (R, I, C).

1 0... ...
e

e

f f

élément
R, I, C ...

f

Figure A.5. Chemin causal indirect.

Le gain d'un chemin causal se calcule à l'aide des équations suivantes.

§ Pour un chemin causal simple ou mixte :

( ) ( ) ( ) ji l

j
j

k

i
i

nn rmT ∏∏+−= 101 (A.8)

avec

0n  et 1n : nombre de changements d'orientation aux jonctions 0 (respectivement 1)
quand on suit la variable flux (respectivement effort).

im : module de l'élément TFi traversé avec 1+=ik  ou –1 selon la causalité

appliquée.

jr : module de l'élément GYj  traversé avec 1+=jl  ou –1 selon la causalité

appliquée.



Annexe A : Formalisme Bond Graph

161

§ Pour un chemin causal indirect, le gain des éléments traversés doit être pris en compte.

( ) ( ) ( ) ∏∏∏+−=
e

e
l

j
j

k

i
i

nn grmT ji101 (A.9)

où

eg : gain de l'élément passif e (transmittance entrée-sortie) traversé.

En effet, le gain d'un élément passif est déterminé par sa causalité (voir Tableau 1.4 du
Chapitre 1). Dans le cas linéaire, la transmittance est définie au Tableau A.1, où s représente
la variable de Laplace.

Tableau A.1. Transmittance des éléments passifs linéaires.

Elément
Type de
causalité

Gain
Type de
causalité

Gain

R résistance ( ) RsGR = conductance ( )
R

sGR
1

=

I intégrale ( )
sI

sGI  
1

= dérivée ( ) sIsGI  =

C intégrale ( )
sC

sGC  
1

= dérivée ( ) sCsGC  =

A.4.2. Boucle causale

Définition A.2 :
Une boucle causale est un chemin causal fermé partant de la sortie d'un élément R, I ou C, et
revenant à l'entrée de cet élément sans parcourir le même lien en suivant la même variable
plus d'une fois.

C : C1 1 0
e e e

f f f
R : R1

Figure A.6. Boucle causale entre R1 et C1.

La formule générale du gain d'une boucle causale est définie par l'équation (A.10).

( ) ( ) ( ) ∏∏∏+−=
e

e

l

j
j

k

i
i

nn grmB
ji 22101 (A.10)

Le terme eg  correspond au gain de tous les éléments passifs qui composent la boucle.
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A.4.3. Chaîne d'action

Définition A.3 :
Une chaîne d'action est un chemin causal entre une source et une sortie (ou détecteur).

1 0Se sortie
e e e

... ...

...

Figure A.7. Chaîne d'action.

A.5. Obtention d’un modèle mathématique

En utilisant les notions de chemins causaux, boucles causales et chaînes d'action, nous
pouvons déduire l'équation d'état et la fonction de transfert du modèle d'une manière
structurelle.

A.5.1. Equation d’état (cas où tous les éléments I et C sont en causalité intégrale)

Pour déduire l'équation d'état, nous calculons les gains statiques (sans le terme s) des chemins
causaux, boucles causales et chaînes d'action. Considérons le modèle général suivant :

DUCXY
BUAXX

+=
+=&

(A.11)

Le vecteur X contient les variables d'énergie des éléments dynamiques (I et C) en causalité
intégrale.

Les éléments des matrices A, B, C et D sont déterminés comme suit :

§ L'élément iia  (diagonale de A) est la somme des gains statiques de boucles causales entre

l'élément dynamique associé à Xi et les éléments résistifs.

§ L'élément ija  ( ji ≠ ) est la somme des gains de chemins causaux partant de l'élément

dynamique associé à Xj vers l'élément dynamique associé à Xi, multipliée par le gain de
l'élément associé à Xj.

§ L'élément ikb  est la somme des gains de chaînes d'actions partant de la source k vers

l'élément dynamique associé à Xi.

§ L'élément jic  est la somme des gains de chemins causaux partant de l'élément dynamique

associé à Xi vers la sortie j, multipliée par le gain de l'élément dynamique associé à Xi.

§ L'élément jkd  est la somme des gains de chaînes d'actions partant de la source k vers la

sortie j.
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Remarques :
Les chemins causaux parcourus pour ce calcul ne peuvent traverser que des éléments des
jonctions (0, 1, TF, GY) ou des éléments R.
Les variables d'énergie Ip  et Cq  formant le vecteur d'état sont liées, dans le cas linéaire, aux

variables de puissance If  et Ce  par la relation :









=








=

C

I

C

I

q
p

e
f

 Fz (A.12)

où F est une matrice diagonale en cas d'éléments monoports et bloc diagonale en cas
d'éléments multiports. Dans le cas monoport, elle est composée de termes iI/1  et jC/1 .

Il est donc possible de construire par simple changement de base le vecteur [ ] T
CI ef  * =X

associé aux variables de puissance qui correspond à des pratiques habituelles dans certains
domaines physiques.

A.5.2. Fonction de transfert

La fonction de transfert d'une sortie y par rapport à une entrée e peut être déterminée en
appliquant la règle de Mason au modèle bond graph. Cette fonction s'écrit :

( )
( )

( ) ( )

( )sD

sDsT

sE
sY i

ii∑
= (A.13)

avec

( ) ...1
,,,

+−+−= ∑∑∑
kji

kji
ji

ji
i

i BBBBBBsD (A.14)

où

∑
i

iB somme des gains de toutes les boucles causales et des mailles dans le modèle
bond graph.

∑
ji

jiBB
,

somme des produits 2 à 2 des gains de boucles causales disjointes (voir
Définition 1.4).

( )sTi gain de la ième chaîne d'action.

( )sDi se calcule comme ( )sD  en enlevant la ième chaîne d'action du modèle.

Définition A.4 :
Deux boucles causales sont disjointes s'il n'y a aucun lien ni jonction en commun parcouru en
suivant la même variable. Cette définition peut aussi être appliquée à 2 chemins causaux
disjoints.
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A.6. Analyses structurelles

Notations :
Nous notons BGI (respectivement BGD) le modèle bond graph obtenu lorsque la causalité
intégrale (respectivement dérivée) est préférentiellement appliquée aux éléments dynamiques.
Rappelons que ces derniers sont les éléments I et C.

En utilisant ces notations, nous pouvons déduire directement de l’architecture du bond graph
les notions suivantes [Dau-00] :

A.6.1. Ordre d’un modèle

L’ordre d’un modèle bond graph (n) est le nombre d’éléments dynamiques en causalité
intégrale dans le BGI.

A.6.2. Rang de la matrice d’état

Le rang BG de la matrice d’état est défini comme :

qnBGRang −=)(_ A (1.4)

où
n l’ordre du modèle,
q le nombre d’éléments dynamiques qui restent en causalité intégrale dans le modèle

BGD.

Remarque :
Ce rang BG est le vrai "rang de A", à cause des propriétés causales du modèle bond graph.

A.6.3. Observabilité

Un modèle est structurellement observable si et seulement si :

a. Tous les éléments dynamiques en causalité intégrale sont causalement liés à un
détecteur dans le modèle BGI, ou

b. Tous les éléments dynamiques admettent une causalité dérivée dans le modèle BGD.
S’il existe des éléments dynamiques restant en causalité intégrale, la dualisation des
détecteurs De et Df doit permettre de les mettre en causalité dérivée. Notons que dans
ce cas, nous connectons des détecteurs avec le modèle en utilisant des liens de
puissance dont la variable complémentaire de celle mesurée est nulle (autrement dit,
des liens de puissance nulle).
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La dualisation consiste à changer la variable d’un élément ou d’une jonction par sa variable
duale. Par exemple, la dualisation d’un détecteur d’effort donne un détecteur de flux, la
dualisation d’une jonction 0 donne une jonction 1.

Pour rendre un modèle observable structurellement :

− il suffit d’un détecteur placé n’importe où, si tous les éléments dynamiques admettent une
causalité dérivée dans le modèle BGD.

− il faut au moins k détecteurs bien placés, si k éléments dynamiques restent en causalité
intégrale dans le modèle BGD. Le bon positionnement est déterminé en fonction du
placement des détecteurs dont la dualisation permet de changer la causalité de ces
éléments dynamiques.

A.6.4. Commandabilité

Un modèle est structurellement commandable en état si et seulement si :

a. Tous les éléments dynamiques en causalité intégrale sont causalement liés à une
source de commande MSe ou MSf dans le modèle BGI, ou

b. Tous les éléments dynamiques admettent une causalité dérivée dans le modèle BGD.
S’il existe des éléments dynamiques restant en causalité intégrale, la dualisation des
sources de commande MSe et MSf doit permettre de les mettre en causalité dérivée.

Pour rendre un modèle commandable structurellement :
− il suffit d’une source de commande placée n’importe où, si tous les éléments dynamiques

admettent une causalité dérivée dans le modèle BGD.
− il faut au moins k sources de commande bien placées, si k éléments dynamiques restent

en causalité intégrale dans le modèle BGD. Le bon positionnement est déterminé en
fonction du placement des sources dont la dualisation permet de changer la causalité de
ces éléments dynamiques.

A.6.5. Inversibilité

Un modèle à m entrées et m sorties est inversible s’il contient un seul choix de m chemins
causaux entrée/sortie (CCES) disjoints dans le modèle BGI (voir Définition 1.4).

S’il existe plusieurs choix de m CCES disjoints, il faut déterminer le déterminant de la matrice
système S. Cette matrice est définie comme :

( ) 







−

−
=

DC
BAI

S ns
s (1.5)
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où les matrices A, B, C et D sont les matrices de l’équation d’état. La matrice In est la matrice
d’identité de dimensions nn× . Si le déterminant de la matrice S(s) n’est pas nul, le modèle est
inversible. Sinon, il est non inversible.

Si le modèle ne contient pas m CCES disjoints, le modèle est non inversible.

A.6.6. Exemple

Considérons un système électrique du 3ème ordre présenté la Figure A.8.

E

R1 L1

C1
L2VC1

(a)

4

3

5

6

2

1 De : Vc10

I : L2

MSe :E 1

I :L1

C :C1R :R1

7 4

3

5

6

2

1 De : Vc10

I : L2

MSe :E 1

I :L1

C :C1R :R1

7

(b) (c)

Figure A.8. Exemple : (a) circuit électrique, (b) bond graph associé (BGI), (c) BGD.

A partir du modèle bond graph, nous déduisons les propriétés suivantes :

Ordre du modèle 3 (BGI)

Rang du modèle 3 (BGD)

Observabilité Il suffit d'un seul détecteur. Assuré par De : Vc1

Commandabilité Il suffit d'une source de commande. Assurée par MSe : E

Inversibilité Il n'existe qu'un seul choix de chemin E/S
(enchaînement : E - 1 - 2 - L1 - 2 - 4 - 6 - C1 - 6 - 7 - De)
Le modèle est donc inversible.

Par ailleurs, nous pouvons déduire directement le schéma bloc global à partir du modèle bond
graph causal. Il existe deux lignes d'information : une pour les variables de flux et une autre
pour les variables d'effort. En effet, nous illustrons les lois caractéristiques des jonctions avec
des nœuds (pour représenter les variables communes), des sommateurs (pour représenter la
relation entre les variables dans le cas d’un jonction 0 ou 1) ou des gains (dans le cas d’un TF



Annexe A : Formalisme Bond Graph

167

ou GY). Les lois caractéristiques des éléments passifs R, I, C sont ensuite mises pour relier les
variables. Le schéma bloc de notre exemple est présenté Figure A.9.

effort

flux

Jonction 1 Jonction 0

R1

∫

1

1
L ∫

1

1
C ∫

2

1
L

E +
–

–

–+

2e

4e
3e

1e

6e

1f
2f

2p

4f

3f

07 =f
6f

6q 5p

7e

5e

5f–

1CV
effort

flux

Jonction 1 Jonction 0

R1

∫∫

1

1
L1

1
L ∫∫

1

1
C ∫∫

2

1
L

E +
–

–

–+

2e

4e
3e

1e

6e

1f
2f

2p

4f

3f

07 =f
6f

6q 5p

7e

5e

5f–

1CV

Figure A.9. Schéma bloc déduit à partir du modèle bond graph.

Pour obtenir la sortie VC1, il suffit de redessiner ce schéma en enlevant les variables nulles (f7)
ou non intéressantes (f1). Nous obtenons le schéma bloc illustré par Figure A.10.

∫
1

1
L ∫

1

1
C

1R ∫
2

1
L

E 1CV
2f

+ +
−

−

−

∫∫
1

1
L1

1
L ∫∫

1

1
C

1R1R ∫∫
2

1
L

E 1CV
2f

+ +
−

−

−

Figure A.10. Schéma bloc pour obtenir VC1.
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Annexe B 
Les valeurs des paramètres

B.1. Moteur à courant continu

E 200  V Tension d’alimentation continue

fR 50  mΩ Résistance du filtre

fL 2.63  mH Inductance du filtre

fC 23.7  mF Capacité du filtre

mL 0.16  mH Inductance d’induit du moteur

mR 143  mΩ Résistance du moteur

mJ 0.0037  kg.m2 Inertie de l’arbre du moteur

mF 0.007  N.m/(rad/s) Frottement torsionnel de l’arbre du moteur

rF 100  N.m/(rad/s) Frottement torsionnel de la souplesse d’accouplement

cJ 0.0037  kg.m2 Inertie de la charge

K 0.57  Wb Coefficient du gyrateur (transformation électrique-mécanique)

N 5 Coefficient du réducteur

B.2. Chaîne de traction ferroviaire

Alimentation

contU 2750  V continue

Filtre

fR 50  mΩ Résistance du filtre

fL 4.25  mH Inductance du filtre

fC 17  mF Capacité du filtre

Machine Asynchrone

sL 19.272  mH Inductance cyclique stator

mL 19.244  mH Inductance cyclique rotor

rL 18.6  mH Inductance magnétisante
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sR 29.4  mΩ Résistance statorique

rR 25.5  mΩ Résistance rotorique
p 2 Nombre de paires de pôles

Commande

BFT 0.002  s Constante de temps en boucle fermée

echF 1  kHz Fréquence d’échantillonnage de la commande

Modèle sans transmission mécanique

mJ 30  kg.m2 Inertie de l’arbre du moteur

f 0.1  N.m/(rad/s) Frottement de l’arbre du moteur

Transmission mécanique

3I 19.4  kg.m2 Inertie de rotation de la roue dentée principale

4I 1.78  kg.m2 Inertie de rotation de la roue intermédiaire

5I 0.28  kg.m2 Inertie de rotation du pignon moteur

6I 30  kg.m2 Inertie de rotation du rotor

9I 15  kg.m2 Inertie de rotation du plateau calé sur l’essieu

accK 10101×   N.m/rad Raideur de torsion de l’accouplement mécanique

accC 10  N.m/(rad/s) Frottement torsionnel d’un accouplement mécanique

4K 9102 ×   N.m/rad Raideur de denture entre les pignons 4 et 3

5K 9102 ×   N.m/rad Raideur de denture entre les pignons 4 et 5

jacK 6105.6 ×   N.m/rad Raideur de torsion de la transmission Jacquemin

jacC 8500  N.m/(rad/s) Frottement torsionnel de la transmission Jacquemin

essK 11101×   N.m/rad Raideur de torsion de l’essieu

3R 0.4095  m Rayon de la roue dentée principale

4R 0.2025  m Rayon de la roue intermédiaire

5R 0.1035  m Rayon du pignon moteur

roueR 0.575  m Rayon de la roue

roueI 212  kg.m2 Inertie de la roue

trainM 52610  kg Masse de train

eqI 17606.185  kg.m2 Inertie équivalente ( trainroueroueeq MRII .2+= )
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Annexe C 
Modèles d’état de la chaîne de traction ferroviaire

La machine asynchrone de cette chaîne est modélisée dans le repère (d,q) lié au vecteur
tension du stator. Nous utilisons les variables d’énergie comme variables d’état. Ces dernières
sont définies comme suit :

LfΦ Flux de l’inductance du filtre

Cfq Charge de la capacité du filtre

LsdσΦ  ( LsqσΦ ) Flux de l’inductance de fuites totalisée au stator de l’axe d
(respectivement q)

'
rdΦ  ( '

rqΦ ) Flux de l’inductance de magnétisante ramenée au stator de l’axe d
(respectivement q)

6Ip Impulsion de l’inertie 6I

5Ip Impulsion de l’inertie 5I

4Ip Impulsion de l’inertie 4I

3Ip Impulsion de l’inertie 3I

9Ip Impulsion de l’inertie 9I

Ieqp Impulsion de l’inertie équivalente eqI

Kaccq Angle du raideur accK

4Kq Angle du raideur 4K

5Kq Angle du raideur 5K

Kjacq Angle du raideur jacK

Kessq Angle du raideur essK

La variable dη  correspond au rapport de transformation du convertisseur "simplifié", tandis

que sω  représente la pulsation de l'angle du vecteur tension du stator. Les termes sLσ , '
rR  et

srR  sont définis selon :

r

m
ss L

L
LL

2

−=σ

r
r

m
r R

L
L

R
2

'








=

'
rssr RRR +=
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C.1. Modèle d'état non linéaire

En considérant les variables présentées précédemment, l'équation d'état non linéaire de la
chaîne de traction ferroviaire est formulée comme :
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C.2. Modèle d'état linéarisé

Le modèle linéarisé autour d'un point de fonctionnement est caractérisé par les équations
d'état (en petites variations) suivantes :
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Annexe D 
Bond graph incrémental de la chaîne de traction ferroviaire
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Figure D.1. Bond graph incrémental de la chaîne de traction ferroviaire.
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Pour chaque repère, les éléments LF, LM et RR représentent respectivement l'inductance de
fuites totalisée au stator, l'inductance magnétisante ramenée au stator et la résistance rotorique
ramenée au stator. Leurs valeurs sont définies selon :
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Les termes MSf et MSe dans le bond graph incrémental présenté précédemment correspondent
à :

dsdd IMSf ηη ∆−= . ssdMSe ω∆Φ−= .5 srdMSe ω∆Φ−= .'11

dCfd VMSe ηη ∆= . ssdMSe ω∆∆Φ−= .6 srdMSe ω∆∆Φ−= .'12

sqsMSe ∆Φ= .1 ω '
7 . rqsMSe ∆Φ= ω '

13 .. rqpMSe ∆ΦΩ−=

ssqMSe ω∆Φ= .2 srqMSe ω∆Φ= .'8
'

14 .. rdpMSe ∆ΦΩ=

ssqMSe ω∆∆Φ= .3 srqMSe ω∆∆Φ= .'9
'

15 .. rqrdIpMSe ∆Φ=

sdsMSe ∆Φ−= .4 ω '
10 . rdsMSe ∆Φ−= ω '

16 .. rdrqIpMSe ∆Φ−=
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Annexe E 
Etude fréquentielle des variables de la chaîne de traction
ferroviaire

Les diagrammes de Bode de tous les éléments dans le modèle linéarisé sont présentés dans
cette annexe.

Légende :

Trait plein : variable d’effort pour un élément I et variable de flux pour un élément C
ou R.

Trait pointillé : variable de flux pour un élément I et variable d’effort pour un élément C
ou R.

Trait bleu : sensibilité de variable par rapport au rapport cyclique dη .

Trait rouge : sensibilité de variable par rapport à la pulsation statorique sω

Trait vert : sensibilité de variable par rapport à l’entrée Ucont.

Trait magenta : sensibilité de variable par rapport à l’entrée Fres.
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Annexe F 
Modèle d’état linéarisé en petit signal pour l’analyse de stabilité
avec la méthode du lieu des pôles

F.1. Modèle d’état non linéaire

Le modèle d’état de la chaîne de traction ferroviaire sans la transmission mécanique avec la
machine asynchrone modélisée dans le repère (d,q) lié au vecteur tension du stator est
présenté à l’équation (4.17). Pour la commande, nous remarquons que ses équations
nécessitent la dérivée des courants IsdΦ et IsqΦ. Ces dérivées peuvent être déterminées à partir
de l’équation (4.25) et à l’aide de l’équation (4.17).
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L’équation d’état de la commande s’écrit alors :
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Dans l’équation (4.17), le terme ωs apparaît. Or, cette pulsation n’est pas une variable d’état.
A partir des équations (4.27), (4.28), (4.30), nous obtenons la relation suivante :
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Les termes ΦsdrefV&  et ΦsqrefV&

 peuvent être remplacés par les équations (F.3) et (F.4).

Finalement, le modèle d'état de la chaîne est défini par les équations (4.17), (F.3) et (F.4) en
prenant en compte l'équation (F.5).
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F.2. Linéarisation

Pour effectuer l'analyse de stabilité en utilisant le lieu des pôles, le modèle est linéarisé autour
d’un point de fonctionnement défini par les valeurs de paramètres. Les variables d’état
représentent les variations :
- du courant de l’inductance du filtre LfI∆ ,

- de la tension aux bornes du capacité du filtre CfV∆ ,

- des courants des inductances des fuites au stator sdVI∆  et sqVI∆ ,

- des flux rotoriques rdV∆Φ  et rqV∆Φ ,

- de la vitesse de rotation mécanique Ω ,

- des tensions de référence à la sortie de la commande vectorielle ΦsdrefV  et ΦsqrefV .

A partir de l’équation (4.20) nous pouvons représenter la variation de la tension entrée de la
machine asynchrone comme suit :
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La linéarisation des équations (F.3) et (F.4) autour du point de fonctionnement symbolisé par

X  conduit à l’obtention les formules suivants :
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De la même manière, l’équation (F.5) peut être linéarisée autour du point de fonctionnement

X .
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où
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En utilisant les équations (F.6) et (F.9), la linéarisation de l’équations (4.17) conduit au
modèle d’état suivant :
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Le modèle d’état de la chaîne pour l’analyse de stabilité est donc construit par les équations
(F.10), (F.7) et (F.8). Nous pouvons le formuler sous la forme suivante :

BUAXX +=& (F.11)

où X  contient les variables de variation présentées au début de cette section.
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La matrice d’état A utilisée dans l'analyse de stabilité avec la méthode du lieu des pôles s’écrit
alors :
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Annexe G 
Calcul analytique de l'activité énergétique des éléments de la
transmission mécanique

Nous appliquons la méthode décrite dans la section 2.2.1 pour obtenir les modèles réduits
selon la bande passante. Les activités énergétiques des éléments peuvent être calculer
analytiquement en utilisant les équations (2.59). Pour cela, il nécessite les fonctions de
transfert des variables If  des éléments I, Ce  des éléments C et Rf  des éléments R. Dans le

paragraphe A.5.2 de l’Annexe A, nous avons présenté la manière d'obtenir une fonction de
transfert à partir d'un bond graph. Nous appliquons cette méthode sur notre chaîne de
transmission mécanique.

G.1. Détermination des boucles causales

Nous avons vu dans le paragraphe 4.1.1 qu'il existe 14 boucles causales dans le modèle. Les
gains de ces boucles causales sont présentés au Tableau G.1. Nous déterminons les ensembles
de 2 boucles causales disjointes, 3 boucles causales disjointes, 4 boucles causales disjointes et
5 boucles causales disjointes. Ces gains seront utilisés dans le calcul de D(s) et Di(s).

G.2. Détermination de D(s)

Le dénominateur des fonctions de transfert D(s) du modèle de transmission mécanique est
déterminée selon l'équation (G.1).
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où

∑
=

Bn

i
iB

1

somme des gains de toutes les boucles causales dans le modèle ( 14=Bn )

∑
=

En

i
iE

1

somme des produits 2 à 2 des gains de boucles causales disjointes dans le
modèle ( 12=En )

∑
=

Fn

i
iF

1

somme des produits 3 à 3 des gains de boucles causales disjointes dans le
modèle ( 8=Fn )

∑
=

Gn

i
iG

1

somme des produits 4 à 4 des gains de boucles causales disjointes dans le
modèle ( 6=Gn )

∑
=

Hn

i
iH

1

somme des produits 5 à 5 des gains de boucles causales disjointes dans le
modèle ( 2=Hn )
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Les termes Ei, Fi, Gi et Hi peuvent être consultés au Tableau G.1.

Tableau G.1. Les gains des boucles causales et la somme des produits
des boucles causales disjointes.

La somme de produit de
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G.3. Détermination de la chaîne d'action Ti(s)

Considérons le couple électromagnétique Cem comme entrée du modèle. Les gains des chaînes
d'action des éléments Ti(s) sont présentés au Tableau G.2. Nous rappelons que les "sorties"
sont les variables If  des éléments I, Ce  des éléments C et Rf  des éléments R.

Tableau G.2. Chaînes d'action des éléments
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G.4. Détermination de Di(s)

Pour déterminer le terme Di(s), nous enlevons la ième  chaîne d'action du modèle et recalculer
D(s). Nous présentons au Tableau G.3

Tableau G.3. Calcul de Di(s) des éléments.

No Elément Di(s)
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G.5. Détermination de yi(s)

En utilisant le calcul de D(s), Ti(s) et Di(s), nous pouvons déduire la fonction de transfert yi(s)
comme :

( ) ( ) ( )
( )sD

sDsT
sy ii

i
.

= (G.2)

Après avoir calculer yi dans le plan complexe s , nous le transformons dans le domaine
fréquentiel ω pour obtenir yi(ω). Nous pouvons alors obtenir le gain Yi(ω) (le module) de ce
signal.

G.6. Détermination de U(ω )

La puissance d'entrée se calcul comme :

( ) ( ) ( )tftetp CemCemCem .= (G.3)

En fait, la vitesse de rotation fCem est égale à la vitesse de l'inertie I6. Nous pouvons reécrire
cette équation comme :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )1

2
1

111

 sin sin              

 sin. sin.

ϕωωωω

ϕωωωωω

+=

+==

ttUY

tUYtUtytetp CemCem
(G.4)

L'amplitude ( )ωP  de cette puissance est donc égale à ( ) ( )2
1 ωω UY . Cette amplitude est

considérée constante pour toutes les fréquences. Nous pouvons donc déterminer U(ω).

( ) ( )
( )ω
ω

ω
1Y

P
U = (G.5)

G.7. Calcul des activités énergétiques

En appliquant les formules de l'équation (2.59), nous pouvons calculer l'activité énergétique
de chaque élément pour toutes les fréquences. Nous présentons Tableau G.4 les extraits des
activités énergétiques calculées analytiquement (avec une amplitude P(ω) de la puissance
d'entrée égale à 1) pour les éléments I6, Ieq, Kjac et Cjac.

Les activités énergétiques obtenues par le calcul analytique et par les simulations sont
similaires. Nous donnons les valeurs d'activité obtenues par la dernière approche pour
certaines valeurs de pulsation au Tableau G.5.
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Tableau G.4. Activités énergétiques obtenues par le calcul analytique
et les activités accumulées des éléments.

Activité énergétique d'élément
Intégrale de l'activité énergétique

par rapport ωbbω
[rad/s]

I6 Ieq Kjac Cjac I6 Ieq Kjac Cjac

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0001 518.29 19430.87 5.27E-07 1.08E-13 0.02591 0.97154 2.64E-11 5.42E-18
0.0002 259.15 9715.44 1.05E-06 4.33E-13 0.06479 2.42886 1.05E-10 3.25E-17
0.0005 103.66 3886.17 2.64E-06 2.71E-12 0.11921 4.46910 6.59E-10 5.04E-16
0.001 51.83 1943.09 5.27E-06 1.08E-11 0.15808 5.92642 2.64E-09 3.89E-15
0.002 25.92 971.54 1.05E-05 4.33E-11 0.19695 7.38373 1.05E-08 3.10E-14
0.005 10.37 388.62 2.64E-05 2.71E-10 0.25137 9.42397 6.59E-08 5.02E-13
0.01 5.18 194.31 5.2E-05 1.08E-09 0.29024 10.88129 2.645E-07 3.89E-12
0.02 2.59 97.15 1.05E-04 4.33E-09 0.32912 12.33860 1.05E-06 3.10E-11
0.05 1.037 38.862 2.64E-04 2.71E-08 0.38354 14.37885 6.59E-06 5.02E-10
0.1 0.518 19.431 5.27E-04 1.08E-07 0.42241 15.83619 2.63E-05 3.89E-09
0.2 0.259 9.716 1.055E-03 4.33E-07 0.461278 17.29359 1.054E-05 3.10E-08
0.5 0.104 3.889 2.638E-03 2.71E-06 0.51568 19.33442 6.59E-05 5.02E-07
1 0.052 1.949 5.287E-03 1.09E-05 0.55450 20.79385 0.00264 3.89E-06
2 0.0256 0.9829 0.0107 4.38E-05 0.59316 22.25966 0.01062 3.12E-05

5 0.0097 0.4188 0.0284 2.918E-04 0.64609 24.36230 0.06924 5.35E-04
10 0.00375 0.27254 0.07395 0.00152 0.67961 26.09077 0.32513 0.00507
20 3.448E-04 0.77712 0.84342 0.03465 0.7001 31.3391 4.9120 0.1859
50 0.00774 0.00796 0.05399 0.00555 0.8214 43.1154 18.3731 0.7888
60 0.01089 0.00490 0.04779 0.00589 0.9146 43.1796 18.8820 0.8460
70 0.01513 0.00347 0.04608 0.00663 1.0446 43.2214 19.3513 0.9086
80 0.02146 0.00278 0.04827 0.00793 1.2276 43.2527 19.8231 0.98137
90 0.03227 0.00255 0.05601 0.01035 1.4962 43.2793 20.3445 1.0728

100 0.05456 0.00278 0.07541 0.01549 1.9303 43.3059 21.0016 1.2020
110 0.10237 0.00352 0.11553 0.02610 2.71494 43.3374 21.9563 1.4100
120 0.08952 0.00215 0.08413 0.02074 3.6744 43.3658 22.9546 1.6442
130 0.05299 9.19E-05 0.04215 0.01125 4.3870 43.3812 23.5860 1.8042
140 0.03659 4.69E-04 0.02497 0.00718 4.8349 43.3881 23.9215 1.8963
150 0.02808 2.72E-04 0.01662 0.00512 5.1582 43.3918 24.1294 1.9578
200 0.01368 4.16E-05 0.00452 0.00185 6.2021 43.3997 24.6577 2.1322

Tableau G.5. Activités énergétiques obtenues par simulations.

Activité énergétique d'élément
bω

[rad/s] I6 Ieq Kjac Cjac

1 0.052 1.949 5.28E-03 1.09E-05

10 0.00375 0.27253 0.07393 0.00152

100 0.05457 0.00283 0.07544 0.01549
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G.8. Intégration de l'activité énergétique par rapport à la pulsation

L'intégration de l'activité énergétique par rapport de la pulsation est faite en utilisant la
méthode trapèze. Cette méthode est illustrée par la Figure G.1.

ω0 ω 1

A(ω1)

A(ω0)

0

A

ω
Figure G.1. Méthode de trapèze.

Nous pouvons calculer l'aire comme :
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ω

ω
−+=∫ AAdA

Nous avons présenté également dans le Tableau G.4 les valeurs des intégrales de l'activité
énergétique des éléments I6, Ieq, Kjac et Cjac. En utilisant la même méthode pour les autres
éléments, nous pouvons ensuite calculer l'activité total (par rapport à la bande passante). Cette
dernière est nécessaire pour obtenir les index d'activité que nous trions selon l'ordre
décroissant.

En appliquant le seuil d'activité choisi (voir paragraphe 2.3.2), nous pouvons supprimer les
éléments négligeables pour obtenir le modèle réduit pour chaque bande passante désirée.
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Annexe H 
Séquence Binaire Pseudo-Aléatoire (SBPA)

La Séquence Binaire Pseudo-Aléatoire (SBPA) est une succession d’impulsions
rectangulaires modulées en largeur. Il approxime un bruit blanc discret. Le terme pseudo-
aléatoire caractérise l’existence d’une séquence se répétant à l’intérieur de laquelle la largeur
des impulsions varie aléatoirement. La réalisation d’une SBPA se base sur l’utilisation d’un
registre de longueur N, qui se décale vers la droite à chaque période propre du signal
d’excitation de longueur T. Cette période propre est une multiplication de la période
d’échantillonnage (Te). La Figure H.1 présente une SBPA avec N = 4. Le spectre fréquentiel a
été présenté dans le Tableau 2.5.

SBPA avec N = 4, T = 1 s, Te = 10 ms

0 5 10 15 20 25 30
time {s}

O
ut

pu
t

0

0.5

1

1.5

Figure H.1. Signal SBPA

Nous utilisons la SBPA dans notre étude des signaux d'excitation pour simplifier nos modèles.
Nous avons implanté une programmation sous 20 Sim pour générer ce signal.

parameters
real p = 5.0; // le multiple pour obtenir T
real Te = 0.01; // période d'échantillonnage
real Amplitude = 2750.0 {V}; // amplitude
real Ton = 0; // temps pour commencer

variables
real y1, y2, y3, y4; // yi : registre (N = 4)
real dy1, dy2, dy3, dy4; // dyi : l'ancien valeur de yi (pour le décalage)

Tmin  = T Tmax
=N.T

Tpa = (2N – 1).T
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real T, ph, b; // T : largeur minimale
// b et ph sont utilisés pour l'échantillonnage

initialequations // pour initialiser certaines variables
y1 = 0 ;
y2 = 0;
y3 = 0;
y4 = 1;
b = 1;
T = p * Te;

equations
if time > Ton then

dy1 = dly(y1, 0);
dy2 = dly(y2, 0);
dy3 = dly(y3, 1);
dy4 = dly(y4,1);

ph = (time - Ton) mod T;

if ph < Te and b <> 1 then
y1 = ((not dy3) and dy4) or (dy3 and (not dy4));
y2 = dy1;
y3 = dy2;
y4 = dy3;
b = 1;

else
if ph > (p-1)*Te then

b = 0;
end;

end;
end;
y = Amplitude*y4; // y : variable de sortie (SBPA)



209

Annexe I 
Etude des signaux de la chaîne de transmission mécanique
(par la méthode MORA)

Nous avons appliqué la méthode MORA associée avec une étude des signaux décrite dans le
paragraphe 2.3.2 du Chapitre 2 sur le modèle de la chaîne de transmission mécanique. Nous
avons utilisé les signaux de type échelon, sinusoïde, SBPA et chirp comme excitation. Il
existe 2 entrées dans le modèle : Cem et Fres.

Nous présentons les index d’activité des éléments mécaniques pour chaque type d’excitation
dans les figures suivantes. Nous les avons résumé ces résultats dans le paragraphe 4.1.3 du
Chapitre 4 afin de déduire les modèles réduits BF et HF.

I.1. Excitation à l’entrée Cem

I.1.1. Echelon

Nous regardons l’influence de la durée T de l’échelon aux index d’activité. La Figure I.1
montre les index d’activité des éléments pour différentes durées d’excitation.
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0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

I6 I5 I4 I3 I9 Ieq Kacc K4 K5 Kjac Kess Cacc Cjac 

In
de

x 
d'

ac
ti
vi
té

 T = 1 s 
T = 20 s 

Figure I.1. Index d’activité des éléments pour les échelon à l’entrée Cem.
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§ Pour les échelons de durée T = 0.01 s et T = 0.02 s, nous voyons que les éléments les plus
importants sont I6 et Kjac. Ces excitations ont une gamme de fréquence de 0 à 100 Hz
(pour T = 0.01 s) et de 0 à 50 Hz (pour T = 0.02 s). Nous remarquons que la fréquence de
résonance de la partie mécanique (Freson = 18 Hz) est incluse dans ces gammes de
fréquence. Nous retrouvons les éléments responsables des phénomènes de résonance dans
le système. Nous voyons aussi que les autres éléments ont des index d’activité non
négligeables, excepté les éléments I5, I9, Kacc, Kess et Cacc.

§ Pour un échelon de durée T = 0.1 s (associée à une gamme de fréquence de 0 à 10 Hz),
nous voyons qu’il y a 4 éléments nécessaires (I6, Ieq, Kjac et Cjac). Nous retrouvons les
éléments obtenus pour le bond graph lent de la méthode des perturbations singulières
(voir paragraphe 4.1.1). L’importance des éléments Kjac et Cjac diminue quand nous
augmentons la durée (voir T = 1 s).

§ Pour une durée très longue, par exemple T = 20 s qui correspond à une gamme de
fréquence de 0 à 0.05 Hz, soit un signal très basse fréquence, seuls 2 éléments (I6 et Ieq)
sont nécessaires (voir Figure I.1). Ces éléments sont des inerties élevées qui induisent des
modes lents.

I.1.2. Sinusoïde

Dans un premier temps, nous excitons le modèle avec les sinusoïdes de fréquences égales aux
fréquences propres des boucles causales dans le modèle. L’objectif est de voir s’il y a un
rapport entre la pulsation propre d’une boucle causale et les index d’activité des éléments
associés à cette boucle causale. Nous prenons les boucles causales entre I3 et Kjac dont la
fréquence propre est autour de F = 90 Hz, entre I6 et Kacc (F = 2900 Hz) et entre I5 et Kacc

(F = 30000 Hz). Les index d’activité sont présentés Figure I.2. Nous remarquons que seul la
troisième fréquence excite vraiment les éléments associés à la boucle causale (I5 et Kacc).

 

Cem : Excitation sinusoïdale de différentes fréquences 
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Figure I.2. Index d’activité pour des excitations sinusoïdales à l’entrée Cem

de fréquences égales aux fréquences propres des boucles causales
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Nous excitons le modèle avec des sinusoïdes basse fréquence (voir Figure I.2). Pour une
fréquence très basse (par exemple F = 0.3 Hz), il n’y a que 2 éléments nécessaires (I6 et Ieq),
ce qui confirme le résultat précédent obtenu pour un échelon longue durée. Pour une
fréquence de 1.5 Hz, l’élément Kjac n’est plus négligeable. Pour une sinusoïde de fréquence
égale à la fréquence de résonance (18 Hz), tous les éléments sont nécessaires (sauf 4
éléments : I9, Kacc, Kess et Cacc). Nous voyons que les index d’activité des éléments I6 et Kjac

sont les plus grands. Nous vérifions que ces éléments sont bien responsables de cette
résonance.
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Cem : Excitation sinusoïdale de F = Freson (18Hz) 
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Figure I.3. Index d’activité pour des excitations sinusoïdales basse fréquence à l’entrée Cem.

I.1.3. SBPA

La Figure I.4 présente les index d’activé des éléments pour des excitations SBPA de
différentes périodes propres de décalage T (ou différentes largeurs minimales). Nous
retrouvons des résultats analogues à ceux obtenus avec des échelons de durée variable.

§ Pour une période T très courte presque tous les éléments sont importants, comme dans le
cas d’un signal échelon de durée très courte.

§ Pour une période T assez longue, il n’y a que 2 éléments importants : I6 et Ieq. Nous
retrouvons la même caractéristique que celle d’un échelon de longue durée.
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Cem : Excitation SBPA de durée courte avec Te=1ms 
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Cem : Excitation SBPA de longue durée avec Te=10ms

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

I6 I5 I4 I3 I9 Ieq Kacc K4 K5 Kjac Kess Cacc Cjac

In
de

x 
d'

ac
ti
vi
té

T = 1 s
T = 10 s

Figure I.4. Index d’activité pour des excitations SBPA à l’entrée Cem

de différentes périodes propres de décalage T.

I.1.4. Chirp

La Figure I.5 présente les index d’activité des éléments pour des excitations chirp à l’entrée
Cem. Nous rappelons que le chirp est une cosinusoïde balayant les fréquences entre F0 et F1

(voir paragraphe 2.3.2.2). Nous voyons que pour des signaux chirp basse fréquence (BF), il y
a 4 éléments nécessaires (I6, Ieq, Kjac et Cjac). Pour des signaux de fréquence proche de la
fréquence de résonance (18Hz), nous remarquons que les éléments les plus importants sont I6

et Kjac. Les autres éléments deviennent aussi important (effet de la résonance) excepté les
éléments : I9, Kacc, Kess et Cacc. Pour un signal chirp haute fréquence (HF), l’élément le plus
important est l’inertie I6. L’importance de l’inertie Ieq est moindre.
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Cem : Excitation chirp BF  
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Cem : Excitation chirp autour de la fréquence de résonance 
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Cem : Excitation chirp HF  
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Figure I.5. Index d’activité pour des excitations chirp à l’entrée Cem

de différentes gammes de fréquence (de F0 à F1).

I.2. Excitation à l’entrée Fres

I.2.1. Echelon

Nous voyons à la Figure I.6 qu’il n’y a que 2 éléments importants (I6 et Ieq) pour un échelon
de durée assez longue. Pour un échelon de courte durée, les éléments Kjac et Cjac font partie
des 99.5 % de l’activité totale du modèle. Ces éléments ne peuvent plus être négligés
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Fres : Excitation échelon de différentes durées 
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Figure I.6. Index d’activité pour des excitations de type échelon de
différentes durées à l’entrée Fres.

Si l’on compare ce résultat à celui obtenu pour le même type d’échelon sur l’entrée couple
machine (cf Figure I.1), on constate que les résultats sont notablement différents, en
particulier dans le cas d’un échelon de courte durée (comportement HF). Ceci peut
s’expliquer par un effet de lissage opéré par l’élément I : Ieq, dont la valeur très élevée filtre la
perturbation sur Fres.

I.2.2. Sinusoïde

La Figure I.7 montre qu’en basse fréquence, il n’y a que 2 éléments nécessaires (I6 et Ieq)
tandis qu’en haute fréquence, seule l’inertie equivalente Ieq est importante. A la fréquence de
résonance (Freson = 18 Hz), presque tous les éléments deviennent importants comme dans le
cas où nous donnons une même excitation à l’entrée Cem (voir Figure I.3).

 

Fres : Excitation sinusoïdale de différentes fréquences 
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Figure I.7. Index d’activité pour des excitations sinusoïdale de
différentes fréquences à l’entrée Fres.
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I.2.3. SBPA

Nous remarquons que les excitations SBPA donnent le même résultat que les échelons (voir
Figure I.6 et Figure I.8).

 

Fres : Excitation SBPA de différentes durées  
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Figure I.8. Index d’activité pour des excitations SBPA de
différentes largeurs minimales à l’entrée Fres.

I.2.4. Chirp

La Figure I.9 présente les index d’activité des éléments pour des excitations chirp de
différentes gammes de fréquence. Nous voyons qu’en basse fréquence, il n’y a que 2 éléments
importants (I6 et Ieq), tandis qu’en haute fréquence, seule l’inertie equivalente Ieq est
importante. Pour une gamme de fréquence proche de la fréquence de résonance, nous
remarquons une grande activité pour les éléments I6 et Kjac.

 

Fres : Excitation chirp de différentes fréquences 
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Figure I.9. Index d’activité pour les excitations chirp de
différentes gammes de fréquence à l’entrée Fres.
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