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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und He-
lium présentiert, welche einen Dichtebereich von 107! g/cm?® bis 2000 g/cm?
und einen Temperaturbereich von 60 K bis 10 Millionen K abdecken. Das Herz-
stlick dieser Zustandsgleichungen bilden Molekulardynamiksimulationen basierend
auf der Dichtefunktionaltheorie bei endlichen Temperaturen (DFT-MD), welche
den stark korrelierten Bereich der warmen dichten Materie sehr gut beschreiben
konnen. Die notwendigen Erweiterungen der DFT-MD-Daten in die Bereiche des
vollstandig ionisierten Plasmas und des idealen Gases werden ebenfalls erlautert.
Die Giite dieser Zustandsgleichungen wird durch Vergleiche mit Daten aus Hoch-
druckexperimenten unterlegt. Zusétzlich werden Strukturmodelle fiir Jupiter und
Braune Zwerge sowie Masse-Radius-Relationen fiir Objekte mit bis zu 75-facher
Jupitermasse vorgestellt, welche auf den genannten Zustandsgleichungen basieren.
Diese Modelle reproduzieren die beziiglich des Gravitationsfeldes relevanten und
durch Beobachtungen gewonnenen Daten der Objekte. AbschlieBend werden fiir
das adiabatische Innere von Groflen Planeten und Braunen Zwergen Materialei-
genschaften prasentiert, welche konsistent aus den Zustandsgleichungen resultieren
oder mit Hilfe von zusatzlichen DFT-MD-Simulationen berechnet wurden. Solche
Materialeigenschaften sind zum Beispiel die Warmekapazitiaten bei konstantem
Druck oder Volumen, die isotherme Kompressibilitidt, die Schallgeschwindigkeit,
die elektrische und thermische Leitfahigkeit, sowie die Scherviskositdt und das
Rosseland-Mittel der Opazitat. Sowohl die Zustandsgleichungen als auch die Ma-
terialeigenschaften vertiefen unser Verstdndnis von Materie unter extremen Be-
dingungen im Inneren von Groflen Planeten und Braunen Zwergen und dienen
gleichzeitig als Ausgangsdaten fiir aufwiandige magneto-hydrodynamische Simula-

tionen, welche die Magnetfelder dieser Objekte untersuchen.
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Abstract

The work in hand presents the construction of equations of state (EOS) for hydro-
gen and helium covering a wide range of densities from 107° g/cm? to 2000 g/cm?
and temperatures from 60 K to 10 million K. They include an extended set of ab
initio EOS data derived from finite-temperature density-functional theory molecu-
lar dynamics simulations (DFT-MD) for the strongly correlated quantum regime.
Accurate connections to data derived from other approaches for the neighboring
regions such as the ionized plasma and the ideal gas are presented. The reliabi-
lity of these EOS data is demonstrated via comparisons with data derived from
high-pressure experiments. Furthermore, interior structure models for Jupiter and
Brown Dwarfs as well as mass-radius relations for objects with a mass of up to 75
Jupiters based on the current EOS data are introduced. These models fulfill all
observational constraints for the gravity data. Finally, we present material proper-
ties for the adiabatic interiors of Giant Planets and Brown Dwarfs such as the heat
capacities at constant pressure or constant volume, the isothermal compressibility,
the speed of sound, the electrical and thermal conductivity as well as the shear
viscosity and the Rosseland mean opacity. These material properties are derived
in a consistent way either via differentiation of the discussed EOS data or from
additional extensive DFT-MD simulations. In conclusion, the EOS data as well as
the material properties deepen our knowledge and understanding of matter under
extreme conditions in the interiors of Giant Planets and Brown Dwarfs and ser-
ve simultaneously as input data for extensive magneto-hydrodynamic simulations

which investigate the magnetic field of such objects.
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1. Einleitung

Wasserstoff und Helium sind die haufigsten Elemente im Universum. Die Kenntnis
von deren Hochdruckverhalten und Zustandsgleichungen sind von fundamentalem
Interesse fiir die Modellierung von Grofien Planeten und Braunen Zwergen, sowie

zur Beschreibung der Tragheitsfusion (engl. ICF: inertial confinement fusion).

Die aktuellen Hochdruck-Zustandsgleichungen konnen grob in zwei Klassen unter-
teilt werden: zum einen Modelle im chemischen Bild und zum anderen Modelle im
physikalischen Bild. Modelle im chemischen Bild, decken in der Regel ein grofles
Gebiet in der Dichte-Temperatur- oder Temperatur-Druck-Ebene ab. Der grofie
Vorteil dieser Modelle ist, dass sie Zustandsgleichungsdaten vom idealen Gas bis in
den entarteten Bereich aus einer Formulierung der freien Energie generieren kén-
nen. Die in der Modellierung Groer Planeten (GPs) und Brauner Zwerge (BDs)
am weitesten verbreitete Zustandsgleichung ist die von Saumon et al.*** (SCvH-
EOS). Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird das Wort Zustandsgleichung auch
mit der Abkiirzung EOS (engl.: equation of state) synonym verwendet. In der
Formulierung dieser chemischen Modelle liegt aber ein immanentes Problem: Die
Behandlung von Korrelationen zwischen den einzelnen Teilchensorten auf Basis
effektiver Paarpotentiale und die Wahl eines adédquaten Referenzsystems. Diese
Punkte sind besonders wichtig im stark korrelierten Bereich, in dem beispielswei-
se druckgetriebene Dissoziation und lonisation in Wasserstoff simultan auftreten
konnen. Eine klare Unterteilung in Molekiile, Atome und Ionen ist unter solchen
Bedingungen nicht mehr moglich. Diese Zustande von Materie konnen in Hugo-
niotexperimenten erzeugt werden, siche Kapitel [3] Fir Wasserstoff wird hier eine
maximale Kompression der Probe p/gy (mit der Anfangsdichte gg) von 4,25-4.5
in den Experimenten gemessen®?2*l wihrend die SCvH-EOS einen wesentlich
héheren Wert von 5,5 vorhersagt. Somit sind chemische Modelle in diesem stark

korrelierten Bereich nicht sehr gut geeignet.



1. Einleitung

Auf der anderen Seite sind ab initio-Simulationen fiir Wasserstoff und Helium
(siche McMahon et al.** fiir einen ausfithrlichen Review-Artikel) in sehr guter
Ubereinstimmung mit den Experimenten, siche ebenfalls Kapitel . Diese Simula-
tionen miissen jedoch fiir jede einzelne Dichte-Temperatur-Konfiguration separat
durchgefiithrt werden und sind wegen der numerischen Umsetzung nur in einen
bestimmten o — T-Bereich anwendbar. Die freie Energie kann nachtréglich durch
Interpolation und Integration der Ergebnisse solcher Simulationen berechnet wer-
den#9216:229 Gje bleibt aber auf diesen spezifischen Bereich der Daten beschrinkt,
sodass es zur Zeit keine ab initio-Methode gibt, welche Daten vom idealen Gas bis

in den entarteten Bereich fiir beliebige Temperaturen generieren kann.

Deshalb ist eine wesentliche Aufgabe in der vorliegenden Dissertation, Zustands-
gleichungen fiir Wasserstoff und Helium zu konstruieren, welche einen grofien o—T'-
Bereich wie die chemischen Modelle abdecken, jedoch die Genauigkeit von ab
initio-Rechnungen besitzen. Obwohl es schon einige ab initio-Zustandsgleichungen
fiir Wasserstoff gibt#?1422205810 gind diese in der Regel fiir Anwendungen in der
ICF entwickelt worden. Die in dieser Arbeit in Kapitel [2] eingefiihrten Zustands-
gleichungen fiir Wasserstoff (H-REOS.3) und Helium (He-REOS.3) sind somit
die ersten ihrer Art, die fiir den groflien o — T-Bereich der Groflen Planeten und
Braunen Zwerge konstruiert wurden. Die verschiedenen Zustandsgleichungsmodel-
le, die dabei genutzt wurden, sind mit den Abkiirzungen, Referenzen und kurzen
Beschreibungen in Tabelle aufgelistet.

Im Zusammenspiel zwischen ab initio-Zustandsgleichungen und Planetenmodel-
lierung sind die Hochdruckexperimente das wesentliche Bindeglied. Sie kénnen
zwischen den einzelen EOS-Modellen entscheiden, was beim maximalen Kompres-
sionsverhaltnis von Wasserstoff schon beschrieben wurde. Durch die Entwicklung
von Diamantstempelzellen, Gaskanonen, Sprengstoffexperimenten, Hochleistungs-
lasern und magnetisch beschleunigter Platten (Z-Pinch) kénnen immer gréfiere Be-
reiche der Druck-Temperatur-Ebene experimentell untersucht werden, siehe Ka-
pitel [3

Fir die Berechnung von Strukturmodellen und Masse-Radius-Relationen Grofler
Planeten und Brauner Zwerge werden die H-REOS.3 und He-REOS.3 in Kapitel
genutzt. Diese Modelle erlauben einen direkten Vergleich zwischen den verwende-

ten Zustandsgleichungen, aber auch einen Test der Zustandsgleichungen selbst,



da die Modelle sémtliche Beobachtungsdaten beziiglich des Gravitationsfeldes er-
filllen miissen. Dabei gilt bei gleichen Evolutionsstadien, je schwerer ein Grofler
Planet oder Brauner Zwerg ist, desto grofler ist die Dichte des Wasserstoff-Helium-
Gemisches im Innern. Auflerdem sind die zentralen Temperaturen héher, je ndher
das Objekt an seinem Mutterstern ist, sieche Abbildung [I.2] Somit sind Zustan-
der der Materie aus einem grofien Bereich der Dichte-Temperatur-Ebene in den
verschiedenen Groflen Planeten und Braunen Zwergen zu finden. Deshalb ist die
Beobachtung und Modellierung von Braunen Zwergen, welche in dieser Arbeit von
besonderem Interesse sind, ein Test der Zustandsgleichung nicht-idealer entarteter

MaterieB,
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Abbildung 1.1.: Masse-Radius-Diagramm zur Klassifikation von Planeten,
Braunen Zwergen und Sternen. Nicht mafistabsgerecht abgebildet sind die Plane-
ten Erde, die Supererde GJ-1214b"®, Neptun, Jupiter, der Braune Zwerg Gliese-
229b23%  der M-Stern Gliese-229a und die Sonne.

Braune Zwerge sind weder Planeten noch Sterne. Sie enstehen wie Sterne durch
den Kollaps einer kalten Gaswolke™®18l Jedoch akkretieren sie bei diesem Pro-
zess nicht geniigend Materie um die kritische Masse zu erreichen, welche fiir die
Wasserstofffusion im Zentrum nétig wére. Diese Masse (engl. HBMM: hydrogen
burning minimum mass) betrigt etwa 75 Jupitermassen“*=Y (Af5). In der Entste-

hungsphase sind Braune Zwerge jedoch heiff und auch schwer genug um die Deute-
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riumfusion im Zentrum zu ermoglichen'®, Hierzu geniigt eine Masse von 13 Mj,
sodass das Intervall zwischen 13 My und 75 Mj eine semantische Abgrenzung der
Braunen Zwerge zu den Planeten (keine Fusion) und Sternen (Wasserstofffusion)
ist, sieche Abbildung 1.1} Die Entdeckung von massereichen extrasolaren Plane-
ten mit ~ 10 Mj und die theoretischen Vorhersagen, dass aus dem Kollaps einer
Gaswolke Objekte bis zu 7 Mj entstehen konnen"%*Y deuten jedoch auf einen
iiberlappenden Ubergang von Braunen Zwergen und den Planeten hin. Letztere
entstehen jedoch in einer protoplanetaren Scheibe um einen Stern. Somit ist ein
fundierteres Klassifikationskriterium als das Fusionkriterium fiir Braune Zwerge

noch Gegenstand der aktuellen Debatte!#22,

Im Jahr 1995 wurden neben dem ersten Exoplaneten um einen Hauptreihenstern
51 Pegasi-b*1? auch die ersten Braunen Zwerge Gliese-229b%** und Teide-1“%? ent-
deckt. Planeten um Pulsare wurden schon vorher detektiert®2®. Seither kamen
~ 1300 weitere Braune Zwerge? dazu. Erwihnenswert sind an dieser Stelle bedeu-
tende Beobachtungen wie zum Beispiel ein Brauner Zwerg, der von seinem stel-
laren Begleiter in dessen Phase als Roter Riese geschluckt wurde und dies nach
der Phase iiberlebt hat“?” und Braune Zwerge, welche planetare Begleiter haben:
2MASS 1207-3932b%%% und 2MASS J04414489+2301513%13, Stassun et al.?* ist
es gelungen Masse, Radius und Temperatur eines Doppelsystems aus zwei sehr
jungen Braunen Zwergen (wenige Millionen Jahre) im Orion Nebel zu vermessen.
Da diese Objekte noch in der frithen Evolutionsphase der gravitativen Kontraktion
sind, sind sie etwa halb so grofl wie die Sonne. Im Gegensatz zu den Vorhersa-
gen theoretischer Modelle ist der Braune Zwerg mit weniger Masse heifler als sein

massereicherer Begleiter.

In Abbildung sind (Exo-)Planeten und Braune Zwerge in Abhéngigkeit von
ihrer Masse und dem Abstand zum Mutterstern gezeigt. Die farbigen Punkte
stehen, sofern die Daten bekannt sind, je fiir einen der heute ~ 1900 bekannten
Exoplaneten?. Der Farbcode steht fiir die Beobachtungsmethoden, die ausfiihrlich

im Buch von Seager®

vorgestellt werden. Wahrend ein Transitplanet (rot) in
Sichtlinie vor seinem Mutterstern vorbeizieht und damit dessen Helligkeit zeitweise
absinkt (proportional zur Grofle des verdunkelnden Planeten), schwanken diese
charakteristischen Transit-Helligkeits-Kurven um einen Mittelwert, wenn mehrere

Planeten im System sind (variable Transitzeiten).
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Abbildung 1.2.: Masse von Grofien Planeten und Braunen Zwergen dargestellt
iiber dem Abstand zum Mutterstern. Die farbigen Punkte représentieren Exopla-
neten nach ihrer Entdeckungsmethode. Ebenfalls gezeigt sind die Planeten des
Sonnensystems mit den in Kapitel ] und [5] untersuchten massereichen Grofien
Planeten (KOI-889b mit ~ 10M;) und Braunen Zwergen Corot-3b (~ 22Mj) und
Gliese-229b (~ 46Mj).

Die ebenfalls sehr erfolgreiche Methode der Radialgeschwindigkeiten (blau) misst
die Verschiebung der Spektrallinien des Muttersterns um ihren Laborwert. Sie wird
durch die Préasenz eines planetaren Begleiters und der damit verbundenen gemein-
samen Bewegung um den Massenschwerpunkt des Systems verursacht. Diese Me-
thode kann bei bekannter Inklination des Systems genau die Masse des Begleiters
bestimmen, sodass man zusammen mit der Grofle aus dem Transit die mittle-
re Dichte der Objekte berechnen kann. Die mittlere Dichte ist eine wesentliche
Information, da man mit ihrer Hilfe grob die Zusammensetzung eines Planeten
abschitzen kannZ8%306 Weitere Methoden sind die gemessenen Pulsarperioden
von wenigen Millisekunden, welche ebenfalls durch einen Begleiter gestort werden
(cyan) und die direkte Beobachtung eines Planeten (griin), die moglich ist, wenn
das System sehr jung ist oder der Orbit des Planeten eine sehr grofle Halbachse
besitzt, das heifit der Planet sehr weit von seinem Stern entfernt ist. Auflerdem

kann der Gravitationslinseneffekt augenutzt werden, wenn das Licht eines Sterns
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durch Vorbeiziehen eines Stern-Planeten-Systems in der Sichtlinie gebiindelt wird
und der Planet eine zusétzliche Vergroflerung verursacht. All diese Methoden sind

auch geeignet, um Braune Zwerge zu entdecken.

Braune Zwerge sind sie aus vielen Aspekten sehr interessant, da sie abgesehen
von der kurzen Phase der Deuteriumfusion und, wenn sie schwerer als 65 M),
sind, begleitet von einer noch kiirzeren primordialen Lithiumfusion den Rest ihres
Lebens nur noch abkiihlen. Beispielsweise ist ihre Atmosphére sehr komplex in
verschiedenen Temperaturbereichen. So kénnen sich unterhalb von 2300 K Staub-
kérner aus Silikaten und Eisen bilden*¢*209 die dann unterhalb von 1300 K wie-

der verschwinden #0299

wahrend bei noch niedrigeren Temperaturen Methanwolken
entstehen™®. Mehrschichtige Atmosphéren mit Wolken so grofi wie die Erde und
Eisenregen wurden kiirzlich auf den sonnennahen Braunen Zwergen Luhman-16a
und Luhman-16b beobachtet®3%¢3 Die komplexe Physik der Atmosphéaren Brau-
ner Zwerge ist jedoch nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit, sodass nur an der
relevanten Stelle bei der Modellierung dieser Objekte im Kapitel noch einmal
kurz darauf eingegangen wird. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Modellierung
des Innern von Braunen Zwergen. Wegen der anhaltenden Abkiihlung kontrahie-
ren BDs bis sie sogar kleiner sind als Jupiter, trotz der wesentlich grofleren Masse.
Dies liegt daran, dass im Innern Driicke von einigen 100 Gbar und Temperaturen
von mehreren 100000 K entstehen, sodass die Materie hier vollstandig entartet ist

und diese Kompaktheit von Braunen Zwergen ermoglicht.

Zusammengefasst hat die vorliegende Arbeit deshalb folgenden Aufbau: In Ka-
pitel 2| wird die Konstruktion der Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Heli-
um vorgestellt, welche anschliefend in Kapitel [3| mit den Ergebnissen verfiigbarer
Hochdruckexperimente verglichen werden und zur Auswertung aktueller Expe-
rimente dienen. Die lineare Mischung beider Zustandsgleichungen wird dann in
Kapitel 4] benutzt, um Strukturmodelle und Masse-Radius-Relationen fiir Grofle
Planeten (Jupiter) und insbesondere von Braunen Zwergen zu berechnen. Die Isen-
tropen der Strukturmodelle sind dann Grundlage fiir thermodynamische Material-
und Transporteigenschaften im Inneren von Grofien Planeten und Braunen Zwer-
gen, die dann in Kapitel [5| berechnet und vorgestellt werden. Eine Zusammenfas-
sung dieser Arbeit und ein Ausblick auf noch ausstehende Probleme ist dann im
abschliefenden Kapitel [] zu finden.



Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit, welche in Verdffentlichungen eingeflossen
sind, sind durch die Abkiirzungen A1-A10 hervorgehoben. Die entsprechenden
Werke sind in der Liste der eigenen Publikationen im Anschluss an das Literatur-

verzeichnis zu finden.
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Abkiirzung Ausgeschriebene Bezeichnung

Eigenschaften der EOS

Dichtefunktionaltheorie-
DFT-MDUHLTS Molekulardynamiksimulationen

bei endlichen Temperaturen

Ab initio-Simulationen mit VASP,
Korrelationen und Quanteneffekte sind

konsistent in der DFT behandelt

Wasserstofl-Rostock-
H-REOS.144¢ Zustandsgleichung

Version 1

EOS fiir Grole Planeten, kombiniert
FVT, FVT* und DFT-MD-Daten

aus Simulationen mit 64 Teilchen

Wasserstoff-Rostock-
H-REOS.2243,[A10] Zustandsgleichung

Version 2

EOS fiir Grofle Planeten, kombiniert
FVT, FVT+t und DFT-MD-Daten

aus Simulationen mit 256 Teilchen

Wasserstoff-Rostock-
H-REOS.318:[42] Zustandsgleichung

Version 3

EOS fir Grofle Planeten und Braune Zwerge,
kombiniert FVT/FVT*, CP, SCvH, PIMC
und DFT-MD-Daten mit 256 Teilchen

Helium-Rostock
He-REOS. 1246 Zustandsgleichung

Version 1

EOS fiir Grofle Planeten, kombiniert
Sesame 5761 und DFT-MD-Daten fiir vier

Isothermen aus 32/64-Teilchen-Simulationen

Helium-Rostock
He-REOS.318:[A2] Zustandsgleichung

Version 3

EOS fiir Grofle Planeten und Braune Zwerge,
kombiniert eine Virial-EOS, SCvH
und DFT-MD-Daten mit 108 Teilchen

Saumon, Chabrier und

EOS fiir Grofle Planeten und Braune Zwerge

SCvH284 van Horn EOS im chemischen Bild, minimiert freie
fir H und He Energie, nutzt fluid perturbation theory
Fluid variational theory EOS im chemischen Bild, minimiert freie
FVTI58 Wasserstoff-EOS Energie, nutzt fluid variational theory
Fluid variational theory EOS im chemischen Bild basierend auf
FVT+I2 ,plus”-Wasserstoff-EOS FVT, behandelt zusétzlich Ionisation
Chabrier-Potekhin-Modell Modell der freien Energie fiir
Cphe fiir die Wasserstoff-EOS vollsténdig ionisiertes Plasma
Pfadintegral Monte Carlo Ab initio-Methode, die auf Auswertung
PIM(CH142 Simulationen der N-Teilchen-Dichtematrix basiert
Quotidian equation Empirische EOS, kombiniert Thomas-Fermi
QEOSHLe L5252 of state Theorie mit dem Cowan-Modell fiir Ionen

Tabelle 1.1.: Ubersicht iiber die im nichsten Kapitel diskutierten Zustandsglei-

chungen (EOS).



2. Zustandsgleichungen fiir

Wasserstoff und Helium

In diesem Kapitel werden Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium vor-
gestellt, die einen sehr groflen Bereich in der Dichte-Temperatur-Ebene abdecken
(10719 g/em® < p < 2000 g/cm®, 60 K< T < 107 K). Das Herzstiick dieser Zu-
standsgleichungen sind Daten, welche aus Dichtefunktionaltheorie-Molekulardyna-
mik Simulationen bei endlichen Temperaturen (DFT-MD) gewonnen wurden. Die
theoretischen Grundlagen solcher Simulationen und deren Umsetzung im Vienna
Ab initio Simulation Package™® ™ (VASP) werden im Abschnitt erldutert.
Da VASP schon seit langer Zeit in der AG ,,Statistische Physik” verwendet wird,
ist die DFT-MD und deren Umsetzung in VASP schon in fritheren Disserta-

tionen®3 0102 gowie in einschlagigen Biichern®* U ynd Review-Artikeln!2t2
ausfithrlich beschrieben, sodass die Punkte in dieser Arbeit nur kurz behandelt

werden.

Wie sich herausstellen wird, sind DFT-MD Rechnungen mit VASP bei kleinen
Dichten nicht mehr moglich, sodass dort andere Zustandsgleichungsmodelle be-
nutzt werden miissen. Die zentralen Aufgaben sind daher zum einen, geeignete Mo-
delle zu finden, welche glatt in die DF'T-MD Daten tibergehen. Zum anderen muss
die resultierende zusammengesetzte Zustandsgleichung in hohem Mafle thermody-
namisch konsistent sein, siehe Abschnitt 2.4l Die entsprechenden Ergebnisse fir
Wasserstoff werden in Abschnitt 2.2] vorgestellt, die fiir Helium im Abschnitt [2.3]
Fir die Modellierung von Grofien Planeten und Braunen Zwergen benotigt man
eine Mischungszustandsgleichung aus Wasserstoff, Helium und schwereren Ele-
menten. Die entsprechende lineare H-He-Mischungszustandsgleichung wird in Ab-

schnitt [2.5|eingefiihrt und mit einer realen Mischungszustandsgleichung verglichen.



2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

2.1. Dichtefunktionaltheorie-Molekulardynamik
Simulationen (DFT-MD)

Um die Zustandsgleichungen von Wasserstoff und Helium unter hohen Driicken
und Temperaturen bestimmen zu konnen, muss das Problem des wechselwirkenden
Vielteilchensystems (VTS) auf quantenmechanischer Ebene gelost werden. Der
Hamiltonian des VTS H = K;+ K.+ U; +U.. + V.; setzt sich in dieser Reihenfolge
aus den kinetischen Energien K der Ionen und Elektronen sowie den Beitrégen der
[on-Ion-, der Elektron-Elektron- und der Elektron-lon-Wechselwirkung zusammen

und hat ausgeschrieben die Form:

= _ + + _ s
Jj=1 2MJ k=1 j=1k=j+1 dmeg ’Rj — Rk‘
Ne Ne 2 1 N; Ne 62 7
Z > > . (2.1)

dmeo |B5 — Bu| 1 i dmeo ‘Rj —

J

Neben den Massen der Ionen M; und der Elektronen m., der Kernladungszahlen
Zj und Zj sowie der Elementarladung e und der elektrischen Feldkonstante e
treten als Operatoren die Impulse p; und p, und die Orte R und # der Ionen und
der Elektronen auf. Die entsprechende Schrédingergleichung des VT'S kann nume-
risch nicht fiir mehr als ~ 10 Teilchen gelost werden’’® da der Rechenaufwand
exponentiell mit der Teilchenzahl skaliert. Dieses Problem wird mit einigen Na-
herungen umgangen, indem man im Rahmen der Born-Oppenheimer-Niherung*!
die Tonen klassisch behandelt und beim Elektronensystem an der dreidimensiona-
len Dichte und nicht an der N-Teilchen-Wellenfunktion interessiert ist. Grundlage
fiir die Born-Oppenheimer-Naherung ist die unterschiedliche Dynamik der Tonen
aufgrund ihrer wesentlich hoheren Masse gegeniiber den Elektronen, welche iiber
die Dichtefunktionaltheorie (DFT) behandelt werden, die im Folgenden vorgestellt

wird.

2.1.1. Dichtefunktionaltheorie und Kohn-Sham-Formalismus

Die Theoreme von Hohenberg und Kohn'#? konstatieren, dass die Grundzustand-

senergie des Elektronensystem vollstandig tiber die Einteilchendichte n(r) des Sy-
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2.1. Dichtefunktionaltheorie-Molekulardynamik Simulationen (DFT-MD)

stems berechnet werden kann. Ausgehend vom elektronischen Hamiltonian

I—L =K et Uee —I—Vei besagen die Theoreme, dass wenn zwei Elektronensysteme mit
den externen Potentialen Ve(il) und f/e(f) die gleiche Grundzustandsdichte n(r) ha-
ben, so kénnen sich ‘7e(i1) und 176(1-2) nur um eine Konstante unterscheiden. Somit ist
das externe Potential Vez ein eindeutiges Funktional der Grundzustandsdichte. Da
V. gleichzeitig auch H, festlegt, ist die Grundzustandsenergie Ej als Minimum des
Dichtefunktionals E[n(r)] des N-Teilchensystems ebenfalls ein eindeutiges Funk-

tional der Grundzustandsdichte.

Die beiden Theoreme wurden erstmals fiir das inhomogene Elektronengas bei

T = 0 K formuliert und spéter von Mermin®® fiir endliche Temperaturen erwei-
tert, wobei fir die Anwendungen in der vorliegenden Arbeit das Dichtefunktional
der freien Energie F'[n(r)] minimiert werden muss. Fiir die Formulierung der Theo-
reme und eines Formalismus zur Umsetzung der DFT, siehe unten, bekam Kohn
1998 den Nobelpreis fiir Chemie.

Das Dichtefunktional der freien Energie
Fin(r)] = Ko + Up[n(r)] + Ve[n(r)] = T'So + Fxc[n(r)]

beinhaltet in dieser Reihenfolge die kinetische Energie des Systems aus nicht
miteinander wechselwirkender Teilchen, die Hartree-Energie (klassische Wechsel-
wirkung der Elektronen), die Elektron-lon-Wechselwirkungsenergie, die mit der
Temperatur gewichtete Entropie des nicht-wechselwirkenden Systems und dem
Austausch-Korrelationsfunktional (XC-Funktional), in dem alle unbekannten Wech-

selwirkungen subsummiert sind:
Fxcln(r)] = Keln(r)] = Ko + Uee[n(r)] — Us[n(r)] = T'S[n(r)] + TSy

In den DFT-Rechnungen in dieser Arbeit wird in VASP jedoch nur das Energie-
XC-Funktional Exc¢[n(r)] benutzt, welches die Entropieterme vernachlassigt. XC-
Funktionale fiir die freie Energie sind in der lokalen Dichteniherung verfiighar®®,
jedoch nicht in VASP implementiert und in der generalisierten Gradientennéhe-
rung, siehe unten, noch in der Entwicklung. Erste Tests zeigen, dass unter den
thermodynamischen Bedingungn von Jupiter, siche Kapitel [ die Verwendung
eines Fxc[n(r)] statt eines Exc[n(r)] zu Unterschieden im Druck und innerer

Energie von weniger als 2% fithrt2%3,

11
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Eigenschaften

& des Systems o5
SO 8.2
L (YR
%(?é}& 60°6$z
(< O
Schrédinger-Sicht -~ DFT-Sicht ("
— 1 o< . .» s [ [ !
xR ! I
SRRSO Formal \ ° |
. ‘ ’ i . H S
@ A gleichwertig \ !
&0~ 5 ﬁ N °,
~ ~ _ -
@ Elektron L Kohn-Sham Teilchen
<----»> Wechselwirkung (keine Wechselwirkung)
Externes Potential — — - Effektives Potential

0Exc[n(r))
on(r)

Vers (1) = V() +/%dr’+

Abbildung 2.1.: Formale Aquivalenz der Losung des Vielteilchenproblems (wech-
selwirkendes Elektronensystem im statischen externen Potential der umgeben-
den ITonen) tber die Schrédingergleichung und iiber die Dichte-Funktionaltheorie
(DFT) bei Kenntnis des exakten XC-Funktionals, sieche Text, nach Mattson.

Die Minimierung von F[n(r)] durch Variation der Elektronendichte fithrt auf das

sogenannte effektive Potential

(SExc[n(I‘)]
on(r)

Verf(r) = Vei(r) + / |:f2,|dr’+ (2.2)

Fiir das N-Teilchensystem werden dann N Einteilchen-Schrodingergleichungen (1T-
SGL) der Form

2
<—2f;nv2 + veff(r)) U,(r)=¢€,Y,(r), v=12...,N (2.3)

berechnet um die 1T-Wellenfunktionen und 1T-Energien zu erhalten. Die Sum-
me tber das Betragsquadrat der ¥, (r) gewichtet mit der Fermi-Verteilung f, =
1/[exp((E, — p)/kpT) + 1] (p ist das chemische Potential der Elektronen) fithrt

12



2.1. Dichtefunktionaltheorie-Molekulardynamik Simulationen (DFT-MD)

dann auf die Elektronendichte:
N
n(r) =Y LI @ (2.4)
v=1

Die Gleichungen bis sind die Kohn-Sham-Gleichungen’™, die im Kohn-
Sham-Formalismus selbstkonsistent gelost werden miissen, um die Grundzustands-
dichte und damit bei endlichen Temperaturen eine konvergierte minimale freie
Energie zu erhalten. Diese Grundzustandsdichte des nicht-wechselwirkenden Sy-
stems im effektiven Potential ist die gleiche Dichte, wie die des wechselwirkenden

Systems, dessen physikalische Eigenschaften nun berechnet werden kénnen.

Zusammenfassend ist die Idee der DFT noch einmal in einem Bild nach Matt-
son in Abbildung dargestellt: Die Bestimmung der Eigenschaften eines N-
Teilchen-Elektronensystems im externen Potential der Ionen tiber die N-Teilchen-
Schrodingergleichung ist formal dquivalent zur Losung der Ein-Teilchen-Kohn-
Sham-Gleichungen von nicht-wechselwirkenden Kohn-Sham-Teilchen in einem ef-
fektiven Potential, wenn das XC-Funktional exakt bekannt ware. Beide Formalis-

men wiirden zu identischen physikalischen Grofien fithren.

Die essenzielle Groe in der DFT ist demnach das Austausch-Korrelationsfunktio-
nal, dessen Wahl neben der Born-Oppenheimer-Naherung die einzige physikalische
Néaherung zur Beschreibung des VTS im Rahmen der DFT-MD ist. Unter den ver-
fighbaren XC-Funktionalen kann man zwischen solchen unterscheiden, deren Er-
gebnisse an empirische Daten angepasst sind, um bestimmte Groflen wie z.B. die
Gitterkonstante eines Festkorpers zu reproduzieren, und solchen, die keine justier-
baren Parameter haben und somit ab initio-XC-Funktionale genannt werden koén-
nen. In diese Klasse fillt auch das Funktional von Perdew, Burke und Ernzerhof#>?
(PBE) welches im Rahmen der generalisierten Gradientennaherung (GGA) ent-
wickelt wurde und fiir fast alle Rechnungen in dieser Dissertation genutzt wurde.
Im Gegensatz zur einfacheren lokalen Dichtendherung (LDA)LE254255 die nur die
lokale Elektronendichte n(r) im XC-Funktional beriicksichtigt, bezieht die GGA
auch die Gradienten von n(r) mit ein. In der Literatur findet man extensive Tests

13061495251

zu Vorhersagen verschiedener Funktionale beziiglich der Bandliicke , dem

12241204297

Kompressionsmodul®#¥#2 der Bindungslinge von Molekiilen , sowie der

TO0Y T2 THIS0H 408 IR 24295

Gitterkonstante in Festkorpern , auf die hier verwiesen wird.

Weitere XC-Funktionale, die in dieser Arbeit verwendet werden, sind neben dem

13
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PBE- und einem LDA-Funktional auch das Hybrid-Funktional von Heyd, Scu-
seria und Ernzerhof (HSE)!#*32 welches nicht-lokale Austauschbeitrige mit be-
riicksichtigt und damit die Fehler infolge der Selbstwechselwirkung in der DFT
weitgehend kompensiert™?®, aber damit auch numerisch wesentlich aufwindiger
ist. Aulerdem wird das van-der-Waals XC-Funktional vdw-DF2HSEEESL - el
ches zu den lokalen Beitrdagen auch nicht-lokale Dispersionskrafte beriicksichtigt,
genutzt, siehe Kapitel [3

2.1.2. Umsetzung der DFT-MD in VASP

Der Kohn-Sham-Formalismus zur Berechnung der Eigenschaften des Elektronen-
systems ist in VASP implementiert. Da dieser Code urspriinglich fiir Festkorperbe-
rechnungen entwickelt wurde, werden die elektronischen Wellenfunktionen durch
ebene Wellen reprasentiert. Dadurch kénnen periodische Randbedingungen oder
die sehr haufig durchzufiihrenden Fouriertransformationen einfach realisiert wer-
den. Es entstehen aber auch Nachteile durch die Wahl dieses Basissatzes. Simuliert
man beispielsweise sehr diinne Systeme nahe dem idealen Gas, so erstrecken sich
die signifikanten Beitrdge der Wellenfunktionen iiber einen groffen Raum und man
muss ebene Wellen bis zu einem sehr hohen Energie-Cutoff mit berticksichtigen.
Dies fithrt bei sehr kleinen Dichten dazu, dass nur sehr wenig Teilchen berechnet
werden kénnen oder die Simulation ganz abbricht. Andererseits ist die elektroni-
sche Wellenfunktion im Coulombpotential in der Néhe der Ionen stark oszillierend,
sodass auch hier wieder ebene Wellen mit sehr hohen Energien in der Entwicklung

mitgenommen werden miissen.

Um dieses Problem zu umgehen werden bei moderaten Dichten (bei Wasserstoff
und Helium ¢ < 9 g/cm?) die Elektron-Ton-Wechselwirkungen nicht durch das
reine Coulombpotential beschrieben, sondern durch sogenannte Projector Aug-
mented Wave Potentiale (PAW)4*.% Bei dieser Methode wird innerhalb eines
Cutoff-Radius um einen Kern die stark oszillierende Wellenfunktion (WF) durch
eine glatte Pseudowellenfunktion ersetzt, die dann numerisch einfacher behandelt
werden kann. Die Norm der Wellenfunktion bleibt dabei erhalten. Durch eine li-
neare Transformation kann beim PAW-Ansatz die reale WF aus der Pseudo-WF

zuriickgewonnen werden. Die Nutzung solcher PAW-Potentiale ist jedoch keine
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physikalische Néaherung. Sie fiihren im Bereich ihrer Anwendbarkeit zu den glei-
chen Ergebnissen wie das echte Coulombpotential, was in Konvergenztests gepriift
werden muss und bei den Rechnungen in dieser Arbeit in Anlehnung an die ex-

tensiven Test in der Dissertation von Lorenzen® getan wurde.

Eine weitere numerische Vereinfachung betrifft die Auswertung der Elektronen-
struktur. Statt Integrale zu l6sen wird tiber einen diskreten Satz von k-Punkten
in der Brillouin-Zone summiert. In VASP hat man die Moglichkeit, ganze

k-Punkt-Gitter nach Monkhorst und Pack??® zu verwenden oder an ausgezeichne-
ten Punkten, wie dem I'-Punkt oder dem Baldereschi-Punkt? zu rechnen, siche
Abbildung 2.2l Auch hier muss die Konvergenz stets getestet werden. Fiir die
thermodynamischen Gréflen stellt sich der Baldereschi-Punkt meistens als vollig
ausreichend heraus. Bei Transporteigenschaften miissen hohere k-Punkt-Sétze fiir

konvergierte Ergebnisse verwendet werden, siehe Kapitel [5}

Ist iiber den DFT-Zyklus die Grundzustandsdichte gefunden, so konnen iiber das
Hellmann-Feynmann-Theorem die Kréfte der Elektronen auf die Ionen aus den

Born-Oppenheimer-Energieflichen Ej ausgerechnet werden.

Die Ionen werden in VASP im Sinne einer klassischen Molekulardynamik durch
Losung der Newtonschen Bewegungsgleichungen tiber einen vorgegebenen, diskre-

ten Zeitschritt propagiert:
MR(t) = —=V,;U;; — V,E

Dies geschieht so lange, bis sich im System ein thermodynamisches Gleichgewicht

eingestellt hat.

An dieser Stelle muss die besondere Stirke der DFT-MD Simulationen hervor-
gehoben werden. In klassischen Molekulardynamiksimulationen (MD) wie auch
bei Rechnungen im chemischen Bild werden die Wechselwirkungen tiber effektive
Potentiale (Morsepotential, Exponential-6-Potentiale, Debyepotential) berechnet,
die global genutzt werden. Bei den DFT-MD-Simulationen wird die Wechselwir-
kung der Elektronen mit den Ionen in jedem Zeitschritt neu ausgewertet und ist
somit dichte- und temperaturabhéangig und kann so Korrelationen viel genauer
abbilden. Deshalb ist diese Methode im Temperaturbereich von einigen Elektro-

nenvolt und Festkorperdichten (warme, dichte Materie: WDM) so erfolgreich.

Ebenfalls soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass die Behandlung
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von Quanteneffekten der Ionen wie die Nullpunktsbewegung apostiori geschehen

muss, wie im néchsten Abschnitt beschrieben wird.

Die DFT-MD-Simulationen in dieser Arbeit werden im kanonischen Ensemble
durchgefithrt mit dem thermodynamischen Potential der freien Energie F/(T,V, N).
Die Teilchenzahl N und das Volumen der Simulationsbox werden von vornherein
festgelegt. Die Temperatur des Elektronensystem wird tiber die Fermiverteilung
eingestellt, siehe Gleichung Das Ionensystem wird iiber den Nosé-Hoover-
Thermostaten?® an ein Warmebad gekoppelt, welches periodisch dem System
Warme zufithrt und entzieht. Die Periode dieses Thermostaten betrégt standard-
méBig 40-MD-Zeitschritte. Da die Lénge eines Zeitschrittes i.d.R. etwa 1/30 der
Molekiilschwingungen im System sein sollteT ist der Thermostat gut an das System
gekoppelt und sorgt trotz der Fluktuationen um einen Mittelwert der vorgegeben
Temperatur fiir eine schnelle Konvergenz des Systems in das thermodynamische
Gleichgewicht.

MD-Schritt
Start=—> Io.n_en— Molekul.a.r— > Thermodynamik
positionen dynamik

]

nein

DFT-Schritt

Abbildung 2.2.: Linkes Bild: Kubische Brillouin-Zone mit ausgezeichneten
Punkten wie dem I'-Punkt bei (0,0,0). Der Baldereschi-Punkt®? bei (1/4,1/4,1/4)
wird in dieser Arbeit zur Auswertung thermodynamischer Groflen verwendet.
Rechts: Zusammenspiel von DFT-Zyklus und Molekulardynamik in VASP, siehe

Text. Beide Bilder mit freundlicher Genehmigung von Winfried Lorenzen.
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2.2. Zustandsgleichung von Wasserstoff (H-REOS.3)

Zusammenfassend kann die Implementierung der DF'T-MD in VASP am Flussdia-
gramm in Abbildung noch einmal nachvollzogen werden: Eine Simulationsbox
wird mit vorgegebener Teilchenzahl, Temperatur und vorgegebenen Volumen in-
itialisiert und die Ionen entsprechend einer vorzugebenden Geometrie angeordnet.
Dann folgt der Schritt in die DFT-Schleife. Der Kohn-Sham-Formalismus wird
zu einer anfangs geratenen Elektronenverteilung durchgefiihrt und mit den sich
daraus ergebenden Werten fiir die freie Energie und die Elektronendichte so lange
iteriert, bis die minimale freie Energie und damit die Grundzustandsdichte der
Elektronen gefunden wurde. Ist F minimal, werden dann die Kréifte auf die Ionen
ausgerechnet und diese dann propagiert. Fiir die neue Ionenkonfiguration wird die
Prozedur erneut ausgefiihrt, bis sich ein thermodynamisches Gleichgewicht ein-
gestellt und man geniigend Zeitschritte fiir eine gute Statistik der gewiinschten
GroBe (z.B. Druck oder Viskositét) erhalten hat. An dieser Stelle soll noch einmal
folgendes verdeutlicht werden: Benutzt man in den DFT-MD-Rechnungen ein XC-
Funktional, welches nicht an empirische Daten angepasst ist oder keinen variablen
Parameter hat, wie das PBE-Funktional, so ist das Ergebnis der Rechnung nur
von den vorgegebenen Dichten und Temperaturen abhéngig (bei Sicherstellung
der Konvergenz beziiglich der oben beschriebenen Parameter). Solche Rechnun-
gen werden als ab initio-Rechnungen bezeichnet und im Folgenden fiir Wasserstoff

und Helium durchgefiihrt.

2.2. Zustandsgleichung von Wasserstoff
(H-REQOS.3)

Als einfachstes und haufigstes Element im Universum hat Wasserstoff ein kom-

plexes Hochdruckphasendiagramm, siehe Abbildung[2.3] Die theoretische Schmelz-
drucklinie®” weist ein Maximum auf, welches experimentell bestéitigt ist@0e13:304
und unter der sich die vier verschiedenen Festkorperphasen®415329 hefinden. Des
Weiteren treten in Wasserstoff sowohl Dissoziation und Ionisation auf, welche
sowohl Temperatur- als auch Druck-getrieben sein kénnen. Der Ubergang vom

h 320

nichtleitenden zum leitendem Wasserstoff kann sowohl kontinuierlic als auch

in Form eines Phasentibergangs erster Ordnung (engl. PPT: plasma phase tran-
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

sition) stattfinden, siehe Kapitel und die griinen Koexistenzkurven im Bild,
sowie das blaue Gebiet aus dem Experiment von Knudson et al.1°". Die Isentro-
pen von Jupiter (orange) und dem Braunen Zwerg Gliese-229b (braun) sowie die

Hugoniotkurve liegen jedoch im Gebiet des kontinuierlichen Ubergangs.

Abgesehen von einer expliziten Phononenbehandlung des Festkorpers™® ist die-
se komplexe Physik in der Wasserstoffzustandsgleichung H-REOS.3 abgebildet,
welche fiir astrophysikalische Anwendungen modelliert wurde und im Folgendem
vorgestellt werden soll. Dass die entsprechenden Festkorperexperimente trotzdem
sehr gut reproduziert werden, ist im Kapitel dargestellt.

Die H-REOS.3 besteht aus vier Teilen, sieche Abbildung [2.4] Der stark korre-
lierte Bereich der warmen dichten Materie wird durch DFT-MD-Daten beschrie-
ben, die im Abschnitt vorgestellt werden. Der vollstdandig ionisierte Bereich
wird durch das Model von Chabrier und Potekhin (CP) abgedeckt, siche Ab-
schnitt 2.2.3] Der Anschluss der DFT-MD-Daten zu niedrigen Dichten, sieche Ab-
schnitt , wird unterhalb von 10000 K an die FVT/FVT*-Zustandsgleichung
durchgefiihrt, welche die Dissoziation und beginnende Ionisation im schwach kor-
relierten System gut beschreiben kann. Das partiell ionisierte Plasma oberhalb
von 10000 K wird durch die Zustandsgleichung von Saumon et al.“** (SCvH) be-
handelt, welche bei noch hoheren Temperaturen glatt in das CP-Modell iibergeht.
Tritt die Ionisation genau an der Grenzfliche zwischen DF'T-MD-Daten und der
SCvH-EOS auf, so muss in diesem Bereich interpoliert werden, um die thermo-
dynamische Konsistenz zu erhalten. Dies geschieht unter Berticksichtigung von
Pfadintegral-Monte-Carlo-Daten, siehe Abschnitt [2.2.2] welche zu den ab initio-
Methoden zahlt wie die jetzt folgenden DFT-MD-Daten.

2.2.1. DFT-MD-Daten

Die DFT-MD-Daten fiir Wasserstoff wurden mit VASP aus Simulationen mit je-
weils 256 Atomen berechnet. Die thermodynamischen Groflen wurden am
Baldereschi-Punkt?® ausgewertet. Der Zeitschritt im molekularen System betrug
0,3 fs um die Molekiilschwingungen sehr gut auflésen zu konnen, wiahrend im ato-
maren System auch bis zu 1 fs gewahlt wurde. Die Gesamtsimulationszeit fiir die

thermodynamischen Gréfien einer Dichte-Temperatur-Konfiguration lag zwischen
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2.2. Zustandsgleichung von Wasserstoff (H-REOS.3)
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Abbildung 2.3.: Hochdruckphasendiagramm von Wasserstoff. Zu sehen sind
ganz links die Isentropen von Jupiter und Gliese-229b (siehe Kapitel und
die Hugoniotkurve (Kapitel [3). Unterhalb der theoretisch berechneten schwarzen
ST 2330

Schmelzdrucklinie?® (mit den zugehorigen Experimenten sind die

vier experimentellen Festkorperphasen®041:329

gezeigt. Fir den kontinuierlichen
Nichtmetall-Metall-Ubergang (NMT) im fluiden Wasserstoff ist das Experiment
von Weir et al.®*" und fiir den Ubergang erster Ordnung die Experimente von
Dzyabura et al”™ und Knudson et al*®? abgebildet. Theoretische Vorhersagen
aus DFT-Rechnungen fiir P —T-Punkte mit 50% Dissoziationgrad“’" sowie fiir die
Lage der Koexistenzlinie des NMT basierend auf dem PBE-2%230 dem HSE-194
und dem vdW-DF2-Funktional?®” und QMC-Rechnungen®” werden durch griine

Linien und Symbole dargestellt.

3 und 10 ps. Als Austausch-Korrelationsfunktional wurde die Implementierung der
generalisierten Gradientenniherung nach Perdew, Burke und Ernzerhof“** gewihlt
und die Tonentemperatur wurde mit einem Nosé-Hoover-Thermostat®*® kontrol-
liert. Die Behandlung der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ionen und den

Elektronen erfolgte in Abhéingigkeit von der simulierten Dichte. Fiir o < 2 g/cm?
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Abbildung 2.4.: Zusammensetzung der H-REOS.3-Zustandsgleichung™[42 Die
DFT-MD-Daten (orange) werden zu hohen Dichten und Temperaturen durch
das CP-Modell (rot) erginzt und der Anschluss zu niedrigen Dichten an das
FVT/FVT*-Modell33%158 (blau) und die SCvH-EOS?# (griin) realisiert. Ein gro-
Berer Bereich des partiell ionisierten Plasmas wurde in Anlehnung an die PIMC-
Daten von Hu et al.™2 interpoliert (brauner Bereich). Die Isentropen von Jupiter
(rot) und Gliese-229b (violett) sind als Vergleich mit aufgetragen, wobei die Dichte
die Partialdichte von Wasserstoff in der linearen Mischung ist, siche Kapitel
Das entsprechende Phasendiagramm ist in Abbildung zu sehen.

wurde das in VASP implementierte PAW-Potential21™ fiir PBE-Rechnungen ge-
nutzt. Dieses hat einen Cutoff-Radius von 0,52 A und liefert konvergierte Er-
gebnisse bei einem Energie-Cutoff der ebenen Wellen von 1200 eV. Bei hoheren
Dichten tiberlappen sich die PAW-Sphéaren immer mehr und es muss fiir konver-
gierte Ergebnisse sichergestellt werden, dass in der PAW-Sphére eines Protons,
kein zweites liegt. Deswegen wurden fiir Dichten 2 g/ em® < p<9 g/cm?® das har-

tere Wasserstoffpotential mit einem Cutoff-Radius von 0,43 A ebenfalls mit einem
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2.2. Zustandsgleichung von Wasserstoff (H-REOS.3)

Energie-Cutoff von 1200 eV verwendet. Auch dieses versagt jedoch bei Dichten
tiber 9 g/cm?, sodass hier das volle Coulomb-Potential verwendet wurde. Dieses
bendtigt einen wesentlich hoheren Energie-Cutoff von 3-10 keV. Da in VASP die
Ionen klassisch behandelt werden, miissen Quanteneffekte wie die Nullpunktsbe-

wegung (engl. ZPM: zero-point motion) im Nachhinein behandelt werden.

IR L A 1000 /
1oL — 1000K, 0.4 g/em? o) L HRE
/ -REOS.3
— 3000K, 0,5 g/cmz / // // I N FVT/FVT+
— 4000 K, 0,6 g/cm // Fa — 800 —- SCvH-H
. r) / B « DFT-MD, diese Arbeit
Koordinations-, /' = 4 DFT-MD, Caillabet
> o zahlen /, // // © 600 x CEIMC, Morales et al. -
= g
= 1A
b ne > 400+ -
Paar- :é J
r verteilungs- 10 - 10000 K
funktionen - —
2 200 e 5000 K
L H 1000 K A
y o 300K
% s T5 '
5 10

s 10
Atomabstand [A] Dichte [g/cm?3]

Abbildung 2.5.: Paarverteilungsfunktion g;;(r) (durchgezogen) fur verschiedene
Punkte entlang der Hugoniotkurve (siehe Kapitel 3) zusammen mit der entspre-
chenden Koordinationszahl K (r) (gestrichelt). Die gepunktete Linie deutet den
Molekiilpeak bei 0,741 A an. Rechts: P/o-Isothermen von Wasserstoff [A8] aus
den untersuchten Modellen, siche Text, im Vergleich mit der H-REOS.3.

Fir die Tonen, die in Molekiilen gebunden sind, wurde folgendes Schema verwen-
det, siehe auch Holst et al.*4": Der Anteil von Molekiilen an der Gesamtteilchenzahl
ays in der Box kann iiber die Koordinationszahl, einem gewichteten Integral tiber

die ionische Paarverteilungsfunktion g;;(r),
N—1 g
K(r) = T/0 Ar"? gia (') dr! (2.5)

bestimmt werden. N ist die Anzahl der simulierten Teilchen in der Box mit dem
Volumen V. Der doppelte Wert von K (r) am Molekiilpeak bei 0,741 A, siche
Abbildung 2.5 entspricht dem Anteil der Atome «,,, die in Molekiilen gebun-
den sind. Die dann angewandte quantenmechanische Schwingungskorrektur zur
inneren Energie pro Teilchen

1 1 1
AU = O‘mikB <@vib <2 + exp (@mb/T> — 1) - T) (26)
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

ist die Addition der Beitrdge des quantenmechanischen harmonischen Oszillators
und die Subtraktion des klassischen Schwingungsanteils pro Atom kT /2L T
ist die Temperatur des Systems und kp die Boltzmann-Konstante. Die charak-
teristischen Schwingungstemperaturen fiir Wasserstoff ©2 = 6338,2 K und fiir
bestimmte Anwendungen auch Deuterium ©57 = 4482 K wurden Huber und
Herzberg™? entnommen. Dieser Ansatz weist jedem Molekiil eine einzige cha-
rakteristische Schwingungstemperatur zu. Alternativ kann man auch das gesam-
te Schwingungsspektrum iiber eine Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion be-
rechnen, sieche Bethkenhagen et al.“? und entsprechende Referenzen in dieser Pu-
blikation. Eine dhnliche quantenmechanische Behandlung der Rotation kann ver-
nachlissigt werden, da die Schwingungen die Hauptbeitrige liefern®3”. Ebenfalls
vernachlassigt wird die ZPM fiir Protonen, die nicht in Molekiilen gebunden sind.
Quanten-Monte-Carlo Rechnungen wie die von Morales et al.**? kénnen diese kon-
sistent berechnen. Basierend auf diesen Ergebnissen konnen wir den maximalen
Fehler aufgrund der protonischen ZPM auf 1 % in der thermischen und 0,5 % in
der kalorischen Zustandsgleichung im teilweise dissoziierten oder atomaren System

abschatzen.

Im rechten Bild von Abbildung sind die Isothermen fur 300 K, 1000 K,
5000 K und 10000 K der H-REOS.3 im Vergleich mit der SCvH-EOS (gestri-
chelt), FVT/FVT*-Daten (gepunktet) zu sehen. Die DFT-MD-Daten von Cail-
labet#* (Dreiecke) und aus der vorliegenden Arbeit (Kreise) auf Basis des PBE-
XC-Funktionals, sowie Daten aus coupled electron-ion Monte-Carlo Simulationen
(CEIMC)** sind ebenfalls dargestellt. Fiir 300 K und 1000 K sind SCvH-Daten
nur bis 0,1 g/cm?® verfiighar. Bei hoheren Temperaturen iiberschitzen sie und
die FVT/FVT*-Daten den Druck deutlich, wahrend die verbleibenden ab initio-

Ergebnisse sehr gut iibereinstimmen.

2.2.2. Anschluss zu niedrigen Dichten

DFT-MD Rechnungen fiir niedrige Dichten (bei Wasserstoff: ¢ < 0,1 g/cm?)
sind mit VASP nicht moglich. Wie schon erwahnt, liegt dies an der Repréasentation
der Wellenfunktionen durch ebene Wellen, welche bei kleineren Dichten einen im-

mer grofferen Energie-Cutoff benotigen, sodass das Problem numerisch nicht mehr
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2.2. Zustandsgleichung von Wasserstoff (H-REOS.3)

traktabel ist. Andererseits ist bei niedrigen Dichten nicht mit starken Korrelatio-
nen zu rechnen, sodass numerisch einfachere Modelle im chemischen Bild zu sehr
guten Ergebnissen fiihren sollten. Im Gegensatz zum physikalischen Bild, in dem
nur Elektronen und Ionen wechselwirkend tiber das Coulomb-Potential durch na-
herungsweises Losen der N-Teilchen-Schrodingergleichung (z.B. DFT-MD) behan-
delt werden, sind im chemischen Bild Bindungszustande als stabile neue Teilchen-
sorten neben den elementaren Teilchen (Elektronen, Protonen) moglich. Fir Was-
serstoff werden im Allgemeinen die Reaktionen und die Teilchensorten Hy =H+H
(Dissoziation) und H= H*+e (Tonisation) betrachtet, welche tiber effektive Wech-
selwirkungspotentiale interagieren und deren Anteile an der Gesamtteilchenzahl
mit Hilfe von Saha-Gleichungen bestimmt werden, siehe auch Abschnitt [2.3.2]

Zu diesen Modellen im chemischen Bild gehéren unter anderem die Fluid Variatio-
nal Theory (FVT/FVT") und die SCvH-Zustandsgleichung. Die FVT*™ basiert
auf der Gibbs-Bogolyubov-Ungleichung:

F<Fy+(®— D)o

die besagt, dass die freie Energie des wechselwirkenden Systems kleiner oder
gleich der freien Energie des Referenzsystems (hier ein System aus harten Kugeln
(HK) Fy) und dem Mittelwert der Differenz zweier Wechselwirkungspotentiale, der
iiber alle Zustdnde des Referenzsystems gebildet wird, ist. Wahrend ¢, das HK-
Potential ist, werden fiir ® im Falle der Molekiil-Molekil- beziehungsweise Atom-
Atom-Wechselwirkung an Experimente angepasste Exponential-6-Potentiale ge-
nutzt?0927 Zusammen mit den idealen Beitrigen zur freien Energie der Elektro-
nen und lonen erhalt man dann das thermodynamische Potential fiir das Gesamt-
system. Ausgehend von dem daraus folgenden chemischen Potential des atomaren
Systems berechnet die FVTT dann zusatzlich das Massenwirkungsgesetz zur Be-

handlung der Ionisation, siehe oben.

Im SCvH-Modell werden Dissoziation und Ionisation ebenfalls behandelt. Neben
den idealen Beitragen zur freien Energie folgt der Beitrag aus den Atom- und Mole-
kiilwechselwirkungen aus der Fluid Perturbation Theory?## Wechselwirkungen
zwischen geladenen und neutralen Teilchen werden durch ein Polarisationspotenti-
al?®® beschrieben. In die Beschreibung der Wechselwirkungen zwischen den gelade-

nen Teilchen flieBen die Polarisierbarkeit des Elektronenfluids®® und entsprechende
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

Padé-Formeln’*? hypernetted-chain-Berechnungen fiir das Elektron-Ion-System,
welches tliber ein Debye-Potential wechselwirkt, sowie ein Modell fir das Zwei-
Komponenten-Plasma, welches den Debye-Hiickel-Grenzfall erfiillt, ein. Aus der

1104148

Minimierung der resultierenden freien Energie erhéalt man dann die thermo-

dynamischen Groflen entsprechend der vorgegebenen Dichte und Temperatur.

Sowohl die SCvH-EOS als auch die FVT/FVT*-Daten werden in der H-REOS.3
fir den Anschluss der DET-MD-Daten in den Bereich kleinerer Dichten genutzt,
siehe Abbildung Bis 10000 K gehen die FVT/FVT*-Daten sehr glatt in die
DFT-MD-Ergebnisse iiber. Kritisch ist der Ubergang in Bereichen, wo Ionisation
auftritt, insbesondere an der linken Grenzfliche der DFT-MD-Daten oberhalb von
10000 K. Die Vorhersagen fiir den Druck und die innere Energie zwischen den ein-
zelnen Modellen, insbesondere FVT™ und SCvH variieren hier sehr stark aufgrund
der verschiedenen Naherungen fiir die Wechselwirkung zwischen den Teilchen, so-
dass sich aus folgendem Grund fiir die SCvH-Daten als Niederdichteanschluss
oberhalb von 10000 K entschieden wurde: In Abbildung sind die Isothermen
der inneren Energie (rechts) und des Quotienten aus Druck und Dichte (links)
zu sehen. In dieser Darstellung des Drucks konnen nicht-ideale Beitrédge zur EOS
als Abweichungen vom horizontalen Verhalten bei konstanter Temperatur (ideales
Gas: P/o = RT /M) identifiziert werden.

Deutlich zu sehen ist, dass die Pfadintegral-Monte-Carlo-Ergebnisse (PIMC) von
Hu et al.**? (Dreiecke), welche fiir kleine und moderate Dichten zuginglich sind, in
der Regel sehr gut in die vorhandenen DFT-MD-Ergebnisse (Kreise) iibergehen.
Da diese PIMC-Daten fiir kleinere Dichten ebenfalls sehr gut mit den SCvH-Daten
(gestrichelte Kurven) iibereinstimmen und die FVT*-Ergebnisse (gepunktete Kur-
ven) stark davon abweichen, wurde die SCvH-EOS fiir kleine Dichten in der H-
REOS.3 (durchgezogene Linien) ausgewahlt. Die Interpolation iiber das Gebiet,
wo lonisation genau am Ubergang zwischen der SCvH-EOS und den DFT-MD-
Daten stattfindet und zu deutlich unterschiedlichen Vorhersagen fiir Druck und
innere Energie fithrt, geschieht dann unter Beriicksichtigung der PIMC-Daten,
siehe Bild. Damit entsteht ein glatter Ubergang und die thermodynamische Kon-
sistenz bleibt weitestgehend erhalten, sieche Abschnitt [2.4]
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Abbildung 2.6.: Anschluss der DFT-MD-Daten zu niedrigen Dichten im partiell
ionisierten Plasma [A2]. Die Verbindung der SCvH-H-Daten*** mit den DFT-MD-
Daten wird durch Interpolation tiber PIMC-Daten"#4 im Druck (linkes Bild) und

innere Energie (rechtes Bild) realisiert.

2.2.3. Anschluss zu sehr hohen Dichten

Um im Bereich des vollsténdig ionisierten bzw. stark entarteten Plasmas auf die
aufwindigen DFT-MD-Rechnungen verzichten zu kénnen, wurden verschiedene

einfachere Modelle, welche die freie Energie des Systems berechnen, untersucht.

Historisch naheliegend ist das Thomas-Fermi-Modell (TFM)&30  welches die
thermodynamischen Eigenschaften des Elektronensystems in Abhéngigkeit von
der Elektronendichte berechnet. Dazu wird das Elektron-Ion-System in an den
Réandern ladungsneutrale Wigner-Seitz-Zellen unterteilt. In diesen Zellen bewegen
sich die Elektronen als Fermigas im selbstkonsistenten elektrostatischen Feld der
Ionen. Die Losung der Thomas-Fermi-Gleichung fithrt dann auf die Elektronen-
dichte fiir diese Konfiguration. Da Bindungen vernachlassigt werden, tiberschétzt
das TFM in der Regel den Druck des Elektronensystems, fithrt aber zu verniinf-
tigen Ergebnissen in vollstdndig ionisierten und entarteten Systemen bei hohen
Dichten. Eine Formulierung des TFM bei endlichen Temperaturen gelang Feyn-
man et al.®Y welche dann in das sogenannte QEOS-Modell (quotidian equation of
state)“# einflieft. Im QEOS-Modell werden zusitzlich zu den Elektronenbeitra-
gen aus dem TFM auch die Ionenbeitrage tiber ein empirisches Modell (das sog.
Cowan-Modell**?) und eine Bindungskorrektur beriicksichtigt. Um die QEOS- und

TFM-Daten zu generieren wurde der Code von Faik®” genutzt, welcher auf der Im-
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

plementierung von Kemp basiert'®*1 Die Ergebnisse fiir die 100 K- (schwarz)
und 100 kK-Isothermen (rot) sind in Abbildung[2.7)zu sehen. Die Beitréige aus dem
reinen TFM sind gestrichelt und die QEOS-Daten gepunktet dargestellt zusam-
men mit Ergebnissen des Chabrier-Potekhin-Modells (CPM)®2%26% (durchgezogene
Kurven), siche unten, und DFT-MD-Daten (Sterne). Die gegebenen prozentualen
Abweichungen sind die der H-REOS.3-Daten (DFT-MD) relativ zu den CPM-
Daten. Bei 100 K sorgen die Bindungskorrekturen im QEOS-Modell dafiir, dass
dessen Kurve unter der des reinen TFM liegt, im Gegensatz zu 100 kK, wo der
Einfluss von Bindungen wegen der hohen Temperatur verschwinden muss. Dort
addieren sich im QEOS-Modell nur Elektronen- und Ionenbeitrag und die Kurve
liegt iiber dem TFM-Resultat. Bei sehr hohen Dichten nahern sich alle Kurven in
Abbildung asymptotisch an, wobei der Fehler zwischen TFM und DFT-MD
~ 5% betrigt, deutlich schlechter als DFT-MD verglichen mit dem CPM. Diese
Abweichungen gentigen nicht der Genauigkeit, die fiir die H-REOS.3 angestrebt
wird, sodass das Modell fiir die freie Energie des vollsténdig ionisierten Plasmas
beliebiger Entartung von Chabrier und Potekhin (CPM)?%2%Y im Folgenden un-

tersucht wird.

Das CPM zerlegt die freie Energie in ideale Beitrage und einen sog. Exzessterm:
F = F}; + Ff + F,,. Die idealen Tonenbeitrige werden dabei klassisch behandelt
und die der Elektronen tiber Fermi-Dirac-Integrale bestimmt, sodass sie fiir be-
liebige Entartung und relativistische Effekte giiltig sind. Der Exzessterm F,, =
F.. + F;; + F;. beinhaltet die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen F,. und
Ionen Fj; untereinander und miteinander F;.. Wahrend F,. aus den Padé-Formeln
nach Ichimaru et al.*?? berechnet wird, nutzt das CPM fiir F}; einen Ausdruck fiir
das Ein-Komponenten-Plasma (OCP), indem zwischen Monte-Carlo-Ergebnissen
fiir starke Kopplung™ und dem Debye-Hiickel-Grenzfall schwacher Kopplung in-
terpoliert wird. Der Beitrag aus der Elektron-Ion-Wechselwirkung Fj. wird tiber
den hypernetted-chain-Ansatz zur Losung der Ornstein-Zernike-Gleichung mit ei-

nem Debye-Wechselwirkungspotential berechnet®?.

Die 100 K und die 100 kK-Isothermen des CPM sind ebenfalls in Abbildung [2.7]zu
sehen. Offensichtlich gibt es eine beeindruckende Ubereinstimmung (Abweichung
< 0,5% und besser ) des CPM mit den DFT-MD-Daten fiir Dichten ¢ > 15 g/cm?

sowohl fiir niedrige als auch hohe Temperaturen. Deshalb werden bei allen Iso-
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thermen der H-REOS.3 ab einer Dichte von ¢ > 70 g/cm?® sowie fiir alle Dich-
ten bei Temperaturen 7' > 200 kK Daten des CPM verwendet. Diese Tempera-
tur wurde gewéhlt, weil Wasserstoff hier allein schon durch thermische Anregung
(T > (4,5/2 +13,6) eV ~ 184 kK) dissoziiert und ionisiert wird.
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=10°F
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O |
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i E
A * H-REOS.3 ]
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99% QEOS E
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10 [ [ PR I N
1 10 15 50 70 100

5
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Abbildung 2.7.: Hochdichteanschluss in der H-REOS.3 [A2]: DFT-MD-Daten
aus der H-REOS.3"™ (Sterne) werden bei 100 K (schwarz) und 100 kK vergli-
chen mit dem Modell von Chabrier und Potekhin®? fiir das vollstéindig ionisierte
Plasma, siehe prozentuale Abweichungen. Als weitere Vergleichskurven sind das
Thomas-Fermi-Modell®, sowie das QEOS-Modell?** zu sehen.

Fiir eine bessere Vergleichbarkeit der Zustandsgleichungen mit anderen Modellen
sollte der beliebige Nullpunkt der inneren Energie uy so gewéhlt werden, dass
ein leicht zu reproduzierender Grenzfall erfiillt wird. Die vorliegenden Zustands-
gleichungen sind so normiert, dass sie den Grenzfall des vollstindig ionisierten,
idealen Plasmas bei sehr hohen Temperaturen und niedrigen Dichten erfiillen.
Dieser Grenzfall ist durch folgende Gleichung gegeben:

"y 3 NkgT _ §]€B—T(ne n;) = §(Z—|—1)RT_

2 m 2 0 2 My,

In dieser Gleichung ist N die Teilchenzahl, kg die Boltzmannkonstante, Z die

Kernladungszahl und M,; die molare Masse des atomaren Systems. Die Elektronen-

(2.7)

bzw. Ionendichten sind gegeben durch n. und n;. Fiir Wasserstoff mit Z = 1 und
M, =1 g/mol wird der Grenzfall mit ug = u(10 MK) = 249,433 MJ /g erfiillt.
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

2.3. Zustandsgleichung von Helium (He-REOS.3)

Die Zustandsgleichung fiir Helium (He-REOS.3) ist im Gegensatz zur H-REOS.3
aus nur drei Hauptbestandteilen zusammengesetzt, siche Abbildung Da He-
lium ein Edelgas ist, gibt es unter den hier untersuchten thermodynamischen
Bedingungen keine Molekiile. Die Daten der He-REOS.3 fiir die mittleren und
hohen Dichten, bei denen Korrelationen und Entartung eine wichtige Rolle spie-
len, werden aus DFT-MD-Simulationen gewonnen. Im Bereich niedriger Dichten
werden zwei Modelle angeschlossen. Fiir das partiell und voll ionisierte Plasma
bei Temperaturen iiber 10000 K geht das Modell von Saumon et al.** (SCvH)
fiir die meisten o — T-Punkte sehr glatt in die DFT-MD Daten tiber, siche Ab-
schnitt 2.3.2] Nur bei Temperaturen zwischen 60 kK und 300 kK muss ein kleiner
Bereich interpoliert werden, in dem die Ionisation der Helium-Atome genau im
Ubergangsbereich zwischen dem DFT-MD und dem SCvH-Bereich auftritt. Fiir
den Bereich des atomaren Heliums bei 7' < 10 kK kann mit Hilfe sehr genauer
Virialkoeffizienten fiir das schwach korrelierte System ein sehr glatter und kon-
sistenter Ubergang vom idealen Gas zu den DFT-MD-Daten geschaffen werden,
siehe Abschnitt Im folgenden werden die Methoden vorgestellt, mit denen die
Daten fiir die He-REOS.3-Tabelle erzeugt wurden. Die Zusammensetzung der Zu-
standsgleichung wird dann diskutiert und mit anderen Literaturwerten fiir Helium

verglichen.

2.3.1. DFT-MD-Daten

Die DFT-MD-Daten der He-REOS.3 wurden aus Simulationen von 108 Teilchen
(216 Elektronen) mit VASP gewonnen. Die Auswertung der Brillouin-Zone wurde

wie bei Wasserstoff am Baldereschi-Punkt®? vorgenommen. Die Ionentempera-

tur wurde ebenfalls iiber den Nosé-Thermostaten#4®

1253

eingestellt sowie das PBE-
Austausch-Korrelationsfunktiona genutzt. Der Energie-cutoff fiir die ebenen
Wellen sowie das verwendete Potential variieren mit der Dichte und der Tempera-
tur. Fiir Dichten ¢ < 10 g/cm?® wurde das PAW-Potential**1™ genutzt. Unterhalb
von 1 g/em® und 10000 K betrug der Cutoff 1300-1400 eV, wihrend bei den

gleichen Temperaturen aber Dichten 1 g/ cm® < o < 10 g/cm?® 800 eV ausreich-

28



2.3. Zustandsgleichung von Helium (He-REOS.3)

10 = o ' ' 000 O ‘g ‘O‘ (o] (o] (o] ' (o] ‘ HC‘)W‘ O‘ ‘ ‘C‘)H*
1 104:» ©000 0 0 0 0,0 0 O o ¢
] F ©oo0 o0 0o o o o 9/ 0O ° o o o 7
10 3 b ’ ]
— 3 — F ©0 0 o o o o o6 & o o O o 4
M 1 H 00 0 0 0 0 ,% o o o o o o
= = ,
- 3
5 10 E E 10°F ©0 0 0o o0 g6 o 0 o o o o o
& 18 F oo o of e -2 o o E
C - ]
élo 4 & Foo o oo e BCC 1
£ 1E , DFT-MD (He-REOS.3)\
= 1E10F fliissig \\ 3
10 E fest \ ]
] L Experimente: \ R
otk ] . f o Schmelzdrucklinie \ ]
E E| I ] \
ol ool v vl o ol ol ol v ol rd ol ol ol 1l 10' AT Uber ar}% fcc‘th cod vl 4
10'°10% 10% 107 10° 10° 10* 107 107 107 10” 10" 10° 10° 1007 102 10" 10 100 100 100 10
Dichte [g/cm’] Druck [Mbar]

Abbildung 2.8.: Links: Zusammensetzung der He-REOS.3-
Zustandsgleichung™[42. Die EOS verbindet DFT-MD-Daten mit der SCvH-
Zustandsgleichung®? (rot) und im atomaren Bereich mit einer Virial-EOS (griin),
siehe Text. Ein kleiner Bereich des partiell ionisierten Plasmas wird interpoliert
(braun). Als Vergleich sind die Isentropen von Jupiter (rot) und Gliese-229b
(violett) beziiglich ihrer Helium-Partialdichte in der linearen Mischung abge-
bildet. Rechts: Das Phasendiagramm fiir Helium, welches in der Dissertation
von Lorenzen™ zu finden ist und aus den DFT-MD-Daten der He-REOS.3
gewonnen wurde. Die gestrichelten Phasengrenzen wurden von Loubeyre®®
vorgeschlagen. Von ihm stammen auch die experimentellen Werte fiir den

FCC-HCP-Ubergang??. Die offenen Symbole zeigen experimentelle Werte fiir

Schmelzdrucklinie

ten. Dieser Wert wurde auch fiir alle Temperaturen iiber 10 kK und alle Dichten

0 <10 g/cm? genutzt.

Bei sehr hohen Dichten oberhalb von 10 g/cm?® musste fiir alle Temperaturen das
Coulombpotential mit einem Cutoff von 10 eV verwendet werden, da die PAW-
Potentiale hier wegen der stark uiberlappenden PAW-Sphéren keine konvergierten
Ergebnisse mehr liefern. Das Phasendiagramm, dem diese Simulationen zugrunde
liegen, wird in der Dissertation von Lorenzen® vorgestellt, der alle DFT-MD-
Rechnungen fiir Helium in der He-REOS.3 durchgefiihrt hat. In Abbildung
wird deutlich, dass DFT-MD-Daten fiir sehr hohe Temperaturen nur bei sehr
hohen Dichten verfiigbar sind. Der Grund dafiir ist, dass geméfl der Fermi-Dirac-

Statistik die Elektronen mit steigender Temperatur immer hohere Energiebédnder
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

besetzen, welche in den Simulationen beriicksichtigt werden miissen und diese
dann sehr aufwandig werden. Die Besetzung hoherer Energien kann nur durch ho-
he Dichten und damit einem groferen chemischen Potential kompensiert werden,
sodass DFT-MD-Daten hier nur fiir hohe Temperaturen verfiigbar sind. Anderer-
seits verhalt sich das System mit steigender Temperatur und/oder kleinen Dichten
immer mehr wie ein ideales Gas.Hier konnen andere geeignete Zustandsgleichungs-

modelle genutzt werden, die im Folgendem vorgestellt werden.

2.3.2. Anschluss zu niedrigen Dichten: Die Virialentwicklung

und das partiell ionisierte Plasma

Die Virialzustandsgleichung ist eine Reihenentwicklung des Drucks, welcher in
Ideal- (P'%) und Korrelationsbeitrige (P°") zerlegt werden kann, nach Potenzen
der Dichte®":

P(0,T) = P4+ peor — QZT [1 4 gBi(T) G})ﬂ . (2.8)

Zusétzlich zu den idealen Beitrag oRT /M werden Wechselwirkungsbeitrége durch
die Virialkoeffizienten B;(T") mit berticksichtigt, wobei By die Zwei-Teilchen-
Wechselwirkung, B3 die Drei-Teilchen-Wechselwirkung usw. beschreiben. Unter
Ausnutzung des fundamentalen Zusammenhangs zwischen thermischer und kalo-
rischer Zustandsgleichung (Herleitung siehe Abschnitt

ou oP
_2 - — - .
#(5), =7 (5r) -7

erhélt man dann auch einen Ausdruck fiir die spezifische innere Energie v = U/m:

wen = -SEESENG) ] e

Fiir den besten Ubergang vom idealen Gas zu den DFT-MD-Daten wurden ver-
schiedene Datensitze von Virialkoeffizienten untersucht##°#29029294 Dayvon wur-
den dann By(T) bis Bs(T) von Shaul et al.**! fiir Temperaturen unterhalb von

600 K verwendet. Diese B;(T") wurden aus Monte-Carlo-Rechnungen gewonnen,
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2.3. Zustandsgleichung von Helium (He-REOS.3)

welche die entsprechenden N-Teilchen-Beitrage in der Mayerschen Clusterentwick-
lung auswerten. Die Wechselwirkungen werden bei diesen Rechnungen aus entspre-
chenden ab initio-Paar®®!. und Trimerpotentialen®' gewonnen“**! Um die Viri-
alkoeffizienten fiir die Temperaturen der He-REOS.3 zu erhalten wurden die Ori-
ginaldaten mit natiirlichen kubischen Splines interpoliert. Fiir 600 K < T < 10 kK
gelingt der glatteste Ubergang mit Hilfe von By(T) und Bs(T') von Bich et al.?*.
Diese Virialkoeffizienten wurden unter Verwendung eines ab initio Wechselwir-
kungspotentials mit 18 Parametern*?® berechnet. Die genauen Werte der genutz-
ten Virialkoeffizienten sind in Tabelle 2.1 zu finden.

T B o] Bs|ow| Bilon| B o]
60° 746483 161,676  1553,11 154784
100° 10,4982 147,007  1322,62  9857,49
200 11,6929 121,309 882,001 445825
300 11,5403 104,351 650,567  2547,36
600° 10,651 78,73
1000° 95497 59,44
2000°  7,9556 38,60
3000°  7,0330 29,16
6000°  5,5459 17,14

10000°  4,5542 11,05

Tabelle 2.1.: Interpolierte Virialkoeffizienten B; aus den Originaldaten von
Shaul et al.*! (a) und die Originaldaten von Bich et al.“* (b), welche fiir die
He-REOS.3 genutzt wurden.

Die idealen Beitrage in den Gleichungen und berticksichtigen keine Ioni-
sation der Heliumatome. Deshalb werden in der He-REOS.3 P'¢ und »'¢ aus der
freien Energie F' eines Modells des idealen Plasmas berechnet, welches an For-
ster et al.™V angelehnt ist und im Folgenden beschrieben wird. Die freie Energie

ist gegeben durch

F = NkgT [22: a.ln <W> - 11 . (2.10)

z=0 Z

Dabei steht z fir die z-fach geladenen Atome/Ionen welche den relativen An-
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

teil a, = n,/n an der Gesamtteilchendichte n = N/V = ng + ny + ny des
Systems haben. Die thermische de-Broglie-Wellenldnge der Teilchen ist gegeben
durch A, = h(2rm kpT)~/? und die interne Zustandssumme wird in der Planck-

Larkin-Néherung®%258 herechnet:
_Ez m Ez m - [z’
z = z,m 7 —1 ’ - y 2= 07 1 )
? ;g’ {eXp< kT ) + kBT} eXp( Z,Z:Ok:BT> z

2 [z’
oy = exp <_ZkBT> . (2.11)

2'=0

Die Ionisationsenergien I, die Energieniveaus F, ,, und ihre entsprechenden sta-
tistischen Gewichte g, ,, wurden der NIST-Datenbank™™ entnommen. An dieser
Stelle sei auf den Unterschied zum SCvH-Modell, welches spater kurz beschrieben
wird, hingewiesen: Im SCvH-Modell werden bei der Berechnung der Zustands-
summe nur die I, berticksichtigt, wahrend die Zwischenniveaus F., ,, vernachlas-
sigt werden, sodass es zu kleinen Abweichungen im idealen Bereich kommt, siehe

néichster Abschnitt. Die o, werden iiber die gekoppelten Saha-Gleichungen™

fo=p1+ fe , p1= M2+ He (2.12)

berechnet, welche die Ladungsneutralitiat n, = n; 4+ 2ns als Randbedingung erfiil-
len miissen. P4 und «'¢ kénnen dann durch Differentiation der spezifischen freien

Energie f = F'/m berechnet werden:

Die Isothermen des Drucks und der spezifischen inneren Energie der Virialzu-
standsgleichung sind in Abbildung zu sehen. In den beiden oberen Bildern ist
der Quotient aus Druck und Dichte tiiber der Dichte aufgetragen. In dieser Darstel-
lung werden ideale Beitriage auf horizontale Geraden (gepunktet) reduziert, sodass
Wechselwirkungsbeitrage, welche von der Horizontalen abweichen deutlich hervor-
gehoben werden. Offensichtlich gehen die DFT-MD Daten (Kreise) fiir keine Tem-
peratur im Druck und in der inneren Energie direkt in das ideale Gas-Verhalten
iiber. Die Virialzustandsgleichung (durchgezogene Linie mit o < 0,3 g/cm?) er-
moglicht diesen glatten Ubergang. Fiir Temperaturen 7' < 300 K und Dichten
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Abbildung 2.9.: Isothermen der He-REOS.3 (durchgezogen) [A2], welche iiber
eine Virialzustandsgleichung konstruiert wurden. Diese schafft einen glatten Uber-
gang vom idealen Gas (gepunktet) zu den DFT-MD Daten (Kreise). Die linken
Bilder zeigen das Ausgangsproblem, wahrend die rechten den entsprechenden Ver-

lauf der Virialzustandsgleichung illustrieren.

0 < 0,2 g/cm? sind DFT-MD Simulationen sehr aufwindig, insbesondere weil
hier der Ubergang zum Festkorper liegt. Dies kann man sehr gut in der inneren
Energie bei 60 K an der Senke bei 0,3 g/cm?® sehen. Um einen glatten Ubergang
zu gewahrleisten, wurden bei den vier kleinsten Isothermen die Virialdaten bis
~ 0,3 g/cm3 genutzt. Der Festkorper oberhalb dieser Dichte ist dann wieder gut
durch die DF'T-MD-Daten beschrieben, was man am Vergleich mit den Experi-
menten in Kapitel [3[ sehen kann.

Bei Temperaturen iiber 10000 K wird die Ionisation in Helium relevant. Die Bei-
trage der freien Elektronen fithren im Bereich des idealen Gasmodells nun zu nicht

mehr horizontalen Isothermen, sieche Abbildung [2.10, Der Ubergang vom idealen
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

Gas zu den DFT-MD-Daten gelingt im Bereich des partiell ionisierten Plasmas
(PIP) und des vollsténdig ionisierten Plasmas am Besten, wenn man das Modell
von Saumon et al.*** (SCvH-He) nutzt. Um die Zusammensetzung der He-REOS.3
besser zu verstehen, soll im Folgendem kurz auf die wichtigsten Punkte des Mo-

dells eingegangen werden. Die freie Energie wird hier geschrieben als:
F(n()unlan?anea‘/vT) :Ed+Fconf+FDH+Rnt . (214)

Die letzten beiden Terme Fiq + Fjy sind der ideale und interne Beitrag und ent-
sprechen in der Summe Gleichung[2.10] bis auf den Unterschied, dass die elektroni-
sche Zustandssumme nur die [onisationsenergien /, berticksichtigt und die idealen
Beitrédge der Elektronen iiber Fermi-Integrale ausgedriickt sind, um Entartungs-
effekte zu beriicksichtigen. Der Beitrag der wechselwirkenden Heliumatome Fiou¢
wird mittels Fluid Perturbation Theory berechnet und die Wechselwirungsbei-
trage der geladenen Teilchen iiber die Debye-Hiickel-Naherung Fpy. Fiir Dichten
> 3 g/cm?® wird Helium als vollstéindig ionisiert angenommen und durch das abge-
schirmte Ein-Komponenten-Plasma®* (SOCP) beschrieben. Damit die He-REOS.3
Tabelle fir jede Isotherme die gleiche Anzahl an Dichtepunkten hat, wurden die
Daten des SCvH-He-Modells mit dem Modell des idealen Plasmas zu Dichten von
1071%/cm? erweitert, was den kleinsten Dichten in der Virialzustandsgleichung
entspricht. Deshalb heifit das rote Gebiet in Abbildung 2.8 “SCvH-EOS + Grenz-
fall: ideales Plasma”. Wie auch bei Wasserstoff wird die Verbindung des partiell
ionisierten Plasmas zu den DF'T-MD-Daten am schwierigsten, wenn eine deutliche
Tonisation von Helium genau im Ubergangsbereich an der linken Flanke der DFT-
MD-Region auftritt. Dies passiert bei Helium fiir Temperaturen zwischen 60 kK
und 300 kK, sodass bei diesen Isothermen wieder kubische Splineinterpolation

angewendet wurde, um einen glatten Ubergang zu schaffen.

Sédmtliche Isothermen der He-REOS.3 sind in Abbildung zu sehen (durch-
gezogene Linien) zusammen mit dem verwendeten Modell des idealen Gases (ge-
punktet), den SCvH-He-Daten (gestrichelt) und ab initio-Daten von Militzer®!®
(Dreiecke), welche aus DFT-MD- und PIMC-Rechnungen gewonnen wurden. Fiir
Temperaturen 7" < 1000 K liegen die SCvH-He Daten fiir den Druck und die inne-
re Energie im nicht-idealen Bereich deutlich iiber denen der He-REOS.3, wahrend
sie fiir 10 kK im Bereich des SOCP (g > 3 g/cm?) den Druck unterschéitzen und
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Abbildung 2.10.: Isothermen der He-REOS.3 (durchgezogen) fiir Temperaturen
T < 10000 K (oben) und oberhalb von 10000 K (unten) [A2]. Als Vergleich sind
das ideale Gas Modell (gepunktet) das SCvH-He-Modell? (gestrichelt) sowie
DFT-MD-Daten aus dieser Arbeit (Kreise) und DFT-MD und PIMC-Daten von

Militzer?! mit eingezeichnet.

die innere Energie iiberschatzen. Fiir 7' > 60 kK ist der Interpolationsbereich zwi-
schen DFT-MD und SCvH-He sehr gut dort zu erkennen, wo die gestrichelten Li-
nien von den durchgezogenen abweichen und noch keine Kreise (DFT-MD-Daten)
auf den durchgezogenen liegen. Das Modell des idealen Gases (IGM) weicht im
idealen Bereich bei kleinen Dichten etwas von den SCvH-He Daten ab, was an der
schon erwahnten Berticksichtigung von Energieniveaus angeregter Zustande liegt.
Das IGM beinhaltet per Definition keine Teilchenwechselwirkung, sodass fiir hohe
Dichten, bei denen es eigentlich zu Druckionisation kommt, ein atomares System
vorhergesagt wird. Die hohe Dichte fiihrt auf eine gréfiere Rekombinationswahr-

scheinlichkeit in der Saha-Gleichung hin zum atomaren System. Dies siecht man

35



2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

an den abfallenden Isothermen des IGM bei steigendem p. Ganz deutlich wird das
bei der 10 MK-Isotherme der He-REOS.3 (durchgezogene Kurve), welche nahezu
komplett horizontal verlauft und sich damit wie ein ideales Gas verhalt, wéhrend
das IGM (gepunktete Kurve) hier bei hohen Dichten abweicht.

Beim Vergleich der He-REOS.3 mit den ab initio-Daten von Militzer®® sieht man,
dass diese vor allem in der inneren Energie iiberall sehr gut tibereinstimmen und
beim Druck nur bei den kleinsten Dichten und den niedrigsten Temperaturen etwas
voneinander abweichen. Das liegt an den unterschiedlichen Teilchenzahlen in den
Simulationen (Militzer: 64, DET-MD in He-REOS.3: 108), welche insbesondere in

diesem Bereich ein unteschiedliches Konvergenzverhalten zeigen.

Abschlieflend sei hier noch erwahnt, dass die Heliumzustandsgleichung so nor-
miert ist, dass der Grenzfall des vollstindig ionisierten, idealen Plasmas (siehe
Abschnitt mit up = u(10 MK) = 93,538 MJ/g erfillt ist. Bei diesem Ergeb-
nis wurden in Gleichung Z =2 und M, = 4 g/mol verwendet.

0 [g/cm?] T [K] P [GPa] u [kJ/g]
1,0000- 1071 6,0000-10' 1,2463-10"'' —1,8429.103

1,0000- 103 6,0000- 10!  2,6941-107  3,2974 - 10*
1,0000- 10710 1,0000-10% 2,0773-10"'' —1,8428-10°

1,0000- 103 1,0000- 10  2,6941-107  3,2974- 10
1,0000- 10710 1,0000-107 6,2318-10=%  9,3538 - 10

1,0000- 103 1,0000-107  7,1984-10%  1,0273-10°

Abbildung 2.11.: Beispieltabelle fur die He-REOS.3 [A2].
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2.4. Thermodynamische Konsistenz

Aus der Thermodynamik ist der fundamentale Zusammenhang zwischen der ka-

lorischen und thermischen Zustandsgleichung bekannt:

ou oP =2 ou oP
— | =T|=| - P —% —g2<> :T<> —-P . (215
<8V>T <aT)V u=1; do T oT 0 ( )
Dieser wurde auch schon bei der Virialzustandsgleichung fiir Helium im vorheri-
gen Abschnitt benutzt. Man kann ihn aus der Gibbs’schen Fundamentalgleichung

verbunden mit dem totalen Differential der inneren Energie dU und der Entropie

dS herleiten:

1 P 1 (oU 1 [(oU
ds TdU+TdV—T<aT>VdT+Tl(av>T+P] av

oS oS
- (= 2 dr . 2.1

Aus der Integrabilitdtsbedingung fiir die Entropie agfasv = 8?/2(% folgt dann Glei-
chung [2.15| Dividiert man diese Gleichung durch P, so erhalt man einen Ausdruck

fir die relative Abweichung/Verletzung der thermodynamischen Konsistenz:

T (0P 0* [Ou
P<W>Q+P<E)Q>T_1_A . (2.17)

Zum Beispiel kennzeichnet A = 0 eine perfekte thermodynamische Konsistenz,
wahrend A = 0, 1 eine Verletzung von Gleichung um 10 % bedeutet. Fiir das
ideale Gas, dessen kalorische Zustandsgleichung unabhéngig von der Dichte ist
(u = 281 und dessen Druck linear von der Temperatur abhéngt (P = oRT/M)
ergibt sich A = 0. Allgemein miissen also die nicht-idealen Beitrége zur inneren

Energie durch die Anderung der nicht-idealen Druckbeitrige mit der Tempera-
tur kompensiert werden. Um die Ableitungen in Gleichung in der Umgebung
der Datenpunkte numerisch auswerten zu kénnen, miissen die tabellarischen Zu-
standsgleichungen interpoliert werden. Da das Dichtegitter sehr eng ist, werden
hier natiirliche kubische Splines genutzt. Diese Methode neigt zum Uberschwingen,
wenn die Datenpunkte zu weit auseinanderliegen, was bei dem Temperaturgitter
der Fall ist (1 kK, 2 kK, 3 kK, 6 kK, 10 kK, 20 kK, ...). Hier wird auf die
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Abbildung 2.12.: Thermodynamische Konsistenz der H-REOS.3 (linkes Bild)
und der He-REOS.3 (rechtes Bild) [A2]. In schwarzen Bereichen betrigt die Ab-
weichung A in Gleichung weniger als 1 %, in roten Bereichen ~ 10 % und in
gelben Bereichen ~ 100 %.

Splineinterpolation nach Akima? zuriickgegriffen, welche keine Stetigkeitsbedin-
gung an die zweite Ableitung der Originaldaten stellt und somit nur wenig tiber-
schwingt. Die Ergebnisse fiir die thermodynamische Konsistenz der Wasserstoft-
und Heliumzustandsgleichung sind in Abbildung zu sehen. In schwarzen Be-
reichen betragt die Abweichung A in Gleichung weniger als 1 %, in roten
Bereichen ~ 10 %. Sowohl fiir die H-REOS.3 (linkes Bild) als auch fiur die He-
REOS.3 (rechtes Bild) gilt A < 5% (meistens sogar A < 1%) in den Bereichen,
die fiir das Innere Brauner Zwerge und Grofler Planeten relevant sind, siehe Isen-
tropen in Abbildung und [2.8] In beiden Zustandsgleichungen sind die Bereiche
mit der scheinbar starksten Verletzung der Konsistenz im Bereich des idealen Ga-
ses bei niedrigen Dichten und Temperaturen zwischen 10 kK und 50 kK. Hier
ionisieren Wasserstoff und Helium, was zu einem Anstieg in den Isothermen des
Drucks und der spezifischen inneren Energie fithrt, siche Abbildung [2.10] Dieser
Anstieg hat einen starken Einfluss auf die Interpolation der Isochoren, welche stets
die zwei benachbarten Punkte beriicksichtigt, und damit auch auf die sehr emp-
findliche Ableitung (0P/JT'),. Der Term muss nun (Ou/dp)r in Gleichung
kompensieren, der aber im idealen Gas verschwindet. Das wird jedoch wegen der

Interpolationen nie ganz gelingen, sodass die roten und gelben Gebiete im Bereich

38



2.5. Zustandsgleichung einer linearen Mischung

des idealen Gases intrinsisch in unserem Konsistenzkriterium und dessen Imple-
mentierung liegen und damit nur scheinbare Inkonsistenzen sind. Diese spielen
jedoch fiir die Berechnung von Isentropen fiir Braune Zwerge und Grofie Planeten
keine Rolle. Bemerkenswerterweise treten diese Inkonsistenzen nicht beim Uber-
gang vom SCvH-H Modell in das Chabrier-Potekhin Modell in der H-REOS.3 auf,
siche Abbildung[2.4und die entsprechenden schwarzen Bereiche in Abbildung[2.12]
Wasserstoff ist hier schon vollstdndig ionisiert, sodass die benachbarten Isother-

men sich nicht mehr stark im Anstieg im Bereich des idealen Gases unterscheiden.

2.5. Zustandsgleichung einer linearen Mischung von

Wasserstoff und Helium

Braune Zwerge und Grofle Planeten bestehen hauptséchlich aus Wasserstoff und
Helium und einem kleinen Anteil von schwereren Elementen. Fiir die Berechnung
des inneren Aufbaus benotigt man also eine Mischungszustandsgleichung aus die-
sen Bestandteilen. Die lineare Mischung (LM-REOS.3) aus der H-REOS.3 und
He-REOS.3 zu einem vorgegebenen Massenanteil an Helium (Y') und Wasserstoff

(X =1-Y) erfolgt bei konstantem Druck zu gegebener Temperatur:

b X + Y (2.18)
pmzx(Pa T) PH(R T) pH€<P7 T) ’ .
Umiz(P,T) = Xug(P,T)+ Yuy.(P,T) . (2.19)

Nimmt man noch eine reprasentative Zustandsgleichung fiir die schwereren Ele-
mente (Z), wie z.B. Wasser fiir die Grofien Planeten oder eine skalierte Helium-
EOS fiir Braune Zwerge (siche Kapitel [4)), so muss noch der Term Z/pz(P,T)
auf der rechten Seite von Gleichung addiert werden und Zuz(P,T) zu Glei-
chung [2.19] Fiir den Wasserstoffanteil ergibt sich dann X = 1 —Y — Z. Die lineare
Mischungszustandsgleichung kann fir jede beliebige Zusammensetzung X/Y/Z

aus den einzelnen Zustandsgleichungen berechnet werden.

Alternativ kann man aber auch ab initio-Simulationen fiir eine Mischung aus
Wasserstoff, Helium (und evtl. schwereren Elementen) mit der gewtinschten Zu-
sammensetzung X/Y/Z durchfiihren#»215218220230 Djeg fiihrt auf die reale Mi-

schungszustandsgleichung (RM-EOS), welche per Definition nichtlineare
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Abbildung 2.13.: Lineare Mischung (LM: durchgezogene Linien) und reale Mi-
schung (RM) aus Wasserstoff und Helium mit ¥ = 0,2466 [A2]. Die Dreiecke
zeigen die DFT-MD-Daten von Militzer und Hubbard“**1® (MH) und die Krei-
se ihre daraus interpolierte Zustandsgleichung. Die violett gestrichelte Kurve im

linken Bild zeigt die Isentrope von dem Braunen Zwerg Gliese-229b, siche Ab-

schnitt .

Mischungseffekte enthélt. Solch eine RM-EOS wurde von Militzer® %2 fiir

Y = 0,2466 berechnet. Die Isothermen fiir den Druck und die innere Energie
ihrer Originaldaten (Dreiecke) und der daraus interpolierten Zustandsgleichung
(Kreise) sind in Abbildung zusammen mit den entsprechenden Isothermen
der LM-REOS.3 zu sehen. Bei den Originaldaten der realen Mischung sind al-
le Dichten ¢ < 0,2 g/cm® und die 100 kK-Isotherme extrapolierte Daten. Der
Bereich des Phaseniibergangs erster Ordnung in Wasserstoff (vom molekularen,
nicht-leitenden zum atomaren leitenden Fluid, siehe Abschnitt , wie er von

119 und Morales et al.“*" bei einer Dichte um 1 g/cm?® und unter

Lorenzen et a
2000 K vorhergesagt wurde, wird in den Originaldaten ausgespart. Die natiirliche
bikubische Splineinterpolation fithrt wie vorher schon angedeutet zu den Uber-

schwingern in den interpolierten Daten der realen Mischung.

Dennoch kann man eine bemerkenswerte Ubereinstimmung der LM-REOS.3 mit
den RM-Originaldaten konstatieren, insbesondere fiir Temperaturen iiber 10000 K,
welche fiir Braune Zwerge relevant sind, sieche Abbildung[2.13] Als Vergleich ist im
linken Bild die Isentrope von Gliese-229b eingezeichnet (violett gestrichelt). Aus

dieser Abbildung kann man schlussfolgern, dass nicht-lineare Mischungseffekte bei
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2.5. Zustandsgleichung einer linearen Mischung

der reprasentativen Konzentration Y ~ 0, 25 fiir das Innere von Braunen Zwergen
nicht relevant sind, sodass die Verwendung von LM-REOS.3 in Kapitel 4 unter die-
sem Aspekt gerechtfertigt ist. Trotzdem konnten diese Effekte einen Einfluss auf
das Innere von GroBen Planeten wie Jupiter haben, wie Militzer und Hubbard?!®
ausfithren, siche Kapitel [}

Ein weiterer wichtiger Effekt in realen H-He-Mischungen ist die Entmischung bei-
der Komponenten unter hohem Druck, verursacht durch die Metallisierung des
Wasserstoff-Subsystems*?”. Diese Entmischung wird bereits seit Jahrzehnten un-
tersucht 9022055302 da sie Auswirkungen auf das Innere von Grofien Planeten mit
kithler Oberfliche wie z.B. Saturn®*% ynd vielleicht auch Jupiter?** haben. Durch
die Entmischung fallen Heliumtropfen aufgrund der héheren Dichte ins Innere des
Planeten und geben dabei Gravitationsenergie frei, welche zusatzlich iiber die
Oberflache abgestrahlt werden muss. Dieser Prozess kann das Problem des Alters
von Saturn erkliren”®. Modelle einer homogenen Evolution von Saturn, errech-

D2I9RAL2AT was im Widerspruch zum

nen ein Alter von ~ 2,5 Millarden Jahren
Alter des Sonnensystems von 4,56 Mrd Jahren steht. Diese Rechnungen beriick-
sichtigen das reine Auskiihlen ohne eine zusétzliche Energiequelle wie Warme aus
Kernzerfillen oder die Gravitationsenergie der Heliumtrépfchen. Zieht man letzte-
re Energiequelle mit in Betracht, verlangert sich das berechnete Alter von Saturn
um eine bis vier Millarden Jahren®?, je nachdem welches Entmischungsphasendia-

L9T2272505 man zugrunde legt. Eine alternative Erklirung fiir dieses Problem

gramm
finden Leconte und Chabrier™®® durch Einfiihrung von doppelt diffusiven Schichten
in Saturn, die eine effektive Kiihlung verhindern und somit das Abkiihlverhalten

verlangsamen.

An dieser Stelle soll auch die Frage beantwortet werden, fiir welche Objekte und
insbesondere ob fiir Braune Zwerge die Entmischung von Wasserstoff und He-
lium eine Rolle spielt. Derzeit gibt es zwei Entmischungsphasendiagramme fiir
eine solare Heliumkonzentration, die auf ab initio-Simulationen mit dem PBE-
XC-Funktional beruhen™#4%, Diese sind in Abbildung zu sehen. Fir P —T-

197) und

Zustande innerhalb der orangen Region (Vorhersage von Lorenzen et al.
unterhalb der roten Linie (Morales et al.“*") entmischt das H-He-Gemisch in eine
Helium-arme und eine Helium-reiche Region. Der Hauptunterschied der beiden

Vorhersagen ist die Verwendung der idealen Mischungsentropie bei Lorenzen statt
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Abbildung 2.14.: Entmischungsphasendiagramm einer H-He-Mischung mit so-
larem Heliumgehalt. Fiir P — T-Zusténde innerhalb der orangen Region (Vorher-

L9T) und unterhalb der roten Linie (Morales et al.%")

sage von Lorenzen et a
entmischt das H-He-System. Die Schmelzdrucklinie und die Koexistenzlinie des
Plasmaphaseniibergangs (siehe Kapitel [3|) sind ebenfalls zu sehen, sowie die Isen-
tropen des massereichen Grofien Planeten KOI-889b (9,98 Mj,;,) und des Braunen
Zwergs Corot-3b (21,66 Mjyp.) Die blauen Linien sind Isentropen fiir verschiedene

100 bar-Temperaturen.

der realen Mischungsentropie, welche Morales tiber thermodynamische Integra-
tion109%23355305 herechnet hat. Offensichtlich befindet sich Saturn innerhalb beider
Vorhersagen und Jupiter konnte ebenfalls betroffen sein. Jedoch sind der masse-
reiche Grofie Planet KOI-889b (9,98 M;,,: orange Kurve) und der Braune Zwerg
Corot-3b (21,66 Mj,,: braune Linie), welche in Kapitel |4 und [5| ndher untersucht
werden, weit von der Entmischungsregion entfernt, selbst wenn diese noch um
500 K nach oben verschoben wird wie aktuelle Experimente nahe legen wiirden®®.
Die blauen Kurven sind LM-REOS.3-Isentropen mit solarem Heliumgehalt fiir
verschiedene 100-bar-Niveaus von 200 K bis 1500 K. Alle Kurven mit 7" < 700 K
schneiden zumindest den Entmischungsbereich. Da es fiir Planeten gebrauchlicher
ist das 1-bar-Niveau anzugeben, ist die entsprechende Ubersetzung, dass alle Ob-
jekte, deren Isentrope T'(1 bar) < 170 K erfiillt, von der Entmischung betroffen

sind. Berechnet man nun die entsprechenden Masse-Radius-Relationen (siche Ka-
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Abbildung 2.15.: Masse-Radius-Diagramm von Exoplaneten mit bekannter
Masse und Radius? (Kreise) sowie einer theoretischen Masse-Radius-Relation aus
der LM-REOS.3 mit solarem Heliumgehalt fiir homogene H-He-Planeten deren
Isentrope die Bedingung 7°(100 bar) = 700 K erfullt.

pitel 4]) und untersucht, ob im Inneren eines Objekt Driicke von P > 1 Mbar
erreicht werden, ergibt sich folgende Schlussfolgerung: Sofern ein Planet/Brauner
Zwerg existiert, dessen Inneres homogen und isentrop und aus einer solaren H-
He-Mischung besteht, und der bei 100 bar kiihler als 700 K ist sowie eine Masse
von mehr als 0,125 My, hat, ist dieser von der Entmischung betroffen. Diese
Objekte wiirden in der roten Region in Abbildung liegen. Die realen Exo-
planeten® (schwarze Kreise) im Bild erfiillen nicht umbedingt die eben genannten

Bedingungen.

2.6. Zusammenfassung von Kapitel 2

In diesem Kapitel wurden Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff (H-REOS.3) und
Helium (He-REOS.3) vorgestellt, die den Dichte- und Temperaturbereich Grofier
Planeten und Brauner Zwerge abdecken [A2]. Diese Zustandsgleichungen beinhal-

ten einen grofien Satz aus DF'T-MD-Daten zur Beschreibung der warmen dichten
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2. Zustandsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium

Materie. Die Daten wurden in den Bereich schwach korrelierter Systeme und des
idealen Gases, sowie zum vollstandig ionisierten Plasmas durch geeignete EOS-
Modelle erweitert. Dabei wird die thermodynamische Konsistenz dieser Zustands-
gleichungen maximal um 5% verletzt in dem Bereich, der fiir die Isentropen Grofier
Planeten und Brauner Zwerge relevant ist. Zur Modellierung dieser Objekte beno-
tigt man eine Mischungszustandsgleichung, welche in Form der linearen Mischung
eingefithrt wurde. Fiir Braune Zwerge konnte ebenfalls gezeigt werden, dass reale
Mischungseffekte auf die Zustandsgleichung keine Rolle spielen und diese Objekte
wegen ihrer hohen Auflentemperatur in der Regel auch keiner H-He-Entmischung

unterliegen.
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3. Hochdruckexperimente

In diesem Kapitel werden die Zustandsgleichungen H-REOS.3 und He-REOS.3 ge-
gen Ergebnisse aus Hochdruckexperimenten getestet (Abschnitt und [3.3)),

und genutzt, um aktuelle Experimente auszuwerten und zu interpretieren, siche

Abschnitte [3.3], [3.4 und 3.5

3.1. Statische Diamantstempelzellen

70 ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
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Abbildung 3.1.: 300 K-Isotherme der He-REOS.3 (rote Kurve) zusammen mit
anderen theoretischen Vorhersagen (siehe Text) und experimentellen Resulta-

+ on BHIBB20242071220
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Abbildung 3.2.: 300 K-Isotherme der H-REOS.3 zusammen mit den Ergebnissen

zweier Experimente von Loubeyre et al.2U%0L,

Hohe Driicke kénnen in statischen Experimenten durch Kompression der Probe
mittels Pressen aus harten Materialien erzeugt werden. Beispielsweise hat Mills*2"
bereits 1980 Helium in einem Wolframcarbid-Kolben auf 20 kbar komprimiert.
Weitaus hohere Driicke erreicht man mit Diamantstempelzellen, in denen die Pro-
be zwischen den Spitzen zweier Diamanten komprimiert wird. Hier konnen Driicke
bis zu 2,5-4 Mbar erzeugt werden, dann schmilzt oder bricht der Diamant an der
Grenzfliche. Mit einer sehr neuen Technik (engl. dDAC: dynamic Diamond Anvil
Cell), in der man zwischen die ersten Diamantstempel noch zwei weitere kleinere
Stempel aus nanokristallinem Diamant (& = 12 — 20 pm) bringt und die Probe
(@ = 3 —4 pm) darin einsperrt, wurden Driicke {iber 6 Mbar gemessen™. Im fol-
genden soll sich jedoch auf die Experimente mit einem Stempelpaar konzentriert

werden.

Diese Experimente konnen die volle thermische Zustandsgleichung P(p,T) mes-
sen. Zum einen ist aus dem bekannten Anfangsvolumen und der Masse der Probe
die Anfangsdichte bekannt. Misst man dann mittels Rontgenstrahlung das kompri-
mierte Volumen (bei Festkorpern z.B. iiber die Gitterkonstante) lasst sich auch die

neue Dichte bestimmen. Der Druck des Systems wird iiber ein Referenzmaterial in
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3.1. Statische Diamantstempelzellen

der Probe (in der Regel Rubin oder Gold) und dessen bekannte, druckgetriebene
Spektrallinienverschiebung ermittelt. Die Temperatur ist meistens die Raumtem-

831200201 sedoch kann iiber einen Absorber innerhalb der Probe diese durch

peratur
Laser geheizt werden, sodass man auch wenige 1000 K erreichen kann™. Deshalb
eignen sich Diamantstempelexperimente hervorragend, um die 300 K-Isothermen
der H-REOS.3 und He-REOS.3 zu verifizieren. Diese sogenannten Coldcurves sind
in den Abbildungen [3.2] und [3.1] zu sehen. Im Fall von Wasserstoff kann man eine
sehr gute Ubereinstimmung der H-REOS.3 (schwarze Kurve) mit den Experi-
menten von Loubeyre et al.?"%%U sehen. Diese Experimente sind im Festkorper,
dessen zusétzlicher Phononendruck in den DFT-MD-Daten der H-REOS.3 nicht
berticksichtigt wird. Wahrend die Experimente von 1996 den Bereich niedriger
Dichten unterschatzen, liegen die von 2012 genau auf der theoretischen PBE-
300 K-Isotherme (schwarz). Ergebnisse unter Verwendung anderer XC-Funktional
unterschitzen den Druck im Falle der LDA (griin) deutlich oder zeigen erst ei-
ne Unterschatzung bei kleinen Dichten und dann zu hohe Driicke mit steigender
Dichte wie das vdw-DF2-Funktional (orange), sodass das PBE-XC-Funktional fir
300 K offensichtlich die beste Wahl ist.

Im Falle der He-REOS.3 ist die Auswertung komplexer. in Abbildung [3.1] sind ne-
ben der 300 K-Isotherme (rot: He-REOS.3) auch die der SCvH-EOS“** (cyan), die
Virialzustandsgleichung (violet: siehe Kapitel und weitere DF'T-MD-Kurven
mit anderen XC-Funktionalen als PBE (He-REOS.3) zu sehen: das van-der-Waals
XC-Funktional vdw-DF2 (orange: Beriicksichtigung von Dispersionskréaften, siehe
Abschnitt und die einfache lokale Dichtendherung LDA (griin). Wahrend die
H-REOS.3 sehr gut mit den experimentellen Daten in der Fliissigkeit (schwarze

20 schwarze Kreise®™) und im Gas (Quadrate’®) iibereinstimmt, tiber-

202 207) ,

Dreiecke
schétzt sie den Druck im Festkorper (griine Diamanten*’< griine Dreiecke
trotz fehlender Phononenbeitrage systematisch, mit einer maximalen Abweichung
von 10% bei 1,5 g/cm?®. Auch die Wahl anderer XC-Funktionale fiihrt zu keiner
Verbesserung. Das vdw-DF2 unterschétzt die Experimente bei niedriger Dichte ein
wenig und tiberschatzt den Festkorper, wihrend die LDA-Kurve erwartungsgemafl
den Druck deutlich unterschatzt. Ebenfalls zu erwarten ist, dass die Virial-EOS
den Druck bei hoheren Dichten unterschétzt. Die SCvH-EOS jedoch tiberschétzt

den Druck am starksten, was sich in Kapitel [2| schon fiir 300 K andeutete.
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3.2. Hugoniotexperimente
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Abbildung 3.3.: Hugoniotkurve aus der H-REOS.3 (schwarz, durchgezogen) zu-
sammen mit der Vorhersage von Desjarlais® und experimentellen Ergebnissen
unter Nutzung verschiedener Treiber (siehe Text)2SU0AL3FLICI0R2IT2RL

Eine andere Moglichkeit hohe Driicke bei hohen Temperaturen zu erzeugen sind
dynamische Stofiwellenexperimente wie beispielsweise Hugoniotexperimente. Hier
induziert ein moglichst planarer Pusher eine ebenfalls planare Stofiwelle in der
Probe, welche dann das Material in einer Sdule komprimiert. Aufgrund der Stof3-
geometrie kann man aus Massen-, Impuls- und Energieerhaltung die sogenannten

Rankine-Hugoniot-Gleichungen™ ableiten:

Ug
n = & _ , (3.1)
0o Us — up
P —-F = OoUsUp, (3-2)
1 1 1
— = —(P B _— . 3.3
U1 — Ug 2( 1+ 0)(@0 Q1> (3.3)

Das Kompressionsverhéltnis n = g;/0¢ mit der Anfangsdichte g ist gegeben aus
dem Verhaltnis von der gemessenen Pushergeschwindigkeit u,, und Schockwellen-
geschwindigkeit ug, wiahrend bei bekanntem Anfangsdruck P, der erreichte Druck
Py iiber die zweite Gleichung bestimmt werden kann. Fiir den Vergleich des Ex-

periments mit Vorhersagen theoretischer Zustandsgleichungen (Druck: P(p,T),
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spezifische innere Energie u(p,T")) ist die dritte Gleichung von besonderem Inter-
esse. Zu den bekannten Anfangsbedingungen des Experiments (P, 0o, T, to) kann
jeder beliebige Endzustand, welcher diese Gleichung erfiillen muss, berechnet wer-
den. Insbesondere kann so das maximale Kompressionsverhéltnis fiir ein Material
bestimmt werden. Die Hugoniotkurve fiir Wasserstoff, welche von Ty ~ 20 K und
00 = 0,0855 g/cm?® startet (principal Hugoniot), ist in Abbildung zu sehen.
Die rote Kurve ist die Vorhersage aus der H-REOS.3 und die griine Kurve die
DFT-MD-Vorhersage von Desjarlais®. Ebenfalls gezeigt sind experimentelle Da-
ten mit verschiedenen Treibern: Gaskanonen'%230 Sprengstoffe®% magnetisch
beschleunigte Platten™® und Laserschocks®*33#25l Die Schulter der theoretischen
Kurven zeigt das vorhergesagte maximale Kompressionsverhaltnis von ~ 4,5, wel-
ches gut mit den meisten Experimenten iibereinstimmt. Die Laserexperimente ten-
dieren aber alle zu einem hoheren Kompressionsverhéltnis von bis zu o/gy ~ 6.
Dies kann zum einen durch die nicht perfekt planare Stofifront in diesen Experi-
menten und im Fall von Da Silva und Hicks auch mit der Verwendung eines veralte-
ten Quartz-Standards erklirt werden. Quartz wird in den Experimenten als Refe-
renzmaterial zur Bestimmung des Drucks genutzt. Die neueste EOS fiir dieses Ma-
terial stammt von Knudson und Desjarlais?®®. Der neue Quartzstandard wiirde zu
kleineren Kompressionsverhaltnissen fithren, wie es bei der Helium-Hugoniotkurve
in Abbildung gezeigt ist. Diese startet von einem Anfangszustand bei 7o = 4 K
und gy = 0,123 g/cm?. Die theoretischen Vorhersagen, basierend auf DFT-MD
Rechnungen von Militzer*® (gestrichelt) und der He-REOS.3, stimmen sehr gut
iiberein. Kleinere Abweichungen kénnen auf die unterschiedliche Teilchenzahl in
den Simulationen (Militzer: 64, He-REOS.3: 108) zurtickgefiihrt werden. Die ex-

perimentellen Daten von Nellis®*

sind als Dreiecke zu sehen, die von Eggert et
al.®¥ als Kreise. Die Verschiebung der Eggert-Daten wegen des schon genannten
Quartzstandards erfolgt um 10 %, wie es von Celliers®” vorgeschlagen wird. Dieser
Shift reicht offensichtlich noch nicht aus, um die Diskrepanz zwischen theoretischen
und experimentellen Daten zu erkléaren. Eine genaue Reanalyse der Eggert-Daten
mit der neuen Quartz-EOS von Knudson ist noch nicht publiziert, zeigt jedoch,
dass die Eggert-Daten noch weiter als um 10 % verschoben werden und damit
auch innerhalb der Fehlerbalken mit den DFT-MD-Werten tibereinstimmen. Auf

der anderen Seite stimmen die Nellis-Daten sehr gut mit den theoretischen Vor-
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Abbildung 3.4.: Hugoniotkurve von Helium berechnet aus der He-REOS.3
(schwarz, durchgezogen), dem DFT-MD-Ergebnis von Militzer*® und Experimen-
ten von Nellis et al.** und Eggert et al.®¥ [A2].

hersagen tiberein. Insbesondere der Punkt bei P = 16 GPa, T" = 12000 K und
0= 10,41 g/cm? ist sehr interessant, da dieser Zustand im Braunen Zwerg Gliese-
229b knapp unterhalb der Atmosphére auftritt, siche Kapitel 4.2}

Hugoniot-Experimente miissen nicht zwingend bei sehr niedrigen Temperaturen
starten. Eine Moglichkeit Zustiande abseits der principal Hugoniot zu erzeugen
ist, die Probe vorher zu komprimieren. In den Experimenten von Loubeyre et

al. 200

werden sowohl Wasserstoff als auch Deuterium in einer Diamantstempel-
zelle bei Raumtemperatur komprimiert, wie schon im vorhergehenden Abschnitt
beschrieben. Auf diese Proben wurde dann mit einen Laser geschossen und eine
Schockwelle induziert, sodass auch hier die Hugoniot-Gleichungen gelten. Neben
dem Druck wurde auch die Temperatur und das Reflexionsvermégen der Probe
gemessen. Die Ergebnisse zu Druck und Temperatur sind in den Abbildungen
und [3.6) zu sehen. Im Inset im linken Bild sieht man wieder die vorkomprimierten
Zustande bei 300 K, die sehr gut mit den H-REOS.3-Daten iibereinstimmen. Im
Hauptbild sind dann die theoretischen DF'T-MD-Vorhersagen basierend auf der
EOS von Caillabet et al.*® (gepunktet) und der H-REOS.3 (durchgezogen) sowie

die experimentellen Werte zu Ausgangsdriicken von 0,3 GPa (orange:~ principal
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Abbildung 3.5.: Druck entlang von Hugoniotkurven aus vorverdichtetem Was-
serstoff bei 297 K von Loubeyre et al.?®? im Vergleich mit DFT-MD-Vorhersagen
(gestrichelt: Loubeyre et al.*"?) durchgezogen: H-REOS.3) [A8]. Anfangsdriicke
Py sind im Inset mit der H-REOS.3-Isotherme gezeigt, siche auch Abbildung [3.2]
Zusétzlich sind die Vorhersagen aus der SCvH-EOS“** zu sehen.

Hugoniot), 0,7 GPa (griin) und 1,5 GPa (blau) gezeigt. Theorie und Experiment
stimmen hier bemerkenswert gut iiberein, vor allem die voneinander unabhéngi-
gen DFT-MD-Ergebnisse, welche mit dem Code ABINIT*™ (gepunktete Linien*”)
und mit VASP (H-REOS.3) berechnet wurden. Offensichtlich erreicht man mit
hoherer Vorkompression immer kleinere Kompressionsverhaltnisse. Von ganz be-
sonderen Interesse hier ist der Vergleich der H-REOS.3-Kurve mit der Vorhersage
fiir die principal Hugoniot aus der EOS von Saumon et al.** (SCvH), da mit
deren Vorhersagen fiir den inneren Aufbau Brauner Zwerge im Kapitel 4| exten-
siv verglichen wird. Die Zustiande der maximalen Kompression sind im Bereich
der warmen dichten Materie (WDM), wo Bindungszusténde durch hohen Druck
aufgelost werden und starke Korrelationen auftreten. Offenbar tiberschatzt die
SCvH-Zustandsgleichung die Kompressibilitat in diesem Bereich, was zu groferen
Kompressionsverhéaltnissen abseits der experimentellen Daten fiithrt, wahrend die

H-REOS.3-Daten sehr gut mit dem Experiment iibereinstimmen.

Eine kleine Diskrepanz zwischen den experimentellen Werte und den theoretischen
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Abbildung 3.6.: Temperatur entlang von Hugoniotkurven aus vorverdichte-
tem Wasserstoff bei 297 K von Loubeyre et al”® im Vergleich mit DFT-MD-
Vorhersagen (gestrichelt: Loubeyre et al.?"? durchgezogen: H-REOS.3). Zusétzlich

sind die Temperaturmesswerte von Sano et al.**!' zu sehen [AS].

Vorhersagen gibt es bei der Temperatur, siche Abbildung [3.6] Wahrend die DFT-
MD-Kurven wieder sehr gut iibereinstimmen, unterschatzen sie die von Loueyre et
al.?™ und Sano et al.® (violett) gemessenen Temperaturen. Die Erkldrung hier-
fiir ist das bekannte Bandliickenproblem bei DFT-Rechnungen, die das PBE-XC-
Funktional (aber auch andere XC-Funktionale wie LDA) benutzen. Die Bandliicke

wird in den DFT-MD-Rechnungen zu klein vorhergesagt®!

, sodass sie sich schon
bei kleineren Temperaturen oder kleineren Driicken schliefft und die Dissoziation
damit zu frih einsetzt. Deshalb sind die dissoziationsbedingten Schultern in den
DFT-MD-Kurven um 25 GPa unterhalb der gemessenen Temperaturen. Dieses
Problem kann durch die Verwendung von besseren Hybrid-Funktionalen, wie dem
von Heyd, Scuseria und Ernzerhof (HSET2EI20I3IA32) “giche Kapitel [5, behoben

werden.

Die Vorkompression der Probe muss nicht zwingend wie bisher diskutiert in Dia-
mantstempelzellen geschehen. Eine weitere Moglichkeit ist es, die Probe in einem
Hugoniotexperiment nach dem ersten Schock noch einmal mit weiteren Schocks
zu komprimieren. Dies geschieht dadurch, dass die Schockwelle an der Riickwand

der Probenkammer reflektiert wird und noch einmal durch die Probe lauft, dann

52



3.2. Hugoniotexperimente

—7 T : : : T 6000
= Z-Maschine L
400 = H-REOS.3, 1. Schock - 5500
Desjarlais 1. Schock 5000~
H-REOS.3, 2. Schock 1kK 1 [
H-REOS.3, Isentrope 1kK — 4500
= 300/—— H-REOS 3, 2. Schock 10kK 24, 4000
[a ¥ — — H-REOS.3, Isentrope 10kK = 3500
S 12 So0ol
< L Jupiter Isentropen mit |
La) 200 To(1bar)= 165K
A —— Nellis ez al. ]
— SCv!
—— H-REOS.3 -
100~ 1. Schocks Nellis ef al. |
2. Schocks Nellis et al.—
1 — — H-REOS.3-Isents b
V ‘:/ 500 sentropen i
(0] = L | 1 | L | L | L | L | 1= 0 L | L | L | L | L | L | L | L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Dichte [g/cm?] Dichte [g/cm?3]

Abbildung 3.7.: Linkes Bild: Hugoniotkurve von Deuterium (Experiment von
Knudson et al. (blaue Quadrate)*® DFT-MD-Ergebnisse von Desjarlais (griin)®
und H-REOS.3 (schwarz) [A8]. AuBlerdem sind theoretische Vorhersagen fur die
zweiten Schocks und die entsprechenden Isentropen (gestrichelt) zu sehen, die von
1000 K und 0,434 g/cm? bzw. von 10000 K und 0,757 g/cm? starten. Rechtes Bild:
Experimente mit reflektierten Schockwellen an Wasserstoff'3%238 Der erste Schock
(griin) und der entsprechende zweite Schock (orange) sind mit griin gestrichelten
Linien verbunden. Die DFT-MD-Isentropen (griin gestrichelt) starten vom ersten

Schock. Ebenfalls zu sehen sind Jupiterisentropen berechnet von Nellis et al.238

(schwarz), aus der SCvH-EOS (blau) und aus der H-REOS.3 (rot) [AS].

wieder am Pusher reflektiert wird und wieder durch die Probe lauft usw. Diese
Art von Komprimierung wird in der Literatur ,reverberating shock-experiments”
(reflektierte Schockwellen) genannt und wurden unter anderem von Knudson'®”
und in der Gruppe von Nellis®#%%38 qurchgefiihrt, mit deren Ergebnissen im Fol-
gendem verglichen werden soll. Wie im linken Bild von Abbildung [3.7] zu sehen ist,
verlauft schon der zweite Schock einer Hugoniot-vorkomprimierten Probe nahezu
isentrop. Zu sehen sind noch einmal die Ergebnisse zur principal

Hugoniot (Experiment: blaue Quadrate® Theorie: H-REOS.3 (schwarze Kurve)
und DFT-MD von Desjarlais® (griine Kurve)) und zweite Schocks, die aus der
H-REOS.3 iiber die Hugoniot-Relationen ausgehend von der principal Hugoniot
berechnet wurden, sowie H-REOS.3-Isentropen, die von den gleichen Ausgangs-
punkten starten. Diese sind zum einen bei 1000 K und 0,434 g/cm? (cyane) und

10000 K und 1 g/cm?® (magenta). Offensichtlich verliuft die zweite Kompression
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(durchgezogene Kurven) ldnger entlang einer Isentrope (gestrichelte Kurven), je
kiihler der vorkomprimierte Anfangszustand ist. Dieses Verhalten wurde auch fiir
Wasser festgestellt20®,

Die Experimente von der Gaskanonen-Gruppe um Nellis an Wasserstoff 39238

erreichten Dichten und Temperauren, wie sie fiir das Innere von Jupiter rele-
vant sind. Auf Grundlage dieser Daten wurde von der Gruppe eine Zustandsglei-
chung konstruiert um eine Isentrope zu Jupiterbedingungen (7'(1 bar = 165K))
zu berechnen. Diese ist als schwarze Kurve im rechten Bild von Abbildung
zu sehen, zusammen mit den entsprechenden Isentropen, welche aus der SCvH-
Zustandsgleichung (blau) und der H-REOS.3 (rot) berechnet wurden. Im Gegen-
satz zu der SCvH-Isentrope flacht die H-REOS.3-Kurve bei 0,3 g/cm? ab, aufgrund
der Dissoziation der Wasserstoffmolekiile®23 siehe auch Kapitel [5] Der Sattel-
punkt der H-REOS.3-Kurve ist etwas unterhalb der Nellis-Isentrope, wegen des
schon erwahnten Bandliickenproblems. Bei hoheren Dichten und Temperaturen
ist Wasserstoff vollsténdig dissoziiert und die H-REOS.3 sagt ein weiteres An-
steigen der Isentrope vorraus, im Gegensatz zum Verlauf der Nellis-Kurve. Bei
letzterer sind die Daten fiir ¢ > 0,52 g/cm? extrapoliert, was zu dem unerwar-
teten Abfall fiihrt. Wichtig ist jedoch, dass die beiden Kurven in dem Bereich,
der mit experimentellen Daten untermauert ist, iibereinstimmen. Um dieses sehr
gute Zusammenspiel von Theorie und Experiment weiter zu verdeutlichen, sind
in dem Bild auch noch die Messwerte der ersten Schocks (griin) und die zugeho-
rigen zweiten Schocks (orange) zu sehen. Von den grinen Startpunkten wurden
wieder H-REOS.3-Isentropen berechnet (griin gestrichelte Kurven). Die obersten
drei Kurven treffen die orangen Punkte sehr gut, was die These, die reflektier-
ten zweiten Schocks sind quasi-isentrop, unterstiitzt. Die Diskrepanz zwischen
der H-REOS.3-Isentropen und dem untersten Messwertpaar kann wieder auf das
Bandliickenproblem zurtickgefiihrt werden, welches Dissoziation bei tieferen Tem-

peraturen vorhersagt und damit auch das Abflachen zu frith auftritt.

54



3.3. Quasi-isentrope Kompressionsexperimente

3.3. Quasi-isentrope Kompressionsexperimente

Eine weitere Moglichkeit sehr hohe Driicke bei moderaten Temperaturen zu er-
reichen sind quasi-isentrope Kompressionsexperimente. Im Gegegensatz zu einem
Hugoniot-Experiment, bei dem die Probe sehr stark aufgeheizt wird, wird das Ma-
terial bei diesen Experimenten durch eine Sequenz von einfallenden und reflektier-
ten Schockwellen mehrstufig komprimiert®?, Wahlt man die Anfangsbedingungen
Py(00, Tp) dhnlich dem AuBeren Grofier Planeten, konnen hier direkt thermody-
namische Pfade im Innern von GPs und BDs geprobt werden. Leider gibt es aber
kein Pendant zu den Hugoniot-Gleichungen, sodass die Messung des Drucks in
dieser Klasse von Experimenten sehr schwierig ist und bisher nur von Boriskov et

al? realisiert wurde, siche unten.

Im Folgendem sollen quasi-isentrope Experimente untersucht werden, welche Spreng-
stoffe nutzen um den Nicht-Metall-Metall-Ubergang in Wasserstoff/Deuterium zu
messen (sieche auch Abschnitt [3.5)%, die Coldcurve im Wasserstoff/Deuterium-
Festkorper zu bestimmen®? und das Verhalten von Deuterium (Helium) bei Driicken
bis zu 18 Mbar® (50 Mbar#4##t) 71 bestimmen. Die Probe wurde in jedem Ex-
periment durch Sprengstoff in einer spharischen oder zylindrischen Symmetrie
komprimiert, wobei mittels Rontgenstrahlen Bilder der Probe gemacht wurden,
aus denen direkt das Kompressionsverhéltnis und bei Kenntnis der Anfangsdich-
te die Enddichte ermittelt werden konnte. Die mutmafllichen Temperaturen im
Experiment wurden anschlieBend iiber hydrodynamische Simulationen (Hydro-
code) berechnet, welche unter Nutzung einer Modellzustandsgleichung (Wasser-
stoff/Deuterium®*# Helium®*%) in der Regel die gemessene Kompression re-
produzierte. Wie schon erwiahnt wird aufler beim Boriskov-Experiment®? bei allen
anderen Experimenten auch der Druck im komprimierten System iiber einen Hy-
drocode ermittelt, sodass ein Vergleich mit diesen Resultaten eher ein Vergleich
von Vorhersagen verschiedener Zustandsgleichungen ist. Solch ein Vergleich mit
den hier vorgestellten H-REOS.3 und He-REOS.3 ist zu gegebenen Anfangsbedin-
gungen oo und 7j und bekannter thermischer und kalorischer Zustandsgleichung
durch Losungen der folgenden Differentialgleichung moglich:
<8T> 1 (57), )
do)s ¢ (%)Q ' '

95



3. Hochdruckexperimente

T T T T T
Experiment Boriskov et al. (2011)

700f ¢
r % Experiments Grigor’ev et al. (1972)
[ @ Experiment Fortov et al. (2007)
600 ——— Coldcurve Boriskov et al. (2011)

DFT-MD 300 K
pe=1,29 glcm3, T, = 200 K

[ —— po=1.09 g/cm3, T = 6900 K
- — pe=1,36 g/em?, T, =7150 K

Druck [GPa]
N
S
T

100~ o=
e el T N R B T R R B T B B
08 1 12 14 16 1,8 2 22 24 26 28 3 32

Dichte [g/cm?]

Abbildung 3.8.: Quasi-isentrope Kompressionsexperimente an Deuterium (Krei-
se? Diamanten“?, Sterne™*. Zum Vergleich sind H-REOS.3-Isentropen [A8] zu
sehen, welche vom ersten Punkt (schwarze Kurven) und zweiten Punkt des Forto-
vexperiments bzw. vom ersten Punkt des Boriskovexperiments (orange und lila“?
Kurven) starten. Ebenfalls gezeigt sind die 300 K-Isotherme der H-REOS.3 (griin)

sowie die experimentelle Coldcurve von Boriskov (blau).

Wie in Abschnitt gezeigt, stimmt die 300 K-Isotherme der H-REOS.3 sehr gut
mit den statischen Diamantstempelexperimenten iiberein. Einen dynamischen Zu-
gang zu dieser Coldcurve iiber quasi-isentrope Kompression ist Boriskov et al.*?
gelungen. Dort wurde die Dichte des Systems zeitgleich mit dem Druck gemes-
sen. Dieser wurde tiber die bekannte Zustandsgleichung eines Referenzmaterials
(hier: Aluminium™Y) in der Nachbarschaft der Probe bestimmt. Die Anfangsbe-
dingungen fir dieses Experiment sind bei Temperaturen um 5-10 K, die nicht in
der H-REOS.3 enthalten sind. Deshalb wurde der erste experimentelle Punkt mit
To = 200 K, 9o = 1,29 g/cm® und Py = 75 GPa als Anfangspunkt gewihlt. Die
entsprechende Isentrope (orange Kurve in Abbildung stimmt sehr gut mit
der griinen Kurve (300 K aus H-REOS.3) sowie mit der von Boriskov et al. vor-
hergesagten Coldcurve (blaue Kurve und verbleibene Datenpunkte (Diamanten))
iiberein. Mit Hilfe dieser Ergebnisse konnen wir auch die Temperaturen bestati-
gen, welche nicht wesentlich wéarmer als 300 K werden, siehe auch Tabelle [A.]

Da dieses Experiment im Festkorper durchgefithrt wurde, kann man hier auch
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den Effekt von Phononen studieren, der in der H-REOS.3 wegen des Fokus auf
astrophysikalische Anwendungen vernachléssigt wurde. Jedoch werden Phononen
in der EOS von Caillabet et al*® explizit berechnet. Die lila Kurve in Abbil-
dung zeigt eine Isentrope mit Phononenbeitriagen, welche systematisch hoher
liegt, als die vom gleichen Startpunkt beginnende orange Kurve, d.h. Phononen
fithren zu einem additiven, positiven Beitrag zum Druck. Trotzdem reproduzie-

ren beide DFT-MD-Kurven das Experiment innerhalb der Fehlerbalken. In einem

2500 7\ T ‘ T TT ‘ T T ‘ TTTT ‘ TTTT ‘ TTTT ‘ T TT ‘ T TT ‘ T T TTTT ‘ T \/f \7
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Abbildung 3.9.: Quasi-isentrope Kompressionsexperimente an gasférmigen Deu-
terium (Kreise®®, Quadrat®). Zum Vergleich ist die H-REOS.3-Isentrope [A8] zu
sehen, welche vom ersten Punkt (schwarze Kurve und griine Kurve®?) starten. Ge-
zeigt ist ebenfalls die DFT-MD-Isentrope, welche vom Anfangspunkt der Fortov-

und Mochalovexperimente startet, siche Text (rote Kuve).

weiteren quasi-isentropen Experiment fanden Fortov et al.” erste Hinweise auf
einen Phaseniibergang erster Ordnung vom nichtmetallischen zum metallischen
Deuterium (engl. PPT: plasma phase transition), siehe auch Abschnitt . Dieses
Experiment startete von einem gasférmigen Anfangszustand (g = 0,04 g/cm?,
To = 283 K). Im Gegensatz zum vorher beschriebenen Experiment zur Cold-
curve wurde hier lediglich die Dichte gemessen. Die Driicke wurden, wie oben
beschrieben, mittels zweier verschiedener Zustandsgleichungen in einem Hydro-
code ermittelt. Die Ergebnisse sind als Kreise in den Abbildungen [3.8 und [3.9
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zu sehen. Die Schlussfolgerung auf einen Phaseniibergang erster Ordnung kommt
von dem angedeuteten Dichtesprung am dritten Punkt bei ca. 1,8 g/cm?. Die fol-
gende Analyse wird zeigen, dass jedoch die letzten drei experimentellen Punkte
fragwiirdig sind. Da es sich um quasi-isentrope Kompression handelt, miissen fiir
eine feste Anfangsbedingung alle Punkte des Experiments auf einer Kurve liegen,
welche man auch von jedem dieser Punkte berechnen koénnen muss. In Abbil-
dung sind solche Isentropen gezeigt. Die schwarze Kurve startet vom ersten
Punkt gy = 1,09 g/cm?, By = 77 GPa, Ty = 6900 K. Die in der Arbeit gegebe-
nen Temperaturen von 3100 K bzw. 2100 K kénnen wir mit der H-REOS.3 bei
vorgegebenen Druck und Dichte nicht reproduzieren. Auf der schwarzen Kurve
liegt der zweite Datenpunkt und die rot gestrichelte Kurve, die von dem Punkt
startet, im Fehlerschlauch (schwarz gestrichelt), der vom ersten Punkt ausgeht.
Die verbleibenden drei Punkte liegen jedoch nicht auf diesen Kurven, sondern
sogar unterhalb der Coldcurve, was thermodynamisch nicht moglich ist und so-
mit diese Punkte fragwiirdig macht. Unabhéngig von diesem Ergebnis aus der
H-REOS.3 haben auch Chentsov und Levashov®” eine Isentrope vom ersten Da-
tenpunkt der Fortov-Experimente auf Basis der DET-MD gerechnet (griine Linie
in Abbildung , welche eine etwas hohere Starttemperatur von 7600 K hat,
aber mit unserer Isentrope tiibereinstimmt. Rechnet man eine Isentrope von den
Anfangsbedingungen der Fortov-Experimente (gy = 0,04 g/cm?, Ty = 283 K), so

erhilt man die rote Kurvel?

im eben genannten Bild. Diese verlauft glatt zwi-
schen den finf Datenpunkten mit einer signifikanten Abweichung durch und wird
hier als alternativer thermodynamischer Pfad der Experimente vorgeschlagen. Die
Werte fiir Druck und Temperatur an den gemessenen Dichten sind in Tabelle

zu finden.

Im Hinblick auf die Diskussion um den PPT wird sich in Abschnitt zeigen,
dass dieser bei wesentlich hoheren Driicken von ~ 3 Mbar unterhalb von 2000 K
stattfindet. Diese Messung wird von ab initio- Rechnungen mit dem vdw-DF2-
Funktional gestiitzt. Auch frithere Rechnungen mit dem PBE-Funktionallt?0:3V
sagten kritische Parameter von T, ~ 2000 K und P, ~ 1 Mbar vorher, was ebenfalls
weit unterhalb der von Fortov et al. vorgeschlagenen Daten liegt. In diesem Bereich
oberhalb des kritischen Punktes wiirde man einen steilen, jedoch kontinuierlichen

Anstieg in der elektrischen Leitfihikeit erwarten, was auch in dem Experiment
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3.3. Quasi-isentrope Kompressionsexperimente

gemessen wurde.

Eine Fortsetzung des Fortov-Experiments zu einer 108-fachen Kompression der

Probe ist das Experiment von Mochalov et al.*41

, welches bei einer bis dato un-
erreichten Dichte fiir Deuterium von 4,3 g/cm?® einen Druck von 18 Mbar bei
3500 K vorhersagt. Druck und Temperatur wurden in diesem Experiment auch
wieder theoretisch iiber einen Hydrocode bestimmt. Nimmt man den oben vorge-
schlagenen Pfad aus der H-REOS.3 fiir die Anfangsbedingung gy = 0,04 g/cm?,
To = 283 K (rote Kurve in Abbildung , so findet man bei der gemessenen

Dichte mit DFT-MD-Rechnungen einen Druck von 13 Mbar bei 1500 K.

500 ————————

5000 [T

T T T 7
r ® Zhernokletov 2012 + 4500 m Mochalov et al. (2014) DFT-MD Hydrocode |
— He-REOS .3 S1 [ — He-REOS.3 isentropes ©.= 4030 GPaJ'p —4750 Gyl
400 = He-REOS.3 S2 - 4000 T=23600K7" 1 _ 74000 K
— He-REOS.3 S3 [ ]
— [ HeREOS3S4 = 35001 7
% 300+ - % 3000 -
= S3: T=21800K | 2500 .
8 Hydroc.: 26700 K S r
5 200+ - = 2000~ i -
1500 = -
S1: T =14060 K B L _
10 L. {) ’(2)65gk/f<m3 Hydroc.: 17000 K 10005, = 0,038 g/em?
| To~1-2, 1 500l To~300K ]
P B N BN ok =T L ! ! !
0,5 1 1,5 2 2,5 3 0 1 2 3 4. 5 6 7 8 10
Dichte [g/cm3] Dichte [g/cm?3]

Abbildung 3.10.: Quasi-isentrope Kompression von Helium nach Zhernokletov et
al.?3% (Kreise im linken Bild) und Mochalov et al.“*4 (Quadrate im rechten Bild).
Im linken Bild stehen an den zur farbigen Isentropen gehérenden experimentellen
Punkt in der gleichen Farbe die Vorhersagen fiir Druck und Temperatur aus der
He-REOS.3 und aus dem Hydrocode, der zur Auswertung der Experimente genutzt
wurde, siehe Text. Die farbigen He-REOS.3-Isentropen im rechten Bild gehoren
zu den gleichfarbigen experimentellen Punkt, siehe Text und Tabelle

Ahnlich verhélt es sich bei den quasi-isentropen Experimenten mit anfangs gas-
formigen Helium. Die vier Punkte von Zhernokletov et al.®3® sind als bunte Kreise
im linken Bild von Abbildung [3.10] zu sehen, wéahrend die Punkte von Mochalov et
al.*22 als bunte Quadrate im rechten Bild gezeigt sind. Driicke und Temperaturen
sind hier ebenfalls aus einem Hydrocode entnommen. Die durchgezogenen Kur-
ven in dem Bild sind Isentropen aus der He-REOS.3 und gehoren je nach Farbe

zu den entsprechenden farbigen Datenpunkten, welche sich leicht in ihren An-
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3. Hochdruckexperimente

fangsbedingungen unterscheiden. Die exakten thermodynamischen Werte an den
gemessenen Dichten sind in Tabelle[A.2]zu finden. Die Punkte von Zhernokletov et
al. berithren zumindest in ihren Fehlerbalken die entsprechende Isentrope, wéh-
rend die Vorhersagen beziiglich der Temperaturen sich jedoch um bis zu 5000 K
unterscheiden. Noch deutlicher ist dieser Unterschied bei den Mochalov-Punkten,
von denen die beiden mit der kleinsten Dichte ihre jeweiligen Isentropen nicht be-
rithren. Interessanterweise liegt der Punkt maximaler Kompression bei 8,4 g/cm?
genau auf der zugehorigen Isentrope, sodass der durch die He-REOS.3 vorher-
gesagte Druck von 46,4 Mbar sehr gut mit den von Mochalov gerechneten Wert
von 47,5 Mbar iibereinstimmt. Die Temperaturen unterscheiden sich jedoch um
60000 K (He-REOS.3: 13700 K, Mochalov: 74000 K). Ein fragwiirdiger Aspekt ist,
dass die experimentellen Punkte trotz sehr &hnlicher Anfangsbedingungen und
quasi-isentroper Kompression so stark streuen, im Gegensatz zu den berechne-
ten Verlaufen der Kompression auf Grundlage der He-REOS.3. Diese Diskrepanz
konnte unter anderem durch neue Experimente, beispielsweise an der National
Ignition Facility (NIF) in Livermore oder dem Omega-Laser in Rochester, geklart

werden.

Offensichtlich ist die experimentelle Bestimmung von Druck und Temperatur in
quasi-isentropen Kompressionsexperimenten ein wichtiges Thema fiir die Zukunft,
denn mit dieser Technik kann man Zustidnde weit im Innern von Groflen Plane-
ten erreichen, siehe auch Kapitel [d Beispielsweise wird fiir Jupiter ein Druck
am Kernrand von 40 Mbar errechnet. Eine Messung der vollen thermischen Zu-
standsgleichung P(p,T") konnte dann helfen konkurrierende Strukturmodelle bes-
ser zu bewerten**. Einige mogliche Kompressionspfade, welche gleichzeitig das
Innere von Groflen Planeten darstellen, sind in Abbildung gezeigt. Diese H-
He-Isentropen mit solarem Heliumgehalt (siehe Kapitel {f) sind in der Dichte fir
den Vergleich mit den Deuteriumexperimenten um den Faktor zwei skaliert. Die
Jupiter-Isentropen wurden mit der LM-REOS.3 (schwarz) und der SCvH-EOQS%*
fiir eine Anfangsbedingung 7'(1 bar) = 170 K berechnet. Die Isentropen der Hot
Jupiters sind tiber eine dulere Randbedingung definiert, welche das 100-bar-Level
nach 4,5 Milliarden Jahren der Auskiihlung fiir Exoplaneten mit einer Jupitermas-
se nach Fortney et al.”* festlegt (siche Abb. 3 in der Publikation). Diese Isentropen

konnen zukiinftig dazu dienen, neue quasi-isentrope Experimente zu entwerfen, die
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Abbildung 3.11.: H-He-Isentropen fiir Jupiterbedingungen aus der LM-REOS.3
(schwarz) und der SCvH-EOS#* (rot) zusammen mit Isentropen fiir Exoplaneten
mit einer Jupitermasse und experimentellen Punkten fir Deuterium [A8]. Exo-
planeten mit 0,1 Astronomischen Einheit (AE) Abstand vom Mutterstern haben
T'(100 bar) = 1625 K (magenta) und solche mit 0,05 AE Abstand 7'(100 bar) =
1320 K% (violett).

sich mehr an den Bedingungen tief im Innern astrophysikalischer Objekte orien-

tieren.

3.4. Experimente mit Thomson-Streuung

Die Diagnostik von warmer dichter Materie (WDM) ist ein anspruchsvolles Gebiet,
da man optische Quellen benétigt, die in Proben bei Festkorperdichten eindringen
konnen, also eine sehr kurze Wellenldnge haben. Zusétzlich ben6tigt man hohe
Photonendichten, da ihr Streuquerschnitt an Elektronen mit op = 6,65-1072° m?
sehr gering ist*®Y. Solche Rontgenquellen kénnen zum einen durch sehr starke
optische Laser iiber ein Konvertermaterial erzeugt werden. Zum anderen stehen
mit der Entwicklung der Freie Elektronen Laser (FEL) solche Réntgenquellen
direkt zur Verfiigung®®, Mittels der Réntgen-Thomson-Streuung kann man die

Struktur von WDM sowie deren Temperatur und lonisationsgrad bestimmen, wie
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3. Hochdruckexperimente

im Folgenden kurz beschrieben wird. Detaillierte Ausfithrungen sind im Review-

04 308

Artikel von Glenzer und Redmer™ sowie in den Dissertationen von Thiele®" und

Sperling?” zu finden.

Zur Unterscheidung der Streuung in nicht-kollektive und kollektive Anregung kann
der Streuparameter o = \o/4m\p sin(0/2)*% herangezogen werden. Er misst das
Verhéltnis der Wellenldnge des einfallenden Lasers Ay zu der Abschirmlange des
Plasmas A\p in Abhéngigkeit vom Streuwinkel ©. Ist das Verhéltnis kleiner eins
(Ao < Ap), wird nicht-kollektiv an Teilchen gestreut, wahrend bei a > 1 kollektive
Schwingungen der freien Elektronen, die Plasmonen, aufgelost werden.

Das sogenannte Streuspektrum¥

2
P()?”e

2w A

Py(R,w)dwd = dQ|ks x (ks x Eo)|>NoSee(k, w) (3.5)

gibt das Verhéltnis von gestreuter zur einfallenden Strahlungsleistung PS(E, w)/ Py
pro Frequenzintervall dw und Raumwinkel d2 bei Streuung an N, Elektronen und
bestrahlter Flache A an. Das doppelte Vektorprodukt aus dem Streuvektor lZS und
der Amplitude der einfallenden Strahlung Ejy ist der Polarisationsterm, welcher bei
linear polarisiertem Licht des FELs den Wert 1 — sin? © cos? ¢ annimmt**Y, Der
klassische Elektronenradius ist definiert als r. = €?/(4megmec?) ~ 2,8 - 10715 m.
Der totale dynamische Strukturfaktor der Elektronen See(E, w) ist das Bindeglied
zwischen dem Experiment und der Theorie. Dabei wird im folgenden ein isotropes
Medium angenommen, was fiir ein Plasma gerechtfertigt ist, sodass k = \l::| gilt.
Nach Chihara®! kann er im Rahmen des chemischen Bildes in Beitrige freier

und gebundener Elektronen aufgeteilt werden:

See(k,w) = ZpSp(k,w) + | fi(k) + q(k)[* Sii(k, w)
v 7 /_ de' S, (K, w)Sa(k, w0 — W) (3.6)

Der erste Term ist der Beitrag der freien Elektronen, welcher mit dem Ionisa-
tionsgrad Z; gewichtet ist und aus dem Imaginérteil der inversen dielektischen
Funktion berechnet werden kann. Der Ion-Ion-Strukturfaktor S;;(k,w) beschreibt
den Einfluss gebundener Elektronen und wird mit dem atomaren Formfaktor f;(k)
der stark gebundenen Elektronen und dem Beitrag schwach gebundener Elektro-

nen in der Abschirmwolke ¢(k) gewichtet. Der letzte Term beschreibt den Einfluss
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3.4. Experimente mit Thomson-Streuung

ionisierter Elektronen, die durch den einfallenden Laser erzeugt werden (bound-
free-transitions). Der statische Strukturfaktor S(k) ist definiert als Frequenzinte-
gral,

Seelk) = [ dwSeelk,w) (3.7)

und ist tiber die Fouriertransformation eng mit der radialen Paarverteilungsfunk-

tion g(r) verkniipft:

S(k)=14n /V Pr(g(r) — 1) exp(ik -7) (3.8)

wobei g(r) direkt aus DFT-MD-Simulationen gewonnen werden kann, siche Kapi-
tel 2] Einen Weg S;;(k,w) unmittelbar aus DFT-MD Simulationen zu berechnen,

findet man in der Veroffentlichung von Riiter und Redmer™,

Sowohl der Strukturfaktor als auch die isotherme Kompressibilitat x7 sind ein
Maf fir die Dichtefluktuationen im System und koénnen fir & — 0 tiber die sog.

Kompressibilitdtsgleichung verkntiipft werden:

o= (8), = g (1 [t =) =

k7t kann ebenfalls direkt aus DFT-MD-Simulationen tber die thermische Zu-

standsgleichung P(p,T") berechnet werden.

Aus dem Strukturfaktor der freien Elektronen kann der Ionisationsgrad und die
Elektronentemperatur des Systems bestimmt werden, sieche Abbildung 2.3 in der
Dissertation von Sperling %, Der einfallende Laserpuls wechselwirkt mit den kol-
lektiven Plasmaschwingungen (Plasmonen*®) im Sinne einer erzwungenen, ge-
dampften Schwingung mit der maximalen Resonanzfrequenz w,.s; bei der Plasmo-
nenfrequenz. Von den Plasmonen wird Energie in Abhéngigkeit von der Frequenz
aus dem Laserfeld absorbiert oder an das Feld emittiert, sodass sich durch Energie-
und Impulserhaltung je ein Peak bei +w,s ausbildet. Diese Dispersion ist iiber die

Bohm-Grof-Relation*” gegeben:

3h%kpT.

R2w(k)? = hzwf)l + K (3.9)

mit den Naturkonstanten m,, kg, i und der Wellenzahl k = 47 sin(©/2)/X,. Die
Plasmonen unterliegen der Bosestatisik, sodass aus dem Amplitudenunterschied

an den Maxima iiber die sog. detaillierte Balance % = exp(fwres/kpTe)
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3. Hochdruckexperimente

die Elektronentemperatur 7, berechnet werden kann. Mit der Plasmafrequenz

wpl = y/nee?/egm,. kann dann aus Gleichung die freie Elektronendichte n,

berechnet werden. Ist dann zusatzlich die Ionendichte n; und Ionentemperatur
T; aus dem Ion-feature bekannt, kann auch der Ionisationsgrad Z; = n./n; und
in einem Zwei-Temperatur-System 7T, # T; der Temperaturunterschied bestimmt

werden.

Damit sind die Grundlagen beschrieben, um im Folgendem zwei Experimente vor-
zustellen, die vom Author dieser Arbeit theoretisch mit DFT-MD-Rechnungen
begleitet wurden [A4,A6,A7].

3.4.1. lonisationsgrad entlang der Hugoniotkurve von
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Abbildung 3.12.: Linkes Bild: Mittels Thomsonstreuung gemessener lonisati-
onsgrad von Deuterium entlang der Hugoniotkurve (Quadrate®®) zusammen mit
dem aus DFT-MD-Simulationen berechneten Dissoziationsgrad (schwarze Kurve)
[A4]. Rechtes Bild: Reflexionsvermogen von Deuterium (D) und Wasserstoff (H)
entlang der Hugoniotkurve. Experimentelle Daten bei 808 nm von Celliers et al.*?
(Diamanten) und bei 532 nm von Loubeyre et al.*™® (H: Kreise, D: Dreiecke )
zusammen mit den Vorhersagen aus DFT-MD-Rechnungen in der entsprechenden
Farbe [A4].

An der Janus Laser Facility in Livermore wurde Deuterium mit einem Laser ge-

schockt, sodass die Probe entlang einer Hugoniotkurve komprimert wurde. Wie
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3.4. Experimente mit Thomson-Streuung

oben beschrieben konnte dann mittels Thomsonstreuung der Ionisationsgrad des
Systems fiir Kompressionen zwischen 2,8 und 4,1 (entspricht Driicken zwischen
10 und 30 GPa) bestimmt werden. Das Ergebnis ist im linken Bild von Abbil-
dung zu sehen. Die experimentellen Punkte fir den Ionisationsgrad (Qua-
drate®) stimmen sehr gut mit den DFT-MD-Vorhersagen fiir den Dissoziations-
grad apigso (schwarze Kurve) iiberein. Letzterer wurde iiber die Koordinationszahl
K (r) am Molekiilpeak r,;,; berechnet, siehe Abbildung und Abschnitt ,
wobei gilt apisso = 1 — 2K (rpr0). Dieses Ergebnis legt nahe, dass Deuterium unter
den thermodynamischen Bedingungen entlang der Hugoniotkurve kontinuierlich
vom molekularem Fluid in ein elektrisch leitendes Plasma iibergeht, ohne einen
nicht-leitenden atomaren Zwischenzustand einzunehmen. Im Sinne des chemischen
Bildes wiirde aufgrund der unterschiedlichen Dissoziations- (4,5 eV /Molekiil) und
Tonisationsenergien (13,6 eV /Atom) Deuterium erst dissoziieren Hy = H + H und
dann durch Temperatur- oder Druckeffekte ionisieren H & e+ p. Das scheint auf-
grund der starken Korrelationen im System aber nicht der Fall zu sein. Gestiitzt

wird dieses Resultat durch zwei weitere Fakten.

Der erste kommt aus der Modellierung von Jupiter, siche Kapitel |4, Die Experi-
mente finden genau unter den Bedingungen statt, bei denen sich im Phasendia-
gramm (Abbildung die Hugoniotkurve und die Jupiterisentrope schneiden.
Das Abflachen der Jupiterisentrope liegt ebenfalls an der Dissoziation von Was-
serstoff, was gleichzeitig von einem starken Anstieg in der elektronischen Leitfahi-
keit begleitet ist®?, sieche auch Kapitel . Des Weiteren gibt es Experimente zum
Reflexionsvermogen entlang der Hugoniotkurve von Celliers et al.*” bei einer Wel-
lenlinge von 808 nm und von Loubeyre et al.”™ bei 532 nm. Die Methodik zur
Berechnung von optischen Eigenschaften aus DFT-MD-Rechnungen ist in Kapi-
tel [5l ausfiihrlich beschrieben. Wie im spateren Abschnitt iber den Plasmaphasen-
iibergang in Wasserstoff gezeigt wird, ist der Anstieg der elektrischen Leitfidhigkeit
(hervorgerufen durch freie Elektronen: lonisation) begeleitet von einem Anstieg im
Reflexionsvermogen. Wie dem rechten Bild von Abbildung zu entnehmen ist,
steigt das Reflexionsvermogen um 25 GPa stark an, sowohl in den Experimenten
(Symbole) und den Vorhersagen aus DFT-MD-Rechnungen (durchgezogene Lini-
en), die aus Simulationen mit 256 Teilchen, dem PBE-XC-Funktional und einem

4 x 4 x 4-k-Punkt-Satz stammen. Insbesondere bei 808 nm stimmen Theorie und
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3. Hochdruckexperimente

Experiment hervorragend tiberein. Kleinere Abweichungen gibt es bei 532 nm,
vor allem fiir den Anstieg bei Driicken > 25 GPa. Hier kann die Ursache wie-
der im Bandliickenproblem liegen, welches Dissoziation zu frith vorhersagt, denn
bei héheren Driicken (wo auch im Experiment Dissoziation signifikant sein muss)

stimmen bei 532 nm Theorie und Experiment sehr gut iiberein.

Zusammenfassend ist das Experiment zum lonisationsgrad nicht nur wichtig um
das Dissoziation-/Ionisationsverhalten von Wasserstoff/Deuterium entlang der Hu-
goniotkurve besser zu verstehen, sondern trifft auch Aussagen iiber das Innere von
Jupiter, insbesondere tiber den Beginn des metallischen Bereichs. Dadurch werden
die theoretischen Jupitermodelle in Kapitel 4l sowie Struktur- und Transportbe-

rechnungen mittels DFT-MD experimentell validiert.

3.4.2. Thomsonstreuung an dissoziierendem Wasserstoff

In einem sogenannten Pump-Probe-Experiment mit weicher Rontgenstrahlung am
FEL in Hamburg (FLASH) wurde kryogener Wasserstoff jeweils mit einem FEL-
Rontgenpuls (~ 92 eV, A = 13,5 nm) angeregt und zeitversetzt (0 ps < At <
5 ps) mit einem Teil des gleichen Pulses untersucht®4#%, Dies wurde durch einen
Strahlteiler realisiert, der einen FEL-Puls aufteilen und einen der beiden Strah-

04 ynter einem

len verzogern kann. Gemessen wurde das Rayleigh-Streuspektrum
Streuwinkel von © = 90°, was zu einem Impulsiibertrag von k = 0,0348 ag’,
also praktisch k& = 0 fithrt. Der Strukturfaktor, der im Experiment direkt aus
dem Streuspektrum folgt, kann also theoretisch in sehr guter Néherung iiber die

Kompressibilitatsgleichung berechnet werden:

1 stcat . V?’Ll

_ VnZr§
Nie dQ A B

A

Zr3S(k ~0) nikpTry . (3.10)

Der linke Term ist die Anzahl der gestreuten Photonen Ng.; pro Raumwinkel
und Anzahl der einfallenden Photonen Nj,.. Dies entspricht dem Strukturfaktor
S(k) gewichtet mit der Ionendichte n;, dem Streuvolumen V', dem klassischen
Elektronenradius 7y und der bestrahlten Fliache A, sowie der Kernladungszahl
Z =1. Da S(k) in diesem Experiment von dem ionischen Beitrag dominiert wird
und k£ ~ 0 gilt, kann der Strukturfaktor auch tiber die Kompressibilitatsgleichung
S(k = 0) = n;kgTry theoretisch aus DFT-MD-Simulationen berechnet werden.
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3.4. Experimente mit Thomson-Streuung

Dazu wurden erstmals DF'T-MD-Rechnungen eines Zwei-Temperatur-Systems
durchgefithrt. Die Temperatur der Elektronen 7, ist iiber die Fermiverteilung be-
stimmt und deutlich grofler als die Ionentemperatur 7;, welche tiber den Nosé-
Thermostaten festgelegt wird. Die hoheren Temperaturen der Elektronen liegen
an den kurzen Zeitskalen des Experiments (~ps), bei dem der Laser an die Elek-
tronen koppelt und die Zeit zwischen Pumpen und Proben nicht fiir die Relaxa-
tion ins thermodynamische Gleichgewicht tiber Stofle ausreicht. Hervorzuheben
ist hier, dass im Rahmen des DFT-Ansatzes trotzdem lokales thermodynamisches
Gleichgewicht im Elektronensystem und im lonensystem angenommen wird, da
ansonsten eine Temperatur im Nichtgleichgewicht eines Systems nicht sauber de-
finiert werden kann. Als weitere Details wurden in den Rechnungen wegen der
geringen Dichte 64 Teilchen mit dem PBE-XC-Funktional und einem Energiecu-
toff der ebenen Wellen von 1400 ¢V am Baldereschi-Punkt simuliert.

Die Werte fiir T, und T; fir verschiedene Verzogerungszeiten zwischen dem Pump-
Puls und dem Probe-Puls At stammen aus Strahlungs-hydrodynamischen Simu-
lationen mit dem HELIOS-Code?". Da es sich um isochores Erhitzen der Probe
handelt, ist die Dichte des Systems p = 0,08 g/cm® vom Ausgangszustand her
bekannt.

Aus den Simulationen wurde dann die Paarverteilungsfunktion der Ionen g;;(r)
bestimmt, die fiir ausgewahlte At im linken Bild von Abbildung zu sehen
sind. Die schwarze Kurve ist die Referenzkurve fiir das vollstdndig molekulare
Fluid bei 20 K mit dem Molekiilpeak bei ry;o ~ 0,75 A. Mit steigendem At
steigen die T, erst bis 0,5 ps an um dann leicht zu fallen T.(5 ps) = 1,9 eV.
Die T; jedoch steigen stetig mit At an, weil in langeren Zeiten mehr Stofle die
Ionen aufheizen. Dieses Heizen fiihrt sehr schnell zur Dissoziation der Molekiile,
was man am stark sinkenden Molekiilpeak mit steigender lonentemperatur sieht,
sowie das verschwinden der Fernordnung, was einen Ubergang des Systems zum

idealen Plasma andeutet.

Ein Konsistenztest der HELIOS-Rechnungen gegeniiber den DFT-MD-Simulationen
kann iber die Equilibirierungszeit 7., vorgenommen werden”*. Die Kollisions-
zeiten 7., der Elektron-Ion-Stofle kann durch den Fit der aus den DFT-MD-
Rechnungen erhaltenen dynamischen Leitfahigkeiten (o(w), siche Kapitel |5)) an ein

Drude-Modell gewonnen werden®?. o (w) wurde hier mit dem HSE-Funktional 332
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Abbildung 3.13.: Linkes Bild: Zu sehen sind radiale Paarverteilungsfunktio-
nen g;;(r). Die vollstindig molekulare Referenzkurve (schwarz) bei 20 K zeigt
den Molekiilpeak bei 75 = 0,75 A [A6,A7]. Weitere Kurven zu unterschiedli-
chen Pump-Probe-Verzogerungszeiten At und damit einhergehenden Elektronen-
(T.) und lonentemperaturen (7;), sieche Text, sind ebenfalls abgebildet. Rechtes
Bild: Gewichteter Strukturturfaktor (vgl. mittlerer Term in Gleichung aus
dem Experiment mit je 19 TW/cm? (rote Diamanten) und 27 TW/cm? (blaue
Kreise) pump-Laser-Intensitat ist abgebildet mit den entsprechend farbcodierten
Vorhersagen aus DFT-MD-Rechnungen (durchgezogene Kurven) und dem QEOS-
Zustandsgleichungsmodell (schwarz) [A6,A7].

berechnet, welches die Bandliicke besser behandelt und damit adédquat insbeson-
dere fiir dissoziierende Systeme ist. Es ergibt sich 7.,; = 1 — 3 fs was zu Equili-
birierungszeiten von 7., = m,/(2m.)7.ou = 1 — 3 ps fihrt, die auch in HELIOS

implementiert sind.

Der Strukturfaktor S(k = 0) wurde ebenfalls aus den DFT-MD-Simulationen iiber
die Kompressibilitatsgleichung berechnet. Die Ergebnisse sind zusammen mit den
experimentellen Daten, welche durch den linken und mittleren Term von Glei-
chung [3.10] gegeben sind, im rechten Bild von Abbildung dargestellt.

In dieser Grafik stehen blaue Daten fiir die Experimente mit einer Intensitét
des Pump-Pulses von 27 TW/cm? und rote Daten fir 19 TW /cm?, wihrend die
durchgezogenen Linien Simulationsdaten zeigen und die Kreise und Diamanten
Messpunkte sind. Offensichtlich zeigen die Vorhersagen mit dem QEOS-Modell
(schwarze Linie, siehe auch Kapitel keine Anderungen von S(k) mit At und
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3.5. Der Nichtmetall-Metall Ubergang in Wasserstoff

sind somit zur Beschreibung des Experiments nicht geeignet.

Der Anstiegsverlauf von S(k) bis zu At = 0, 7 ps wird fir beide Pump-Intensitéaten
sehr gut durch die DFT-MD-Ergebnisse beschrieben, wahrend der nochmalige
starke Anstieg der experimentellen Daten fiir die 27 TW /cm? um 1 ps nicht aus
den theoretischen Vorhersagen hervorgeht. Diese sind zwar fiir die 19 TW /cm?-
Daten noch bis 2 ps in perfekter Ubereinstimmung mit dem Experiment, kénnen
dann aber den Abfall zu hoheren At nicht reproduzieren. Anhand der DFT-MD-
Daten sieht man wie schon bei der Paarverteilungsfunktion ein schnelles Auf-
brechen der Molekiilbindungen. Mit groferen Verzogerungszeiten At erhitzt sich
durch Elektron-Ion-St68e das lonensystem weiter, sodass sich ein ideales Plas-
ma ausbildet, was durch den relativ konstanten Verlauf des Strukturfaktors bei
groflen At angedeutet ist. Die Effekte, die zum Abfall von S(k) in den Experimen-
ten fithren, wie die in der Publikation®*® vorgeschlagene schnelle Rekombination

105

der Ionen™" sind bisher nicht vollstandig verstanden.

3.5. Der Nichtmetall-Metall Ubergang in

Wasserstoff

Das letzte Experiment, welches in diesem Kapitel vorgestellt werden soll und iiber
den ganzen Zeitraum der Promotion begleitet wurde, ist die experimentelle Be-
stimmung der Lage des Phasentiibergangs erster Ordnung von molekularem, nicht-
leitendem Wasserstoff/Deuterium in das atomare, metallische Fluid (im Folgen-
den non-metal-to-metal transition: NMT). Die zugehorigen Experimente wurden
im Rahmen des Z Fundamental Science Programs auf Antrag von Marcus Knud-
son und Ronald Redmer von Knudson und dem Z-Team an der Z-Maschine des
Sandia National Laboratory durchgefiihrt. Auf der theoretischen Ebene wurden

die Experimente vom Autor dieser Arbeit, Redmer und Desjarlais begleitet.

Der druckgetriebene NMT im Festkorper bei hohen Dichten wurde bereits vor
80 Jahren theoretisch vorhergesagt”** und ist somit eins der dltesten ungelo-
sten Probleme in der Hochdruckphysik*#. Insbesondere fiir die Planetenphysik
ist die Lage des NMT wichtig, da die Metallisierung von Wasserstoff in einer
H-He-Mischung zur Entmischung des Systems fithren kann™7 siche Kapitel [2.5
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3. Hochdruckexperimente

Historisch wurde der NMT auch zur Erklarung der Schichtengrenzen in Groflen
Planeten, siehe Kapitel {4, herangezogen. Jedoch zeigen das Experiment und DFT-
MD-Rechnungen, die im Folgenden vorgestellt werden, dass der NMT bei tieferen
Temperaturen und hoéheren Driicken als sie im Innern von beispielsweise Jupiter
auftreten liegt, siche auch Abbildung [2.3]

Modelle im chemischen Bild»fslie2letiasd (Pyplikationen sind nur eine kleine Aus-
wahl) sagen einen solchen dissoziationsgetriebenen Plasmaphaseniibergang (PPT)
im partiell ionisiertem Plasma vorraus, mit thermodynamischen Groflen am kri-
tischen Punkt von P. < 1 Mbar und 7, > 15000 K. Fiir weitere Ausfithrungen
beziiglich dieser Modelle sei hier auf den Review-Artikel von Redmer und Holst24

verwiesen.

DFT-MD-Simulationen mit dem PBE-XC-Funktional®*4% hestimmen den NMT
erstmals bei wesentlich tieferen Temperaturen und héheren Driicken im dichten
Fluid mit kritischen Parametern von 7, < 2000 K und P, > 1 Mbar, sieche Kurven
von Lorenzen und Morales im Wasserstoffphasendiagramm in Abbildung

Die Verwendung von nicht-lokalen XC-Funktionalen, wie dem HSE-Funktional®3!
oder dem vdw-DF2-Funktional™7 siehe Kapitel [2 verschieben die Koexistenzli-
nie zu hoheren Driicken, wie in Abbildung zu sehen (griine Diamanten: HSE-
Resultat™® durchgezogene griine Kurve: vdw-DF2-Resultat'®”). Auch Quanten-
effekte der Ionen, die in der vdw-DF2-Kurve mit berticksichtigt sind, konnen das
Ergebnis zu kleineren Driicken schieben“*®, Theoretische Vorhersagen aus QMC-

3 yerschieben die Koexistenzlinie nochmal um ~ 2 Mbar zu héheren

Rechnungen!
Driicken. Die Ursache liegt vermutlich an dem Wechselwirkungspotential, welches
mittels QMC bei T" = 0 K berechnet und dann fiir Simulationen bei endlichen
Temperaturen verwendet wurde. Eine ausfiihrliche und kritische Auseinanderset-

zung mit diesen Ergebnissen steht noch aus.

Der offensichtliche Unterschied bei der Vorhersage der Lage des NMT durch Mo-
delle im chemischen Bild und ab initio-Methoden stammt aus der konzeptionellen
Behandlung des Vielteilchensystems. Die in Kapitel 2] diskutierten chemischen Mo-
delle behandeln Elektronen, Protonen, Atome und Molekiile jeweils als eigenstan-
dige Teilchensorten und nutzen fiir die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen

Sorten effektive Potentiale. Dieser Ansatz ist gerechtfertigt, solange man eindeu-
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3.5. Der Nichtmetall-Metall Ubergang in Wasserstoff

tig zwischen den Teilchensorten untescheiden kann. Dies ist aber nicht mehr der
Fall bei hohen Dichten. Unter diesen Bedingungen delokalisieren gebundene Elek-
tronen durch Druckionisation (Mott-Effekt). Aus langlebigen Bindungszustanden
(Atome, Molekiile) werden kurzzeitige Korrelationen zwischen den Elektronen und
Ionen. Die Pramisse des chemischen Bildes gilt in diesem Fall nicht mehr. Die
Korrelationen und Quanteneffekte unter solchen Bedingungen kénnen hingegen

konsistent mit den ab initio-Methoden beschrieben werden.

Auf experimenteller Seite wurde in reverberating shock wave-Experimenten (siehe
Abschnitt erstmals der kontinuierliche NMT um 1,5 Mbar und 3000 K ge-
messen?t%32Y In diesem Bereich zeigt auch das Experiment von Fortov et al.”%
welches in diesem Kapitel schon ausfiihrlich diskutiert wurde und dessen Driicke
und Temperaturen berechnet sind, Hinweise auf einen Phaseniibergang erster Ord-
nung. Dzyabura et al.™ deuteten vermutlich bei 1,3 Mbar und 1600 K in Laser-
erhitzten Diamantstempelzellen die latente Wéarme der Wasserstoffdissoziation als
Zeichen fiir den NMT, siehe Abbildung [2.3] Jedoch wurde bis vor Kurzem weder

REHT0THIATH203330

im Fluid noch im Festkorper ein direkter experimenteller Nachweis

fiir den NMT gefunden.

Wie am blau-schattierten Bereich in Abbildung gezeigt, haben Knudson et
al'57 den NMT bei etwa 3 Mbar und unterhalb von 2000 K gemessen. Das ex-
perimentelle Design wurde so gewéhlt, dass die kryogenen Deuteriumproben erst
entlang einer Hugoniotkurve komprimiert wurden und die Kompression bei mo-
deraten Temperaturen unterhalb von 1400 K in eine isentrope ramp-compression
tiberging, siche Bild 1 in der Publikation [A3]. Damit konnten grofie Driicke bei
moderaten Temperaturen erreicht und vor allem gemessen werden. Zusatzlich wur-
de das Reflexionsvermégen der Probe ermittelt, welche im Bereich des NMT ab-
rupt anstieg. Dieser plotzliche Anstieg im Reflexionsvermogen geht mit einem
entsprechenden Anstieg in der elektrischen Leitfahigkeit einher. Mikroskopisch
gesehen stammt der Sprung aus der druckgetriebenen Dissoziation der Deuteri-
ummolekiile, bei denen sich gleichzeitig unter diesen Bedingungen die Bandliicke
schliet was zu einer hohen Leifdhigkeit fiihrt. Dieser Effekt ist ein Phaseniiber-

gang erster Ordnung, da er ebenfalls mit einem Dichtesprung einhergeht.

Zur theoretischen Begleitung dieser Experimente wurden extensive DFT-MD-

Datensatze fiir die Zustandsgleichung, die elektrische Leitfdhigkeit und das Reflexi-
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3. Hochdruckexperimente

onsvermogen erzeugt. Die Methodik zur Berechnung von optischen Eigenschaften
mittels DET-MD ist in Kapitel |5 beschrieben. In den Simulationen wurden 128
Deuteriummolekiile (256 Teilchen) mit dem vdw-DF2-XC-Funktional @241
am Baldereschi-Punkt berechnet. Aus den konvergierten Léufen wurden fiir die
optischen Eigenschaften je 40 Schnappschiisse generiert. Die Leitfahigkeit die-
ser Schnappschiisse wurde wieder mit dem vdw-DF2-XC-Funktional und einem
Monkhorst-Pack-Satz von 4 x 4 x 4 k-Punkten berechnet.

F \ I I I 1 \ ]
30 \ I T
3008 L ;
O 300
ke 200; j o
525018 A ]
?5 280 PTrans. (1‘500 K)‘ = 293‘ +1 GFa |
— 206 2,08 2,1 2,12 2,14
'g 200 Dichte [glcm:.‘.]r'".: J i
L
A v —— T=1500K 1
! T =2000 K
150 — T=2200K -
T =2500 K
— T=2800K -
Z
10 4/‘ | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
Q,Z 1,3 14 15 16 1,7 1,8 1,9 2 21 22
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Abbildung 3.14.: Im Ubergangsbereich vom molekularen zum atomaren System
schneiden sich die Druckisothermen ((0P/0T), < 0) und unterhalb des kriti-
schen Punktes kommt es zu einem Dichtesprung (blaue Kurve) [A3]. Kleine farbige
Punkte entsprechen den Schnappschiissen in Abbildung .

Das Dichte-Druck-Temperatur-Gitter aller Simulationen ist in Abbildung [3.14] zu
sehen, wo die entsprechenden Schnappschiisse als kleine farbige Punkte dargestellt
sind. Da der Druck eines atomaren Systems bei gleicher Dichte und Temperatur
kleiner ist als der des entsprechenden molekularen Systems und die Dissoziati-
on bei hoheren Temperaturen schon bei kleineren Dichten einsetzt, kommt es
im Ubergangsbereich zu sich tiberschneidenden Isothermen ((9P/0T), < 0). Die
2800 K-Kurve liegt ab 1,5 g/cm?® unterhalb aller kélteren Isothermen um bei ho-
heren Dichten ab 1,9 g/cm? bis auf die 1500 K alle anderen Isothermen im Druck

wieder zu tlbersteigen. Bei denen ist dieses Verhalten ebenfalls systematisch mit
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P(1500 K, 1,97 g/cm3) = 262 GPa

P(1500 K, 2,02 g/cm3) = 275 GPa-{

— P(1200 K, 2,36 g/cm?) = 379 GPa

— — P(1200 K, 2,36 g/cm3) = 365 GPa

| - — P(1200K, 249 glem?) = 402 GPa

0 1 2 . 3
Ionenabstand r [A]

0,5

Radiale Paarverteilungsfunktion g;i(r)
T

Abbildung 3.15.: Sprunghafter Ubergang (griine Kurven) eines molekularen in
ein atomares System in der Paarverteilungsfunktion zusammen mit weiteren mo-

lekularen (rot und orange) und atomaren (blau) Kurven [A3].

hoheren Dichten. Isothermen unterhalb des kritischen Punktes weisen bei einem
Phasentibergang erster Ordnung einen Dichtesprung auf. Dieser ist fiir 1500 K im
Inset zu sehen. Bei einem Ubergangsdruck von P(1500 K) = 293 +1 GPa springt
die Dichte um 0,03 g/cm?®. Dieser Sprung ist klein, typisch fiir einen fliissig-fliissig-
Phaseniibergang. Weiterhin ist 1500 K schon sehr nah an der kritischen Tempe-
ratur 7, ~ 2000 K und der Dichtesprung als Ordnungsparameter nimmt in der
Néahe des kritischen Punktes sehr schnell ab.

Der abrupte Ubergang vom molekularen ins atomare Fluid wird auch in der ra-
dialen Paarverteilungsfunktion sichtbar, siehe Abbildung [3.15] Wahrend die rote
und orange Kurve von der 1500 K-Isotherme noch einen eindeutigen Molekiilpeak
haben, zeigen die beiden griinen Kurven ein transientes Verhalten des Systems
bei 1200 K und 2,36 g/cm?. Es kann offensichtlich wéihrend der Simulation ther-
modynamisch abwechselnd einen molekularen (durchgezogene Kurve) und einen
atomaren (gestrichelte Kurve) Zustand einnehmen. Vergleicht man die griine und
die blaue durchgezogenen Kurven, so wird der Ubergang innerhalb von 0,13 g/cm?

noch deutlicher.
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Elektrische Leitfahigkeit [106S/m]
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Abbildung 3.16.: Elektrische Leitfihigkeit o entlang verschiedener Isothermen,
siche Legende. Der Sprung in der blauen Kurve zeigt den NMT bei 1500 K [A3].
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Abbildung 3.17.: Reflexionsvermégen von Deuterium aus dem Experiment fiir
1500 K (cyan) und DFT-MD-Ergebnisse fiir verschiedene Isothermen, sieche Le-
gende. Wie im linken Bild ergeben sich die durchgezogenen Kurven aus Mittelung
der Schnappschisse (kleine Punkte) [A3].

Wie schon erwahnt ist der Phaseniibergang erster Ordnung auch mit einem ab-

rupten Sprung in der elektrischen Leitfdhigkeit o und damit auch im Reflexions-
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3.6. Zusammenfassung von Kapitel 3

vermogen verbunden. Da Letzteres nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann
ist der Ubergang in o iiber mehrere GroSenordnungen deutlicher zu sehen, siehe
Abbildung [3.16] Unterhalb der kritischen Temperatur spingt o bei 1500 K und
293 GPa um tiber drei Groflenordnungen, wenn man die Regressionskurven als Re-
ferenzen nimmt. Solch ein deutlicher Sprung ist bei 7, = 2000 K und den hoheren
Temperaturen nicht mehr zu sehen, bei denen der Ubergang dann offensichtlich

kontinuierlich verlauft.

Dieses Verhalten sieht man auch beim Reflexionsvermégen (Abbildung [3.17)). Fur
T > T, ist der Anstieg kontinuierlich, wihrend bei 1500 K und 293 GPa ein Sprung

von ~ 0,1 auftritt, in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment (cyan).

Das Experiment und die DF'T-MD-Rechnungen legen es nahe, dass zur Beschrei-
bung des NMT erster Ordnung das vdw-DF2-XC-Funktional adaquat ist. Zu-
mindest sind Dispersionsbeitrédge offensichtlich relevant. Dennoch kann man im
direkten Vergleich mit den PBE-Resultaten die Unterschiede nicht direkt und aus-
schliefllich den van-der-Waals-Effekten zuschreiben, da im vdw-DF2 die Disper-
sionskorrekturen nicht auf die XC-Energien des PBE-Funktionals gerechnet wer-
den*%, AuBerdem beriicksichtigt das vdw-DF2-XC-Funktional nur Zwei-Teilchen-
Dispersionsbeitrage. Eine Untersuchung des NMT mit einem Funktional, welches
Vielteilchen-Dispersionbeitrage beriicksichtigt™, ist noch offen. Insbesondere fiir
den metallischen Bereich ist die Formulierung von Dispersionsbeitragen schwie-
rig aber moglich®'?. Solch eine Formulierung als zusitzliche Dispersionenergie zu
der PBE-XC-Energie ist Gegenstand einer beginnenden Zusammenarbeit der AG
yotatische Physik“ mit Tkachenko vom FHI Berlin und wird wahrscheinlich zu

einer Reanalyse der hier priasentierten Daten fithren.

3.6. Zusammenfassung von Kapitel 3

In diesem Kapitel wurden die Zustandsgleichungen H-REOS.3 und He-REOS.3 an
Experimenten getestet. Dabei reproduziert die Wasserstoffzustandsgleichung im
Druck sowohl die 300 K-Isotherme, die verschiedenen Hugoniotkurven (unkom-
primierte und vorkomprimierte Anfangszustinde) sowie die reverberating shock-

Experimente in der Umgebung der Jupiterisentrope. Wegen des Bandliickenpro-
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3. Hochdruckexperimente

blems des PBE-XC-Funktionals wird jedoch die Temperatur-Druck-Relation ent-
lang der Hugoniotkurven leicht unterschatzt [AS].

Im Fall von Helium wird der Bereich des Festkorpers bei 300 K von der He-REOS.3
im Druck iiberschétzt, das Verhalten im Gas und Fluid bei dieser Temperatur aber
sehr gut reproduziert. Die aus der He-REOS.3 berechnete Hugoniotkurve stimmt
bei kleineren Driicken sehr gut mit den Experimenten iiberein. Die experimentel-
len Ergebnisse fiir hohe Driicke stehen wegen des noch nicht verwendeten neuen
Standards fir die Quartz-EOS zur Diskussion und weichen bisher deutlich von
den theoretischen Werten ab [A2].

Des Weiteren wurden quasi-isentrope Kompressionexperimente fiir Deuterium und
Helium nachgerechnet. Die auf diesem Weg dynamisch bestimmte Coldkurve, de-
ren Druck und Dichte gemessen wurde, konnte sehr gut von der H-REOS.3 re-
produziert werden. Fiir die Experimente von Mochalov et al. und Fortov et al.,
welche von gasférmigen Deuterium starten und nur die Dichte des komprimier-
ten Systems gemessen haben, wurde ein alternativer isentroper Kompressionspfad
auf Basis der H-REOS.3 vorgeschlagen. Im Gegensatz zu den Vorhersagen aus
den Hydrocodes verlauft diese sehr glatt und sagt einen maximalen Druck von
13 Mbar bei 3500 K statt 18 Mbar bei 3500 K vorraus. Die Ergebnisse der He-
REOS.3 beziiglich der isentropen Kompression von Helium weichen insbesondere

in der Temperatur deutlich von den Hydrocode-Ergebnissen zu den gemessenen
Dichten ab [A8].

Weitere Vorhersagen wurden auch fiir Experimente mit Thomsonstreuung ge-
macht. So konnte gezeigt werden, dass entlang der Hugoniotkurve von Deute-
rium der gemessene lonisationsgrad mit den aus DFT-MD-Rechnungen bestimm-
ten Dissoziationsgraden iibereinstimmt. Ein neutraler atomarer Zustand zwischen
dem molekularen und dem metallischen Fluid erscheint bei den thermodynami-

schen Bedingungen entlang der Hugoniotkurve damit unwahrscheinlich [A4].

In einem zweiten Thomsonstreu-Experiment an kryogenen Wasserstoff mit dem
FLASH-Laser wurde die Dissoziation des Systems in weniger als einer Picose-
kunde gemessen. Die in diesem Kapitel diskutierten Zwei-Temperatur-DFT-MD-
Rechnungen konnten dieses Verhalten bestatigen. Die Interpretation des abfal-

lenden Streusignals bei hoheren Verzogerungszeiten zwischen dem Pumpen des

76



3.6. Zusammenfassung von Kapitel 3

Wasserstofftropfchens und dem Proben bleibt jedoch noch offen [A6,A7].
AuBerdem wurde mit DFT-MD-Simulationen unter Nutzung des vdw-DF2-XC-

Funktionals ein Experiment zur Bestimmung des druckgetriebenen Phasentiber-
gangs erster Ordnung vom molekularem Deuterium zum metallischem System
(NMT) begleitet. Diese Rechnungen finden die Koexistenzlinie unterhalb von
2000 K und bei Driicken zwischen 2,3 und 4 Mbar, viel hoher als Vorhersagen
mit dem PBE-XC-Funktional, siche Abbildung [2.3] In dieser Gegend des Phasen-
diagramms finden auch die entsprechenden Experimente einen abrupten Anstieg
im Reflexionsvermégen und damit starke Belege fiir den NMT. Es konnte damit
gezeigt werden, dass fiir die theoretische Beschreibung des NMT mit der DFT-
MD-Methode, Dispersionskrafte berticksichtigt werden miissen. Die Ergbnisse aus
dem Experiment und den Simulationen scheinen das 80 Jahre alte Problem des

NMT gelost zu haben und wurden zur Veroffentlichung bei Science resubmitted.

Abschlieflend soll noch einmal auf die Hugoniotexperimente Bezug genommen wer-
den. Wie schon gesagt, reproduzieren die DF'T-MD-Daten diese sehr gut, wahrend
die Zustandsgleichung von Saumon et al. (SCvH) deutlich hohere Kompressions-
verhaltnisse vorhersagt. Somit ist die H-REOS.3 zur Beschreibung der WDM bes-
ser geeignet. Die Unterschiede, die sich in der Modellierung Grofler Planeten und
Brauner Zwerge unter Verwendung der H-/He-REOS.3 bzw. der SCvH-EOS erge-

ben, sollen im folgenden Kapitel untersucht werden.
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4. Strukturmodelle und

Masse-Radius-Relationen fur GPs
und BDs

Im Kapitel [2| wurden die Zustandsgleichungen (EOS) fir Wasserstoff und Heli-
um vorgestellt, welche Hauptbestandteile der Grofien Planeten (GPs) Jupiter und
Saturn sowie von Braunen Zwergen (BDs) sind. Zusammen mit einer repriasenta-
tiven EOS fiir die Elemente schwerer als Helium (in der géngigen Literatur auch
Metalle genannt) werden mit Hilfe der resultierenden linearen Mischungszustands-
gleichung (LM-REOS) Modelle des inneren Aufbaus von Jupiter (Abschnitt
und Braunen Zwergen (Abschnitt berechnet. Fiir die Groflen Planeten wird
Wasser105240 fiir die Metalle verwendet, da es eine Verbindung aus Wasserstoff und
dem in GPs relativ hiufig auftretenden Sauerstoff ist. AuBlerdem ist die relative
Haufigkeit von Wasser in Grofilen Planeten an sich repréasentativ fiir die ande-
rer schwerer Elemente. Fiir den notwendigen Dichte-Temperatur-Bereich Brauner
Zwerge ist solch eine Wasser-EOS nicht verfiighar, sodass mit einer Dichteskalie-
rung der Helium-EOS um einen Faktor 4 eine synthetische Wasser-EOS generiert

wurde, welche jedoch kompressibler als echtes Wasser ist.

4.1. Modellierung GroBer Planeten (GPs): Das
Drei-Schichten Modell

Modelle fiir den inneren Aufbau von Jupiter und Saturn haben eine jahrzehntelan-

O 741 15H11"7414452195243524653 334334

ge Tradition . Diese Modelle sollten moglichst viele der

experimentell zugédnglichen Beobachtungsgréfien des Planeten erfiillen. Zu diesen
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LTMR,Y,Y,J,J,

=1 bar
(Ibar)=72-170K

— o

j P,,=0,1 — 10 Mbar

Tp=2-11kK

Pews = 5,1 — 41 Mbar
Tows = 6— 20 kKK

Grofie
des Kerns

Abbildung 4.1.: Das Drei-Schichten-Modell fiir Grofle Planeten. Zwei adiaba-

tische Méntel unterschiedlicher Zusammensetzung aus Wasserstoff (X'), Helium

(Y) und schweren Elementen (Z) umhiillen einen isothermen Gesteinskern. Die
Mantelschichten sind bei dem variablen Ubergangsdruck Pj, getrennt, wihrend
der Mantel an der core-mantle-boundary (CMB) auf den Kern trifft. In blauen
Umrandungen sind die vom Modell zu erfiillenden Eigenschaften des Planeten wie
Masse, Radius, etc., in gelb der Ubergangsdruck als freier Parameter und in rot

die aus dem Modell resultierenden Groflen wie z.B. die Kernmasse gezeigt.

gehoren die Leuchtkraft L, die Masse M, der Aquatorialradius R, die Rotations-
geschwindigkeit, der mittlere Heliumgehalt Y, sowie der atmosphérische Helium-
und Metallgehalt (Y; und Z;). Insbesondere muss auch die Form des Gravitati-
onsfeldes, welches durch die starke Rotation des Planeten (~10 h bei Jupiter) von
einem sphérischen Feld abweicht reproduziert werden. Um diese Abweichungen be-
schreiben zu kénnen, wird das Gravitationsfeld in Legendre-Polynome Py;(cos ©)
mit dem Polarwinkel © entwickelt241%33;

GM ( [ Req

(5

=1

V(r,®)=—

>2i Joi Py;(cos @)) : (4.1)

r

Neben dem Aquatorialradius R, tritt in dieser Gleichung noch die Gravitations-
konstante G auf. Die Entwicklungskoeffizienten J,; sind die sogenannten Gravitati-
onsmomente, welche aus den Trajektorien vorbeifliegender Raumsonden ermittelt

werden konnen“%47,

In dieser Arbeit wird fiir die Berechnung der Strukturmodelle von Jupiter das
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Abbildung 4.2.: Kernmasse (oben), Metallizitdt im dufleren (Z;: Mitte) und
inneren Mantel (Z5: unten) zusammen mit den verwendeten Werten fiir die Ob-
servablen von Jupiter [A2,A10].

Drei-Schichten Modell ™ angenommen, das von Nettelmann in ein Programm®

umgesetzt wurde, welches hier genutzt wird. Ein schematischer Aufbau dieses Mo-
dells ist in Abbildung zu sehen (Jupiterbild aufgenommen vom Hubble Space
Telescope und bereitgestellt von der NASA). Ein isothermer Gesteinskern (ent-

146) 7u bestimmender

sprechend der Zustandsgleichung von Hubbard und Marley
Masse ist umhiillt von zwei adiabatischen Manteln, welche sich in ihrer Zusam-
mensetzung in der Haufigkeit von Wasserstoff (X), Helium (Y) und Wasser (2)
unterscheiden und am vorerst frei wihlbaren Ubergangsdruck P, voneinander
getrennt sind. Zwei Schichten im Mantel sind notwendig, da sowohl Jupiter als
auch Saturn einen verminderten atmosphéarischen Heliumgehalt verglichen mit
dem protosolarem Wert haben, der Gesamtheliumanteil im Planeten jedoch dem

protosolarem Wert von 0,275 entsprechen muss. Dies wird durch den entsprechen-
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den Heliumanteil in der inneren Schicht realisiert. Die Isentrope und damit die
thermodynamischen Zustdnde im Inneren des Planeten wird iiber die Temperatur
bei dem 1-bar-Level (Tiy.:) festgelegt, welche fiir Jupiter 170 K ist. Dazu muss
iiber ein gegebenes Atmosphérenprofil*®™ Ty, aus der effektiven Temperatur (T,g)

des Planeten berechnet werdenH2H145524152835286

g ist die Temperatur eines hypo-
thetischen schwarzen Strahlers, dessen Strahlungsintensitét identisch mit der des
entsprechenden Planeten ist. Die Isentrope selbst kann unter Verwendung einer
gegebenen thermischen und kalorischen Zustandsgleichung iiber eine Differential-
gleichung berechnet werden (siehe Gleichung oder mittels eines Integrations-
schemas iiber die Freie Energie*"*43, Unterschiede zwischen den Methoden erge-
ben sich vor allem aus Inkonsistenzen in den verwendeten Zustandsgleichungen,
siehe Abschnitt Zu dem vorgegebenen Ubergansdruck Py, werden die Metalli-
zitdten Z; und Z, so in den adiabatischen Schichten umverteilt, dass die Gravita-
tionsmomente getroffen werden“*. Das Helium wird ebenfalls so verteilt, dass es
iiber den Planeten einen Massenanteil von 27, 5% hat. In der duBlersten Schicht
muss der von der Galileo Entry-Probe gemessenene Heliumgehalt von 23, 8%
reproduziert werden. Die verwendeten Beobachtungsgroflen sind in der Tabelle im
rechten Teil von Abbildung zu sehen. Hinzu kommt noch die Metallizitédt im
duBeren Mantel Z;, die mindestens zweimal dem solaren Wert von Z, = 1, 5%
beziiglich den Edelgasen Xenon, Argon und Krypton und dreimal Z, im Hinblick
auf Kohlenstoff und Stickstoff betragt. Insbesondere Jupitermodelle, die mit Hilfe
von LM-REOS.1%%% berechnet wurden, hatten keinen akzeptablen Wert fiir Z;. Die
Verwendung von LM-REOS.2 (enthélt eine verbesserte Wasserstoff-EOS)#* fiihr-
te dann zu Z; < 2,57 fiir Ubergangsdriicke P > 4 Mbar, siche dicke schwarze
Linien in der Mitte von Abbildung[4.2] Eine zusitzlich verbesserte Helium-EOS in
der LM-REOS.3" fiihrte dann auf 2 Z, < Z; < 3 Z, bei 3 Mbar< P, < 11 Mbar
(dicke rote Linien in Abbildung . Nun konnte auch die Anreicherung von Koh-
lenstoff getroffen werden, welches mit das haufigste schwere Element in Jupiter
ist. Eine Erklarung fiir die grofSeren Werte von Z; bei den LM-REOS.3-Modellen
im Vergleich mit denen auf Basis der LM-REOS.2 ist folgende: Die Gravitations-
momente, welche durch die Verteilung von Z; und Z, reproduziert werden, sind
am empfindlichsten bei einigen Mbars (J;) bzw. bei einem Mbar (J;)H&4 Die

weniger kompressible He-REOS.3 fithrt dazu, dass mehr schwere Elemente zur
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Mischung zugefiigt werden miissen, um die gleiche Massendichte zu erhalten, die

durch die Gravitationsmomente bedingt sind. Das gleiche Argument gilt bei der

Verbesserung der Wasserstoff-EOS von LM-REOS.1 auf LM-REOS.2.
Auffillig im oberen Bild der Abbildung [.2] ist das Verschwinden der Kernmasse

mit wachsendem Pj5. Jupitermodelle ohne Kern sind durchaus begriindbar, wobei
ein relativ kleiner Kern von wenigen Erdmassen wahrscheinlicher ist. Zum einen
konnte sich ein anfangs grofler Kern im ihn umgebenden metallischem Wasserstoff
auflosen, worauf ab initio-Simulationen hinweisen®*®, Zum anderen konnte ein Ju-
piter ohne Kern sich nicht durch Kernakkretion in der protoplanetaren Scheibe ge-
bildet haben8%259 sondern durch eine gravitative Scheibeninstabilitat®#21, Wie
schon erwahnt wird in dieser Arbeit ein Jupiter mit kleinem Kern favorisiert, da
sehr hohe Ubergangsdriicke schwer zu begriinden sind. Kleine Ubergangsdriicke
konnen physikalisch mit einer Entmischung von Wasserstoff und Helium gerecht-
fertigt werden, worauf die geringeren Y; im Jupiter und vor allem im Saturn
hinweisen. Diese Entmischung®® %7 tritt in Saturn bei einem Druck von einem
Mbar und vermutlich auch in Jupiter bei wenigen Mbar auf, siche Kapitel [2.5
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Abbildung 4.3.: Linkes Bild: Druck, Dichte und Temperatur von Jupiter-
modellen mit einem Ubergangsdruck von 4 Mbar (gestrichelt) und 8 Mbar
(durchgezogen) [A2,A9,A10]. Rechtes Bild: Jupiterisentrope fiir eine reale H-He-
Mischung“ %18 und lineare Mischungen mit LM-REOS.3*¥ und SCvH-EOS454,

Im linken Bild von Abbildung sind die Druck-, Dichte- und Temperaturver-

ldufe im Inneren von Jupiter fiir Ubergangsdriicke von 4 Mbar (gestrichelt) und
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8 Mbar (durchgezogen) zu sehen. Druck und Temperatur sind stetige Funktionen,
wahrend die Dichte an den Schichtengrenzen und am Kern aufgrund der unter-
schiedlichen Zusammensetzung, insbsondere am Kernrand beim Ubergang vom
fluiden H-He-dominierten Mantel zum festen Gesteinskern, einen Sprung aufweist.
Beide Modelle sagen fiir den Kernrand einen Druck von etwa 40 Mbar bei einer
Temperatur von 20000 K und einer Dichte von 5 g/cm? vorraus. Auffillig ist das
Abflachen der Temperatur bei etwa 0,9 Jupiterradien. Wie in Kapitel |5| gezeigt
wird, liegt das an der Dissoziation der Wasserstoffmolekiile, sodass hier latente
Wiarme zum Aufbrechen der Molekiilbindungen das flache Temperaturprofil ver-
ursacht. Im weiteren Verlauf steigt die Temperatur bis zum Kernrand nicht mehr
stark an, da die thermodynamischen Eigenschaften zunehmend durch das entar-

tete Elektronengas dominiert sind.

Zum Ende dieses Kapitels soll noch kurz auf den alternativen Ansatz zur linearen
Mischungszustandsgleichung eingegangen werden. Eine Jupiterisentrope aus einer
realen H-He-Mischung (siehe auch Abschnitt von Militzer und Hubbard“™ ist
im rechten Bild von Abbildung[4.3|zu sehen. Sie wurde fiir eine H-He-Mischung mit
Y = 0,2466 und einem Startpunkt mit P(3770 K') = 10,44 GPa berechnet. Dieser
Punkt liegt auf einer SCvH-Jupiterisentropen, da die realen Mischungsdaten auch
nicht zu Dichten ¢ < 0,1 g/cm?® mit DFT-MD gerechnet werden koénnen. Ein voll
konvergiertes Jupitermodell basierend auf dieser Isentrope steht noch aus, sodass
hier nur mit ihr verglichen werden kann. Die LM-REOS.3-Kurve sagt etwas hohere
Temperaturen vorher, jedoch weicht sie in dem Gebiet zwischen 0,4 und 4 Mbar,
in dem die Gravitationsmomente reproduziert werden, um maximal 4 % von der
realen Mischung ab. Dieser Unterschied wéachst monoton bis auf 9 % bei 40 Mbar
an. Die genannten Differenzen sind eher klein und werden somit nicht zu deutlich
unterschiedlichen Ergebnissen, wie z.B. einer Kernmasse von ~20 Erdmassen®

fithren konnen.
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4.2. Modellierung Brauner Zwerge (BDs): Das
Ein-Schicht Modell

Braune Zwerge entstehen wie Sterne aus der Fragmentation einer Gaswolke, sodass
sie keinen festen Kern wie z.B. Jupiter haben. Da man aufler Masse, Radius und
eventuell auch dem Spektrum wenig Beobachtungsdaten von diesen Objekten hat,
wird im Folgendem angenommen, dass Braune Zwerge aus einer einzigen Schicht
bestehend aus Wasserstoff, Helium und schweren Elementen modelliert werden
konnen, sieche Abbildung Als Mitglieder der Spektralklassen L, T und Y sind
Braune Zwerge auch voll konvektiv und somit ist das Temperaturprofil im Modell
adiabatisch. Auch wenn BDs sehr schnell rotieren (27/w ~ 4 h*%), sind sie so
kompakt, dass Zentrifugalkréfte keine signifikanten Auswirkungen auf den inneren
Druckverlauf haben. Deshalb werden fiir das Modell des inneren Aufbaus von

Braunen Zwergen nur folgende Differentialgleichungen gebraucht:

dP Gm(r)p(r)
e (4.2)
CZ:L = 4mr?p(r), (4.3)
ory 1),
(ap>5 NEC Y

Das sind in dieser Reihenfolge das hydrostatische Gleichgewicht, die Massenvertei-
lung innerhalb einer Kugelschale, sowie die Gleichung fiir das adiabatische Tempe-
raturprofil. GG ist dabei die Gravitationskonstante und die Lagrange-Koordinate m
ist die Masse innerhalb einer Kugel der Dicke r. Diese Gleichungen werden mit ei-
nem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung zu einem Objekt mit gegebener Mas-
se M und Radius R gelost. Dabei miissen die Randbedingungen 7(0) = 0, m(0) = 0
und (M) = R erfillt sein. Die Startbedingung der Isentrope muss aus einem
Temperaturprofil fiir die Atmosphére ermittelt werden, siehe rechtes Bild in Ab-
bildung [4.4] Neben Braunen Zwergen sollen im Folgenden auch massereiche Grofie
Planeten (MGP: M ~ 10 Mj,,) untersucht werden. Da es ein tiberlappendes
Massenregime zwischen Braunen Zwergen und MGPs gibt*2%2V wird wegen der
besseren Vergleichbarkeit auch fiir diese Planetenklasse ebenfalls ein homogenes

Ein-Schicht-Modell wie bei den BDs angenommen.
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Abbildung 4.4.: Links: Das Modell fiir Braune Zwerge besteht aus einer adiaba-
tischen Schicht aus H,He und schweren Elementen. Die atmosphérische Anfangs-
bedingung P,fiir die Isentrope stammt aus Atmosphérenprofilen (rechtes Bild).
Die Sterne zeigen die Lage von P,; in den einzelnen Objekten. Druck und der An-

stieg der Kurven des Atmosphirenmodells und der Isentrope stimmen an diesen
Punkten tiberein [A2].

Dank vieler Einzelbeobachtungen, aber auch wegen der Weltraumteleskope Kep-
ler®4 und Corot®1Y gibt es neben einigen MGPs auch unter den ~ 1300 bekannten
Braunen Zwergen” mehrere mit bekannter Masse und bekanntem Radius. Die

MGPs KOI-889b'** und WASP-18b%" sind im Masse-Radius-Diagramm (Abbil-
dung [4.5)) zu sehen sowie die folgenden Braunen Zwerge: Corot-3b"®, Corot-15b=2,
WASP-30b®, KOI-205b™, Kepler-39b“* und LHS-6343c*?. Ebenfalls dargestellt
sind zwei Vorhersagen fiir die Masse und den Radius des 1995 ersten zweifels-
frei nachgewiesenen Braunen Zwergs Gliese-229b%*% von Marley et al.**® und All-
ard et al.®. Sehr junge Braune Zwerge, wie zum Beispiel das System 2MASS
J05352184-0546085 im Orionnebel, welches ca. eine Million Jahre alt ist13422 ynd
aus zwei Braunen Zwergen besteht“”®, kénnen hier nicht gezeigt und in unserem
Modell nicht berechnet werden. Aufgrund ihres Alters sind sie noch im gravitati-
ven Kollaps und etwa halb so grofl wie die Sonne jedoch mit nur 1/20 bzw 1/30
der Sonnenmasse. Um diese Objekte zu beschreiben braucht man Evolutionsmo-
delle welche auch Kernfusionsreaktionen (Deuterium- und auch Lithiumfusion)

mit beriicksichtigen4™

164265435224

, wie sie in der frithen Entstehungsphase Brauner Zwerge

auftreten
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Ziel dieser Arbeit ist es jedoch, den Einfluss der verwendeten Zustandsgleichungen
auf den inneren Aufbau von MGPs und Braunen Zwergen im hydrostatischen
Gleichgewicht zu untersuchen. Deshalb stehen in den kommenden Abschnitten
der massereiche Grofle Planet KOI-889b, sowie die Braunen Zwerge Gliese-229b,
Corot-3b und Corot-15b im Fokus, da ihre Massen nahezu den ganzen Bereich der
Braunen Zwerge abdecken, siehe Tabelle [4.1]

Tabelle 4.1.: Beobachtungsdaten der untersuchten MGPs und Braunen Zwerge.

*Der Radius und die Masse fiir Gliese-229b sind aus Marley et al.“®® und die

entsprechende Metallizitét (Fe/H) aus Schiavon et al. %"

Objekt Masse (Mj) | Radius (Ry) Fe/H
KOI-889b™% | 9.98 +0,5 | 1,03+ 0,06 | -0,07+0,15
Corot-3b% | 21,66+1 | 1,01 +0,07 | -0,02+0,06
Corot-15b% | 63,3 +£4,1 | 1,12797; 0,1=£0,2
Gliese-229b* | 46,2711 0,87" 001 | -0,2+0,4

4.3. Strukturmodelle und Masse-Radius-Relationen

Braune Zwerge und Grofie Planeten haben in der Regel zirkulierende und molekiil-
dominierte Atmosphéren, welche in Abhéngigkeit von der Temperatur auch stark
staubbelastet sein konnen, siche Kapitel [I} Eine ausfiihrliche Darstellung dieser
komplexen Physik ist nicht Bestandteil dieser Arbeit und kann in den entspre-

13:10:420292:332 nachgelesen werden. Fiir realistische Atmo-

chenden Review-Artikeln
sphérenprofile benotigt man gemessene Emissionsspektren der Objekte, welche
aber nur fiir wenige verfiighar sind. Fiir Gliese-229b wurden diese gemessen, je-
doch sind die Masse und der Radius nur schlecht bekannt®2U824%285  da fiir diesen
Braunen Zwerg noch keine Transit- oder Radialgeschwindigkeitsmessung moglich
war. Fir Gliese-229b nutzen wir im Folgenden das Atmosphérenprofil von Mar-
ley et al.?"8 welches als griine Linie im rechten Bild von Abbildung zu sehen
ist. Da in dieser Arbeit der Einfluss der Zustandsgleichungen untersucht werden
soll, werden mangels vorhandener Spektren fiir KOI-889b, Corot-3b und Corot-

15b vereinfachte Annahmen fir die Atmosphére, welche die duflere Randbedin-
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gung der Strukturmodelle definiert, getroffen. Auch wenn diese Objekte teilweise
sehr nah an ihrem Muttersten sind (siehe Abbildung wird dessen einfallende
Strahlung vernachléssigt und ihr Alter auf fiinf Milliarden Jahre gesetzt. Mit der
vorgegebenen gemessenen Masse werden dann die Effektivtemperaturen (Teg) aus
den Evolutionsmodellen von Baraffe et al.™® extrahiert. Mit diesen Temperaturen
und den gemessenen Fallbeschleunigungen an der Oberfliche wird das Tempera-
turprofil des Objektes aus dem Strahlungs-Konvektions-Atmosphérenmodell nach

208 .24 berechnet. Diese Profile sind ebenfalls im

Marley et al.“** und Fortney et a
rechten Bild von Abbildung zu sehen. Die durchgezogenen Linien zeigen die
Temperaturverldufe in der Atmosphéare, wahrend die gestrichelten Linien Adia-
baten sind, welche das Temperaturprofil im Inneren des Objektes darstellen. Die
Sterne zeigen die P — T-Punkte, an denen die Werte und die Anstiege der ent-
sprechenden Kurven gleich sind. Dies sind die Ubergangspunkte von der Atmo-
sphére zum Inneren, deren Druck (P,;) und Temperatur die Startbedingung fiir
die Isentropendifferentialgleichung (Gleichung sind, siehe Abschnitt [{.2] Fiir
Corot-15b ergibt sich P(2000 K) = 40 bar, fir Gliese-229b P(1800 K) = 52 bar,

fir Corot-3b P(1500 K) = 74 bar und fir KOI-889b P(1000 K) = 58 bar.

Als erstes wird der Einfluss der Zustandsgleichung anhand von Masse-Radius-
Relationen fiir homogene, adiabatische Objekte untersucht. Fiir Gliese-229b-artige
Randbedingungen (P (1800 K) = 52 bar, Y = 27 %, Z = 2 %) wird unter Verwen-
dung der LM-REOS.3 und der SCvH-EOS ein breiter Massenbereich vorgegeben
und entsprechend dem Modell (Gleichungen bis der zugehorige Radius er-
mittelt. Das Ergebnis ist in Abbildung zu sehen (durchgezogen: LM-REOS.3,
gestrichelt: SCvH-EOS). Die Verwendung von LM-REOS.3 fiihrt zu systematisch
groBeren Radien mit einer maximalen Abweichung zu der SCvH-Kurve von 6%
bei einer Jupitermasse. Fiir den Massenbereich M > 20 Mj bleibt der Unter-
schied nahezu konstant bei 2,5%. Dieses Ergebnis stimmt mit dem von Militzer
und Hubbard®® {iberein, die mit ihrer realen Mischungs-EOS ebenfalls etwas gro-
Bere Radien erhalten als mit der SCvH-EOS fiir Planeten zwischen 0,5 und 2 Mj.
Diese Aussage kann nun bis 70 Mj erweitert und direkt tiber die Zustandsglei-
chung interpretiert werden: Die grofiten Unterschiede zwischen der LM-REOS.3
und der SCvH-EOS sind im Bereich der warmen, dichten Materie (WDM), in dem

starke Korrelationen und Quanteneffekte wichtig sind und Dissoziations- und lo-
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Abbildung 4.5.: Linkes Bild: Masse-Radius-Relationen fiir Objekte mit Gliese-
229b-artigen Randbedingungen auf Basis von LM-REOS.3 (durchgezogen) und
SCvH-EOS (gestrichelt) zusammen mit repriasentativen MGPs und Braunen Zwer-
gen [A2].

nisationsprozesse (auch simultan) auftreten. Die DFT-MD-Zustandsgleichung ist
hier nicht so kompressibel. Das kann man an der vorkomprimierten Hugoniotkur-
ve fiir Wasserstoff in Kapitel [3[ sehen, bei der die SCvH-EOS ein deutlich grofieres
Kompressionsverhéltnis vorhersagt. Da das Innere von Planeten um eine Jupiter-
masse von WDM dominiert ist, fiihrt die kompressiblere SCvH-EOS zu kleineren
Radien als die LM-REOS.3. Bei grofleren Massen steigen auch die Temperaturen
und vor allem die Dichten im Innern der Objekte. Die Materie ist hier vollstandig
ionisiert und entartet mit steigender Dichte zunehmend. Diese Physik ist durch
beide Zustandsgleichungen sehr gut beschrieben und fithrt zu &hnlichen Masse-
Radius-Relationen.

Als Néchstes soll der Metallgehalt (Z) von Gliese-229b, Corot-3b, KOI-839b und
Corot-15b bestimmt werden. Dazu wird der Z-Anteil in der Mischungszustands-

gleichung so variiert, dass das entsprechende Strukturmodell zu gegebenen Rand-
bedingungen (Masse, P,;) den Mittelwert vom Radius (siche Tabelle repro-
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Abbildung 4.6.: Radius von Gliese-229b, Corot-3b, KOI-889b und Corot-15b
in Abhéngigkeit von der gewéahlten Zustandsgleichung (gestrichelt: SCvH-EOS,
durchgezogen: LM-REOS.3) und der Metallizitiat des jeweiligen Objekts (siehe
Text) [A2].

duziert. Da man mit der SCvH-EOS schwere Elemente nur mit einer skalier-
ten Helium-Zustandsgleichung abbilden kann, wird auch in der LM-REOS.3 eine
entsprechend skalierte He-EOS genutzt (pz(P,T) = 4 X pue(P,T), uz(P,T) =
upe(P,T)/4). Die Ergebnisse sind in Abbildung dargestellt. Die Metallizité-
ten sind auf die des jeweiligen Muttersterns normiert, welche durch das Fe/H-
Verhéltnis gegeben sind. Der Fe/H-Wert ist ein logarithmisches Maf};, welches
den Metallgehalt eines Sterns mit dem der Sonne vergleicht. Der Wert von -0,2
bei Gliese-229b bedeutet, dass der Muttersten Gliese-229a eine Metallizitat von
107%2 ~ 0,6 des solaren Wertes hat.

Die bunten horizontalen Linien in den einzelnen Bildern von Abbildung zei-
gen den mittleren Radius an, der getroffen werden soll, wihrend die schattierten
Regionen den Fehlerbalken im Radius abbildet, siehe Tabelle [£.1] Die durchge-
zogenen schwarzen R — Z-Kurven (roten Kurven) reprisentieren die Ergebnisse
fir den Massenmittelwert fiir die LM-REOS.3 (SCvH-EOS), wahrend die unteren

(oberen) gestrichelten Linien Ergebnisse fiir die oberen (unteren) Fehlergrenzen
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4.3. Strukturmodelle und Masse-Radius-Relationen

der gemessenen Massen sind.

Fir alle Objekte findet man groflere Radien mit der LM-REOS.3. Fir Gliese-
229b schneidet die LM-REOS.3-Kurve den mittleren Radius bei Z = 1, 56%. Die
SCvH-Radien haben keine Losung fiir den Mittelwert, liegen aber innerhalb der
schattierten Region (Fehlerbalken). Wegen der grofien Fehlerbalken in der Masse
iiberlappen sich die Losungen fiir beide Zustandsgleichungen und fiir die klein-
ste Masse kann man Metallizitaten bis Z = 9% finden. Fiir die verbleibenden
drei Objekte ist die Genauigkeit der Metallgehalte an die einfache Wahl der atmo-
spharischen Randbedingungen gebunden, jedoch sind die Tendenzen eindeutig. Im
Fall von KOI-889b finden wir disjunkte Losungen beziiglich der verwendeten Zu-
standsgleichung. Das LM-REOS.3-Ergebnis von Z ~ 3% fir die Mittelwerte von
Masse und Radius ist wieder etwas grofler als das der SCvH-EOS. Die Kurven fiir
Corot-3b sind ebenfalls disjunkt. An diesem Beispiel ist die Abhéngigkeit von der
atmosphéarischen Randbedingungen gut zu sehen. Fiir die gewahlte Bedingung von
P(1500 K) = 74 bar findet man keine Losung fiir den mittleren Radius. Jedoch mit
der etwas anderen Gliese-229b-artigen Startbedingung von P(1800 K) = 52 bar
erhalt man mit der LM-REOS.3 eine Metallizitat von Z ~ 2% (gepunktete Li-
nie im Corot-3b-Bild), wie es sich in der Masse-Radius-Relation in Abbildung
schon andeutete. Die zukiinftige Messung und Verwendung genauerer Atmospha-

renprofile fiir Corot-3b konnte diese Diskrepanz beseitigen.

Im Fall von Corot-15b findet man fiir beide Zustandsgleichungen keine Losungen,
weder flir den Mittelwert noch fiir die Fehlerbalken des Radius. Dieser Braune
Zwerg ist sehr grol im Vergleich zu &hnlich massereichen Objekten wie WASP-
30b und LHS-6343c, siche Abbildung [4.5] Solch eine Gréfie kann erklart werden,
wenn man ein jingeres Alter annehmen wiirde (da Braune Zwerge mit der Zeit
kontrahieren) und/oder die innere Struktur mit besseren Evolutionscodes berech-
net, die strahlungsundurchléssigere (optisch Dichte) Atmosphéren annehmen, die
die Abkiihlung verlangsamen und somit auch die Kontraktion des Objektes. Bur-
rows“? kann so diesen grofien Radius von Corot-15b erkliren, welcher aber hier in

den folgenden Betrachtungen nicht mehr berticksichtigt wird.

Mit Kenntnis der Metallgehalte sollen zum Schluss Druck-, Temperatur- und Dich-
teverldufe im Innern von Gliese-229b und Corot-3b (jeweils mit Z = 2%) und von
KOI-889b (mit Z = 2%) zu gegebener Masse, Radius, Heliumgehalt (Y = 0, 27)
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Abbildung 4.7.: Strukturmodelle fiir Gliese-229b, Corot-3b und KOI-889h
in Abhéngigkeit von der gewéahlten Zustandsgleichung (gestrichelt: SCvH-EOS,
durchgezogen: LM-REOS.3) [A2].

und entsprechenden Atmosphéarenbedingungen (siche oben) vorgestellt werden.
Die Profile sind in Abbildung [£.7 zu sehen. Alle Bilder enthalten Temperaturver-
laufe in Einheiten von 10 kK (rot), Druckprofile in Gigabar (schwarz) und Dichte-
kurven (blau) fir LM-REOS.3 (durchgezogen) und die SCvH-EOS (gestrichelt).
Je schwerer ein Objekt ist, desto groflere Driicke, Dichten und Temperaturen hat
es im Inneren. Die hochsten Werte erreicht demnach Gliese-229b im Zentrum mit
P. ~ 220 Gbar, T, ~ 1,1 Mio. K und einer Dichte von g, = 450 g/cm?® wihrend
der MGP KOI-889b die kleinsten Werte von P, ~ 4 Gbar, T, ~ 170 kK und einer
Dichte von g. = 47 g/cm? aufweist. Withrend fiir die ausgewihlten Braunen Zwer-
ge und den MGP die Temperaturen fiir beide verwendeten Zustandsgleichungen
ahnlich sind, ist der von der SCvH-EOS vorhergesagt Druck um ~ 10% grofier
als der von LM-REOS.3. Hier wird die typische Eigenschaft entarteter Materie
deutlich, wo der Druck im Wesentlichen von der Dichte abhangt und nicht von
der Temperatur. Die hoheren Driicke und Dichten in den SCvH-Profilen sind eine
Konsequenz der kleineren Radien fiir gleiches Z. Wie in Abbildung gezeigt,
findet man mit der SCvH-EOS kompaktere Objekte.

Bemerkenswert an dieser Stelle ist, dass Dichten um die 400 g/cm? (gestrichelte
Linie im linken Bild von Abbildung vor Kurzem an der National Ignition
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4.4. Zusammenfassung von Kapitel 4

Facility (NIF) in Livermore in Schockwellenexperimenten erreicht wurden™™", auch
wenn die experimentellen Temperaturen mit etwa 50 Millionen Kelvin deutlich

grofer waren.

4.4. Zusammenfassung von Kapitel 4

In diesem Kapitel wurden Strukturmodelle und Masse-Radius-Relationen (MRR)
fir Grofle Planeten und Braune Zwerge auf Basis der LM-REOS.3 vorgestellt [A2].

Fiir Jupiter konnten die Drei-Schichten-Modelle, welche mit der LM-REOS.2 schon
alle Beobachtungsdaten beziiglich des Gravitationsfeldes reproduzierten [A10],
durch die neue He-REOS.3 dahingehend verbessert werden, dass nun ein atmo-
spharischer Metallgehalt von 3 X Zgy., erreicht wird. Dieser Wert liegt sogar in-
nerhalb der Messwerte fiir Kohlenstoff, einem der haufigsten schweren Elemente
in Jupiter [A2].

Fir das Innere von Braunen Zwergen und massereichen Groflen Planeten wur-
de das Ein-Schicht Modell zugrunde gelegt und die atmospharische Randbedin-
gung aus Atmosphéarenprofilen fiir die einzelnen Objekte bestimmt. Entsprechende
MRRs basierend auf der SCvH-Zustandsgleichung sagen etwas kompaktere Ob-
jekte voraus als mit der LM-REOS.3, wobei die Abweichung bei Objekten mit
Mop; ~ 1M; am grofiten und im Bereich Brauner Zwerge nahezu konstant ist
[A2].

Bei gegebener Masse und Radius, siche Tabelle[d.1] konnte fiir den Braunen Zwerg
Gliese-229b ein Metallgehalt von Z = 0,0147 Zyr = 0,0156 Zsiern berechnet
werden. Fiir den MGP KOI-889b ergint sich Z = 0,037 Zoar = 0,029 Zgiern. Die
zentralen Werte fiir den Druck, die Temperatur und die Dichte im Zentrum der
untersuchten Objekte in Abhéngigkeit von der verwendeten Zustandsgleichung ist
in Tabelle zu sehen. Die systematische Uberschiatzung der Werte durch die
SCvH-EOS liegt an den systematisch kleineren Radien, die von dieser EOS fiir
gleiches Z vorhergesagt werden. Samtliche Ergebnisse dieses Kapitels, insbeson-
dere die Strukturmodelle fiir die Braunen Zwerge, welche erstmalig in der Literatur
auf ab initio-Zustandsgleichungen basieren, wurden in den Astrophysical Journal

Supplement Series [A2] veroffentlicht.
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4. Strukturmodelle und Masse-Radius-Relationen fiir GPs und BDs

Tabelle 4.2.: Vorhersagen der Strukturmodelle fiir die zentralen Werte von Druck
P,., Temperatur T, und Dichte o. der untersuchten MGPs und Braunen Zwerge
[A2]. Die Werte in Klammern sind aus dem SCvH-Strukturmodell.

Objekt Druck P, [Gbar| | Temperatur T, [K] | Dichte o, [g/cm?]
Gliese-229b 222 (248) 1,18 Mio (1,12 Mio) 448 (490)
Corot-3b 27,9 (30,9) 422000 (401000) 137 (148)
KOI-889b 42 (4,7) 169000 (150000) 47 (52,4)
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5. Materialeigenschaften im Innern
von GPs und BDs

Im vorherigen Kapitel wurden mit Hilfe der LM-REOS.3-Zustandsgleichung Struk-
turmodelle von massereichen Groien Planeten und Braunen Zwergen verschiede-
ner Masse berechnet. Mit der Kenntnis der thermodynamischen Zustande im In-
nern dieser Objekte sollen nun in diesem Kapitel die Materialeigenschaften der
Wasserstoff-Helium-Mischung unter diesen Bedingungen berechnet werden. Der
Fokus liegt hier auf den thermodynamischen Materialeigenschaften wie den spezi-
fischen Warmekapazitidten cp und cy, der Schallgeschwindigkeit ¢, dem isobaren
Ausdehungskoeffzienten o und der isothermen Kompressibilitat k7. Diese Grofien
kénnen tiber Ableitungen der Zustandsgleichungen P(p,T') und u(p,T’) berechnet
werden. Wichtig ist an dieser Stelle, dass die lineare Mischung LM-REOS.3 fiir

die Materialeigenschaften zugrunde liegt.

Im Gegensatz dazu werden fiir die Transporteigenschaften eigene VASP-Simulatio-
nen der realen Wasserstoff-Helium-Mischung durchgefithrt. Aus diesen werden
dann die elektrische o und thermische A Leitfahigkeit berechnet sowie die Scher-
viskositat 1 und das Rosseland-Mittel der Opazitéit xkg. Diese Grofien sind relevant
wenn man Dynamomodelle fiir diese Braune Zwerge und den MGP iiber magneto-
hydrodynamische Simulationen berechnen méchte. Diese Rechnungen werden bei-
spielsweise von Kollegen am Max-Planck-Institut fiir Sonnensystemforschung um
Christensen und Wicht durchgefiihrt™3A5 Im Innern von Braunen Zwergen zir-
kuliert die Materie in Konvektionszellen durch das gesamte Objekt. Wie sich her-
ausstellen wird, ist diese Materie fast iiberall ionisiert, sodass Braune Zwerge eine
Dynamoregion besitzen, die sich fast iiber das ganze Objekt erstreckt. Hinwei-
se auf diese magnetische Aktivitaten in vollkonvektiven M-Zwergen und Braunen

RIIR VLY 967H269

Zwergen gibt es bereits in Simulationen und in Beobachtungen
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5. Materialeigenschaften im Innern von GPs und BDs

5.1. Berechnung von thermodynamischen

Materialeigenschaften

Unter thermodynamischen Materialeigenschaften versteht man Groéflen, die aus
Differentiation der thermischen P(p,T") oder der spezifischen kalorischen Zustands-
gleichung u(p, T') hervorgehen. Dazu gehoren der isobare Expansionskoeffizient «,
die isotherme Kompressibilitdt «p, die Warmekapazitaten bei konstantem Volu-
men/Dichte ¢y und bei konstantem Druck c¢p, sowie die Schallgeschwindigkeit c.

Berechnet werden sie wie folgt:

o)) G e

1 (0o
N i 5.2
o = 2(55) (5:2)
ou
Cy = (W) , > (53)
T 2
cp o= vt (5.4)
OKkT
3P Ccp
cs = — = . 5.5
( do > ocy K (5:5)
Diese Groflen werden im Folgenden fiir Gliese-229b, Corot-3b und KOI-889b aus

t siche Kapi-

der linearen Mischungszustandsgleichung LM-REOS.3 berechne
tel 2.5l Samtliche gezeigten Vergleiche zu Jupiter stammen aus der Veroffentli-

chung von French et al2%[49 und basieren auf der LM-REOS.2.

Das Gitter dieser EOS-Daten wird iiber kubische Splineinterpolation verdichtet
und die Materialeigenschaften ergeben sich dann aus der analytischen Ableitung
der Splinepolynome. Der Fehler der Ergebnisse ist demnach eng mit der Giite
der Zustandsgleichungen und der Interpolation verkniipft. In Anlehnung an die
Abweichung der Zustandsgleichungen von der thermodynamischen Konsistenz im
Bereich der GP- und BD-Adiabaten von < 5 % wird der Fehler fir die Materialei-
genschaften ebenfalls mit ~ 5% abgeschétzt. Die Daten sind neben den folgenden
Abbildungen auch in den Tabellen (Gliese-229b), (Corot-3b) und
(KOI-889b) zu finden. Die Ergebnisse fiir Jupiter® sind in Abbildung zZu se-

hen. Die Warmekapazititen steigen erst von der Oberfliche des Planeten bis zu
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5.1. Berechnung von thermodynamischen Materialeigenschaften
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Abbildung 5.1.: Thermodynamische Materialeigenschaften entlang der Jupitera-
diabaten. Die blaue Kurve entspricht cp — ¢y und der Sprung bei 0, 63 Rj tritt an
der Schichtengrenze auf wegen der verschiedenen Zusammensetzung der Schichten
[A9].

~ 0,9 R; (0,5 Mbar) an. Dort besitzen sie ein Maximum aufgrund der Dissoziation
der Wasserstoffmolekiile und der damit einhergehenden latenten Warme. Weiter
im Innern von Jupiter (R < 0,85 Rj) sind ¢p und ¢y bis zur Kern-Mantel-Grenze
(core-mantle boundary: CMB) nahezu konstant, wie es fiir entartete Materie vor-
hergesagt wird'4?. Eine Ausnahme bildet noch der Sprung zwischen den Schich-
tengrenzen bei 0,69 Rj aufgrund deren unterschiedlicher Zusammensetzung. Der
Sprung geht nach unten, da die Wasserstoffkonzentration (mit den héheren War-
mekapazitaten) in der inneren Schicht abnimmt. Der Unterschied zwischen den
beiden Warmekapazitiaten wird vom isobaren Expansionskoeffizienten «, xp, der
Temperatur 7' und der Dichte o bestimmt, siehe Gleichung [5.4] Die Temperatur
und die Dichte steigen monoton vom Jupiterrand bis zum Kern an, siehe Ab-
bildung und s fallt monoton. Nur a hat ein lokales Minimum genau im
Dissoziationsbereich der Wasserstoffmolekiile. Der quadratische Einfluss von « in
Gleichung fiihrt dazu, dass der Abstand von cp und ¢y in diesem Gebiet sehr
klein ist. Weiter im Innern kompensieren sich die Grofien in Gleichung durch
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5. Materialeigenschaften im Innern von GPs und BDs

ihr glattes Verhalten, was zu dem parallelen Verlauf der Wéarmekapazitaten fithrt.
Die Tatsache, dass bei 0,9 Rj die Wasserstoffmolekiile dissoziieren, ist noch ein-
mal sehr gut im Phasendiagramm von Wasserstoff in Abbildung zu sehen. Die
Kurve von Tamblyn®"" zeigt Druck-Temperatur-Punkte an denen Wasserstoff zu
50 % dissoziert ist. Die Extrapolation dieser Kurve schneidet die Jupiteradiabate
genau bei deren Abflachung, welche ebenfalls dissoziationsgetrieben ist. Im Nen-
ner der Isentropengleichung[4.4] welche den Temperatur-Dichte-Verlauf in Jupiter
beschreibt, steht die isochore Warmekapazitat, die durch ihr Maximum (latenten
Wirme zum Aufbrechen der Molekiilbindungen) an dieser Stelle das Abflachen be-

stimmt. Anders verhélt es sich bei den Warmekapazitéiten der heileren Objekte,

0,03 T T ‘ ‘ ‘
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Abbildung 5.2.: Spezifische Warmekapazitaten in Gliese-229b (griin), Corot-3b
(braun) und KOI-889b (orange) [Al].

KOI-889b, Corot-3b und Gliese-229b, siehe Abbildung [5.2] Hier sind die Wasser-
stoffmolekiile schon fast vollstdndig dissoziiert, sodass man kein lokales Maximum
wie bei Jupiter sieht. Ganz auflen in den Objekten befindet man sich eher auf der
absteigenden Flanke eines solchen Maximums, welche etwas tiefer geht, als bei
Jupiter. Anschliefend sind c¢p und ¢,y im Rahmen der Fehlerbalken wieder nahezu

konstant, wie es auch schon bei Jupiter der Fall ist.

Die isotherme Kompressibilitdt 7 und der isobare Expansionskoeffizient o sind

98
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Abbildung 5.3.: Links: Isobarer Expansionskoeffizient o und isotherme Kom-
pressibilitdt £7 im Innern von Gliese-229b (griin), Corot-3b (braun) und KOI-889b
(orange) [A1]. Rechts: Schallgeschwindigkeiten im Innern von Jupiter (schwarz),
Gliese-229b (griin), Corot-3b (braun) und KOI-889b (orange) [A1,A9].

fiir den massereichen Groflen Planeten KOI-889b und die Braunen Zwerge Gliese-
229b und Corot-3b im Innern monoton fallend, siehe linkes Bild von Abbildung[5.3
Im entsprechenden rechten Bild sind die Schallgeschwindigkeiten zu sehen. Die Ju-
piterkurve (schwarz) hat die niedrigsten Werte, da im Innern im Vergleich die ge-
ringsten Druck-Dichte-Anderungen vorkommen. Deutlich ist wieder das Abflachen
im Dissoziationsgebiet und der Sprung an der Schichtengrenze, einhergehend mit
dem dortigen Dichtesprung und der Abnahme der Wasserstofftkonzentration im
inneren Mantel. Da Gliese-229b (griin), Corot-3b (braun) und KOI-889b (orange)
als homogene, einschichtige Objekte behandelt werden, sieht man bei diesen Kur-
ven keinen Dichtesprung. Auch der Unterschied im Metallgehalt (Gliese-229b und
Corot-3b haben Z = 2% und KOI-889b Z = 4%) fihrt zu keinen offensichtlichen

Unterschieden im Verhalten der Materialeigenschaften.

5.2. Berechnung von Transporteigenschaften

Die Berechnung von Transporteigenschaften im Innern von Grofien Planeten und
Braunen Zwergen basiert auf der Linear-Response-Theory*®¥ (LRT) und ist we-
sentlich aufwéndiger als die Berechnung der thermodynamischen Materialeigen-

schaften. Fiir jeden ausgewéahlten Dichte-Temperatur-Punkt entlang einer Isentro-
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5. Materialeigenschaften im Innern von GPs und BDs

pe miissen eigene DF'T-MD-Simulationen eines Wasserstoff-Helium-Gemisches mit
den entsprechenden Konzentrationen (reale Mischungen) durchgefiihrt werden. Da
die Teilchenhé&ufigkeit schwerer Elemente in Groflen Planeten und Braunen Zwer-
gen gering ist, werden diese bei der Berechnung von Transporteigenschaften in
der realen Mischung vernachléssigt. Jedoch wird gewahrleistet, dass der Druck in
der realen H-He-Mischung den gleichen Wert hat wie in der linearen Mischung im
Strukturmodell.

Die DFT-MD-Rechnungen wurden fiir die folgenden Ergebnisse ebenfalls mit
VASP durchgefithrt. Aufgrund der Born-Oppenheimer-Naherung, welche auch in
VASP implementiert ist, siehe Kapitel 2, miissen die Beitrage der Elektronen und
der Ionen zu der jeweiligen Transportgrofe separat betrachtet werden. Im Falle der
elektrischen Leitfahigkeit wird sich im folgenden auf den elektronischen Beitrag
beschrankt, da in ionisierten Systemen die leichten Elektronen sich viel schnel-
ler bewegen, als die schwereren Ionen und damit den wesentlichen Beitrag lie-
fern. In nicht-leitenden H-He-Systemen mit an den Ionen lokalisierten Elektronen
kommt es auch nicht zum Ladungstransfer zwischen den Teilchensorten, sodass

7100 als ionischer Leitfihigkeitsbeitrag ausgeschlossen

das sog. ,proton hopping
werden kann®?. Somit gilt in sehr guter Naherung fiir die elektrische Leitfahigkeit
o = 0.+ 0; = 0.. Wie in Abschnitt zu sehen sein wird, berechnet sich das
Rosseland-Mittel der Opazitat kg letztendlich aus der elektrischen Leitfahigkeit.
Wichtige Beitrage aus molekularer Absorption durch Schwingungs- und Rotati-
onsanregungen in Bereichen, in denen noch Molekiile vorkommen, sowie Streuung
an schwereren Ionen als H und He werden durch die Naherung fiir o nicht bertick-
sichtigt, sodass wieder reine elektronische Beitrage in kg einfliefen. Dies ist eine
verniinftige Néaherung im Bereich der ionisierten und entarteten Materie, wie sie

im Grofiteil des Innern kompakter Objekte vorkommt.

Die thermische Leitfahigkeit A = A, + A; wird im nicht-leitenden Bereich durch
Stofe zwischen den Molekilen/Atomen dominiert, sodass der ionische Beitrag
A\; zum Beispiel fiir Jupiter nicht vernachlissigt werden kann®?. Im ionisierten
System kommt der wesentliche Beitrag zur thermischen Leitfdhigkeit wieder von
den Elektronen. Fiir Gliese-229b, Corot-3b und KOI-889b, die in ihrem Innern
nahezu iiberall ionisierte Materie enthalten, ist daher A = ). eine verniinftige

Néherung und wird im Folgenden auch verwendet.
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5.2. Berechnung von Transporteigenschaften

Anders verhélt es sich mit der Scherviskositét 7. Diese wird durch die Bewegung
der Atome/Ionen dominiert, sodass der Beitrag der freien Elektronen vernachlas-

sigt werden kann#%2,

Im Folgenden werden die Scherviskositéten, elektrische und thermische Leitfidhig-
keiten, sowie das Rosseland-Mittel der Opazitat fiir Gliese-229b, Corot-3b und
KOI-889b vorgestellt. Vergleichskurven fiir Jupiter stammen aus der Publikation

von French et al®49 Die Ergebnisse sind neben den Abbildungen auch in den

Tabellen (Gliese-229b), (Corot-3b) und (KOI-889b) zu sehen.

Sofern nicht anders angegeben wurden sédmtliche Transporteigenschaften durch
DFT-MD-Simulationen eines H-He-Systems mit einer solaren Heliumkonzentrati-
on von Y = 0,275 mit VASPYU™ ynter der Verwendung des PBE-XC- Funk-
tionals®? berechnet, siehe auch Kapitel 2} Die Driicke dieser realen Mischung
stimmen mit den Driicken auf den jeweiligen Isentropen (lineare Mischung) fast
tiberall innerhalb von 2 % ftiberein, wahrend Dichte und Temperatur identisch
sind. Die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen und den Ionen im
System wurde fiir Dichten ¢ < 9 g/cm?® mit den PAW-Potentialen®™ realisiert,
wobei fiir Wasserstoff bei o > 2 g/cm? das hirtere Potential mit dem entsprechen-
den Energie-Cutoff verwendet wurde, siehe Kapitel . Bei Dichten ¢ > 9 g/cm?
versagen diese PAW-Potentiale und das reine Coulomb-Potential mit einem Cutoff

von 10 keV wurde verwendet.

5.2.1. Scherviskositat

Die Scherviskositét in einem Fluid kann in der LRT***0 {iber ein Zeitintegral tiber
die Summe der Autokorrelationsfunktionen (AKF) der Nichtdiagonalelemente des

Spannungstensors berechnet werden:

1= A X maOpsle) (5.6

ij={zy,yz,zz}

mit der Boltzmannkonstanten kg, dem Volumen der Simulationsbox V' und der
Temperatur 7" des Systems. Zusatzlich findet man durch Rotationsinvarianz des
Spannungstensors noch zwei zusatzliche AKFs?: 1/2((p2(0)paa () — (pyy (0)pyy (1))
und 1/2((pyy(0)pyy(t)) — (p22(0)p.~(t))), sodass man fir eine gute Statistik finf

unabhéngige Autokorrelationsfunktionen berechnen kann.
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Abbildung 5.4.: Dynamische Scherviskositiat 7 fiir Jupiter® (schwarz), KOI-
889b (orange), Corot-3b (braun) und Gliese-229b (griin). Zum Vergleich sind die
entsprechenden Ergebnisse von Stevenson®® (gestrichelt) gezeigt [A1,A9].

Um die Scherviskositat mit einem Fehler von i.d.R. < 10 % zu berechnen wur-
den Simulationen mit 116 Wasserstoff- und 11 Heliumatomen durchgefiihrt. Die
Brillouin-Zone wurde mit einem 2 x 2 x 2 Monkhorst-Pack k-Punkt-Satz2% a
gewertet, da die AKF bei Verwendung des Baldereschi-Punktes®? fiir viele Dichte-

Temperatur-Konfigurationen nicht um 0 fluktuierte. Fiir eine gute Statistik der

us-

AKFs wurden mindestens 120000 Zeitschritte simuliert mit Gesamtsimulations-
zeiten zwischen 20 und 80 ps. Dies sind mit die aufwéndigsten Rechnungen in der
vorliegenden Arbeit. Fiir simtliche Scherviskositatsdaten zusammen wurde ins-
gesamt tiber eine Nanosekunde auf den zugéanglichen Hochleistungsrechnern tiber
eine dauer von drei Monaten simuliert. Das Ergebnis fiir die dynamische Scher-
viskositat (n) ist in Abbildung zu sehen. Fiir alle Objekte wachst 7 monoton
von der Oberfliche zum Zentrum an. Je kompakter der Planet/Braune Zwerg ist,
desto hoher ist seine Dichte im Inneren und desto héher ist die Scherviskositét.
In Abbildung ist die kinematische Viskositiat v = n/o gezeigt. Diese Grofie
mit der Dimension [Lénge?/Zeit] wird in den Dynamosimulationen fiir das Ma-

d 322

gnetfel genutzt und i.d.R. als konstant angenommen. Am Kurvenverlauf kann

man sehen, dass diese Annahme gerechtfertigt ist. Abgesehen von den duflersten
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5.2. Berechnung von Transporteigenschaften
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Abbildung 5.5.: Kinematische Scherviskositit v fiir Jupiter®™ (schwarz), KOI-
889b (orange), Corot-3b (braun) und Gliese-229b (griin). Zum Vergleich sind die
entsprechenden Ergebnisse von Stevenson™ (gestrichelt) gezeigt [A1,A9)].

3 % der Objekte sind die kinematischen Viskositaten innerhalb der Fehlerbalken
Konstanten, wie es fiir entartete Materie vorhergesagt wurde3. Bei Jupiter ist
die Materie noch nicht so stark entartet, sodass man noch ein leichtes Gefélle in
v sieht. In beiden Abbildungen erstreckt sich die gepunktete griine Linie tiber die
Halfte des Innern von Gliese-229b. Fiir diesen Bereich 200 g/cm?® < g < 450 g/cm?
konnten aus den VASP-Simulationen keine verniinftigen Spannungstensoren mehr
ausgelesen werden (Uberschreitung der in VASP implementierten FlieBkomma-
genauigkeit). Aus der sinnvollen Annahme, dass v in diesem um so stérker ent-
arteten Bereich konstant bleibt, konnte dann auch eine sinnvolle Extrapolation
der n-Werte vorgenommen werden. Die Vergleichsergebnisse von Stevenson®"? un-

ter der Annahme eines Harte-Kugel-Systems unterschétzen die DFT-MD-Werte
deutlich.

5.2.2. Elektrische und thermische Leitfahigkeit

Der elektronische Beitrag zur thermischen A\, und elektrischen o, Leitfadhigkeit

kann ebenfalls im Rahmen der LRT iiber die frequenzabhéngigen Onsager-Koeffi-
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5. Materialeigenschaften im Innern von GPs und BDs

zienten Ly, (w)"* berechnet werden:

4—m—n

2mq

_ N 2 o
Lonle) = G 32 0019k i — )
E E m+n—2
y (k“;rk —he> 5(Ery — B — ) (5.7)
o, = lig%]Ln(w) : (5.8)
.1 L%2(W)
)\e = ilil’(l)f (LQQ(M) — Lll(w) . (59)

Neben der Frequenz w enthalten diese Gleichungen die Masse m, und Ladung
q = —e des Elektrons, die Enthalpie pro Elektron h., die Eigenwerte Ey, und
die Fermi-Besetzungszahl fy,, des Bloch-Zustands |ku), sowie die Matrixelemente
(kv|plkp) mit dem Impulsoperator. Es kommt demnach nur zu einem Beitrag zu
Lyn(w), wenn ein eingestrahltes Photon der Energie iw genau die Differenz zweier
Eigenzustandsenergien trifft (0-Funktion). Der Onsager-Koeffizient L, (w) = o(w)
ist auch bekannt als die frequenzabhingige Kubo-Greenwood-Formel™ #1850, Den
statischen Limes fiir die elektrische und thermische Leitfdhigkeit erhédlt man nach
den Gleichungen und aus der Grenzwertbildung w — 0.

Eine aktuelle Diskussion beziiglich der Berechnung von Leitfdhigkeiten mittels
DFT-MD-Simulationen betrifft den Einfluss von Elektron-Elektron-Streuung, wel-
che im Kohn-Sham-Hamiltonian (Gleichung[2.3) iber das Austausch-Korrelations-
funktional mit berticksichtigt wird. Die offene Frage ist, ob der Einfluss insbeson-
dere im Grenzfall des vollstandig ionisierten Plasmas bei niedriger Dichte und
ohne Entartung, welcher durch die Spitzer-Theorie beschrieben?™ ist, richtig wie-

dergegeben wird. Friithere Arbeiten#f o270

auf Basis der LRT, in denen die Zwei-
Teilchen-Streuung der Elektronen iiber die T-Matrix berechnet wird, reproduzie-
ren diesen Grenzfall wie auch den des vollstandig ionisierten, entarteten Plasmas
bei hohen Dichten. Dieser Fall wird durch die Ziman-Faber-Theorie®*” beschrie-
ben. Fir vollstdndig ionisierte Materie beliebiger Entartung kénnen Interpolati-
onsformeln fiir die elektische Leitfdhigkeit im Sinne einer Virialentwicklung ange-
geben werden“™4, In Bezug auf den Spitzer-Grenzfall und die Elektron-Elektron-
Streuung in den DFT-MD-Rechnungen zeichnen sich derzeit zwei Anséitze ab.
Wihrend Reinholz et al.*™ und Zhang et al.?*! einen Zusatzterm zu o vorschla-

gen, welcher vor allem im klassischen Grenzfall relevant ist und mit zunehmender
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5.2. Berechnung von Transporteigenschaften

Entartung an Einfluss verliert, finden Whitley et al.**!' eine gute Ubereinstimmung
von o aus DFT-MD-Simulationen mit quantenkinetischen Rechnungen, wahrend A
iiberschatzt wird. Dies liegt am quadratischen Einfluss der Onsager-Koeffizienten
in A, sodass hier nach Whitley Verbesserungen in der Theory und der Implementie-
rung notwendig sind. Die thermodynamischen Zusténde in Gliese-229b, Corot-3b
und KOI-889b sind jedoch nahezu iiberall entartet, sodass die vermeindlichen Ef-
fekte von Elektron-Elektron-Streuung auf ¢ und A bei diesen Objekten in guter

Naherung vernachlassigbar sind.

Die Ergebnisse fiir die Leitfidhigkeiten werden je Dichte-Temperatur-Punkt aus
20 unabhéngigen Rechnungen (Schnappschiisse) gemittelt. Die dafiir benétigten
statischen Ionenkonfigurationen werden aus equilibrierten DFT-MD-Simulationen
mit 22 Helium- und 232 Wasserstoffatomen gewonnen. Fiir konvergierte Leitfahig-
keitswerte wurden die Potentiale fiir die Elektron-Ion-Coulombwechselwirkungen
wie eingangs beschrieben dichteabhangig gewéhlt und ein 4 x 4 x 4-k-Punkt-Satz
genutzt. Da fiir KOI-889b, Gliese-229b und Corot-3b bei allen gewahlten o — T-
Punkten nahezu keine Wasserstoffmolekiile mehr vorhanden sind, wurde das PBE-
XC-Funktional fiir ausreichend angesehen, um verniinftige Werte fiir die Leitfahig-
keiten zu erhalten. Anders ist der Fall bei Jupiter, wo der Ubergang vom moleku-
laren, nichtleitenden zum atomaren, leitenden Fluid eine wichtige Rolle spielt. Um
das schon erwahnte Bandliickenproblem des PBE-Funktionals zu beheben wurden
die Jupiter-Leitfahigkeiten von French et al?249 mit dem Hybrid-Funktional von
Heyd, Scuseria und Ernzerhof##32 (HSE) berechnet.

Die Ergebnisse fiir die elektrische und thermische Leitfidhigkeit sind in Abbil-
dung zu sehen. Im linken Bild oben ist die elektrische Leitfdhigkeit o abgebil-
det, darunter die magnetischen Diffusivitidten § = 1/pgo, welche wieder die Di-
mension [Linge?/Zeit] hat und in magneto-hydrodynamischen Simulationen ver-
wendet wird. Wie eingangs beschrieben ist ¢ = o.. Bei den DFT-MD-Kurven fiir
Jupiter®49 sieht man sehr schén den Anstieg von o in den &uBersten 10 % um
12 GroBenordnungen bei den HSE-Ergebnissen (schwarz) und um 10 Groéfienord-
nungen bei den PBE-Ergebnissen. Die HSE-Kurve ist in sehr guter Ubereinstim-

N welches an experi-

mung mit einem Halbleitermodell von Liu und Stevenson*
mentelle Daten fiir Wasserstoff#30:239%320 apgepasst wurde. Wie schon erwihnt liegt

dies an der besseren Beschreibung der Bandliicke durch das HSE-XC-Funktional.
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Abbildung 5.6.: Elektrische o (linkes Bild) und thermische Leitfahigkeit A (rech-
tes Bild) mit gleichem Farbcode wie in den Abbildungen [5.4| und [A1,A9]. )\
ist der ionische Beitrag zur therm. Leitfahigkeit. Fiir Jupiter sind durchgezogene
Linien mit dem HSE- und gestrichelte mit dem PBE-XC-Funktional gerechnet.
Als Vergleich fiir o in Jupiter ist das Halbleitermodell von Liu*” (blau) und ein

106 (magenta) gezeigt. Eben-

in Magnetfeldrechnungen genutzter Verlauf von o
falls abgebildet sind die magnetischen 5 = 1/ugo und thermischen Diffusivitéten
(Temperaturleitfahigkeit) k = A/ocp, sowie die jeweiligen Vergleichskurven von

Stevenson® (gestrichelt).

100 gezeigt, wie er in

Des Weiteren ist fiir o ein Verlauf nach Goémez-Pérez et al.
Magnetfeldsimulationen genutzt wird. Das leitende Innere wird mit einem poly-
nomialen Fit abgebildet, wahrend die Kurve zum Jupiterrand hin exponentiell
abfallt. Letzteres reproduziert nicht den super-exponentiellen Abfall von o, wie
es die DFT-MD-Rechungen vorhersagen. Wahrend Gastine et al.*% in ihren Ma-
gnetfeldsimulationen ebenfalls einen exponentiellen Randverlauf fiir o annehmen,

adaptiert Jones™® den super-exponentiellen Verlauf. Die resultierenden Magnet-
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5.2. Berechnung von Transporteigenschaften

felder fiir Jupiter beider Publikationen stimmen erstmals mit dem beobachteten
Magnetfeld iiberein [A5].

Beziiglich des o-Verlaufs in Jupiter ist in Abbildung erstmalig auch eine Vor-
hersage fiir den Gesteinskern zu sehen [Al]. In den magneto-hydrodynamischen
Simulationen fir Jupiters Magnetfeld wird als eine Randbedingung ein leitender
Kern definiert. Unter der Annahme der Kern bestehe aus MgO“® mit den Refe-
renzwerten T' = 20000 K und ¢ = 15 g/cm? erhilt man aus DFT-MD-Rechnungen
mit dem PBE-Funktional o ~ 90000 S/m, was einem sogenannten ,bad metal”

entspricht und es sich demnach nicht um einen Isolator handelt.

Die Ergebnisse fiir die elektrische Leitfdhigkeit innerhalb von Gliese-229b (griin),
Corot-3b (braun) und KOI-889b (orange) auf Basis des PBE-Funktionals tiber-
steigen die Jupiterresultate um bis zu 1,5 GroBlenordnungen. Einerseits sind die
Dichten und damit auch die Elektronendichten n. in den Objekten deutlich grofier
als in Jupiter. In entarteter Materie ist die Leitfahigkeit proportional zur Fermi-
energie Ep fiir die wiederum gilt Er ~ n2/3. Zusitzlich ist unter den extremeren
Bedingungen in diesen Objekten Helium vollstdndig ionisiert, im Gegensatz zu

Jupiter, wo Helium noch atomar ist"",

Insbesondere die orange Kurve fiir KOI-889b stimmt ab 0,7 Ropjekt mit den

302 (gestrichelte Kurven) sehr gut tiberein, wel-

Vergleichswerten von Stevenson
che auf der Ziman-Theorie fir entartete Materie und den Strukturfaktor eines

Harte-Kugel-Systems beruhen.

Auch der super-exponentielle Anstieg von o unterhalb der Oberflache ist bei KOI-
889b mit vier GroBlenordnungen am ausgeprégtesten. Offensichtlich ist das H-He-
System am duflersten Rand dieses massereichen Grofien Planeten wie auch bei
den Braunen Zwergen kein Isolator mehr wie bei Jupiter, aber noch kein Metall.
Der Ubergang zum Metall vollzieht sich aber wesentlich schneller als bei Jupiter
aufgrund der deutlich schneller steigenden Dichten und Temperaturen im Innern,
siehe Kapitel [4]

Die Kurven fiir die thermische Leitfahigkeit A (rechtes, oberes Bild von Abbil-
dung haben einen dhnlichen relativen Verlauf wie die von . Bei gegebenem
Radius ist A der drei massereicheren Objekte deutlich grofer als bei Jupiter, wobei
fiir KOI-889b am auflersten Rand der Wert unterhalb des ersten Datenpunktes von
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5. Materialeigenschaften im Innern von GPs und BDs

Jupiter liegt. Der Anstieg vom Rand zum Inneren ist ebenfalls ausgeprégter als bei
Jupiter. Aufgrund der hoéheren Entartung liegen die Werte von A im metallischen
Bereich ebenfalls signifikant iiber den Jupiterergebnissen. Bemerkenswert ist, wie
gut die Resultate von Stevenson (gestrichelte Kurven) vor allem den Verlauf der
grinen Kurve fiir Gliese-229b wiedergeben und den zentralen Wert von KOI-889b
treffen. Das entspricht den Erwartungen, da die Ziman-Theorie, auf der die Er-
gebnisse von Stevenson unter anderem basieren, flir fliissige Metalle und damit

auch fiir entartete Systeme entwickelt wurde.

Die gepunktete Linie in dem Bild ist der Beitrag der Ionen zu A = A, + \; un-
ter Jupiterbedingungen. Diese wurden aus den Informationen der DFT-MD-Laufe
iiber das Ionensystem, wie Ionengeschwindigkeiten und der Paarverteilungsfunk-
tion, welche dann auf ein effektives Wechselwirkungspotential fiihrt, und in die
Berechnung des Warmestroms eingehen, ermittelt®149, Offensichtlich dominieren
die ionischen Beitrdage den nichtmetallischen Bereich. Entsprechende Rechnungen
wurden fiir KOI-889b, Corot-3b und Gliese-229b nicht gemacht, da der nichtme-
tallische Bereich in diesen Objekten sehr klein ist. Fiir deren auflersten Punkte
kann man in erster Nahrung die Jupiterergebnisse nutzen, da die ersten Punkte
von Jupiter (relativ zum Radius weiter Innen) thermodynamisch den &uflersten
Punkten der massereichen Objekte &hnlich sind und die Variation von A; mit der

Dichte und Temperatur nicht sehr grof3 ist.

In den unteren beiden Bildern von Abbildung[5.6|sind die magnetische Diffusivitéat
B = 1/ppo mit der magnetischen Feldkonstanten py und die Temperaturleitféhig-
keit (thermische Diffusivitit) k = A/pcp zu sehen. Da [ lediglich das skalierte In-
verse der elektronischen Leitfahigkeit ist, gibt es im relativen Verlauf der Kurven
keinen Unterschied zu o. Im Gegenteil dazu flieit bei x auch die Dichte und insbe-
sondere die isobare spezifische Warmekapazitit cp ein. Daher kommt der deutliche
Unterschied zwischen den farbigen Kurven mit den gestrichelten Vergleichskurven
von Stevenson, da dieser bei gleicher Dichte und Temperatur andere Werte fiir cp
vorhersagt als die DFT-MD-Simulationen.

Abschlieflend soll nun untersucht werden, ob die Werte fiir ¢ und A konsistent

zu Vorhersagen fiir das entartete Elektronengas sind. Dazu wird die sogenannte
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Lorenz-Zahl'?? betrachtet:
e\

T kT

Sie ist der Quotient aus thermischer und elektrischer Leitfahigkeit dividiert durch

L (5.10)

die Temperatur. Fiir Metalle haben Wiedemann und Franz®%¥ empirisch den Wert
Ly_p = %2 herausgefunden, welcher spater auch theoretisch tiber die Beschrei-
bung des freien Elektronengases als Fermisystem belegt wurde. Dieser Wert muss
auch fiir die entartetet Materie in den Groflen Planeten und den Braunen Zwer-
gen gelten. Im linken Bild von Abbildung sind die entsprechenden Kurven zu
sehen. Die horizontale, gestrichelte Linie ist der Ly, _p-Grenzfall, welcher in KOI-
889b (orange), Corot-3b (braun) und Gliese-229b (griin) in deren metallischem
Bereich (R < 0,99 Robjext) besser als 3 % erfiillt ist. Die schwarze Jupiterkurve®
weicht um 6% ab, was wahrscheinlich auf das noch neutrale Helium in Jupiter
zuriickgefiihrt werden kann. Die griin gestrichelte Kurve von Stevenson®' sagt
fiir alle Objekte den Wert von 3,63 vorher und weicht damit ebenfalls von Ly, _p

ab. Diese Diskrepanz lasst sich aus der entsprechenden Publikation nicht erklaren.

5.2.3. Rosseland-Mittel der Opazitat
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Abbildung 5.7.: Lorenzzahl L = e¢?\/k%To (linkes Bild) und das Rosseland-
Mittel der Opazitat kg (siehe GI. rechtes Bild ohne Jupiter) mit gleichem
Farbcode wie in Bild [A1].

Aus der frequenzabhangigen elektrischen Leitfahigkeit lassen sich weitere optische

Eigenschaften berechnen™#137, Der Imaginérteil der komplexen elektrischen Leit-
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fahigkeit o(w) = 01 (w)+ioe(w) kann mittels einer Kramers-Kronig-Transformation

iiber das Hauptwertintegral P
2 o1 (V)w
O'Q(CL)) = _WP/(VZ—QJQ)dU (511)

bestimmt werden. Die komplexe dielektrische Funktion e(w) = € (w)+ieg(w) ergibt

sich dann folgendermaflen aus
e1(w) =1—0y/ew und ew)=1—0/ew . (5.12)

Fir Absorptionseigenschaften benétigt man dann den komplexen Brechungsin-
dex, welcher iiber €(w) definiert ist: n(w) + ik(w) = y/€1(w) + iea(w). Aus dem
Extinktionskoeffizienten k(w) und der Lichtgeschwindigkeit ¢ kann dann der fre-

quenzabhéngige Absorptionskoeffizient a(w) = 2wk(w)/c berechnet werden.

Ein Maf fiir die optische Dichte eines Systems ist das Rosseland-Mittel der Opa-

zitathosd.
©0 4

1 15 dw  z%e”
KR /a(w) (er —1)2

- = J (5.13)
Das Inverse des Absorptionskoeffizienten wird mit der Ableitung der Planck-
Funktion nach der Temperatur gewichtet und tiber alle Frequenzen abintegriert.
Die Grole kg ist beispielsweise bei der Berechnung des Energietransportes in
einem Stern wichtig. Ist das Medium optisch zu dicht, kann Energie nicht mehr
effektiv iiber Strahlung transportiert werden und es kommt zum konvektiven Ener-

gietransport (Schwarzschild-Kriterium).

Im Folgenden flieen, wie schon erwahnt, nur die elektronischen Beitrage aus den
DFT-MD-Ergebnissen in die Opazitat mit ein. Rotations- und Vibrationsanregun-
gen und damit eingehende Absorption an Molekiilen, wie sie in der Atmosphére
von Braunen Zwergen und Groflen Planeten wichtig ist, werden nicht berticksich-
tigt, sodass gerade kg im dufleren Bereich der Objekte unterschéatzt wird. Glei-
chermaflen wird nur die Absorption von Wasserstoff und Helium berechnet, sodass
andere Absorber wie Sauerstoff, Kohlenstoff, Eisen oder Edelgase, welche nach-
weislich in Braunen Zwergen vorhanden sind, keine Beitrige liefern kénnen. Als
Vergleichswerte zu den DFT-MD-Opazitdten werden die OPAL-Werte (Opacity

BRI Y LY IPNE;

Project at Livermore) von Rogers und Iglesias genutzt, welche fiir den
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stellaren Bereich entwickelt wurden und Absorptionsbeitridge von 21 Elementen

beriticksichtigen.

Die Ergebnisse sind im rechten Bild von Abbildung zu sehen. Fiir Jupiter
wurden in der entsprechenden Publikation® 49 fiir kp keine Resultate angege-
ben, sodass diese Berechnungen noch ausstehen. Die Opazitat ist jeweils am grofi-
ten, wenn es im System noch gebundene Elektronen gibt und damit Ubergin-
ge von gebundenen zu freien Zustinden (bound-free-Uberginge) stark beitragen
konnen. Wie bei den Leitfahigkeiten schon deutlich geworden, ist dies bei Gliese-
229b (griin), Corot-3b (braun) und KOI-889b am &ufersten Rand der Fall, wo
auch die Leitfdhigkeit superexponentiell ansteigt. Je extremer die thermodyna-
mischen Zustdnde im Innern, desto weiter auflen ist das Maximum von kr und
desto schneller fallt die Kurve auch ab, da Helium ebenfalls sehr schnell ionisiert.
Deshalb ist bei KOI-889b mit den moderatesten inneren Bedingungen relativ zu
den beiden anderen Objekten das Maximum beim kleinsten Radius und im Innern
die hochste Opazitdt. Die OPAL-Werte haben qualitativ den gleichen Verlauf, wie
die DFT-MD-Kurven, haben aber ein deutlich ausgepragteres Maximum. Zum
einen liegt das an der Beriicksichtigung vieler Absorber, zum anderen aber auch
an der Behandlung der Bindungszustande im chemischen Bild. Mit steigendem
Druck verschwinden diese (Mott-Effekt), sodass es zu weniger Absorptionsbeitré-
gen zu kg kommt. Dieser Effekt wird im physikalischen Bild der DF'T-MD genauer
behandelt, sodass die schneller verschwindenden Bindungszustande in den DFT-

MD-Resultaten auch zu kleineren Opazitaten fithren.

5.3. Zusammenfassung von Kapitel 5

In diesem Kapitel wurden thermodynamische (cy, cp, ¢s, k7, &) und Transportei-
genschaften (1, o, A, kg) entlang der Isentropen von Grofien Planeten und Braunen
Zwergen vorgestellt. Diese sind komplexer, je kiithler die Oberflichentemperatur
des Objektes ist. Beispielsweise fiihrt die Dissoziation von Wasserstoff in Jupiter
noch zu ausgepriagten Maxima der Warmekapazitaten bei ~ 0, 9R; und einen An-
stieg der elektrischen Leitfdhigkeit um zwolf Groflenordnungen in diesem Bereich

[A9]. Bei den anderen dichteren Objekten ist der superexponentielle Anstieg der

111



5. Materialeigenschaften im Innern von GPs und BDs

Leitfahigkeiten auf einen noch kleineren Bereich beschrankt und betriagt nur noch
zwei bis vier Groenordnungen [A1]. Auch die thermodynamischen Materialeigen-
schaften dieser Objekte zeigen meistens nur noch ein monotones Verhalten, da das
H-Systen unter diesen Bedingungen schon fast vollstandig dissoziiert ist. Lediglich
cp und cy sind ganz auflen in den Objekten auf der abfallenden Flanke des Dis-
soziationsmaximums (wie bei Jupiter) und zeigen ein kleines Minima, bevor sie
nahezu konstante Werte im entarteten System annehmen. Gliese-229b, Corot-3b
und KOI-889b erfiillen in ihrem Innern das Wiedemann-Franz-Gesetz aufgrund
der dort vorherrschenden entarteten Materie sehr gut, was gleichzeitig ein Beweis

der Konsistenz der Leitfahigkeitsberechnungen ist [A1].

Die Scherviskositat wachst in allen Objekten monoton zum Zentrum an und ist

grofler, je grofler die Masse der Braunen Zwerge oder der Groflen Planeten ist.

Das Rosseland-Mittel der Opazitiat ki hat im Ionisationsbereich von Wasserstoff
ganz auBen in den Objekten ein Maximum, da hier noch bound-free-Ubergénge der
Elektronen moglich sind und nimmt dann systematisch zum Zentrum hin ab. Je
weniger Masse das Objekt hat, desto hoher ist Kz im Inneren, da das ionisierende

Helium noch Absorptionen zulésst.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird das Zusammenspiel zwischen ab initio-Simulationen fiir
warme dichte Materie, Hochdruckexperimenten und der Physik Grofler Plane-
ten und Brauner Zwerge ausfithrlich untersucht und dargestellt. Dazu wurden Zu-
standsgleichungen fiir Wasserstoff und Helium konstruiert, die den nétigen Dichte-
Temperaturbereich zur Modellierung Grofler Planeten und Brauner Zwerge ab-
decken [A2]. Sie enthalten ausgedehnte Datensétze aus DFT-MD-Simulationen zur
Beschreibung der warmen dichten Materie, siche Kapitel 2] Die Implementierung
der DFT-MD-Methode in VASP versagt bei kleinen Dichten, sodass verntinftige
Anschliisse zum schwach korrelierten System und idealen Gas ausgefithrt wur-
den. Die resultierenden Zustandsgleichungen H-REOS.3 und He-REOS.3 sind in
hohem Mafle thermodynamisch konsistent und reproduzieren sehr gut die Ergeb-
nisse verfiigharer Hochdruckexperimente ([A2],[A8]). Die entsprechenden Tabellen
der H-REOS.3 und He-REOS.3 sind in der Online-Ausgabe von [A2] als Download

verfligbar.

Des Weiteren dienen die DFT-MD-Daten zur Auswertung und Begleitung aktuel-
ler Hochdruckexperimente, wie sie in Kapitel [3| beschrieben sind. Hervorzuheben
sind hier zum einen die zeitliche Auflésung der Dissoziation von Wasserstoff und
die Bestimmung des Ionisationsgrades entlag der Hugoniotkurve von Deuterium
mittels Thomsonstreuung, siehe Abschnitt [3.4.2 [A6] und [A7]. Der erste ernstzu-
nehmende experimentelle Nachweis des Nichtmetall-Metall-Ubergangs als Phasen-
iibergang erster Ordnung in fluidem Wasserstoff, siche Abschnitt und [A3], hat

zudem ein 80 Jahre altes Problem der Plasmaphysik hochstwahrscheinlich gelost.

Die lineare Mischung LM-REOS.3 wird genutzt, um Strukturmodelle und Masse-
Radius-Relationen fir Jupiter, und erstmals auf Basis von ab initio-Zustands-

gleichungen fiir den massereichen Groflen Planeten KOI-889b und die Braunen
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Zwerge Corot-3b und Gliese-229b zu berechnen, siehe Kapitel |4 und [A2]. Ins-
besondere bei Letzterem liegt der Schwerpunkt auf den Vergleich mit Modellen,
die auf der Zustandsgleichung von SCvH beruhen. Fiir Jupiter werden Model-
le vorgestellt, welche die verfligharen Beobachtungsdaten beziiglich des Gravita-
tionsfeldes reproduzieren und insbesondere einen atmospharischen Metallgehalt
Zy ~ 3X Zgorar (Haufigkeit von Kohlenstoff) vorhersagen kénnen ([A2] und [A10]).
Masse-Radius-Relationen basierend auf der SCvH-EOS sagen aufgrund der ho-
heren Kompressibilitat dieser Zustandsgleichung stets etwas kleinere Radien fiir
die Objekte vorher, als die LM-REOS.3. Dabei sind die Unterschiede bei kleine-
ren Massen (M~ 1Mj) am groBten und im Bereich Brauner Zwerge konstant bei
~ 2,5%. Wegen der etwas kleineren Radien im Falle der SCvH-EOS sind die Dich-
ten und Driicke im Inneren der massereichen Groflen Planeten und der Braunen

Zwerge auch um ca. 10% hoher als bei den Strukturmodellen basierend auf der
LM-REOS.3.

Die Isentropen dieser Strukturmodelle dienen dann zur Berechnung von Materi-
aleigenschaften wie den Warmekapazitaten, Schallgeschwindigkeiten, elektrischen
und thermischen Leitfahigkeiten, Opazitidten und Viskositdten im Innern dieser
Objekte, siehe Kapitel 5 [A1] sowie [A9]. Dabei stellt sich immer ein systemati-
sches Verhalten der Groflen in Abhéangigkeit von der Masse der Objekte heraus.
Beispielsweise gilt ojupiter < OKOI-889b < OCorot—3b < OGliese—229b- Diese Mate-
rialeigenschaften konnen als Input fiir die Magnetfeldberechnungen der Objekte
dienen, wie in [Ab] ausgefiihrt. Auerdem konnen durch Interpolation des vor-
gestellten Datensatzes die thermodynamischen Zustande und die entsprechenden
Materialeigenschaften im Innern von Groflen Planeten und Braunen Zwergen mit

Massen zwischen 1 Mj und 46 Mj ndherungsweise bestimmt werden.

Neben den Magnetfeldsimulationen fithren die Ergebnisse dieser Arbeit aber auch
auf weitere Problemfelder, von denen hier einige konkret genannt werden sollen.
Beispielsweise beinhalten die H-REOS.3 und He-REOS.3 derzeit die thermische
P(p,T) und kalorische u(p,T) Zustandsgleichung. Das geniigt zwar, um Isentro-
pen zu berechnen, jedoch ist die volle Information iiber die Entropie s(g,T") notig,
um unter anderem die Lage von Phasentibergéingen (Koexistenzlinien) genau be-
rechnen zu kénnen und die freie Energie f(o,7T) zu konstruieren. Die Entropie

kann iiber thermodynamische Integrationtt®233305 der DFT-MD-Daten iiber ein
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Referenzsystem bis hin zum idealen Gas berechnet werden. Alternativ hat Desjar-
lais auch eine Methode zur Berechnung der Entropie iiber die Geschwindigkeits-
Autokorrelationsfunktion und dem zugehérigen Spektrum vorgestellt™, welche in
Zukunft auch fir die Berechnung der Entropie in der H-REOS.3 und He-REOS.3

genutzt werden konnte.

Zur Verbesserung der Zustandsgleichungen muss auch der Einfluss von Austausch-
Korrelations-Funktionalen fiir endliche Temperaturen, welche tiber die lokale Dich-
tendherung (LDA)"*¥ hinaus gehen, untersucht werden. Die entsprechenden Im-
plementierungen sind jedoch noch in der Entwicklungsphase®”. Auflerdem legen
die Experimente zum Nichtmetall-Metall-Ubergang nahe, den Einfluss von Disper-
sionkraften tiber den gesamten Dichte- und Temperaturbereich zu priifen, wobei
insbesondere die Formulierung dieser Kréafte im metallischen Bereich eine Her-

t312

ausforderung ist®*<. Da die Metallisierung des Wasserstoff-Subsystems in H-He-

Mischungen ein Katalysator fiir deren Entmischung ist, betrifft das Problem der
62

Dispersionkréifte auch direkt die Modellierung der Evolution von Saturn“®® und

Jupiter®** und sollte auch diesbeziiglich weiter untersucht werden.

Beziiglich der Hugoniotkurve von Helium steht eine erneute Auswertung der Eg-

166/ ynd der

gert et al.®¥-Daten auf Grundlage des neuen Quartz-EOS-Standards
entsprechende Vergleich mit den DFT-MD-Daten aus. Dabei sollte fiir Helium
auch die grofle Diskrepanz in der Temperatur zwischen den Ergebnissen der expe-
rimentellen quasi-isentropen Kompressionen und den entsprechenden Vorhersagen
auf Basis der He-REOS.3, siehe Abschnitt [3.3 durch neue Experimente geklért

werden.

Fiir die Groflen Planeten und Braunen Zwerge sollten in Zukunft Modelle be-
nutzt werden, welche die komplexen Atmosphéren besser behandeln und auch
die Evolution dieser Objekte mit beriicksichtigen konnen. Dabei sollten die nu-
klearen Fusionsreaktionen in der frithen Entwicklungsphase Brauner Zwerge®® ge-
nauso in Betracht gezogen werden, wie die Riickkopplung des Magnetfeldes auf
die Zustandsgleichung und damit auf das Innere der Objekte. Insbesondere durch
die Verwendung komplexerer Atmosphédrenmodelle und gemessener Spektren kon-
nen auch anomale Radien, wie beispielsweise bei Corot-15b*% auch mit der LM-
REOS.3 beschrieben werden.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Des Weiteren steht fiir Braune Zwerge noch ein differenziertes und allgemein an-
erkanntes Kriterium zur Abgrenzung dieser Objekte beziiglich der massereichen
Groflen Planeten aus. Insbesondere die Annahme eines Ein-Schicht-Modells in
Kapitel 4] fiir BDs und MGPs aufgrund des iiberlappenden Massebereiches, siehe
Abbildung [I.1] sollte unter diesem Aspekt noch einmal untersucht werden.
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A. Tabellen zu den isentropen

Kompressionsexperimenten

117



A. Tabellen aus Kapitel 3

Tabelle A.1.:

Die gerechneten Ergebnisse aus den entsprechenden Veréffentlichungen sind in
Klammern unter den DFT-MD-Resultaten zu sehen. Hier sei angemerkt, dass die
Daten von Fortov et a

Klammern) und die Driicke bei Boriskov et al.?? {iber eine Aluminiumreferenz?

gemessen sind.

|

Ergebnisse aus der H-REOS.3 fiir Druck und Temperatur bei

einer isentropen Kompression von Deuterium beziiglich der gemessenen Dichte.

auf zwei verschiedenen EOS-Modellen basieren (Werte in

Daten- Fortov et al.”®
punkte | o (g/cm?) T (K) P (GPa)

1 1,09 890 55
(3100;:2180)  (77)

2 1,36 950 91
(3850:2500)  (127)

3 1,78 1030 164
(4100;2600)  (150)

4 2,35 1140 315
(5200;..)  (255)

5) 2,46 1160 352
(..2410)  (302)

Mochalov et al.?!

1 4.3 1470 1300

(3500)  (1800)
Boriskov et al.?

1 1,29 200 75
(<300) (89)

2 1,73 280 154
(<300) (175)

3 2,13 295 245
(<300) (290)

4 2,77 330 461
(<300) (420)

5 2,97 335 536
(<300) (540)
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Tabelle A.2.:

Ergebnisse aus der He-REOS.3 fiir Druck und Temperatur bei

einer isentropen Kompression von Helium beziiglich der gemessenen Dichte. Die

gerechneten Ergebnisse aus den entsprechenden Verdffentlichungen sind in Klam-

mern unter den DFT-MD-Resultaten zu sehen.

Daten-

Zhernokletov et al.335

punkte | o (g/ecm®) T (K) P (GPa)

S1 1,32+£0,05 13800 115

(1,3) (17000) (126 + 10)

52 1,68 20,08 19800 212

(1,64)  (24800) (240 + 27)

S3 1,74£0,05 22100 238

(1,63)  (26700) (246 + 15)

S4 2,19£0,07 30700 413

(2,14)  (35600) (460 + 34)

Mochalov et al.??2

He-1 3,8+0,9 17000 926

(34)  (74000)  (1580)

He-2 8,4+1,9 23600 4636

(7,2) (74000)  (4750)

He-3 4,0£0,4 13700 970

(4,5) (59000)  (1950)
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A. Tabellen aus Kapitel 3
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B. Tabellen zu den

Materialeigenschaften
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Tabelle B.1.: Thermodynamische Materialeigenschaften im Innern von Gliese-229b.

Masse von 46,23 My, und einen Radius von 0,8646 Rjyp.

Dieser Braune Zwerg hat eine

m [Mop;] P [GPa] r [Row,] T [K] o [g/cm?] a [1/K] | kp [1/GPa] | ¢y [kJ/gK] | cp [kI/gK] | cs [km/s]

1,0000e+4-00 | 5,7630e+00 | 9,9804e-01 | 8,0213e4-03 | 1,2597e-01 | 9,4977e-05 | 1,3241e-01 | 1,9486e-02 | 2,4195e-02 | 8,5859e+00
9,9998e-01 | 6,1680e+01 | 9,9604e-01 | 1,3341e+04 | 4,6240e-01 | 3,4070e-05 | 9,4307e-03 | 1,4469¢-02 | 1,8378e-02 | 1,6797e+01
9,9994e-01 | 1,7678e+02 | 9,9404e-01 | 1,8452e+04 | 7,3751e-01 | 2,0674e-05 | 3,2045e-03 | 1,3148e-02 | 1,6903e-02 | 2,2682e+01
9,9988e-01 | 3,4403e+02 | 9,9204e-01 | 2,2661e+04 | 1,0010e+00 | 1,4876e-05 | 1,6841e-03 | 1,3383e-02 | 1,6741e-02 | 2,6460e+01
9,9980e-01 | 5,6239e+02 | 9,9004e-01 | 2,6470e+04 | 1,2642e+4-00 | 1,1500e-05 | 1,0277e-03 | 1,3599e-02 | 1,6676e-02 | 2,9851e+4-01
9,9809e-01 | 5,7946e+03 | 9,7004e-01 | 5,7847e+04 | 4,1132e+00 | 3,8477e-06 | 1,0397e-04 | 1,4193e-02 | 1,6462e-02 | 5,0653e+01
9,8537e-01 | 5,1010e+04 | 9,2004e-01 | 1,2937e+05 | 1,3359e+01 | 1,4594e-06 | 1,2127e-05 | 1,4565e-02 | 1,6500e-02 | 8,1727e+01
8,9431e-01 | 5,2007e+05 | 7,9603e-01 | 2,7955e+05 | 5,0583e+01 | 5,2277e-07 | 1,2058e-06 | 1,4092e-02 | 1,5493e-02 | 1,3153e+02
6,3427e-01 | 2,8769e+06 | 6,2003e-01 | 5,3100e+05 | 1,3617e+02 | 2,6455e-07 | 2,2054e-07 | 1,3835e-02 | 1,5197e-02 | 1,9084e+02
1,1551e-01 | 1,4323e+-07 | 2,9801e-01 | 9,7316e+05 | 3,4905e+02 | 1,4381e-07 | 4,4440e-08 | 1,4411e-02 | 1,5741e-02 | 2,6498e+-02
6,8400e-05 | 2,2139e+07 | 2,3668e-02 | 1,1769e+06 | 4,4735e+02 | 1,2637e-07 | 2,9324e-08 | 1,4815e-02 | 1,6252e-02 | 2,8952e+02




Tabelle B.2.: Transporteigenschaften im Innern von Gliese-229b.

m [Moy] | 1 [Roy] T [K] o [S/m] B m?/s] | ANW/Km] | & [m?/s] | n[mPas] | v[mm?/s] | kg [cm?®/g]
1,0000e-+00 | 9,9804e-01 | 8,0213¢+03 | 3,2400e+03 | 2,4561e+02 | 1,4011e+00 | 4,5969¢-07 | 1,3605e-01 | 1,0800e-+00 | 3,8810e-+05
9,9998¢-01 | 9,9604e-01 | 1,3341e+04 | 2,2790e+05 | 3,4918¢+00 | 7,0413e+01 | 8,2860e-06 | 4,3523e-01 | 9,4123e-01 | 1,4453e+06
9,9994e-01 | 9,9404e-01 | 1,8452e+04 | 4,9937e+05 | 1,5936e-+00 | 2,2402e+02 | 1,7970e-05 | 7,7248¢-01 | 1,0474e+00 | 1,5866¢-+06
9,9988e-01 | 9,9204e-01 | 2,2661e+04 | 7,4660e+05 | 1,0659e-+00 | 4,2201e+02 | 2,5184e-05 | 9,0479e-01 | 9,0392e-01 | 1,5615e-+06
9,9980e-01 | 9,9004e-01 | 2,6470e+04 | 9,9143e+05 | 8,0265¢-01 | 6,6329¢+02 | 3,1463¢-05 | 1,0778¢+00 | 8,5255¢-01 | 1,5049¢-+06
9,9809¢-01 | 9,7004e-01 | 5,7847e+04 | 3,4733¢+06 | 2,2911e-01 | 5,0755¢+03 | 7,4959¢-05 | 3,1824e+00 | 7,7369¢-01 | 9,7216e+05
9,8537¢-01 | 9,2004e-01 | 1,2037e+05 | 1,0104e+07 | 7,8758¢-02 | 3,22160+04 | 1,4616e-04 | 1,1112e+01 | 8,3182¢-01 | 3,7732e-+05
8,9431e-01 | 7,9603¢-01 | 2,7955¢+05 | 3,8363e+07 | 2,0743e-02 | 2,6380e+05 | 3,3661e-04 | 4,1002¢+01 | 8,1058¢-01 | 9,4198e-+04
6,3427¢-01 | 6,2003¢-01 | 5,3100e+05 | 9,0011e+07 | 8,8409¢-03 | 1,1891e+06 | 5,7461e-04 | 1,2644e+02 | 9,2849¢-01 | 2,0714e-+04
1,1551e-01 | 2,9801e-01 | 9,7316e+05 | 1,9453e+08 | 4,0008¢-03 | 4,3787e+06 | 7,9694e-04 | (2,84e+02) | (8,137e-01) | 4,7956e+03
6,8400e-05 | 2,36686-02 | 1,1769e+06 | 2,3235¢+08 | 3,4249e-03 | 6,4194e+06 | 8,8295¢-04 | (3,68¢+02) | (8,226e-01) | 2,9823e-+03




Tabelle B.3.: Thermodynamische Materialeigenschaften im Innern von KOI-889b. Dieser massereiche Grofie Planet

hat eine Masse von 9,98 Myj,, und einen Radius von 1,028 Ryyp.

m [Moy,] P [GPa] r [Roy] T K] o [g/cm?| a [1/K] | kr [1/GPal | ¢y [kJ/gK] | cp [kI/gK] | ¢ [km/s]

9,9996e-01 | 2,5345e+00 | 9,9596e-01 | 4,8122e+4-03 | 1,0001e-01 | 1,3276e-04 | 2,8809e-01 | 1,3383e-02 | 1,6280e-02 | 6,4834e+00
9,9989¢-01 | 7,4679e+00 | 9,9396e-01 | 5,7198e+03 | 1,8567e-01 | 7,9348e-05 | 8,7599e-02 | 1,4393e-02 | 1,6659¢-02 | 8,3606e+00
9,9977e-01 | 1,5577e+01 | 9,9196e-01 | 6,4396e+03 | 2,8099e-01 | 5,8260e-05 | 4,0203e-02 | 1,2943e-02 | 1,4780e-02 | 9,9351e+-00
9,9960e-01 | 2,7174e+01 | 9,8996e-01 | 7,0650e+-03 | 3,8050e-01 | 5,0885e-05 | 2,2195e-02 | 1,0828e-02 | 1,3021e-02 | 1,1687e+01
9,9911e-01 | 6,0725e+01 | 9,8596e-01 | 8,2715e+03 | 5,6302e-01 | 3,7899¢-05 | 8,5432e-03 | 1,2989e-02 | 1,5708e-02 | 1,5546e+01
9,9880e-01 | 8,2054e+01 | 9,8396e-01 | 8,9562e+03 | 6,4046e-01 | 3,3131e-05 | 6,1498e-03 | 1,2191e-02 | 1,5006e-02 | 1,7266e+01
9,9808e-01 | 1,3285e+02 | 9,7996e-01 | 1,0329e4-04 | 7,8324e-01 | 2,5347e-05 | 3,7621e-03 | 1,2174e-02 | 1,4679e-02 | 1,9755e+01
9,9766e-01 | 1,6212e+02 | 9,7796e-01 | 1,0989¢e+4-04 | 8,5028e-01 | 2,2631e-05 | 3,0658e-03 | 1,2276e-02 | 1,4648e-02 | 2,0901e+01
9,9624e-01 | 2,6466e+02 | 9,7196e-01 | 1,3126e+4-04 | 1,0414e+00 | 1,7693e-05 | 1,9293e-03 | 1,2468e-02 | 1,4698e-02 | 2,3626e+01
9,7695e-01 | 1,8201e+03 | 9,2596e-01 | 2,5174e+4-04 | 2,5392e4-00 | 6,7208e-06 | 3,0183e-04 | 1,3360e-02 | 1,5055e-02 | 3,7223e+01
8,7021e-01 | 1,3655e+04 | 8,0997e-01 | 4,9980e+-04 | 7,1726e+4-00 | 2,6416e-06 | 4,2462e-05 | 1,4124e-02 | 1,5442e-02 | 5,8232e+01
6,9210e-01 | 4,3132e+04 | 6,8997e-01 | 7,5221e+4-04 | 1,3412e+4-01 | 1,5250e-06 | 1,3633e-05 | 1,3667e-02 | 1,4779e-02 | 7,4824e+01
4,8476e-01 | 9,3973e+04 | 5,7198e-01 | 1,0013e+05 | 2,0630e+01 | 1,0976e-06 | 6,3116e-06 | 1,3699¢-02 | 1,4829e-02 | 8,8699¢+01
2,7759e-01 | 1,6964e+05 | 4,4798e-01 | 1,2499e+05 | 2,8609e+01 | 8,3221e-07 | 3,5255e-06 | 1,3692e-02 | 1,4686e-02 | 1,0062e+02
1,2419e-01 | 2,5494e+05 | 3,2799¢-01 | 1,4509e+05 | 3,6048e+01 | 6,9485e-07 | 2,3536e-06 | 1,3838e-02 | 1,4778e-02 | 1,0957e+02
3,1541e-04 | 3,9739e+05 | 4,2637e-02 | 1,6621e+05 | 4,6560e+01 | 5,7487¢-07 | 1,5127e-06 | 1,4099¢-02 | 1,4995e-02 | 1,2002e+02




Tabelle B.4.: Transporteigenschaften im Innern von KOI-889b.

m [Moy;]

r [Row]

T [K]

o [S/m]

B [m?/s]

A [W/Km]

K [m?/s]

n [mPas]

v [mm? /s

wr [cm?/g]

9,9996e-01

9,9596e-01

4,8122¢+03

3,3706e+-01

2,3609¢+04

2,1496e-02

1,3203e-08

7,7596e-02

7,7591e-01

1,0202e+04

9,9989¢-01

9,9396e-01

5,7198e+-03

9,8230e+02

8,1011e+02

3,6373e-01

1,1760e-07

1,1220e-01

6,0433e-01

8,8482e+04

9,9977e-01

9,9196e-01

6,4396e+-03

2,4000e+-04

3,3157e+-01

3,3282e-+00

8,0138e-07

1,4140e-01

5,0323e-01

4,2252¢+05

9,9960e-01

9,8996e-01

7,0650e+-03

8,9000e+-04

8,9413e+-00

1,1601e+01

2,3415¢-06

2,0427e-01

92,3686e-01

7,3242e+405

9,9911e-01

9,8596e-01

8,2715e+-03

2,7866e+05

2,8557e+00

4,9759e+-01

95,6264e-06

3,1175e-01

5,5370e-01

9,9637e+05

9,9880e-01

9,8396e-01

8,9562¢e+-03

3,5200e+-05

2,2607e+-00

7,4769¢e+01

7,7799¢-06

3,4784e-01

9,4310e-01

1,0546e+-06

9,9808e-01

9,7996e-01

1,0329e+4-04

9,3874e+05

1,4771e+400

1,2800e+02

1,1133¢-05

4,2820e-01

5,4670e-01

1,1599e+06

9,9766e-01

9,7796e-01

1,0989¢+04

6,0810e+05

1,3086e-+00

1,5751e+02

1,26460-05

4,8184¢-01

9,6668¢-01

1,1798¢-+06

9,9624e-01

9,7196e-01

1,3126e-+04

8,1870e+05

9,7200e-01

2,5001e-+02

1,6333e-05

9,8126e-01

5,5814e-01

1,2321e+06

9,7695e-01

9,2596e-01

2,5174e+04

2,3580e+06

3,3748e-01

1,5322e+03

4,0081e-05

1,3089¢+-00

9,1549e-01

1,1628¢-+06

8,7021e-01

8,0997¢-01

4,9980e+04

7,4425e4-06

1,0692¢-01

9,6461e+03

8,7092e-05

3,4012e4-00

4,7419¢-01

8,4873¢+05

6,9210e-01

6,8997e-01

7,5221e+04

1,4200e+07

5,6040e-02

2,7698e+-04

1,3973e-04

6,4088e4-00

4,7782e-01

6,4096e+-05

4,8476e-01

5,7198e-01

1,0013e-+05

2,1263e-+07

3,7425e-02

5,6124e+04

1,8346e-04

1,0150e+-01

4,9196e-01

5,1131e+05

2,7759¢-01

4,4798e-01

1,2499e+05

2,9219¢+07

2,7235e-02

9,9199e+-04

2,3610e-04

1,4212e+01

4,9674e-01

4,1928¢+05

1,2419e-01

3,2799e-01

1,4509e+05

3,7152e+07

2,1419¢-02

1,4266e+05

2,6780e-04

1,8254e+01

5,0638e-01

3,6061e+-05

3,1541e-04

4,2637¢e-02

1,6621e+05

4,6115e+07

1,7256e-02

2,0302e+-05

2,9079e-04

2,3555e+-01

5,0590e-01

3,0982¢e+-05




Tabelle B.5.: Thermodynamische Materialeigenschaften im Innern von Corot-3b. Dieser Braune Zwerg hat eine Masse
von 22,66 Mj,, und einen Radius von 0,973 Ryyp.

m [Moy,] P [GPa] r [Roy] T K] o [g/cm?| a [1/K] | kr [1/GPal | ¢y [kJ/gK] | cp [kI/gK] | ¢ [km/s]

9,5584e-01 | 1,1265e+01 | 9,9600e-01 | 7,7490e+4-03 | 2,0755e-01 | 6,5253e-05 | 6,0297e-02 | 1,6590e-02 | 1,9471e-02 | 9,5992e+-00
9,5569e-01 | 7,2973e+01 | 9,9200e-01 | 1,1247e+4-04 | 5,4773e-01 | 3,2399¢e-05 | 7,3659¢-03 | 1,3253e-02 | 1,6459¢-02 | 1,7242e+01
9,5486e-01 | 4,2409e+02 | 9,8200e-01 | 1,9866e+04 | 1,1780e+00 | 1,3320e-05 | 1,2901e-03 | 1,3081e-02 | 1,5694e-02 | 2,7343e+01
9,4160e-01 | 6,8870e+03 | 9,3000e-01 | 5,0678e+04 | 4,6996e+00 | 3,5525¢-06 | 8,5161e-05 | 1,3944e-02 | 1,5737e-02 | 5,1766e+01
8,8115e-01 | 4,6044e+04 | 8,3800e-01 | 1,0057e+405 | 1,3154e+-01 | 1,5231e-06 | 1,3113e-05 | 1,4130e-02 | 1,5686e-02 | 7,8308e+01
5,9924e-01 | 3,7454e+05 | 6,3000e-01 | 1,9982e+05 | 4,3210e+01 | 6,0019e-07 | 1,6361e-06 | 1,4937e-02 | 1,6092¢-02 | 1,2090e+02
2,7400e-01 | 1,1162e+06 | 4,3600e-01 | 2,9954e+05 | 8,0878e+01 | 3,6886e-07 | 5,5275e-07 | 1,3554e-02 | 1,4587¢-02 | 1,5208e+02
1,9537e-02 | 2,4201e+06 | 1,6600e-01 | 4,0002e+05 | 1,2654e+02 | 2,6420e-07 | 2,5623e-07 | 1,3357e-02 | 1,4347e-02 | 1,7844e-+02
3,0679e-05 | 2,7600e+06 | 9,2899e-03 | 4,2038e+4-05 | 1,3659e+-02 | 2,6715e-07 | 2,2668e-07 | 1,3593e-02 | 1,4635e-02 | 1,8647e+02




Tabelle B.6.: Transporteigenschaften im Innern von Corot-3b.

m [Moy;]

r [Row]

T [K]

o [S/m]

B [m?/s]

A [W/Km]

K [m?/s]

n [mPas]

v [mm? /s

wr [cm?/g]

9,5584e-01

9,9600e-01

7,7490e+03

1,5000e+04

9,3052e+01

3,0961e+00

7,6611e-07

1,4930e-01

7,1933e-01

5,6073¢+05

9,5569e-01

9,9200e-01

1,1247e+04

2,9209e+05

2,7244e+00

74813401

8,2987¢e-06

4,2955e-01

7,8424e-01

1,2715e+-06

9,5486e-01

9,8200e-01

1,9866e+04

9,4121e+05

8,4548¢-01

4,6279e+-02

2,5034e-05

8,6711e-01

7,3610e-01

1,4217e+06

9,4160e-01

9,3000e-01

5,0678e+04

4,5461e+06

1,7505e-01

9,8936e+03

7,9691e-05

2,9139e+00

6,2004e-01

9,9285e+05

8,8115e-01

8,3800e-01

1,0057e+05

1,3471e+07

5,9073e-02

3,4664e+-04

1,6800e-04

8,7789¢e+-00

6,673 7e-01

5,4836e+-05

5,9924¢-01

6,3000e-01

1,9982e+05

4,3080e+07

1,8472¢-02

2,1381e+05

3,0750e-04

2,8903e+-01

6,6889¢-01

2,1526e+05

2,7400e-01

4,3600e-01

2,9954e+-05

7,4478e+07

1,0685e-02

5,6667e+05

4,8032¢-04

5,4965¢e+-01

6,7961e-01

9,7749¢e+-04

1,9537¢e-02

1,6600e-01

4,0002e+05

1,1648¢-+08

6,8319e-03

1,1198¢+06

6,1679e-04

8,6651e+01

6,8477e-01

4,9752e+04

3,0679e-05

9,2899e-03

4,2038¢+05

1,2646e-+08

6,2927e-03

1,2540e-+06

6,2730e-04

9,2783e+01

6,7926e-01

4,3816e+04
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