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Uticaj toplotne memorije na termoelastičnu komponentu 
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Izvod 
U radu je izveden model termoelastične komponente fotoakustičkog odziva koji uzima u 
obzir termalno-memorijska svojstva ispitivanog materijala. Urađeno je poređenje
dobijenog modela sa klasičnim modelom, koji zanemaruje uticaj toplotne memorije.
Primećeno je da na veoma niskim i na veoma visokim učestanostima modulacije svetlosne 
pobude modeli teže poklapanju, a da se u srednjem opsegu učestanosti pojavljuju
izraženije razlike između dva modela, što znači da se u ovom opsegu mora uzeti u obzir
uticaj toplotne memorije. Pokazano je da su granice ovog opsega određene brzinom 
provođenja toplote i debljinom uzorka. Na osnovu softverske obrade dobijenih rezultata,
zaključeno je da u opsegu od interesa na svojstva odzivnog signala znatan uticaj vrše
dinamička toplotna svojstva, toplotna difuzivnost i termalno vreme relaksacije, kao i 
debljina uzorka. 
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Kada se neki uzorak izloži dejstvu elektromagnetnog 
(u daljem tekstu EM) zračenja iz najšireg spektra 
talasnih dužina, deo pobudne energije se apsorbuje a 
deo apsorbovane energije se različitim relaksaciono-de-
ekscitacionim procesima transformiše u toplotu (foto-
termalni efekat) [1–5]. Tako generisana toplota uzro-
kuje poremećaj termodinamičkog stanja (pritisak, tem-
peratura, gustina) koji se prostire kroz uzorak i njegovu 
bližu okolinu, proizvodeći čitav niz detektabilnih feno-
mena (fototermalnih fenomena): promenu temperatu-
re na površini uzorka, defleksiju površina uzorka, prosti-
ranje akustičkih talasa u fluidnom okruženju uzorka, 
pojavu gradijenta optičkog indeksa prelamanja u uzor-
ku i njegovoj okolini, itd. Čitav niz metoda, takozvanih 
fotoakustičkih (FA) i fototermalnih (FT) metoda je za-
snovan na detekciji nekog od pomenutih FT fenomena 
[1–5]. 

FA i FT metode se poslednjih tridesetak godina vrlo 
intenzivno razvijaju i široko primenjuju za određivanje 
optičkih, termalnih, elastičnih, elektronskih i geometrij-
skih karakteristika čvrstih tela i elektronskih naprava. 
Razvoj ovih eksperimentalnih tehnika povezan je kako 
sa razvojem različitih detekcionih šema, tako i sa ra-
zvojem teorijskih modela na osnovu kojih se mogu tu-
mačiti i analizirati eksperimentalno mereni odzivi. U 
klasičnim teorijama FA odziva [4-8] do sada je ignori-
sana činjenica da čvrsta tela pokazuju svojstva toplotne 
memorije. Ovaj nedostatak mora se eliminisati da bi se 
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FA merenja ispravno tumačila, ali i da bi se razmotrile 
perspektive daljeg razvoja FA eksperimentalnih tehnika.  

U ovom radu je izveden model za optički generisano 
termoelastično savijanje, koji uključuje uticaj toplotne 
memorije materijala. Analizom modela pokazano je da 
snimljeni FA signal nosi informaciju o memorijskim svoj-
stvima u određenom opsegu učestanosti modulacije, 
što nas dovodi do zaključka da detekciona šema FA te-
hnike može da se prilagodi tako da se mere toplotna 
memorijska svojstva različitih čvrstih tela. Dobijeni re-
zultat je veoma značajan s obzirom na to da ova svoj-
stva materijala nisu do sada eksperimentalno merena, 
niti je predložena metodologija za njihovo određivanje, 
a ukazuje i na značajno proširenje mogućnosti FA i FT 
metoda u karakterizaciji materijala. 

Generalizovana teorija termoelastičnosti 
u čvrstim telima 

Toplota, generisana u uzorku usled apsorpcije po-
budnog EM snopa, uzrokuje termalno širenje kristalne 
rešetke i na taj način postaje izvor prostiranja elastičnih 
talasa proizvodeći dva tipa elastičnog pomeraja: elas-
tično širenje i elastično savijanje (slika 1). S druge stra-
ne, elastični talasi se pojavljuju kao dodatni izvor pore-
mećaja temperaturskog polja u uzorku [4,7,9]. Da bi se 
objasnio uticaj pomenutih fizičkih procesa na FA signal 
neophodno je razviti teorijski model zasnovan na reše-
njima spregnutog sistema diferencijalnih jednačina: jed-
načina prostiranja elastičnih talasa i jednačina prosti-
ranja toplote kroz čvrsta tela, za datu eksperimentalnu 
konfiguraciju [7,9]. 

Na osnovu prethodnih modela pokazano je da se 
uticaj elastičnih talasa na raspodelu temperaturnog polja 
može zanemariti ako je zadovoljena sledeća nejedna-
kost [4,8]: 
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gde je αT koeficijent linearnog termičkog širenja, T0 
temperatura ambijenta (dalje okoline uzorka), ξ modul 
izotermalne kompresije, ρ gustina tela, cl brzina izoter-
malnih longitudinalnih elastičnih talasa i Ce specifična 
toplota pri konstantnoj elastičnoj deformaciji. Gornji 
uslov je kod čvrstih tela uvek ispunjen [4,8]. Pokazuje 
se takođe da je moguće zanemariti toplotu uzrokovanu 
naprezanjem rešetke koju proizvodi deformacija elek-
trona povezana sa interakcijama između nosilaca naele-
ktrisanja i fotona [4]. Uzimajući u obzir ovo razmatra-
nje, problem modelovanja te deformacije i FA odziva se 
svodi na rešavanje raspregnutog sistema diferencijalnih 
jednačina u kome se raspodela temperaturnog polja 
pojavljuje kao izvor elastične deformacije [4,8]. 

 

Slika 1. Grafički prikaz termoelastičnih pomeraja, a) termo-
elastično širenje, b) termoelastično savijanje. 
Figure 1. Graphic representation of thermoelastic displace-
ments, a) thermoelastic dilatation, b) thermoelastic bending. 

U svim prethodnim modelima pretpostavljena je di-
fuziona priroda termalnih transportnih procesa i koriš-
ćen je klasičan, Furijeov (Fourier) difuzioni model pro-
vođenja toplote [4-9]. Difuziona priroda i klasični model 
implicitno sadrže pretpostavku o beskonačnoj brzini 
prostiranja termalnog signala [10–13], koji se, kao i 
svaki drugi signal u prirodi, ne može prostirati besko-
načnom brzinom. Pomenuti nedostatak se otklanja po-
lazeći od generalizovanog, hiperboličnog zakona provo-
đenja toplote, kakav predlaže teorija o provođenju to-
plote u sredinama sa toplotnom memorijom [10–13], a 
koju potvrđuje jedan broj eksperimentalnih rezultata. U 
našim prethodnim radovima je pokazano da uračuna-
vanje uticaja toplotne memorije značajno utiče na ras-
podelu temperaturskog polja [10,14–16] pa se takođe 
očekuje značajan uticaj ovog fenomena na termoelas-
tične talase i na FA odziv, pošto raspodela tempera-
turnog polja predstavlja izvor elastičnih deformacija. 

Na osnovu gore iznetih teorijskih razmatranja, gene-
ralizovani model termoelastične deformacije matema-
tički je opisan sledećim sistemom parcijalnih diferenci-
jalnih jednačina: 
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gde su 


,( )T r t  skalarno temperatursko polje i 

 
,( )u r t  

vektorsko polje elastičnih talasa, 

,( )S r t  je optički gene-

risan izvor toplotnih talasa, DT koeficijent toplotne di-
fuzije, τ termalno vreme relaksacije, k koeficijent top-
lotne provodnosti, λ i μ Lameove konstante elastič-
nosti, ρ gustina i βT koeficijent zapreminskog širenja 
uzorka. 

Termoelastično savijanje u FA eksperimentalnoj 
konfiguraciji 

U FA eksperimentima se obično koristi uzorak oblika 
diska poluprečnika R i debljine ls, gde je R >> ls, koji se 
osvetljava homogenim optičkim snopom, harmonijski 
modulisanim po intenzitetu (slika 2): 

ω= 0

2
j tI

I e  (3) 

gde je I0 snaga pobudnog snopa i ω učestanost mo-
dulacije. 

Na osnovu modela datog jednačinama (1) i (2), da bi 
se formirao model termoelastične deformacije, neop-
hodno je prvo odrediti respodelu temperaturnog polja. 

Uvodeći sledeće pretpostavke: 1) celokupna apsorp-
cija pobude energije dešava se u vrlo tankom površin-
skom sloju osvetljene strane uzorka (što je dosta dobra 
aproksimacija za metale [8], a kod ostalih čvrstih tela se 
relativno lako postiže nanošenjem dodatnog vrlo tan-
kog apsorpcionog sloja [4]), 2) uzorak je okružen gasom 
koji je mnogo lošiji toplotni provodnik od uzorka (pa se 
prenos toplote sa uzorka u okolinu može zanemariti) i 
3) uvodimo Furijeovu transformaciju po vremenu i pos-
matramo samo harmonijsku komponentu zbog toga što 
detekcija omogućuje posmatranje samo stacionarne 
komponente. Na osnovu rezultata rada [10], raspodela 
temperaturske varijacije ν = −

 

ambs , ) ( , )(r t T r t T  (Tamb je 
temperatura daljeg okruženja uzorka) data je sledećim 
izrazom: 
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gde su toplotna impedancija, Zcs, i koeficijent prostira-
nja toplotnih talasa, σs, dati izrazima: 
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i gde τ označava toplotno vreme relaksacije i predstav-
lja parametar koji opisuje toplonu memoriju materijala.  

 

Slika 2. Geometrija problema: a) poprečni presek i b) cilin-
drična geometrija. 
Figure 2. Geometry of the problem: a) cross-section and 
b) cylinder geometry. 

Pri izvođenju jednačine (4) pretpostavljeno je da 
važe uslovi kontinuiteta temperature i toplotnog fluksa 
na heteromeđupovršinama (dodirnim površinama iz-
među različitih materijala) i da na većem rastojanju od 
uzorka poremećaj temperature postaje jednak nuli, od-
nosno temperatura ostaje jednaka temperaturi dalje 
okoline uzorka [10]. 

Jednačina (4) implicira da je νs funkcija samo aksi-
jalne z-koordinate (slika 2) što znači da važi relacija: 

( )ν∇ =s f z  (7) 

Model za vektorsko polje elastičnog pomeraja,  
,( )u r t  u cilindričnom koordinatnom sistemu (slika 2), 

gde je azimutalni pomeraj jednak nuli zbog simetrije 
problema, a svi naponi i naprezanja su nezavisni od ci-
lindrične koordinate θ [8,17], svodi se uz izvor dat us-
lovom (7) na rešavanje sledećeg sistema jednačina: 
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uz granični uslov za jednostavno oslonjenu ploču u tački 
R’ (koji na zadovoljavajući način opisuju uslove u FA 
eksperimentu) [4,8]: 

= = = s0 za '  i 
2z

l
u r R z  (11) 

i uz uslov da su sile i momenti jednaki nuli na slobodnoj 
ivici kružne ploče R [8]. 

U gornjim jednačinama sa ur i uz označeni su pome-
raji u pravcu r odnosno z-koordinate. Uvedena je tako-
đe pretpostavka da jednačina termoelastičnog poreme-
ćaja dozvoljava harmonijsko rešenje dobijeno iz odgo-
varajuće statističke jednačine. Ova hipoteza se često 
koristi u različitim problemima povezanim sa prostira-
njem elastičnih talasa [8,17] i ekvivalentna je zanema-
rivanju člana u dinamičkoj jednačini (2) koji odgovara 
inerciji uzorka u odnosu na druge članove (pokazano je 
da u slučaju tanke kružne ploče ovo ekvivalentno sle-
dećem uslovu: ωR’ << c, gde je c brzina zvuka u uzorku a 
ω učestanost modulacije optičkog snopa [8]). 

Zamenjujući granične uslove u opšte rešenje jedna-
čina (8)–(10) dobija se: 
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U slučaju tanke kružne ploče (R’ >> ls) moguće je 
pretpostaviti da je elastična deformacija aproksimativ-
no ista po debljini ploče, što znači da je elastični pome-
raj isti duž z-ose (slika 2). U tom slučaju, termoelastično 
savijanje se može opisati termoelastičnim pomerajem u 
tački z = ls/2: 
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koji se, za raspodelu temperaturnog polja dat jednači-
nom (4), opisuje izrazom (17): 

Koristeći model za TE komponentu FA odziva [8], 
pac: 
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i izraz (17), dobija se generalizovani model TE kompo-
nente FA odziva: 

ANALIZA REZULTATA I DISKUSIJA 

Generalizovani model za TE komponentu FA odziva 
(19) sličnog je oblika kao i prethodni modeli [8] osim što 
se izrazi za termalnu impedansu (jednačina (5)) i kom-
pleksni koeficijent prostiranja (jednačina (6)) razlikuju.

Zanemarivanjem toplotne memorije izraz (19) se može 
svesti na klasičan model [8], čime je potvrđena njegova 
tačnost. Iz izraza (19) može da se vidi da TE komponen-
ta zavisi od geometrijskih, elastičnih i termalnih svoj-
stava uzorka, uključujući i toplotnu memoriju materija-
la, što znači da snimljeni frekventni FA odzivi sadrže 
informaciju o ovim svojstvima. Da bi se ispitalo koliki je 
uticaj toplotne memorije analiziran je normalizovani 
oblik izraza (19): 
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Odgovarajući klasičan izraz je oblika [8]: 
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gde je: 

ω=0 00 1z T j  (24) 

Na osnovu izraza (20) i (21), amplitudski i fazni spek-
tri normalizovanog signala opisani su izrazima (25) i (26): 
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Na slici 3 i 4 su prikazane punim linijama faza i am-
plituda normalizovane i generalizovane TE komponen-
te, izrazi (25) i (26), a isprekidanim linijama amplituda i 
faza normalizovane klasične TE komponente za tri raz-
ličite vrednosti T00 (T00 = 0,1, T00 = 0,55 i T00 = 1). 

Kao što se može videti sa slike 3, na niskim učesta-
nostima modulacije (ω << 1/τ) i klasični i generalizovani 
model predviđaju konstantnu vrednost amplitude i ne-
zavisnost od T00 (od debljine i termalnih svojstava uzorka). 

Matematički se pokazuje da je ova konstantna vred-
nost: 

ω ω→ →
= =

1 1
acn acn0

0 0

1
lim lim

24
p p  (29) 

Na visokim učestanostima (ω << 1/τ) oba modela 
predviđaju da amplituda TE komponente teži nuli sa 
istim nagibom, nezavisno od T00: 

ω ω→∞ →∞
= =

1 1
acn acn0lim lim 0p p  (30) 

U srednjem opsegu učestanosti, toplotna memorija 
značajno utiče i na oblik i na veličinu amplitudske i faz-
ne TE komponente. Ovaj opseg učestanosti zavisi od 
bezdimenzione veličine T00 – što je veće T00 niže su uče-
stanosti na kojima počinje da se ispoljava uticaj toplot-
ne memorije, ali je i razlika između klasičnog i generali-
zovanog modela manja na svim učestanostima. 

ϕ

             − −             
             = −

               − +               
               
 
 
 −

cosh sin sinh sin cosh cos
2 2 2 2 2 2 2 2

arctan
sinh cos cosh cos sinh sin

2 2 2 2 2 2 2 2

sinh sin
2

arctan

n

x y x x y y x y

x y x x y y x y

x
( )ωπ

 
 
  − −

   
   
   

1arctan32
4 2

cosh cos
2 2

y

x y

 (26)

 

Slika 3. Amplituda normalizovane termoelastične komponente za više vrednosti bezdimenzionog parametra T00. Punom linijom su 
prikazana predviđanja generalizovanog modela a isprekidanom linijom predviđanja klasičnog modela. 
Figure 3. Amplitude diagrams of normalized thermoelastic component for multiple values of non-dimensional parameter T00. Full 
lines represent the predictions of the generalized model, dashed lines represent the predictions of the classic model. 
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Osim toga, na pomenutim slikama se može uočiti da 
toplotna memorija predviđa pojavu oscilatornih spek-
tara i amplitude i faze. Maksimalne vrednostima ampli-
tude mogu biti i nekoliko redova veličina veće od ampli-
tuda na niskim učestanostima i zavise od T00. Sa pora-
stom T00 maksimumi i lokalni maksimumi padaju, a lo-

kalni minimumi rastu u oba spektra, odnosno amplitu-
de oscilacija se smanjuju. 

Položaj i veličina maksimuma amplitude u zavisnosti 
od T00 prikazani su na slikama 5 i 6. Položaj maksimuma 
i u amplitudskom i u faznom spektru se opisuje slede-
ćom analitičkom zavisnošću: 

 

Slika 4. Faza normalizovane termoelastične komponente za više vrednosti bezdimenzionog parametra T00. Punom linijom su 
prikazana predviđanja generalizovanog modela a isprekidanom linijom predviđanja klasičnog modela. 
Figure 4. Phase diagrams of normalized thermoelastic component for multiple values of non-dimensional parameter T00. Full lines 
represent the predictions of the generalized model, dashed lines represent the predictions of the classic model. 

 

Slika 5. Položaj prvog maksimuma u zavisnosti od bezdimenzionog parametra T00. 
Figure 5. The position of first maximum as a function of non-dimensional parameter T00.
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ω π=1max 00T  (31) 

odakle se može uspostaviti veza između položaja prvog 
maksimuma i brzine prostiranja toplote kroz uzorak, cth: 

=max th s/ (2 )f c l  (32) 

što znači da položaj maksimalne vrednosti TE kompo-
nente zavisi upravo srazmerno od brzine prostiranja 
toplote, a obrnuto srazmerno od debljine uzorka. Oda-
tle se lako zaključuje da što je uzorak deblji, to je niža 
učestanost na kojoj se može uočiti uticaj toplotne me-
morije. 

Za veličinu amplitude ne može da se nađe jednos-
tavna analitička zavisnost, ali se na osnovu slike 6 može 
uočiti da se sa porastom T00 smanjuje razlika između 
maksimalne amplitude koju predlaže generalizovana 
teorija i klasične teorije. Kada ova razlika postane do-
voljno mala, može se očekivati da uticaj toplotne me-
morije postaje mali i na amplitudu i na fazu TE kompo-
nente u celom frekventnom opsegu. Da bi dalje ispitali 
ovu granicu, analizirani su izrazi (25) i (26). 

Sprovedena analiza pokazuje da za T00 > 2 ampli-
tude oscilacija u amplitudnoj i faznoj karakteristici teže 
nuli (slike7 i 8). Na osnovu definicija T00 (jednačina (21)) 
i slika 7 i 8 pokazuje se da se za uzorke kod kojih je l > 
> 2√DTτ gube oscilacije i u amplitudskom i u faznom 
spektru, tako da uticaj toplotne memorije na TE kom-
ponentu FA odziva postaje manje uočljiv. 

Na osnovu sprovedene analize može se zaključiti da 
se smanjivanjem debljine uzorka povećava uticaj to-
plotne memorije, ali se istovremeno povećava učesta-

nost na kojoj ovaj uticaj postaje dominantan. To znači 
da bi za određivanje toplotnih memorijskih svojstava 
trebalo raditi sa geometrijski tanjim uzorcima, ali to is-
tovremeno zahteva detekcionu šemu koja dozvoljava 
više učestanosti modulacije. Kod debljih uzoraka, pred-
loženi generalizovani model, može da poveća tačnost 
određivanja toplotne difuzivnosti, geometrijskih i elasti-
čnih svojstava. 

ZAKLJUČAK 

Izveden je generalizovani model za termoelastičnu 
komponentu fotoakustičnog odziva koji uključuje uticaj 
toplotne memorije materijala. Pokazano je da toplotna 
memorija ima značajan uticaj na oblik i veličinu ampli-
tudskih i faznih spektara kod tankih uzoraka, u odre-
đenom opsegu učestanosti. Granice ovog opsega zavise 
od debljine uzorka i brzine prostiranja toplote kroz 
uzorak. Sa povećanjem debljine uzorka, ovaj uticaj po-
staje sve manji, pa se preko neke kritične debljine može 
i zanemariti u celom frekventnom opsegu. 

Predloženi model omogućuje da se odredi opseg 
valjanosti prethodnih modela, poveća tačnost određi-
vanja termalnih, elastičnih i geometrijskih svojstava 
uzorka izvan ovog opsega, i predstavlja osnovu za dalji 
razvoj FA metoda u smeru njihove primene za odre-
đivanje toplotnih memorijskih svojstava čvrstih tela. 

 

Slika 6. Razlika amplituda generalizovanog i klasičnog modela u tački prvog maksimuma. 
Figure 6. The difference between generalized and classic model for the point of first maximum, as a function of the non-dimensional 
parameter T00. 
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SUMMARY 

INFLUENCE OF THERMAL MEMORY ON THE THERMOELASTIC BENDING COMPONENT OF PHOTOACOUSTIC RESPONSE 

Mioljub V. Nešić, Marica N. Popović, Slobodanka P. Galović 

1IHIS Techno-experts d.o.o., Research and Development Centre, Belgrade, Serbia 
2Department of Petroleum Engineering, Faculty of Technology, University of Novi Sad, Novi Sad, Serbia 

(Scientific paper) 

In this work, the thermoelastic component of the photoacoustic response is
derived, including the thermal memory of the material. The comparison between
this model and the classic one, which does not account for the influence of
thermal memory is made. It has been noticed that the two models tend to overlap
at very high and very low frequencies of the light modulation spectrum, while in
the middle range some deviations become more apparent, which proves that
thermal memory must be taken into account. It has also been shown that the
limits of this range are the function of heat propagation velocity and thickness of
the sample. Based upon the processing of obtained data, it has been concluded
that the characteristics of the output signal, in the range of the interest, are highly
influenced by thermal dynamic qualities, like heat diffusivity and thermal
relaxation time, as well as the sample thickness. 

  Keywords: Photoacoustics • Thermoela-
stic bending • Thermal memory 
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