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Introduction Générale

Cette introduction est divisée en deux sections. Dans la section 1, nous considérons
une équation cinétique de type Fokker-Planck dans le cas particulier ou les équilibres
décroissent polyndmialement en vitesse. Nous présentons les résultats et les méthodes
utilisées pour ’étude de la limite de diffusion de cette équation, ensuite nous présentons
les difficultés que nous avons rencontrées en étudiant le cas de la diffusion anormale. La
section 2 introduit les deux modéles d’agrégation en dynamique des populations étudiés
dans cette theése, le modéle de chimiotactisme de Keller-Segel avec diffusion non linéaire,
et un modéle de regroupement des individus introduit par Grindrod dans [37].

Nous nous appliquerons, dans cette introduction, & présenter les principaux résultats
et les méthodes des preuves utilisées en s’affranchissant des détails plus techniques. Le
lecteur intéressé pourra se reporter, pour une preuve plus détaillée et plus compléte, aux

articles de journaux formant les différents chapitres de ce manuscrit.

0.1 Limite de diffusion de I’équation de Fokker-Planck :

Equilibre & décroissance lente

L’équation de Fokker-Planck décrit de maniére déterministe le régime cinétique d’un
ensemble de particules, dont l'interaction avec I’environnement se traduit par un chan-

gement aléatoire de la vitesse.

On s’intéresse dans cette section & la limite de diffusion dans le cas particulier ou les
équilibres de I’équation de Fokker-Planck décroissent polyndémialement en vitesse.

Les fonctions de distribution a décroissance de type puissance s’appellent les fonctions
de distribution & queue épaisse, et interviennent dans des contextes différents, tels que
lastrophysique ([53, 75]), ou bien dans I’étude des milieux granulaires (voir [16, 34]). De
plus, les articles [51, 52] forment des références concernant la pertinence des fonctions de

distribution a queue épaisse dans diverses applications.
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0.1.1 Limite de diffusion

Le but de la limite de diffusion est d’approcher les solutions d’une équation cinétique
microscopique par un équilibre en vitesse multiplié par une fonction densité, qui dépend
juste de t et de x, solution d’une équation macroscopique plus simple. Les modéles macro-
scopiques décrivent 1’évolution d’un ensemble d’individus, ces modeéles ont ’avantage de
pouvoir étre analysés numériquement. Les modéles généralement utilisés sont des équa-
tions d’advection-diffusion.

Le terme de diffusion traduit au niveau macroscopique, le comportement aléatoire des
individus, alors que le terme d’advection exprime dans quelle direction se dirigent (en

moyenne) les particules.

Ainsi, la dérivation d’équations macroscopiques telles que les équations de diffusion est
un sujet qui a regu beaucoup d’attention ces derniéres années. L’étude de la limite de
diffusion a été entamée par A. Bensoussan, J.L. Lions et G. Papanicolaou [9] et E.W.
Larsen et J.B. Keller [46] et il a été le sujet de plusieurs articles comme ceux de C.
Bardos, R. Santos et R. Sentis [4] et P. Degond, T. Goudon et F. Poupaud [27].

Cette méthode consiste a considérer la situation oul le temps caractéristique des interac-
tions entre les particules est beaucoup plus petit que le temps macroscopique sur lequel
est observé le systéme. Dans la limite ot le rapport entre ces deux temps devient nul, un

équilibre s’établit menant a un régime macroscopique.

Dans cette partie, on s’intéresse a la limite de diffusion de I’équation de Fokker-Planck.
On sait que si I’équilibre est une Gaussienne, ’équation limite obtenue est une équation
de diffusion (voir [28]). Dans cette thése, on s’intéresse au cas particulier ou les équilibres
de I’équation de Fokker-Planck sont & décroissance polynémiale. Et on démontre que, si
le taux de décroissance est assez fort, I’équation limite obtenue est une équation de dif-
fusion. Néanmoins, si le taux de décroissance est assez faible, 'intégrale définissant le
ceefficient de diffusion est divergente. Ce cas nécessite un changement d’échelle en temps

pour faire apparaitre le bon opérateur limite.

0.1.2 Equation de Fokker-Planck et principaux résultats

Notre point de départ est I’équation de Fokker-Planck, une équation cinétique, qui décrit

d’une fagon déterministe le mouvement Brownien d’un ensemble des particules. Cette

Année 2013 Elissar Nasreddine
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équation est donnée par la forme suivante

{ hf+v-Vof = Q(f) dans [0,00) x RN x RY 0

f(0,z,v) = fo(z,v) dans RN x RY,

L’inconnu f(¢,z,v) > 0 représente la densité des particules a l'instant ¢ > 0, & la position

z € RV et ala vitesse v € RN,

Nous considérons un opérateur de collision @) ayant une forme différentielle

=V (L V() ) )

dont le noyau est engendré par la fonction %

Lorsque le phénomeéne de diffusion domine le phénoméne d’advection, on peut approcher
la solution de (1) par une densité qui dépend de ¢ et de x, multipliée par un profil en vi-
tesse correspondant & I’équilibre local % Dans le cas ou ’équilibre thermodynamique est
une fonction Gaussienne, les auteurs dans [28] prouvent que la densité vérifie une équation
de diffusion. Dans cette thése, nous considérons le cas ou I’état d’équilibre correspond a
une fonction & décroissance de type puissance, et notemmant % avec w = (1 + ||v|]2)§

pour un certain 8 > N.

Nous supposons que les collisions sont trés nombreuses et que le temps d’observation
est trés grand, c’est-a-dire, ’échelle de temps correspondant aux collisions est trés petite
par rapport au temps d’observation, pour cela, nous introduisons le paramétre ¢ < 1,
qui désigne le libre parcours moyen, temps caractéristique entre deux collisions, nous

considérons ensuite le changement d’échelle suivant
¥ =cxet t'=0(c)t, avec O(c) — 0.
Puis nous renormalisons la fonction
fe(t 2’ v) = f(t,z,v).
L’équation mise a I’échelle (on omet les primes)

0(e) O f* +ev-Vaofs = Q(f°),
fe(0,z,v) = folz,v).

Elissar Nasreddine Année 2013
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Nous nous intéressons dans la suite au comportement de la solution de 1’équation (3)
lorsque € — 0.

Nous démontrons dans cette thése (voir Chapitre 1 ou [61]), que lorsque 8(g) = 2, nous

approchons la solution de (3) par un équilibre local F' = % avec fRN % dv =1, associé

& une densité p satisfaisant une équation de diffusion
Op— Vg - (D vacp) =0, (4)

ou D est le ceefficient de diffusion. Cette convergence est démontrée sous quelques hy-
pothéses sur ’équilibre F' qui garantissent que le coefficient D est bien défini, et notam-
ment si le taux de décroissance est assez fort, et plus particuliérement, sous la condition
6> N + 4.

Notre principale résultat est formulé dans le Théoréme 0.1.1. La preuve de ce théoréme,
nécessite des espaces de Sobolev a poids. Ce poids % vient du fait que notre opérateur

de collision @ est symmeétrique dans I’éspace
Hy(RY) = {f:]RN—HR{,/ yf\2wdv<oo}.
RN
Plus généralement, pour tout p > 2, on définit les espaces

HP(RN):{f:RN%R,/ |f|P wPt dv<oo}, (5)
RN
et

VP (R¥) = 17 (RN, H,RY)),

outw=(1+ HUHQ)g L’espace fonctionnel d’existence de la solution de (1) est
V={feLl?(0,T]xR", V), of+v-V.feL?(0,T]xRY,V')},

ou

V:{f:RN—ﬂR,/ |f|2wdv<ooet/ de<oo}, (6)
RN RN

et V' représente le dual de V.

Théoréme 0.1.1. Supposons que fy est une fonction non négative dans Y2 NYYL avec
p>2etB>N+4. Soit f¢ la solution de (1), ot O(c) = €2, dans Y avec la condition
initiale fo. Alors f¢ converge faiblement étoile dans L™ ([0,T], Y (R*V)) vers p(t,z) &

ot p(t,x) est lunique solution de

Op— Vg (D Vgp) =0, (7)

Année 2013 Elissar Nasreddine



Introduction générale 9

ot la condition initiale py est donnée par po(x) = fRN fo dv, et le cefficient de diffusion

D est donné par

D= v ® x dv, (8)
RN

ot x est l'unique solution du probléme auziliaire suivant Q(x) = # avec fRN x dv =

0.

L’é¢tude de la limite de diffusion de 1’équation (1) ne serait pas compléte si nous ne
traitons pas le probléme de l'existence de la solution de (1). Pour cela nous inspirons de

[26, 28] pour résoudre ce probléme d’existence.

Théoréme 0.1.2. Supposons que fo € Y2(RYN). Alors I’équation (1) admet une unique

solution f dans la classe des fonctions Y .

La preuve de ce Théoréme se base sur I'application du Théoréme de Lions [49].

0.1.3 Preuve du Théoréme 0.1.1, [Chapitre 1]
0.1.3.1 Analyse formelle (Méthode de Hilbert)

Pour identifier I’équation limite, on utilise le développement de Hilbert. En effet, on écrit

formellement
f& — fO +5f1 +52f2,

avec f¥ indépendantes de ¢, et on identifie les différentes puissances de € et on obtient

Q%) =0, (9)
Q") =v-Vaf’, (10)
Qf*) = auf* +v- Vo ft. (11)
D’aprés (9) on déduit que fy est dans le noyau de Q alors
o_ pltz) K
(1+[[o][2)%

Comme fj est paire, (10) admet une solution

f'=—=x"Vap avec x =Q" (Mﬁ> :
(L+1lvl?)2

Elissar Nasreddine Année 2013
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Pour que f existe, il faut que [ 0 fO4v-Vof! dv =0, ce qui donne I'équation suivante

vérifiée par p

Op—Vy - (/ vfrdv) =0,
RN

autrement dit,

Op—Vg- (D Vgp)=0, avec D= vR@x dv et Q(x)=-——"—. (12)
R (1 +[[o][?)

Et donc p vérifie bien une équation de diffusion.

0.1.3.2 Etude rigoureuse, méthode des moments

Pour obtenir rigoureusement ’équation (12) vérifiee par p(¢,z), nous utilisons la mé-
thode des moments. Cette méthode est basée sur la formulation faible de ’équation (3).
De plus, cette méthode counsiste a effectuer un developpement en ¢ sur la fonction test
et non sur f, ce qui nécessite des hypothéses plus faible sur la condition initiale que la

méthode de développement de Hilbert.

Pour tout fonction test ¢(¢,x,v), la formulation faible de (3) est

d

1 1
— /& o wdvdx = / fe <8t<p +-v-Vep+ = Q(go)) w dvdz. (13)
dt R2N R2N g &

Choisissons une fonction test de la forme ¢ = ¢(¢, x) % = ¢(t,z) F(v), ou ¢ a support

compact et ne dépend que de t et de x, notons que la présence de F(v) dans la fonction

test ¢ vient du fait qu’on utilise des espaces de Sobolev & poids, avec un produit de dualité

1
()

vitesse car I'équation limite est une équation pour la densité p(t,z) = [ f dv. Avec cette

contenant le facteur La fonction test ¢ choisie est indépendante de la variable en

fonction test, la formulation faible de (3) sera

d

€ _ € 1
T o f© ¢ dvdx = /RQN f (&gqu— s Vz¢> dvdz. (14)

En passant & la limite ¢ — 0 dans la formulation faible ci-dessus, on remarque que
le second terme du coté droite de (14) est d’ordre % Pour cela, il faut introduire une
correction d’ordre ¢ en écrivant (¢, x,v) = ¢(t,x) F(v)+e ¢(t, x,v), la fonction 3 vérifie

le probléme auxiliaire suivant

QW) = ~F(v) v-Vad =~ v- Voo, (15)

Année 2013 Elissar Nasreddine
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1
et permet de compenser le terme — / ffv- Vo dvdz.
€

Nous intégrons en temps (13), pour obtenir
k[ [ oo war — & [T [ 500 dusa
RN JRN 0 RN JRN

- S/RN /RN F(0) %(0) w dvdar

+ 8/ / f& o w dvdadt
0o JrRNJRN
+ / / fe v -V wdodedt.  (16)
0o JRNJRN

Pour étudier la limite e — 0 dans (16), nous démontrons la compacité de f€ solution de
(3). Pour cela, nous cherchons des estimations a priori vérifices par f et p° = [pn [ dv,

et plus particuliérement si fy € Y (R*V ) tels que p > 2 et T' > 0, on montre que

pp—1) [T Vo(f w)? I
(DI + (9(5))/0 /RZN |(w)| (P72 w2 dvdxdt < || fol[}p,  (17)
et )
10"} < 5= | folly;  pour tout ¢ € (0,71, (18)

L’estimation (18) assure I'existence de p(t,z) dans L>([0,T]; LP(RY)) tel que, & sous-

suite prés, la densité p° converge faiblement étoile vers p dans cet espace, et 'estimation

(17) garantit l'existence de f(t,z,v) dans L>([0,T]; Y7 (R*V)) telle que, & sous-suite
_ K p(tx)

prés, f© converge faiblement étoile vers f(t,z,v) = === = p(t,x) F(v).

Maintenant, on peut utiliser ces convergences pour passer a la limite dans (16). En effet,
la convergence faible de p® nous permet de passer facilement & la limite dans la premiére
ligne de (16). Ensuite, pour étudier le passage a la limite dans le deuxiéme ligne de (16),

nous avons besoin d’expliciter la fonction test v, pour cela nous déduisons de (15) que

w(t»@“ﬂ/) =X de)(t,l'), avec Q(X) = _T = v F(’U) (19)
De plus, dans I’Annexe A nous calculons explicitement x solution de

B
2

1 K
Q(X)—Vv-< wxw))——” wee [ xdv=0, et w=(+[P)
w w RN

pour obtenir
[|v]|? + 3 Kv

AN (1 olp)E

D’aprés les estimations a priori sur f¢, la forme explicite de y, et 'inégalité de Holder,

(20)

Elissar Nasreddine Année 2013



12 Introduction générale

la deuxiéme ligne dans (16) tend vers zéro.

La partie la plus délicate dans cette limite, c’est la limite du dernier terme dans (16). En
effet, pour p, ¢ > 1 vérifiant % + % =1, ce dernier terme s’écrit, en utilisant I'inégalité de

Holder, sous la forme suivante

/ / ffv-Vay wdvdedt = / / fflvex: D2¢) w dvdzdt
o JrN JrN 0 JrN JrRN
0

= I°

On montre que v ® x est admissible dans Y,/ pour ¢ < =N N . Comme 'inégalité de Holder
impose ¢ > 1, donc on obtient une condition sur 5 tels que 8 > N + 4. Par conséquent,

sous la condition 5 > N + 4, on passe a la limite ¢ — 0 dans (21) pour obtenir
oo
K
I —>/ < —p; v @ X : D% >yrya di.
0 w wrtw

Remarquons que, sous la condition 5 > N + 4, le ccefficient de diffusion

[v]|? + 3 K
38 —2(N +2) 1+ HUHQ)g

D= v®xdv:/ (v®w) dv (22)
RN

]RN

est bien définie. Combinons toutes ces limites, alors p vérifie

- K p(0) ¢(0) dxz = K/ . Op p dadt

RN
/ / / (v®@x : D*¢) p K dvdzdt,
RN JRN

Et par la suite p vérifie la formulation faible de ’équation de diffusion (7), la régularité
de (7) garantit que p est bien la solution forte de (7) et par conséquent cette limite est

unique, et donc toute la suite f¢ converge vers p(t,z) F(v).

0.1.4 Diffusion anormale : Cas des équilibres a4 décroissance de type
puissance

Toujours dans le cadre de 'approximation de diffusion, il y a des cas ou le ceefficient
de diffusion n’est pas défini : Par exemple pour I’équation de Fokker Planck étudiée ci-

dessus, lorsque 8 < N 44, le ceefficient de diffusion D donné par (22) est infini. Dans ce
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cas, aprés une remise a 1’échelle en temps, on peut obtenir encore une équation macro-

scopique. On parle alors de la diffusion anormale.

D’autres exemples ont été étudiés récemment sur la diffusion anormale, mais cette fois
sur ’équation de Botlzmann linéaire, particuliérement dans le cas ou les équilibres sont
un profil de type puissance au voisinage des grandes vitesses de la forme F(v) = Ivlﬁ
Dans ce cas, le ceefficient de diffusion D n’est pas définit lorsque [v ® v F(v) dv n’est

pas borné, notamment lorsque « € (0,2), (voir [8, 51, 52]).

Dans [51, 52|, la limite de diffusion de I’équation de Boltzmann, dans le cas ou a € (0, 2),
est décrite par une diffusion fractionnaire. D’apres [51], le cas a = 2 est critique, dans la
mesure o, méme si le coefficient de diffusion D est infini, le comportement asymptotique
peut encore étre décrit par une équation de diffusion standard sous I’échelle de temps

appropriée 0(c) = &2 |Ing|.

Donc, par anologie aux résultats de la diffusion anormale obtenus sur 1’équation de
Boltzmann, il nous semble que, dans I’étude de la limite de diffusion pour I’équation de
Fokker-Planck, le cas f = N 4 4 est un cas critique, le ceefficient de diffusion D est
infini, mais le comportement asymptotique peut encore étre décrit par une équation de
diffusion standard sous I’é¢chelle de temps appropriée 0(g) = &2 |Ing|. De plus, dans le cas

ol f < N +4, une diffusion fractionnaire peut survenir lorsque 0(¢) = ¢ avec a € (0, 2).

0.1.4.1 Cas de I’équation de Boltzmann

Dans cette section, nous rappelons ’étude de la limite de diffusion éffectuée sur I’équation
de Boltzmann linéaire, et particuliérement le cas de la diffusion anormale.
Notre point de départ ici, est ’équation de Boltzmann, une équation cinétique, ayant la

méme forme que (1)

Wf+v-Vof = Qf) dans [0,00) x RY x RY
f(0,z,v) = fo(z,v) dans RN x RY,

L’inconnu f(t,z,v) > 0 représente la densité des particules a l'instant ¢ > 0, & la position
z € RV, et ala vitesse v € RV, Ici, nous considérons un opérateur de collision linéaire

de type BGK au lieu d’un opérateur dérivé comme pour Fokker-Planck,
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Dans cette expression, la fonction d’équilibre thermodynamique F'(v) est donnée et cor-
respond & un profil en vitesse. L’équilibre F' est une fonction & décroissance polynoémiale.

En utilisant le scaling classique de la diffusion, I’équation de Boltzmann mise & 1’échelle
€2 0if¢ +ev-Vaofs =Q(f).

Il est bien connu que, lorsque F' est une Gaussienne (voir [27] par exemple), la fonction f¢

converge, lorsque € — 0, vers p(t,z) F(v) ou p est la solution de I’équation de diffusion
Op — Vg (DVyp) =0,

ou

D:/ Ve F(v) dv, avec V(a:,v):/cr(x,v,v') F@') dv'.

v(z,v)
On considére comme pour Fokker-Planck, le cas ou 1’équilibre F' est une fonction &
décroissance de type puissance de type

Ko

F0) = e

v(z,v) = vp(z) pour tout |jv|| > C, (23)
avec o € (0,2). Dans ce cas le coefficient de diffusion D est infini. Cette intérprétation
ressemble beaucoup au cas de 'opérateur de Fokker Planck étudié dans la section pré-
cédente lorsque 8§ < N + 4.

Dans ce cas, comme le ceefficient de diffusion n’est pas défini, il faut procéder a une
nouvelle mise & I’échelle en temps de 'équation de Boltzmann (6(¢) = ¢~%), I’équation

de Boltzmann mise & I’échelle devient
¥ O ff +ewv-Vuft =Q(f), (24)

ou « correspond au paramétre introduit dans (23). L’équation limite obtenue, lorsque le

libre parcours moyen tend vers zéro dans (24), est une équation de diffusion fractionnaire.

Le premier résultat de diffusion anormale a été obtenu dans [52], ou la section efficace o
ne dépend pas de la variable z, en utilisant la téchnique de Fourrier. Ensuite dans [51],
par la méthode des moments, en choisissant une fonction test particuliere. Dans [51],

Mellet a introduit un probléme auxiliaire vérifié par x suivant
v(z,v) X —ev - Vuex® =v(z,v) ¢(t, z)

pour une fonction test ¢ a support compact dans [0, 00) x RYV. Ensuite, grace 4 la nouvelle

réorganisation du développement de Hilbert dans [8], on intérpréte que ce choix du
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probléme auxiliaire de [51], repose sur le fait de décomposer l'opérateur de collision de

Boltzmann en un terme de gain et un terme de perte

QU) = K(f) —vf, avec K(f)= / o(z,0,0") f(z0)) Fv) dv,

RN

et de supposer que le terme de gain est négligeable par rapport au terme de perte, et ce
dernier soit de méme ordre en € que le terme d’advection. Soulignons que le choix des
fonctions & queue épaisse nous oblige & ne plus tuer le terme d’advection qui n’est plus
négligeable pour les grandes vitesses, contrairement au cas lorsque 1’équilibre thérmody-
namique est une Maxwellienne.

Remarquons que cette fonction test peut s’écrire comme
X" = o(t,x) +Y°(t,z,v), avec —v " +ev-V° =cv-Vyo.

La solution de ce probléme auxiliaire peut s’écrire ensuite
z
o0 —/ v(z + evs,v) ds
X° = / e Jo v(x 4 evz,v) ¢(z + evz,t) dz.
0

En multipliant (24) par x¢, et intégrant par rapport a x,v,t, la formulation faible de

I’équation de Boltzmann est

—/ € 0ix® drdvdt — / fo x°(z,v,0) dzdv
0 JR2N R2N
= s_a/ / (K(fO)x" —vfx® + fF ev- Vux©) dzdudt,
0 R2N

en écrivant f€ = p°F + ¢°, on obtient

—/ ¢ Ox® dxdudt —/ fo x°(0,z,v) dzdv (25)
0 R2N R2N

= 5‘“/ / p°vE [x° — ¢] dxdudt + 8_0‘/ K(¢°) [x° — ¢] dzdvdt.
0 R2N 0 R2N

Pour passer a la limite dans la formulation ci-dessus, on montre que f° converge faible-
ment vers p(t,z) F'(v) et x° converge fortement vers ¢. Alors on peut passer facilement a
la limite dans la premiére ligne. Puis, on montre que le dernier terme dans (25) tend vers
zéro, ce qui est cohérent avec la supposition que le terme de gain K (f) est négligeable
devant le terme de perte v f. Ensuite, la limite de premier terme a droite dans (25)

donne un opérateur elliptique non local de type opérateur de diffusion fractionnaire. En
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effet, on trouve, en passant a la limite

—/ / p O dadt —/ po ¢(0,x) drdv

0o JRN R2N

= lim s_a/ / pv(z,v)F(v) [x° — ¢] dedvdt
o Jr2Nn

e—0

z

= lim 5_a/ / pv(z, v)F/ e~ Jo vlatevso)ds ) (0 4 oz 0)[p(z + evz) — ¢(,v)|dedzdtdv.
0 JRr2N 0

e—0

En remplacant F'(v) par sa valeur (23), et aprés un changement de variables

—/ / p Oy dxdt —/ po ¢(0,x) dzdv
0 RN R2N

— VP/ / / p(t’ x) V0($) V(](l"i‘(}.)) Zae—zfol l/o(l‘-i-s’w) ds (ZS( y L + CL)) (b( 7x> deZd;Udt,
o Jo Jreny jw| Ve

qui n’est autre que la formulation variationnelle d’une équation elliptique non locale pour

p-

0.1.4.2 Etude formelle de la diffusion anormale pour 1’équation de Fokker-
Planck

Dans cette partie, nous donnons une preuve formelle de la limite de diffusion de I’équa-
tion de Fokker-Planck lorsque 8 < N +4. Cette preuve est formelle et n’est pas compléte

rigoureusement.

Si nous utilisons le développement formel de Hilbert f& = fo+¢ fi+¢&2fo, pour identifier
I’équation limite, a priori, le développement classique utilisé dans la section 0.1.3.1 donne
une équation de diffusion satisfaite par p, ot le ceefficient de diffusion est infini sous
I’hypothése 8 < N 44, donc nous proposons, par anologie au cas de Boltzmann linéaire,
une réorganisation du développement. Pour cela, nous décomposons, en premier temps

notre opérateur en deux parties

QU = Vo (V87 ) = =vl0) £+ K () = o (T,(108(6) F)+ Ao

avec

2 _ 2 €,
2””” N(l"’_HUH ) ot K(fa) :Ava‘F vvfwvvw’

V() = Aullogw) = § T g,

et nous supposons que le terme de dérivé K (f) est négligeable devant le terme multipli-
catif v f.

Année 2013 Elissar Nasreddine



Introduction générale 17

Dans un second temps, le scaling normale adapté dans la limite de diffusion ne marche
plus. Pour cela, on change le scaling, et on cherche le bon « correspond au scaling

0(g) = e pour a € (0,2), 'équation rescalée devient
Y O ff +ev-Vafs =Q(f°). (26)

Pour identifier «, et trouver 1’équation limite formellement, nous utilisons, par anologie

au cas de Boltzmann linéaire, une nouvelle réorganisation du developpement de Hilbert.

v(v) fi +ev-Vafi = —ev-Vyfo, (28)
Q(f3) = —K(f1) + &% 9 fo. (29)

Remarquons que ce developpement est plus complexe que celui de la diffusion normale,
car la dépendence du correcteur en ¢ est moins évidente (¢ f1 devient ff).

Nous définissons 'opérateur suivant
Te(g9) = v g+ev- Vg,

on démontre que cet opérateur est inversible avec

Tgl(f):—/ooel’zf(x—l—svz,v) dz (30)
0

K p(

L’équation (27) implique que fo = wt’x). L’équation (28) devient

K
Te(fi) = —e— v Vup,
w
La derniére équation plus (30) implique que
> K
fi= 5/ e’ * — v Vyp(t,z +evz) dz. (31)
0 w
Ainsi, I'équation de compatibilité de ’équation déterminant f5, (29) donne

Op — lime™® K(ff) dv=0. (32)
e—0 RN
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Maintenant, cherchons l'ordre en € de [ K(ff) dv, pour que lir% e Jan K(ff) dv soit
E—r

fini et non nulle. Pour cela , en utilisant (31) on trouve

/u(v)/ e’ E ev - Vap(t,x + evz) dzdv
= / / 5 0:p(t, x + cvz) dzdv
RN w
. K
= / (v)/ — O[p(t,x + evz) — p(t, x)] dzdv
RN 0 w

= —/ v(v)? /00 e’ ? K [p(t,x + evz) — p(t, x)] dzdv.
RN 0 w

K(f5) dv = / v(0)f dv

RN RN

Pour trouver la limite de cet opérateur, nous le décomposons en deux rangs en vitesse,

et nous posons s = —vz :
o0
K
I, = —limsa/ VUQ/ eV — [p(t,x + evz) — p(t, x)] dzdv,
1 =0 iz “ o P ) = p(t,z)]
& p(t,x—s e )—p(t,x)
e=0 [lv]|>e 0 w
— o t _ hE _
= K lime™® E[MSN/ u((e [ull?)~5 u)/ AL (u)8)2 ~ LIGLIPN du,
=0 ] 21 0 we(u) |[ul|
2 2
v 1 (€3 +|ul[3)? u 5
avec h®(u) = — ~eyy ———— ef w(u) = (3 +
[ul 5 8 (%\ul!g CNE 1)) T BE-N)
2.8 2
[|ul[3)2 ot u = ev]|v]|*.

Pour que [; soit finie et non nulle, on choisit alors le scaling ¢ = e* t ou 0 < a =

+2—-N . .
ﬁi < 2. Ensuite, en passant a la limite, on trouve

3
L = Kp (2—N)/ / e ? b@ xia dsdu
lul1>1Jo ( ||U|!us = lt.2)
o0 P t7x + aN—) — P tax
= —Kp(N- 2)/ / e ® B ]\?la dsdu
[lull>1 Jo [Jul]
D’autre part, pour les petites vitesses, nous posons aussi s = —v z, pour trouver
2 [T K
I, = —lim 5"‘/ v(v) / e’ * — [p(t,x +evz) — p(t,z)] dzdv.
e—0 ||’1}H<€7l 0 w
= —K lime a/ V(U)2 /Oo ey(v)zp(t, T+ 6’[)2) — p(t,SL‘) tezuv- pr(t,a:) dzdv
e—0 ‘UH<€77 0 w
LUV p(t,x —e-%) —ev - Vyp(t, x)
= K lime™ / / - ‘ v(v) ‘ dsdv.
e—0 [lv]|<e™3 w
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Intégrons par parties ci-dessus par rapport & s, et choisissons le méme changement de

variable u = ¢ v ||[v]|?, nous trouvons

0o 2 - Vs 1
I, = K lim52_°‘/ 1/ e_sv Dol Eu(v)) ’ dsdv
I v)) Jo

e—0 UH<677 (—1/( W

2 2.9 [e%s) 2 € 1
D —
K < (;53 —|—Hu|2]3) 2 )/ e_su p(f,:c s h&(u )Nu
=0 ull<1 \ B2|Ju|]3 — N(e3 +[|ul|3)) / Jo ul[3 we(u) [|ul| ™3

Ensuite, en utilisant la valeur de oo = W on peut écrire

[Juf [N+

K o0 L u D2p (t, x + %) ’LLJ_
L = ——— e dsdu.
BN =2) Jjju<1 Jo

Notons que cette derniére intégrale est finie car 2 — « > 0. Et par la suite

K 00 UDp<t$+B(N2)> 1L
hms /K = / / e ® dsdu,
= 508 =3 Juer Jo Tl

oo P(taﬂf‘i‘%) —p(t, @)
— K pB(N -2 / / e ® dsdu.
R [l

Enfin p vérifie bien une équation de diffusion fractionnaire.

0.1.4.3 Probléme ouvert

La démonstration rigoureuse du raisonnement formel précédent, dans le cas ou 8 < N +4,
est incompléte. Plus particuliérement, la justification du fait que le terme de dérivé est
d’ordre inférieure que celui du terme multiplicatif dans la décomposition de I'opérateur
est incompléte pour le moment.

Nous voulons utiliser la méthode des moments. pour cela, en s’inspirant de (28) on définit

la fonction auxiliaire suivante

X =K / (—v(v)) e’@)? otz +evz) dz satisfaisant v(v) x°+¢ev-Vyx© = VK—¢,
0 w w
(33)

otl ¢(t,x) est une fonction test & support compact dans (0,00) x RY. Notons que, nous

pouvons aussi écrire cette fonction test comme un développement en e, comme suit
K

X° = ¢ +¢° avec v(W)Y*+ev- -Vt =K ev- va

w

Ensuite, nous rescalons I’équation suivant le nouveau scaling

t=e*t, et o' =¢u,
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_ B4+2—-N
@ =3

avec 0 < < 2. I’équation rescalée est

e DT+ ev - Vof = Q(f°). (34)

Multiplions (34) par la fonction test x° w, et intégrons I’équation pour trouver

/OOO/RN/Rlvatf8 X w dvdvdt = / /RN/RN (f%) —v(v )fa—av V.f X
- /RN /RN X°w—) v ) ”
* ’3—a/0 /RN /RN(wagp) K(fE—Kp—Z). (35)

Pour identifier I’équation limite de (34), on passe a la limite ¢ — 0 dans (35).

Remarquons que l'estimation (17) est vraie pour tout 8 > N, alors la convergence,
K p(t,
lorsque € — 0, de f¢ vers M dans l’espace L*>° (0, T; Yf(R2N)), avec p > 2, reste
w
vraie lorsque 8 < N + 4. Ensuite, en utilisant la forme de x° dans (33) nous démontrons

la compacité de x© et de 9;x%, et plus particuliérement on démontre

€y |2 fw— 2
/ / I w = ol dvdz —|—/ / 9" w = Ougl dvdz < C(e), (36)
RN JRN w RN JRN w

avec C'(g) — 0 lorsque € — 0. Alors, en combinant la compacité de f€ avec I’estimation

36), nous pouvons alors passer a la limite dans le terme & gauche de I’équation (35), et
g

plus particuliérement

/ / Ofe\E w dedvdt = — / / 12 00" w dedodt
0 RN JRN 0 RN JRN

- / / fo(z,v) X° w dxdv
RN JRN

e—0 —K/ / p(t,x) Opp dxdt — K p(0,z) ¢(0,z) dx
RN RN
=0 K/ 8tp (t,z) ¢ dxdt.

La partie la plus difficile dans ce passage a la limite, c’est la limite du terme & droite dans
(35). En effet, pour que notre supposition au départ soit compatible avec le passage a la
limite, il faut démontrer que la limite du premier terme du coté droite de (35) donne un
opérateur elliptique non local, et le second terme & droite doit tendre vers zéro. Ce qui
est cohérent avec la supposition que le terme de dérivé est négligeable devant le terme

multiplicatif.
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Pour cela, nous utilisons la technique de la section précédente mais plus rigoureusement

pour démontrer

¢ K
lim 50‘/ / (X*w —¢) v(v) d dv dz = / L(p)p dx = / pL* () dz.
e—0 RN JRN w RN RN

Ou

L(p) = K/ /oo e o (t7x+ ’ W_Q» i dsdu
BN —=2) Jijuli<1 Jo ] [V Hex

o pltr+ gy ) — ot o)
~ K B(N-2) / / e (b2 + oot NQLZ dsdu.
l[ul|>1 J0 Il

Finalement, le probléme ouvert dans cette étude est de démontrer que le reste tend vers

zéro, c’est & dire

e @ / /(X‘Ew —o)K(f° — %6) — 0 lorsque & — 0. (37)

Cette limite est incompléte parce que cette limite nécessite une inégalité de poincarré,
par contre cette inégalité n’est pas vraie avec notre poids w, ce qui nous empéche de

passer a la limite.

0.2 Modéles d’agrégation en dynamique des populations.

La deuxiéme partie de ce mémoire est consacrée & l’étude de deux modéles d’agrégation
en biologie. Dans un premier temps, nous étudions le modéle de chimiotactisme de Keller-
Segel. Nous nous intéressons a 1’existence globale de la solution du systéme parabolique-
elliptique avec une diffusion critique et dégénérée. Dans un second temps, nous passons a
I’étude d’'un modéle de regroupement d’individus pour lequel nous montrons ’existence
globale des solutions en dimension 1 et 2 en considérant deux choix différents du taux de
reproduction, puis nous étudions la convergence de la solution en temps grand vers une
solution stationnaire. Ensuite nous étudions le comportement de la solution lorsque la

diffusion tend vers zéro. Cette section sera cloturée par une partie dédiée aux perspectives.

0.2.1 Motivation biologique : le regroupement des individus et le chi-
miotactisme

L’étude mathématique des phénoménes biologiques souléve l'intérét des mathématiciens
depuis plusieurs décennies. Un de ces thémes est le mouvement de la population biolo-

gique qui repésente la dynamique et la dispersion de cette population. Plus précisement,
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en considérant une seule population mobile de densité u, on modélise classiquement la

dispersion spatiale de la population par une équation de diffusion de la forme
Ou = A(P(u)) + f, (38)

ou f décrit le taux de reproduction de la population en fonction des naissances et des
déces. La dispersion des individus peut étre due & un mouvement aléatoire quand ®(u) =
u ou repose sur I’hypothése que les individus se dispersent pour éviter I’encombrement

et dans ce cas O satisfait
®(0) =0, and ®'(u) >0, foru > 0. (39)

Cette équation couplée & une ou plusieurs équations & travers des termes non linéaires,

modélise par exemple le modeéle proie-prédateur, voir |12, 25, 36, 48|.

Le concept de diffusion peut étre considéré naivement comme la tendance d’un groupe de
particules, initialement concentré au voisinage d’un point dans ’espace, & s’étaler dans
le temps, progressivement sur une superficie toujours plus grande autour du point initial.
Ici, le terme particules se référe non seulement aux particules physiques, mais ainsi & une

population biologique.

Mais, ce dernier modéle ne prend pas en considération les interférences entre les divers
organismes. De plus, dans certaines circonstances, ce modeéle induit un comportement
individuel loin de la réalité. Par exemple, Grindrod dans [37] cite le cas ou f est de la
forme

f(w)=u (1—u) (u—a), pour a € (0,1). (40)

Dans ce modéle, on suppose que les naissances et les décés ne sont pas explicitement dé-
pendants de la position et du temps, et on suppose que le taux de mortalité est plus élevé
que celui de natalité dans les régions ou la densité de population est faible (u < a) ou
bien élevée (u > 1), et les individus situés dans une région a faible densité sont supposés
migrer vers les régions d’isolement de plus en plus importante. Pourtant, ces individus
devraient logiquement se regrouper dans le but d’augmenter leur densité de population
locale au-dessus du seuil u = a, afin que le taux de natalité ’emporte sur celui de mor-
talité.

Pour cela, il faudrait que les individus soient capables d’utiliser des informations sur leur
habitat local pour déclencher une réponse naturelle dans leur comportement. De plus,
des phénomenes comme le fourmillement, ’élevage et d’autres formes de regroupement
des individus sont relativement intérréssants. En bref, si les individus sont capables de

former des agrégations locales, ils peuvent par conséquent, augmenter leurs chances de
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survie pour eux-mémes et pour leurs descendances car cela favorise la chasse, les accou-

plements et la défense contre les prédateurs.

Un autre exemple qui illustre l'interrét de regroupement des individus est l'exemple de
Galton. Galton a observé le comportement de la moitié des troupeaux de beeufs sauvages
en Afrique du Sud et a noté que si un beeuf a été obligé de séparer de son troupeau,
I’animal s’est efforcé avec toutes ses forces pour revenir & son troupeau. En outre, les
lions apparemment préférent attaquer les bétes isolées ou marginales. Galton considére
le positionnement au sein d’un troupeau comme un comportement social que cherche

chaque animale pour réduire ses chances de se faire prendre par un prédateur.

Posons la question suivante :

Quelle est la différence entre la diffusion et le regroupement ?

Un exemple concrét dans [63] illustre la réponse a cette question. Considérons deux pho-
tographies aériennes, le premier un essaim de criquets, et I’autre un patch colorant libéré
en mer. La taille et I'apparence de ces deux photographies sont similaires, mais les deux
entités sont fondamentalement différentes dans le sens que la nappe de colorant va bien-
tot diffuser et disperser, alors que ’essaim de criquets va maintenir sa cohésion tout en
voyageant sur de longues distances pendant des heures ou des jours, en dépit des aléas
considérables dans le mouvement individuel.

D’autre part, observons un essaim de moustiques, c’est un phénomeéne plutot familier les
soirs d’été, on peut avoir I'impression que les moustiques individuels volent compléte-
ment au hasard. En fait, ils ne présentent pas un vol aléatoire simple. En effet, un essaim
de moustiques qui diffuserait, cesserait d’exister. En réalité, 'essaim persiste pendant
longtemps, avec un peu de changement dans sa dimension. Nous devons donc conclure

qu’un facteur inconnu agit contre le pouvoir de diffusion.

Pour modéliser le phénomeéne d’agrégation, Shigesada et Teramoto en (1978) dans [70]
ont présenté un modéle mathématique d’advection et de diffusion, dans le but de montrer
que la dispersion des individus est controlée par 'interférence entre les individus et avec
les conditions environnementales. Leur formulation est basée sur I’hypothése que les
animaux se déplacent sous l'influence des forces suivantes

— Une force de dispersion associée au mouvement aléatoire des animaux.

— Une force d’attraction qui attire les individus vers des environnements plus favorables.

— La pression démographique due a l'interférence entre les individus.
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Ainsi, Shigesada et Teramoto ont présenté 1’équation suivante
Ou=V-(DVu)—V-(uVo), (41)

ou u représente la densité des individus; D représente le ccefficient de diffusion, et ¢
désigne le potentiel d’attraction de l’environnement, qui induit la vitesse d’advection
w = V¢ vers les régions favorables. L’advection dans (41) représente Deffect attractif
des individus vers une région particuliére et qui par conséquent augmente le taux de

reproduction des individus.

Dans les années 70’, E. F . Keller et L. A. Segel dans [42], ont présenté un modéle de
chimiotactisme, dans le but de décrire le phénoméne d’agrégation observé chez une po-
pulation d’amibes.

Le chimiotactisme est un processus dans lequel les bactéries, ou, plus généralement, les
cellules, se déplacent dans une direction déterminée par des stimuli chimiques. La ré-
ponse & ces stimuli peut étre un déplacement dans la direction de la source du stimulus
on parle de chimiotactisme positif ou en s’en éloignant on parle de chimiotactisme néga-
tif. Ces stimuli peuvent étre émis par les cellules elles-mémes ou bien émis par des sources
extérieures. Dans ce modéle, la densité des cellules vérifie une équation parabolique de
type (41), et méme une équation plus générale que (41) avec une diffusion non linéaire,
couplée a une équation (elliptique ou bien parabolique) vérifiée par la concentration du

stimulus chimique.

L’exemple le plus étudié de chimiotactisme est celui d’'une espéce d’amibe appelé Dic-
tyostelium discoideum qui déplace d’une maniére chimiotactique positive a I’égard de la
plus forte concentration de cAMP (cyclique Adénosime mono-phosphate). Les substances
qui conduisent & un chimiotactisme positif sont appelés les chimioattractants et celles
qui conduisent a un chimiotactisme négatif sont appelés les répulsifs.

Une population de Dictyostelium discoideum (voir [38, 39]) vit sur les tapis de feuilles
mortes dans les foréts et croit par division cellulaire tant qu’il y a de la nourriture suf-
fisante. Ces amibes et ce chimioattractant cAMP se diffusent en suivant la loi de Fick
dans l'espace. En cas de carence nutritionnelle, une amibe sécréte un chimioattractant le
cAMP qui stimule les autres amibes & en emettre aussi. De plus, les amibes sont attirés
par la concentration de plus fort gradient de cAMP. Lorsque la densité des amibes est as-
sez importante ces amibes s’agrégent. Ensuite cet amas des amibes entraine la formation
d’un pseudo-plasmoide qui va déplacer par photo-taxis positive. Ce pseudo-plasmoide va
fructifier et le corps forme en derniére instance des spores, qui deviennent des amibes et

le cycle recommence (voir |38, 39]) .

Année 2013 Elissar Nasreddine



Introduction générale 25

Un développement du modéle d’agrégation de Shigesada et Teramoto, est élaboré par
Grindrod [37], en proposant un modéle de dispersion des individus avec un mécanisme
d’agrégation dans des communautés simples et multi-espéces. De plus, il a supposé que
chaque individu réagit directement & d’autres personnes dans sa propre localité, et se
déplace de fagon & augmenter ses chances de survie, sans l'intervention des attractifs
ou répulsives intermédiaires. Selon Grindrod, la densité de la population u vérifie une
équation de type (41), avec un terme qui décrit le taux de reproduction des individus,

couplée a un systéme elliptique vérifié par la vitesse de dispersion des individus w.

0.2.2 Le modéle de Keller-Segel

Cette section est consacrée a I’étude du modeéle de Keller-Segel qui décrit le phénomeéne
d’agrégation observé chez une population d’amibe, le Dictyostelium discoideum (voir
[38, 40]). Nous nous intéressons a des solutions non négatives faibles du systéme de

Keller-Segel suivant :

( ou = V- (Vu"—uVy) z€Qt>0,
“Ap = u—<u> zet>0,
<plt)y> =0 t>0, (42)
ou=0d,p = 0 e 0, t>0,
uw(0,z) = wp(x) x € Q,

dans un ouvert borné © C RY, ol u est la densité de bactéries ou amibes, et ¢ est la
. . 1
concentration de chimioattractant, rapelons que < u >= ]Q|/ u(t,x) dx.
Q

Ce modéle modélise le phénomeéne d’agrégation en réponse & un stimulus chimique que
I'on s’attend & retrouver dans de nombreuses phénomeénes biologiques comme dans le

développement des tumeurs cancéreuses.

Aussi, ce modéle est utilisé en astrophysique, il modélise le mouvement du champ moyen
de nombreuses particules autogravitantes et browniennes, et en particulier la version de
Chandrasekhar [21] qui modélise 1’équilibre gravitationnel des étoiles poly-tropiques. Ce
systéme est connu sous le nom de systéme généralisé de Smulochowski-Poisson, (voir

[64]) par exemple.

L’équation (42), est en effet la version parabolique-elliptique du systéme introduit par

E. F. Keller et L. A. Segel (voir [42]) avec une diffusion non linéaire et dégénérée. Cest
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une équation conservative, la masse notée M est consérvée :

1 1
M=<u>= |Q|/Qu(t,x) de = |Q|/Quo(:r) dzx. (43)

Ce systéme modélise une compétition entre le processus de diffusion représenté par le
terme diffusif V- (Vu™) et le processus chimiotactique, représenté par le terme V- (uVy).
On peut imaginer que si la densité des amibes est suffisement petite et les amibes sont
tres étalées, le processus de diffusion I’emportera. Par contre, Si la densité est assez forte,
on verra apparaitre des agrégats. Du point de vue mathématique, si le processus de dif-
fusion I’emporte, on s’attend a un résultat d’existence globale des solutions. Par contre si
le processus de chimioactisme 'emporte il s’agit de montrer que les solutions explosent.
Dans cette partie on cherche & prouver que, lorsque m = m, = % et N > 3, le sys-
téme (42) admet une solution globale en temps sous restriction de la masse initiale [57].
Ce résultat compleéte le résultat récent de T. Cieslak et Ph. Laurencot [22] dans lequel

ils montrent que la solution explose en temps fini si la masse initiale est au deld d’un seuil.

Cette section est divisée en trois parties, dans la premiére partie on rapelle les principaux
résultats relatifs a I’existence et 1’explosion des solutions de (42). La deuxiéme partie est
consacrée a I’énoncé de mes principaux résultats. Je donne ensuite une idée de la preuve

de ces résultats.

0.2.2.1 Existence et explosion

Les questions mathématiques que 'on pose en analysant le systéme (42), dans un ouvert
borné ou bien dans 'espace tout entier RY, sont les questions classiques de l’existence
locale et globale en temps d’une solution faible ou forte, 'unicité de la solution, son
comportement asymptotique en temps grand dans le cas d’existence globale et la ca-
racterisation de I’explosion en cas de non-existence. Cette partie est un historique des
principaux résultats relatifs a ’existence et I’explosion des solutions seulement, pour arri-

ver & mon cas qui compléte I’étude de I'existence-explosion des solutions du systéme (42).

Notons que les études faites sur la dynamique de (42) dépendent largement des para-
meétres N, m et M.
Etude du modéle de Keller-Segel dans un ouvert borné Q ¢ RY
Ici, on considére une version plus générale de (42) ou la premiére équation de (42) serait
remplacée par

Ou=V-(p(u) Vu—u V), t>0, ze€Q,
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ott le terme de diffusion ¢ est une fonction positive de classe C*.

Cas de la diffusion linéaire : C'est le cas ou ¢(u) = 1. En dimension 1, la solution existe
globalement en temps, et elle est uniformement bornée quelle que soit la masse initiale.
En dimension 2, un phénoméne de seuil apparait dans ’étude de la solution, Jéger et
Luckhaus dans [41] ont présenté le premier résultat d’éxistence d’une solution globale
en temps, sous restriction de la masse initiale, ainsi que la construction d’une solution
radiale et explosive. La condition de petitesse bidimensionnelle pour ’existence globale
en temps de la solution lorsque 2 = B(0, 1), a été aussi determinée dans [55] par M < 8,
et la condition initiale d’explosion en temps fini est déterminée par M > 8w. Et plus
généralement, dans un ouvert borné quelconque €2 et toujours en dimension 2, les auteurs
dans [10, 35, 54, 56, 62| ont déja demontré que, sous restriction de la masse initiale
M < 4, la solution existe globalement en temps et explose en temps fini ailleurs lorsque
ug est concentré en un point sur la frontiére ou bien a l'intérieur.

Par contre, la situation est complétement différente lorsque N > 3. Plus précisement, si
N > 3, [55] présente un résultat d’explosion en temps fini de la solution : quelle que soit
la. masse initiale M, il existe une condition initiale de masse M pour laquelle la solution

explose en temps fini.

Cas de la diffusion non linéaire : Dans ce cas, on considére le terme de diffusion ¢ est

une fonction positive de classe C' qui ne croit pas trop vite a linfini.

Les auteurs de |24| prouvent l'existence d’une puissance critique m = m, = 2(1\][\[_1),

telle que si la diffusion croit beaucoup plus vite que cette puissance, la solution existe
globalement en temps et elle est uniformément bornée, (cf [55] pour le cas N = 2),
Ensuite on peut resumer les principaux résultats de [24] comme suit
— Pour N > 1, la solution existe globalement en temps et elle est uniformément bornée
si
o(u) > C(L+uw)™ 1 et m>me.

— Pour N > 1, la solution explose en temps fini, sous des conditions initales a symétrie
radiale si
o(u) <CA+uw)™ 1 et m<mg,

pour certaines conditions initiales suffisamment concentrées.

Cas de la diffusion non linéaire critique : A I'exception du cas N = 2, le cas critique
o(u) = - wetow m = 25D

Laurencot dans [22] ont démontré que si ¢(u) > C (1 +u)™<~ 1, N > 3 et si la condi-

tion initiale est concentrée, la solution explose en temps fini si la masse initiale M est

n’est pas étudié dans [24]. Récemment Cieslak et

supérieure & un seuil critique M, > 0. Dans le but de compléter le résultat de Cies-

lak et Laurencgot lorsque N > 3 et ¢(u) = n% u™e~1 et pour mettre en évidence le
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phénomeéne d’agrégation en dimension N > 3 avec une diffusion non linéaire, il reste a
démontrer que la solution existe globalement en temps sous une condition de petitesse
sur la masse initiale. Ce dernier probléme est au centre de mes recherches dans cette
section, dans laquelle nous montrons (voir Théoréme 0.2.2) que, si la masse initiale est
inférieure & une masse explicite M., la solution existe globalement en temps [57]. En
combinant notre résultat avec le résultat obtenu dans [22], on peut déduire que, lorsque
N >3 et ¢(u) = 77% u™ 1 ils existent 0 < M, < M, < oo telles que la solution de (42)
existe globalement en temps si la masse initiale M € [0, M.) et peut exploser en temps
fini lorsque M > M,.

Une question importante posée ici, est de trouver une relation entre M, et M, d’une
part, et de savoir si M, = M, lorsque € est une boule de RY et g est & symétrie radiale
d’autre part. On peut rappeler que, dans le cas radial, ot N = 2 avec une diffusion
linéaire, le seuil explicite de ’explosion est égal & M, = M, = 8 m voir [41, 55]. Aussi,
toujours en dimension 2, avec une diffusion linéaire, mais dans un domaine ouvert, borné
et convexe, les auteurs de [10, 35, 54, 56, 62| ont démontré que M, =4 7 = MT Un tel

résultat reste incomplét pour le cas ou N > 3 et ¢(u) = mi ume L,

Avant d’introduire notre étude effectuée sur 1’équation (42) dans un ouvert borné €2 ou
m = m,, je compléte cette section en rapellant d’autres résultats sur I'existence globale
et I’explosion de la solution, mais cette fois dans ’espace tout entier RY, pour compléter

I’historique de I’état de 'art de ce probléme.

Etude du modéle de Keller-Segel dans RY
Sur R¥, la deuxiéme équation dans (42) serait remplacée par ¢ = Ey * u, avec Ey le

noyau de Poisson donné par les formes suivantes,

1
Ey(z) = —5— loglz| ou Ey(r)=cn 2|2 & N >3,

7
de sorte que —Ayp = u.
Dans ce cas, on définit la fonctionnelle de Liapunov par

1
L(u(t)) = A(u(t,x)) dx — / (En *u)(t,z) u(t,z) dz, (44)
RN 2 Rd

avec
— A(r)=rlogr —r>—-1sim=1,
—A(r) = >0sim > 1.

m—1 —

D’apres la forme (44) de la fonctionnelle de Liapunov, on peut remarquer qu’il y a deux

termes qui sont en compétition dans L.
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Remarquons que, en dimension 2, le terme négatif de la fonctionnelle de Liapunov est
quadratique en u. Alors, la solution existe globalement si le terme positif domine le terme
négatif, et ceci est vraie lorsque A croit plus rapidement que le terme quadratique, et
notamment lorsque m > 2, par contre, cette constante n’est pas optimale. Plus généra-
lement, la condition
2(N —1
m>mC:u (me=1 siN=2)
N

garantit l'existence globale de la solution du modéle (42) modifié, pour plus de details
voir [24, 74].

D’autre part, pour préciser la condition de petitesse sur la masse initiale, on utilise
I'indentité de Viriel, et plus particulierement, on considére le second moment de w définit

par

Ma(t) = / @ u(t, z) da.
RN
Dans le cas ot N = 2 et m = m, = 1 on obtient

d M
ZMo(t) = —— (M —
SM(t) = — (M~ 8 m),

ce qui implique la non-existence des solutions globales lorsque M > 8 7. Cependant

lorsque m = m, et N > 3 on trouve

d

%MQ(t) =2(N —2) L(u(t)) <2 (N —2) L(up),

cette derniere inégalité assure la non-existence des solutions globales si ug est tels que
L(UO) < 0.

A partir de cette petite introduction, on peut résumer les résultats de I'existence-explosion

de la solution dans RYcomme suit :

Cas linéaire : C’est le cas ot m = 1. En dimension 2, La solution explose en temps fini
lorsque ||ugl|1 > 8 , et elle existe globalement en temps lorsque ||ug||1 < M. < 8 7, (voir
[41]), cette preuve utilise I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg. Dans [31, 32|, les auteurs
ont ameélioré le résultat de [41], en montrant que la solution existe globalement en temps
lorsque ||ug||1 < 8 7. En outre, la situation est diférente si N =1 et si N > 3. En effet,
en dimension 1, la solution existe globalement en temps sans aucune restriction sur la
masse initiale, et lorsque N > 3 la solution explose en temps fini, quelle que soit la masse
initiale.

Cas non linéaire : La solution existe globalement en temps et elle est uniformement

bornée lorsque m > m, avec N > 1.
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Lorsque 1 < m < m,, et dans 'espace tout entier RN avec N > 1, le modéle modifié de
(42) admet une solution globale et uniforme en temps sous une condition de petitesse sur
la masse initiale, et elle explose en temps fini lorsque la masse initiale est suffisemment
grande, voir [72, 73].

Cas critique et non linéaire : Plusieurs travaux sont effectués sur ’étude de la dynamique
de la solution du modéle modifié¢ dans RY ott m = m,. En effet, Sugiyama dans [72, 73]
démontre qu’il existe 0 < M7 < My < oo tels que la solution existe globalement en temps
si M < M et explose en temps fini lorsque M > M.

Ensuite, les travaux des auteurs dans |14 décrivent plus précisement la dynamique de la
solution du modele modifié lorsque N > 3 et m = m, = w Les auteurs dans [14],
utilisent 'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev : pour tout h € LY(RN) n L™(RY), il

existe une constante optimale C, telle que
h(z) h(y) m |||
[ [ RO, o] < c i nl.

pour montrer qu’il existe un seuil explicite M, = [( 2 ]% telles que la solution

me=T) Cs on
du modeéle modifié de (42) dans RY existe globalement en temps si la masse initiale est

inférieure & M., et explose en temps fini lorsque M > M.,.

0.2.2.2 Principaux résultats, [Chapitre 2].

Pour étudier l'existence globale des solutions faibles en temps de (42), il est nécessaire
de compléter ce systéme par une densité initiale positive au sens large ug, (ug > 0), Ceci
implique que nous allons considérer, tout au long de cette section, les solutions positives
de (42), en cohérence avec leur interprétation biologique. Donc pour ug positive dans

L*>°(Q) on définit notre systéme étudié par

Ou = V- (Vu™ —uVe) ze€Qt>0,
“Ap = u—<u> ret>0,
<plt)y> =0 t >0, (45)
ou=0d,p = 0 x €00, t>0,
uw(0,z) = wp(x) x € Q,
avec me = Q(NT_I) lorsque N > 3. On définit la solution faible de (45) comme suit

Définition 0.2.1. Soit T € (0;00]. Une couple (u,p) des fonctions u : [0,T) x Q —
[0,00), ¢ :[0,T) x Q@ — R est appelée une solution faible de (45) dans [0,T) x Q si
—u € L®((0,T); L>=()); u™ € L*((0,T); HY(2)) et <u >= M.

— @ e L*((0,T); HY(Q)) et < ¢ >= 0.
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- (u, ) satisfait les équations au sens de distributions; C.a.d,

T
—/ / (Vu™e -V —uVe - Vi) —u 0p) dadt = / uo(x) ¥(0,z) dz,
0o Jo Q

/OT/QVQD-dexdt:/OT/Q(u—M)wdxdt,

pour toute fonction continiment différentiable v € CL([0,T] x Q) avec Y(T) = 0 et
T >0.

Pour ¢ € H(Q) satisfaisant < ¢ >= 0, on définit Cy la constante de Sobolev telle que

2N
V >C - of — 271
|| <P||2 = Ug ||50||2 avec N3

Notre principale résultat est consacré a l'existence globale en temps de la solution faible
du systéme (45) sous restriction de la masse initiale de wug, (voir [57])

Théoréme 0.2.2. Définissons

N

M, = (2032> ° (46)
(m— 1) [0

Soient ug une fonction positive dans L>(Q) satisfaisant
|luol1 < M. (47)

Alors le systéme (45) admet une solution globale en temps (u, @) au sens de la Définition

0.2.1. De plus, si on suppose que
p € L=((0,T); W*>(Q)) (48)
pour tout T' > 0, alors cette solution est unique.

La preuve de ce théoréme consiste & approcher la solution de (45) par une solution du
systéme approché, car (45) est un systéme a diffusion dégénérée, et plus précisemment,
la premiére équation de (45) est une équation quasilinéaire dégénérée. Par conséquent,
on ne pourra pas espérer que le systéme (45) admette une solution classique lorsque u

s’annule.

0.2.2.3 Propriétés sur la solution du probléme approché

Afin de prouver 'existence de solution faible de (45) sous restriction de la masse initiale,

on utilise une méthode de compacité, et on approche la solution de notre systéme par la
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solution de

Ous = V- (V(ug+0)™ —usVes) x€Qt>0,

—Aps = us— <us > z€Q,t>0, (49)
Oyus =0pps = 0 x €00, t>0,
us(0,2) = wup(x) x €,

ou d € (0,1). Notons que la masse totale est conservée, c’est-a-dire

1 1
M:/u(gt,:r da;:/uoa: dr, t>0.
a Jo o gy e

Pour cela, on montre un résultat d’existence globale en temps de la solution classique du

probléme approché (49), sous une restriction de la masse initiale, voir [57].

Théoréme 0.2.3. Soient 6 € (0,1) et T > 0. Considérons une condition initiale posi-
tive ug € L>®(Q) telle que ||upll1 < M., o M, est donnée par la forme (46), alors le
systeme (49) admet une solution globale en temps (us, vs), cette solution est bornée dans

L>((0,T) x Q) pour tout T > 0 uniformement par rapport a 9.

La preuve de ce théoréme repose sur les estimations a priori en temps de normes conve-
nables de u(t) et p(t). Ces estimations sont uniformes par rapport a d, cette preuve est
détaillée dans le Chapitre 2.

L’étude de (49) ne serait pas compléte si nous ne rappelons pas le probléme de I’existence
de solution maximale en temps de (49). Cependant en faisant appel aux résultats de [24,

Lemme 1.2| on pourra dire que

Lemme 0.2.4 (Existence locale en temps du systéme approché). Soit § € (0,1). Pour
tout K > & il eziste T = T(K) > 0 tels que si ug € C§°(Q) et satisfait M =
ﬁ Jouo(x) dr et 0 < ug < K dans Q, alors (49) admet une unique solution clas-

sique (ug, @s), avec (us,ps) € C*H([0,T] x Q) et 0 < us < K dans (0,T) x €.

La preuve de ce lemme est basée sur un théoréme de type point fixe. En démontrant
Pexistence et I'unicité de la solution classique de (49) les auteurs se basent sur le theoréme
de Schauder. Toutefois, ce résultat se base sur une hypothése assez forte sur la densité
initiale de cellule ug bornée.

Dans le cas d’une condition initiale moins forte, la preuve de l'existence de solution
maximale est basée sur une procédure qui cherche a approcher la solution par une solution
locale donnée dans le Lemme 0.2.4. De plus la solution de (49) vérifie le principe de Blow-
up, Voir |24, Théoréme 1.3|
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Théoréme 0.2.5 (Solution maximale du systéme approché). Soient 6 € (0,1). On
considére une condition initiale positive ug € L (). Alors il existe un temps mazimal
19 ) x Q. De plus,

max

€ (0,00] et une unique solution (us, ;) de (49) dans [0, T2

max

si T2, <oo alors lim llus(t, )]0 = o00.
t

max

Enfin, < us(t) >=< ug >= M pour tout t € [0, T,

max) :

0.2.2.4 Méthodes de preuve

- Existence globale de la solution de (49) : preuve de Théoréme 0.2.3
Comme la solution de (49) vérifie le principe de Blow-up décrit dans le Théoréme
0.2.5, alors la preuve de l'existence globale de la solution consiste & démontrer que la
norme L de la solution us de (49) est bornée, uniformement par rapport a d, pour
tout T' > 0. Pour cela, nous avons besoin d’une série d’estimations a priori, qui nous
induisent la norme L. Tout d’abord, pour tout & > 0, le systéme (49) posséde une

fonctionnelle de Liapunov, donnée par

L5(U5,(p5)(t) = A (b(;(u(t,x)) + %‘V(pg(t,.%’)? - u5(t7 x) @5(t7x)> de,

ou

us(t,z) rz me—1
bs () (1, ) 1= / / AL k) S
1 1

g

tel que bs(1) = b5(1) = 0 et b(u) > 0. Cette fonctionnelle est décroissante, et elle est
fondamentale dans la recherche d’estimations a priori, et plus particuliérement dans
la recherche d’une estimation L™¢(2) sur us. En effet, on voit clairement que dans la
fonctionnelle de Liapunov, le premier terme est d’ordre m. en ug. Alors, pour que le
terme positif domine le terme négatif dans L, nous utilisons des inégalités de Sobolev,
de Young et de Hélder, pour borner supérieurement [, us @5 dx par la norme ||us|[;
comme suit

—2
s

1 C
| us s do < 511905l +
Q

MR |QIF |fug|[7e. (50)

En combinant (50) avec la décroissance de la fonctionelle de Liapunov, on trouve

m Me
Ls(uo, o) + ——5 M Q] = Ls(us(t), 05(t)) + —— M |Q)
2
U~ X a2 me
= 9 CSQ (MCN _MN) Huts(t)’ me?
pour ¢ € [0,79,,.). De plus, comme ug € L=(R) et o € H'(Q) la fonction Ls(ug, wo)

est borné indépendemment de 4. Alors, on voit bien que sous la condition ||ug||1 =
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M < M., la fonctionelle de Liapunov est bornée inférieurement, ce qui induit une

borne L™ () sur u; indépendante de TC_ et de 6.

ax
Ensuite, a partir de la norme L™¢ sur ug, nous cherchons une estimation L?, pour tout
p > 2, sur us uniformement par rapport a 6. Pour K > 0, il s’agit d’utiliser I'idée due

a Jéger et Luckhaus [41], i.e,

d B _
qillws = K)4llp < —me (p—1>/9<u5+6—K>mc b (ug — K)P72 |Vug]? de
+ 3p|l(us — K)4|PE1 + C(p) K7 (51)

Remarquons que l'estimation LP de (us— K )4 dépend de la norme LP*! de (us— K) ..
Pour cela, nous appliquons 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg et I’estimation L™¢ de
us pour faire absorber le terme LPT! dans le terme négatif de (51). Ensuite nous
choisissons K suffisemment grand, pour obtenir une estimation uniforme par rapport

a ¢ sur le terme de dérivé dans I'inégalité (51). On obtient alors pour tout p > 2

"uJ(t)"P < C(p,T), te [0, Tmax) N [Oa T]v (52)

t
/ / (6 +us)™ " w2 [Vugl? deds < C(p,T), t€[0.Tuad) N[0,T]  (53)
0 JQ

ou C(p,T) est une constante indépendante de 4.

Suite & l'estimation (52) et a la régularité elliptique, le gradient de @5 est borné en
espace et en temps. Ensuite, l'estimation (52) avec la premiére équation de (49), nous

permettent de trouver une estimation L°° sur ug, en effet

s [lusl] < O 7 a0 s as(ol: | (54
ou « > 0. L’inégalité (54) plus la méthode itérative de Moser, adaptée par Alikakos
aux systémes de réaction-diffusion [1], donnent une estimation L* sur us uniforme par
rapport a 0. Par conséquent, le Théoréme 0.2.5 assure que la solution us de (49) ne
peut pas exploser en temps fini, et elle est globale en temps.

— Existence et unicité de (45) : preuve du Théoréme 0.2.2
Pour prouver 'existence de solution de (45) il suffit d’appliquer le lemme de compacité
de Simon [71, Corrolary 4]. Pour cela on cherche une estimation de d;uj" dans I’espace
dual de WA+,

On obtient alors, pour tout 7' > 0 et p € (1,00), la convergence forte de la suite
ugs, vers u > 0 dans 'espace LP((0,T) x ) et la convergence de ;s vers ¢ dans
LP((0,T); W2P(Q)) lorsque 6, — 0. En passant & la limite dans la formulation faible

de (49) on trouve que la limite (u, ) n’est autre que la solution faible de (45) au sens
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de la Définition 0.2.1.

En présence d’une diffusion non linéaire, I'unicité de la solution est prouvée en utilisant
la technique de dualité classique.

Cette approche était déja utilisée dans |6, 11|, sans aucune hypothése supplémentaire
sur o, mais dans le cas ot les effets non locaux sont modélisés par une convolution avec
un noyau singulier ou non singulier, plus précisement, lorsque la deuxiéme équation

dans (45), veérifiée par p, sera remplacée par
¢ =VK *xu. (55)

Bertozzi et Slepcev dans [11], démontrent I’existence et 'unicité de la solution du mo-
déle modifié, mais en se limitant & des noyaux non singuliers. Plus tard, Bedrossian,
Bertozzi et Rodriguez dans [6] étendent le travail de [11]|, pour démontrer l'existence
et 'unicité de la solution, mais avec des noyaux singuliers, plus particulierement avec
les potentiels de Newton et de Bessel. Leurs idées reposent sur le choix des noyaux
admissibles ( voir[6]), qui vérifient certaines caractéristiques qui jouent un réle impor-
tant dans la preuve de l'unicité. Plus précisement, en utilisant 'inégalité de Calderon-
Zygmund (voir [76, Theorem 2.2]), on conclut que D?K xu est une distribution bornée
dans LP pour 1 < p < 0o, et on a le Lemme suivant (voir [6])

Lemme 0.2.6. Soient K un noyau admissible et ¢ = VK *u. Alors, pour tout 1 <
p < o0, il existe C(p) tels que

IVell, < Cp) llullp, C(p) Sp pour 2<p< oo (56)

La dépendance linéaire de la constante par rapport & p est cruciale pour 'unicié. Ce-
pendant, et toujours dans le cas d’un ouvert borné avec des conditions de Neumann aux
bords, on sait que, d’aprés l'inégalité de Calderén-Zygmund, ||D?p||, < C(p) |ju— <
u > ||, mais le fait qu’on peut estimer C'(p) < p comme dans (56) n’est pas clair pour

le moment.

0.2.3 Modéle de regroupement des individus, Grindrod [37]

Cette section est consacrée & 1’étude d’un modéle de regroupement des individus avec un

mécanisme d’agrégation. Ce modele est proposé par Grindrod en 1988 dans [37].
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0.2.3.1 Modéle bien posé

Soit u la densité de la population, nous nous intéressons & des solutions non négatives u
de I’équation
Ou=—-V-(uV(utzx)+u E(ut ), (57)

ou V représente la vitesse moyenne de dispersion des individus, et F le taux de repro-
duction par individu & l'instant ¢ et & la position x. Pour compléter ce modéle, il faut
trouver le lien entre V' et E. D’apres [37], nous supposons que chaque individu se disperse
aléatoirement avec une probabilité § € (0, 1), et se disperse d’'une maniére déterministe
avec une vitesse moyenne w, afin d’augmenter le taux de reproduction avec une proba-
bilité 1 — §. La dispersion aléatoire est représentée par une diffusion de Fick de la forme

%, d’ol nous écrivons
0 Vu
U

V=-

+(1-90) w. (58)

Ici, w représente la vitesse moyenne des individus, qui devrait étre dans le sens de 'aug-
mentation du taux de reproduction E(u,t,x), par exemple, de la forme A\ VE(u,t,z)

avec A > 0. L’évolution de w est décrite par
—¢ Aw+w =\ VE(u), (59)

ot € > 0 et ¢ Aw cherche a lisser toute variation locale de VE(u).

En rassemblant (57)-(59), nous obtenons

(60)

Oru = dAu—(1-9) V- (vw)+u E(u,t,x)
—e Aw+w = AVE(u,t,x).

Pour simplifier I’équation, nous faisons ensuite le scaling suivant

) 1

~ w ~ ~
w—X, t—t(1—5))\, 5—@, T—m,

omettons les tildas, et supposons que les environnements sont homogénes c-a-d E ne

dépend pas explicitement de ¢ et de z. I’équation (60) devient

(61)

O = 0Au—V-(uw)+ruEu)
—e Aw+w = FE'(u) Vu,

dans un ouvert borné Q de RV , 1 < N < 3. Nous complétons (61) avec des conditions de
flux nul aux bords, en prenant en compte que aucun individu peut entrer ou bien quitter

le domaine €2 aux bords, c-a-d

n-Vu=n-w=0 ze€0Q, t>0. (62)
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Cependant, ces derniéres conditions (62) ne sont pas suffisantes pour que ’équation
elliptique, verifiée par w, soit bien posée dans I’espace & dimension supérieure. Pour cela
on est obligé d’ajouter une condition supplémentaire aux bords sur w. Cette condition
est introduite dans [29, 30, 69]

Opw xn=0, zedt>0. (63)

Comme d’habitude, v X w est égale & v wo — vy wy si N = 2 et égale au champ vecteur
(v2 w3 — V3 wo, —v1 W3 + V3 w1, v1 wa — vy wi) si N = 3. Rapelons que cette condition au
bord (63) est inutile si N = 1.

Etant donnée une fonction lisse E, les paramétres 6 € (0,1),e > 0 et » > 0, nous nous

intéressons dans cette section a étudier les solutions (u,w) de

(O = 0Au—V-(vw)+ruBu), z€Qt>0
- Aw+w = VE(u), xreQt>0
Onhu =10 , w-n=0, z e dN,t>0 (64)
Opw X N = 0, red,t>0

[ (0, ) = wup(z), x €.

Dans I’étude de (64), nous considérons deux choix différents de taux de reproduction E

qui sont suggérées dans [37], notamment le cas monostable ou
E(u)=1-u, (65)
et le cas bistable, ou
E(u)=(1—-u) (u—a), pourun certain a € (0,1). (66)
Notons que le probléme elliptique suivant est bien posé

— e Aw+w = f, dans (),
w-n = 0, sur 09, (67)

Opw XN = 0, sur 01,

ot f € (LP(Q))N, N =2,3, p > 1et Q un ouvert borné de RY. D’apreés [29, 30, 69],
il existe une unique solution forte w € (WQ’p(Q))N de (67). De plus, la solution forte
de (67) a la méme régularité que les équations elliptiques avec des conditions aux bords

classiques, et on a
K(p)

P
lwllwzo < === 1lfllp, (68)

Elissar Nasreddine Année 2013



38 Introduction générale

oup>1et K(p)=K(p,Q).

Dans la Remarque 0.2.7 suivante, nous soulignons la relation entre le modele (64) dans

le cas monostable et le modeéle de chimiorépulsion étudié dans [23].

Remarque 0.2.7. Dans le cas monodimensionnel, il y a une forte relation entre ce

modéle lorsque E(u) =1 —u et r =0, et le modéle de chimiorépulsion suivant,

dyu = 0 0%, u+ 0x(u 0%), dans (0,00) x (—1,1)
- R Y+yY = u, dans (0,00) x (—1,1) (69)
Ozu(t, £1) = 0yY(t,£1)=0 sur (0, 00).

En effet, définissons ¢ = —0y, et remplagons la par sa valeur dans (69), ensuite diffé-

rentions la seconde équation dans (69) nous trouvons

Oru = 0 0%u—0;(u ), dans (0,00) x (—1,1)
o+ = —0u=0.E(u), dans (0,00) x (=1,1) (70)
Ogu(t, £1) = o(t,£1) =0 sur (0, 00).

Et par conséquent u est la solution de (64).

Dans le cas monostable, remarquons que E’ < 0, donc les individus qui se dispersent
de facon & maximiser E, recherchent l'isolement. Ainsi, aucun phénoméne d’agrégation
n’est possible. Cette remarque est cohérente avec cette intérprétation tant que dans les

modéles de chimiorépulsion aucun phénomeéne d’agrégation est possible.

Cette section est divisée en deux parties. La premiére partie est consacrée & I’énoncé de
mes résultats sur I'étude de (64). Ces résultats correspondent & mes trois articles qui se
trouvent dans les Chapitres 3, 4 et 5. Dans la deuxiéme partie je donne une idée sur la

preuve qui sera aprés détaillée dans les Chapitres 3, 4 et 5.

0.2.3.2 Principaux résultats, [Chapitres 3, 4, 5]

Tout au long de cette section, nous supposons que
E e C*R), §€(0,1), e>0, r>0.

Nos résultats sur I’étude de (64) se décomposent en deux catégories : Résultats d’exis-
tence de la solution en dimension 1 et 2 pour les deux choix différents (65) et (66) du taux
de reproduction, et la caractérisation du comportement asymptotique de la solution en

dimension 1 dans le cas monostable. La deuxiéme catégorie est consacrée aux résultats de
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convergence de la solution. Le premier résultat de convergence est lorsque € — 0 lorsque
N =1 et E est de la forme (65), et le deuxiéme est lorsque § — 0 en dimension 1 et
pour les deux choix de E : (65) et (66)

Résultats d’éxistence :

Premiérement, définissons la solution de (64) utilisée dans cette section comme suit

Définition 0.2.8. Soient T > 0, p > N, et une condition initiale ug € WHP(Q). Une
solution forte de (64) dans [0,T') est une fonction

we C([0,T), W?(Q)) nC ((0,T), W??(Q)),

tels que
O = 0 Au—V-(uwy)+ruE(u), pp.dans[0,T) x Q
uw(0,z2) = wo(z), p.p. dans Q (71)
Onut = 0, p.p. sur [0,T) x 09,

ot pour tout t € [0,T), wy(t) est la solution unique dans W*P(QQ) de

{ —eAwy(t) + wy(t) = VE(u(t)) p.p.dans (79)

wy(t) - n=0hwyu(t) xn = 0 p.p. sur 0€.
Nous traitons avant tout le probléme de l'existence locale en temps des solutions de (64),
pour cela nous démontrons dans [58|

Théoréme 0.2.9. Soient p > N et une fonction positive ug € WHP(Q). Alors, pour
un certain Tyax € (0,00], il eziste une unique solution mazimale et non négative u €
C ([0, Timax), WHP(Q)) N C ((0, Tmax), W2P(Q2)) de (64) au sens de la Définition 0.2.8.
D’autre part, si pour tout T > 0, il existe C(T) tels que

[lu(t)||wrr < C(T), pour tout ¢ € [0,7]N [0, Tmax),

alors Tyax = 00.

La preuve de ce Théoréme se base sur 'utilisation du Théoréme du point fixe de Banach.

Nous passons maintenant a la question de lexistence globale des solutions de (64), ou E
posséde les deux formes particuliers (65) et (66), et nous nous concentrons sur les cas de
la dimension 1 et 2. (Voir [58, 59])
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Théoréme 0.2.10. Supposons que N = 1,2, et ug est une fonction positive dans W14(Q)
pour un certain ¢ > N. Pour les deuz formes de E : E(u) = (1—u)(u—a) avec a € (0,1)
ou E(u) =1 — u, (64) admet une solution positive et globale en temps u au sens de la
Définition 0.2.8.

Ensuite, nous prouvons que, lorsque E(u) = 1 —u, N =1 et Q = (—1,1), la solution

converge, lorsque t — oo, vers les solutions stationnaires. (|58, 59])

Théoréme 0.2.11. Soient ug une fonction positive dans WH2(—=1,1), et E(u) =1 — u.
Alors la solution de (64) donnée par le Théoréme 0.2.10, appartient a L ([0, 00); W12(—1,1)).

De plus, sir =0,
1 1
u(t) — / uy dzx
2/

lim
t—o0

:0’
2

et si v > 0 la solution u(t) converge soit vers 0 soit vers 1 dans L?(—1,1) quand t — oc.

Résultats de convergence
Nous étudions le comportement de la solution lors € — 0. Heuristiquement, lorsque ¢
tend vers zéro, la vitesse w devient extrémement sensible aux fluctuations locales de

E(u), et le systéme de (64) se réduit & une seule équation
Ou=V-((0—uE'(u) Vu) + 7 u E(u). (73)

On voit bien que (73) est parabolique seulement si § —u E’(u) > 0 pour tout u > 0. Ceci
est vrai particuliéerement lorsque E(u) = 1—u. Notons que, lorsque E(u) = (1—u)(u—a),
I’équation limite est mal posée, en effet, la répartition de la population devient disconti-
nue lorsque les individus voisins décident de se disperser en sens inverse, c’est pourquoi

je n’étudie pas cette limite dans le cas bistable.

Dans le cas monostable et N = 1 nous démontrons le résultat suivant ([58])

Théoréme 0.2.12. Supposons que ug est une fonction positive dans WH2(—1,1), et
E(u) =1—wu. Pour e > 0, soient u. la solution globale de (64) donnée par le Théoréme
0.2.11. Alors, pour tout T > 0,

T
lim |ue(t) — u(t)||3 dt =0,
e—0 0
ot u est la solution unique de
O = 02, (6u+su)+ru(l—u), ze(-1,1),t>0,
'LL(O,Q?) = UO(-%'), x € (_17 1)7 (74)
Ozu(t,£1) = 0, t> 0.
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Vu que § +u > 0 pour u > 0, I’équation précédente (74) est uniformément parabolique
et admet une unique solution w, voir [44] par exemple.

La preuve du Théoréme 0.2.12 est effectuée en adaptant une méthode de compacité.

Ensuite, nous nous intéréssons au cas ol le mécanisme d’agrégation domine celui de la
diffusion, et ceci est vrai lorsque le paramétre § est suffisemment petit.

Pour les modéles biologiques, ce mécanisme change dramatiquement le comportement de
la solution. Prenons par exemple, le modéle de Keller-Segel sans diffusion, les solutions
explosent en temps fini (voir [68]).

Toutefois, il existe des cas dans lesquels ’étude de la limite de diffusion petite est en
quelque sorte "stable". Par exemple, dans les modéles physiques issus de 1’étude sur
les semi conducteurs ([50]), et le systéme de Keller-Segel avec "volume-filling effect”
(133, 66]), les auteurs montrent que, lorsque la diffusion est petite, la solution du systéme

parabolique, converge vers la solution entropique du systéme hyperbolique correspondant.

En prenant le cas de la diffusion petite comme motivation, nous avons étudié le com-
portement de la solution de (64), en dimension 1, lorsque 6 — 0 en choisissant les deux
formes de E, (66) ou (65), et on obtient ce résultat (Voir [60])

Théoréme 0.2.13. Soit N = 1. Supposons que ug est une fonction positive dans
Wh2(~1,1) et BE(u) = (1 — u)(u — a) pour un certain a € (0,1) ou E(u) = 1 — u.
Pour § > 0, soit us la solution globale et positive de (64) donnée par le Théoréme 0.2.10.
Alors, pour tout T > 0

;in% ||us(t) — u(t)||c =0 pour tout t € (0,T),
—

ot u e C([0,T); L*(—=1,1)) NL>® ((0,T); WH2(—1,1)) est l'unique solution forte du sys-

teme parabolique correspondant suivant
Ou=—0; (up)+rukEw), ze(=1,1),t>0,

—e Pp+o=FE(u) dpu, e (-1,1),t>0

avec des condition initiales et des conditions auzx bords suivantes

@(t,£1) =0, pour tout t > 0, et u(0,z) = up(z), v € (—1,1).
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La preuve de ce Théoréme conduit & démontrer que la solution (us, ¢s5) de (64) converge

vers la solution du probléme de transport non local suivant

ru = —0;(up)+ruBE), ze(-1,1),t>0,

— o+ = 0,E(u), ze(—1,1),t>0, (75)
o(t,+1) = 0, t>0,

u(0, x) = wup(x), z e (—1,1),

lorsque le ccefficient de la diffusion § s’approche de zéro. Cela conduit, & démontrer

Pexistence et 'unicité de solution forte de (75).

0.2.3.3 Idées de la preuve, [Chapitres 3, 4, 5].

- Existence locale de la solution de (64) : Preuve du Théoréme 0.2.9

Pour T € (0,1), la preuve du Théoréme 0.2.9 repose sur l'utilisation du Théoréme du

point fixe de Banach appliqué sur la réprésentation de Duhamel de la solution

Au(t,z) = (et © 2 ug)(z) + /0 t =) OX V. (uw)+ruE)(s,z)ds, (76)

dans I’espace métrique complet

Xg(T) := {u e C ([0, T WHP(Q)), sup |u(®)|lwrr < R},
t€[0,T

pour un p > N et R > 0 fixés. Cet espace est complet pour la distance dx

dx(w,0) = sup_[[u(t) — o)l lwrss (0,0) € Xp(T) x Xp(T).
te[0,7

La premiére partie de la preuve consiste & démontrer que A est une application
de Xg(T) dans lui-méme. Ensuite nous prouvons que A induit une stricte contrac-
tion pour T suffisemment petit. Et par conséquent, A admet un seul point fixe wu.
D’autre coté, comme u € C ([0, T], lep(Q)) pour p > N, cela garantit que VE(u) €
C ([0, T], LP(2)). Cette derniére inclusion avec la régularité de w, nous permettent de
déduire que w € C ([O,T], Wzvp(Q)). En Combinant ces properiétés avec le fait que
WLP(Q) est une algébre, nous obtenons ensuite que V- (u w,,) et u E(u) appartiennent
a C([0,T7,LP(Q2)). Les properiétés classiques de la régularité de I’équation de la cha-
leur garantissent que u € C ((0, T], Wp (Q)) et par conséquent u est la solution forte
de (64).

- Existence globale de (64), cas bistable : Preuve du Théoréme 0.2.10.
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1. Cas de la dimension 1

Dans ce cas (64) s’écrit sous la forme

Oru = 002u—0;(up)+ru(u—a)(l—u), v€(-1,1),t>0
0o+ = (2u+(a+1)) duu, ze€(-1,1),t>0
dpu(t,£1) = o(t,£1) =0, t>0,
u(0, x) = wup(x), x € (—1,1),

(77)

avec ug € WH2, L’idée de la preuve repose sur la recherche d’une estimation
L®(Wh2) sur u qui induit la non-explosion de la solution en temps fini. Pour
cela, notre point de départ consiste a chercher une estimation L°°(L?) sur u,
pour cela nous multiplions la premiére équation dans (77) par u, et nous multi-
plions la seconde équation par ¢ dans le but d’annuler les termes cubiques dans
les deux équations. La somme de ces deux équation nous donne une estimation
de u dans L*(L?), une estimation de d,u dans L?(L?), et une estimation de ¢
dans L? (W1’2). Ces estimations a priori, ne sont pas suffisantes pour avoir direc-
tement une estimation L>°(L?) sur d,u. Pour cela, nous appliquons ces premiéres
estimations sur u et J,u dans la deuxiéme équation de (77), pour utiliser la ré-
gularité elliptique de la solution, et déduire une estimation L'(L°) sur d,¢. Une
fois, que ’on a cette nouvelle estimation, on peut déduire de la premiére équation

une estimation L sur u, et ensuite une borne L*(L?) sur d,u.

2. Cas de la dimension 2
Dans le cas de dimension 2, il faut ajouter la condition supplémentaire (63) aux

bords sur w, le systéme s’écrit alors

O = dAu—-V-(uw)+ru(l—u) (u—a), z€Qt>0
—cAw+tw = [-2u+(a+1)] Vu, x€Qt>0
Onpu =10 , wW-n=0pwxn=0>0, x e INt>0
u(0, x) = up(x), x € Q.

(78)

ot  C R? un ouvert borné.

La condition initiale ug € W4 pour un certain ¢ > 2. Alors, pour que la solution
existe globalement en temps, nous montrons que u est bornée dans L™ (W149),
Pour cela, nous entamons la preuve, comme en dimension 1, par des estimations
L>(L?) sur u, L?(L?) sur Vu. Ces estimations sont obtenus aprés annulation des
termes de couplages entre les deux équations, qui donnent aussi une estimation
L?(L?) sur w et une estimation L?(L?) sur V-w. Dans le but de démontrer que u
et Vu sont bornés dans L>°(L9), nous avons besoin d’améliorer ces estimations sur
u. En effet, Vestimation L?(L?) sur V-w et I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg sont

suffisantes pour avoir directement une estimation L (LP) sur u, et une estimation
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L?(L?) sur Vug, pour tout p > 1, sans passer par la régularité de la deuxiéme
équation de (78), et sans utiliser la norme L*°(L?) sur u, comme on a fait dans
le cas de la dimension 1. Grace & ces deux derniéres estimations, on obtient une
estimation L>(L?) sur Vu. Ensuite, cette derniére estimation avec la régularité
elliptique, nous permettent d’obtenir une borne L* sur u, qui par conséquent
nous induit une estimation L*°(L?) sur Vu, en utilisant la forme intégrale de la

solution et en appliquant le lemme de Gronwal singulier.

- Existence globale de (64), cas monostable : Preuve du Théoréme 0.2.10.

1. Cas de la dimension 1

Dans ce cas (64) s’écrit sous la forme

O = 6P u—0;(up)+ru(l—u) xe(-1,1),t>0
32 o+ = — Ouu, ze(—=1,1), t>0
dpu(t,£1) = p(t,£1) = 0 t>0,
u(0, x) = ug(x) xz e (—1,1),

(79)

avec ug € W12, Afin d’aboutir a I'existence globale en temps de la solution, il est
alors nécessaire de trouver une estimation L (W12) sur w.

Contrairement au cas bistable, il n’est pas possible de commencer la preuve de
I'existence globale par une estimation L>°(L?) sur u. Néanmoins, il y a toujours
une compensation entre les deux équations, mais cette fois pour obtenir une es-
timation L>(Llog L) sur u et une estimation L?(L?) sur d,+/u. Pour cela, on
multiplie la premiére équation dans (79) par (logu + 1) et la deuxiéme équation
par ¢, pour annuler les termes cubiques de deux équation. La somme de ces deux

équations nous donne aussi une estimation L (WLQ) sur .

Ensuite, on continue la preuve, en cherchant une estimation L (L?) sur u et une
estimation L?(L?) sur d,u, pour raisonner comme dans le cas bistable. Pour cela,
on remarque que, I'estimation L?(L?) sur d,¢, l'inégalité de Gagliardo Nirenberg
et la premiére équation dans (79) nous permet d’obtenir ces estimations. Ensuite,
grace & l'estimation L*°(L?) sur u, nous pouvons raisonner comme dans le cas
bistable en dimension 1, et utiliser ensuite 1’équation elliptique vérifiée par ¢,
pour obtenir une estimation L sur u, qui induit avec la premiére équation une

estimation L>°(L?) sur d,u.

. Cas de la dimension 2

Dans ce cas, on ajoute la condition (63) aux bords, pour que le probléme elliptique
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vérifié par w, soit bien posé. Et dans ce cas (64) s’écrit sous la forme :

O = dAu—-V-(uw)+ru(l-—u), z€Q,t>0

-t Aw+w = — Vu, zet>0 (80)
Onpu =10 , w'n=0wxmn=0, xedt>0

u(0, x) = wup(x), x € Q,

avec ug € WH4 pour certain ¢ > 2.

On commence la preuve de ’existence globale de la solution par une estimation
L>(Llog L) sur u, une estimation L?(L?) sur Vy/u, une estimation L?(L?) sur
w et une estimation L?(L?) sur V-w. Ces estimations venant de la compensation

des termes cubiques de deux équations.

Comme la preuve de l'existence globale en dimension 2 dans le cas bistable se
base sur le fait que V - w est borné dans L?(L?) sans utiliser la norme L>(L?)
de wu, alors la preuve de l'existence de la solution en dimension 2 dans le cas

monostable suit les méme lignes de la preuve du cas bistable en dimension 2.

— Comportement asymptotique de la solution : Preuve du Théoréme 0.2.11
L’idée de la preuve consiste tout d’abord & montrer que 'ensemble {u(t) : ¢ > 0} est
borné dans W'2(—1, 1) uniformement en temps. Pour cela, on a besoin du méme type
d’estimations a priori que dans la preuve de ’existence, mais cette fois, ces estimations
doivent étre indépendentes du temps. Pour cela, nous introduisons la fonctionnelle de

Liapunov suivante

1
L(u):/ (u logu —u+1) dz > 0.
-1

Cette fonctionelle est décroissante, et bornée indépendemment de temps. Cette dé-
croissance, donne naissance & des estimations a priori uniformes en temps. Grace a ces
estimations, nous montrons que 'ensemble {u(t) : ¢t > 0} est borné dans Wh2(—1,1)
uniformement en temps. Comme l'injection de W'2(—1,1) dans L?(—1,1) est com-
pacte, alors a sous-suite prés, il existe une suite positive (¢,), telle que ¢, — oo, et
z € L?(—1,1) et que

z= lim u(t,) dans L?*(—1,1) et p.p dans (—1,1).

n—o0

Pour identifier la limite z, nous appliquons la méthode utilisée dans [45], et nous

utilisons la dissipation de la fonctionnelle de Liapunov, pour montrer que

1
/1 (7 11U 108U U = Dl + 10:v/Tall3 + 1013 + 2 10,4l ) ds — 0

lorsque n — oo, et O,z = 0.
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Alors, si r = 0, la conservation de la norme L' de u donne z =< ug >. Et alors
< up > est 'unique point d’accumulation de {u(t), t > 0}. Comme {u(t), t > 0} est
relativement compacte dans L?(—1,1), nous déduisons que u(t) converge vers < ug >
dans L?(—1,1) lorsque t —> oo. En revanche, si 7 > 0, la dissipation de la fonctionnelle
de Liapunov nous donne z log z (z—1) = 0, et parsuite z = 0 ou z = 1. Par conséquent,
0 et 1 sont les deux seuls points d’accumulations de {u(t), t > 0} lorsque t — oc.
Comme I’ensemble w-limit de u est un sous ensemble compact et connexe de L?(—1,1),
voir [19, Theorem 9.1.8] par exemple, nous déduisons que u(t) converge soit vers 0 soit
vers 1 dans L?(—1,1) lorsque t — oc.
— Etude de la solution lorsque ¢ — 0 : Preuve du Théoréme 0.2.12

Soit T' > 0, dans cette partie nous donnons une idée sur la preuve du comportement

de la solution u., donnée par le Théoréme 0.2.11, du systéme suivant

Oyue = 6 0% uc — Op(ue 0e) +7us (1—u:) dans (0,7) x (—1,1),
ue (0, x) = wuo(z) dans (—1,1),
Opue(t,£1) = 0 sur (0,7),
(81)
ol . est I'unique solution de
—e Ogppe +pe = —Opue in (0,T) x (~1,1),
{ e (t, +1) =0 on (0,7).

lorsque € — 0.
Cette preuve repose sur des estimations a priori uniformes par rapport & £. Nous
démontrons que la suite des solutions est compacte et nous passons & la limite. Cette
technique peut se résoudre a I’aide du Lemme de compacité de Simon [71].

— Etude de la solution lorsque § — 0 : Preuves du Théoréme 0.2.13

Pour T' > 0, nous étudions dans cette partie la limite § — 0 du systéme suivant

Oyus = 0 Ozus — Ou(us ws) + 1 us E(us), p.p. dans [0,T) x (~1,1)
ugs (0, x) = wuo(z), p.p. dans (—1,1)
Opus(t,£1) = 0, p.p. dans [0,7),

(82)

ot pour tout t € [0,T), ps(t) est I'unique solution dans W22(—1,1) de

—e02ps(t) + ps(t) = 0,E(us(t)) p.p. dans (—1,1)
ps(t, +1) =0

ou E prend les deux valeurs particuliéres (65) ou (66). Nous démontrons que la suite

(us, ps) converge, lorsque 6 — 0, vers la solution unique du probléme de transport
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non-local suivant

dyu = =0 (ug)+ruBu), xze(=1,1)te(0,T),

—c Bp+e = 0EB(u), z€(-1,1),t€(0,7), (83)
p(t,£1) = 0, te(0,7),

(0, z) = (), z € (=1,1).

la démonstration comporte deux étapes, 'unicité de la solution de (83), et la compacité
de (us). Nous montrons d’abord que, pour une valeur initiale ug € W1h2(—1,1) et

E € C?(R), le systéme (83) admet au plus une solution telle que
ue L ((0,7),Wht(=1,1)), et ¢ € L>®((0,T);WhH>®(-1,1)).

Soient uy et uy deux solutions différentes de (83) ayant la méme valeur initiale. Fixons

T > 0, puis définissons
(u, ) = (u1 — ug, p1 — w2), dans [0,T] x (—=1,1).

Nous multiplions I’équation satisfaite par u par sign(u), nous l'intégrons sur (—1,1) et

utilisons les injections de Sobolev pour trouver
d
qllull < € 110z¢ll + C lellec + C lulls. (84)

On voit bien que I'estimation de la norme L' de u dépend de la norme ||0,¢||1, pour
cela nous exprimons ce dernier en fonction de ||u||; en intégrant ’équation vérifiée par
¢ entre (x,y) puis entre (—1,1).

Ensuite, pour majorer la norme ||p||c0, nous utilisons une téchnique de dualité pour
obtenir une estimation de ||¢||2 en fonction de ||u||1, puis on utilise une inégalité d’in-

terpolation pour obtenir ’estimation de ||¢||o souhaitée.

Nous passons maintenant a ’étude de la limite § — 0 de la solution us de (82) pour les
deux valeurs particuliéres de E. Autrement dit, nous vérifions 'existence des solutions

du probléme (83) pour les deux valeurs de E.

1. Cas bistable
Cette preuve consiste & trouver des estimations uniformes par rapport a § sur ug
et s, ensuite demontrer que la suite (ug)s est compacte, et passer a la limite.

Cette technique utilise le lemme de compacité de Simon [71].

Nous commencons la preuve par des estimations L>(L?) sur us et L?(W1?) sur
s venant de la compensation des deux termes de couplage de deux équations.

Notons que ces estimations sont uniformes par rapport a é.
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Pour appliquer le lemme de compacité de Simon, nous avons besoin d’une estima-
tion uniforme par rapport & § sur la dérivée de ug, et plus particuliérement, besoin
d’une estimation toujours uniforme par rappport a ¢ sur la norme L*° (WM) de
ug. Cette estimation n’est pas simple & obtenir directement & partir de ces pre-
miéres estimations. En revanche, en dérivant la premiére équation dans (82) nous
obtenons une estimation L>°(L') sur d,us. Cette nouvelle estimation avec la
conservation de la norme L! de us nous donnent une estimation L (W1H1) sur
ug. Ensuite, cette derniére avec la régularité elliptique et les injections de Sobo-
lev nous donnent des estimations uniformes par rapport a J, en particulier une
estimation L sur ug et une estimation L™ sur 0,ps. Ensuite, ces deux derniéres
estimations nous donnent une estimation uniforme par rapport & ¢ de la norme
L>(L?) de O,us. On termine nos estimations par une estimation sur la dérivée
en temps de us dans un espace de Sobolev négatif, pour appliquer le lemme de
compacité de Simon.

Par suite, (ug)s est bornée dans L™ ((O,T);WLQ(—I,I)) et (Opug)s est bornée
dans L> ((0,T); (W'?)/(=1,1)) . Par conséquent, et a sous-suite pres, la suite
ugs; converge lorsque d; — 0 vers u dans C([0,T] x [-1,1]), et ps, converge
faiblement vers ¢ dans L? ((0,T) x (—1,1)). Ensuite, en passant a la limite § — 0
dans la formulation faible de (82), nous obtenons facilement que (u, ¢) n’est autre

que la solution forte du probléme de transport correspondant.

. Cas monostable

Pour étudier la convergence 6 — 0, de la solution de (82) dans le cas monostable,
on cherche aussi des estimations uniformes par rapport a § sur ugs et @s. Les pre-
miéres estimations venant de la compensation des termes cubiques dans les deux
équations sont telles que, une estimation L (L log L) sur ug, et une estimation
L?(W'2) sur ¢s. Remarquons que, dans ce cas aussi, il n’est pas évident de trou-
ver a partir de ces estimations a priori une estimation sur la dérivé de ugs. Par
contre, on peut extraire de I’équation elliptique vérifiée par s une majoration de
Oz(ps, pour obtenir une estimation L (W), uniforme par rapport a &, sur ugs, et
proceder ensuite, par anologie au cas précédant, pour avoir la bonne estimation

sur ugs, en tenant compte les petites différences dans la preuve technique.

0.2.4 Perspectives

Les problémes ouverts concernant ’analyse du systéme de Keller-Segel sont nombreux.

2(N-1)

Citons par exemple, pour le systéme (45), le cas ot m = m, = =, dans un ouvert

borneé, est de savoir si M, = M,. Bien que dans I’espace tout entier RY et d’apres [14]
on a M. = M,.
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Une autre question posée ici, est de savoir la forme explicite de la constante de l'inéga-
lité de Caldéron-Zygmund, pour le probléme elliptique dans un ouvert borné, avec des
conditions de Neumann aux bords, pour résoudre le probléme d’unicité de la solution

sans aucune condition supplémentaire.

Pour le systéme de regroupement des individus étudié dans cette these, dit modéle de
Grindrod, les méthodes utilisées en dimension 1 et 2 ne s’appliquent pas dans le cas de la
dimension 3. Plus précisement, les estimations trouvées a priori ne sont pas suffisantes,
en dimension 3, pour trouver la bonne estimation sur la solution pour garantir l’existence
globale en temps de la solution. Cette difficulté persiste dans le cas des solutions radiales.
Ceci, nous laisse poser la question sur le comportement de la solution en dimension 3.
A-t-on existence globale, ou bien la solution explose en temps fini.

Toujours dans le probléme de Grindrod, I’étude du comportement asymptotique, lorsque
t — 00, de la solution dans le cas bistable est un probléme ouvert, tant qu’on ne connait
pas la fonctionnelle de Liapunov dans ce cas.

Enfin, Grindrod dans son article [37] montre, d’aprés des manipulations numériques,
que les solutions ressemblent & des ondes progressives lorsque ¢ est grand. Donc, il est

intéressant de chercher des solutions de ce probléme sous forme des ondes progressives.
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Abstract. This paper is devoted to the diffusion limit of the Fokker-Planck equation
of plasma physics, in which the equilibrium function decays towards zero at infinity like
a negative power function. We prove that for an appropriate time scale, in a suitable

weighted Sobolev space, the small mean free path limit gives rise to a diffusion equation.

1.1 Introduction

We consider a collisonal kinetic equation given by

(1.1)

Of+v-Vof = Q(f) in [0,00) x R? x R?
f(0,z,v) = fo(z,v) inR? xR

Such a problem naturally arises when modeling the behaviour of a cloud of particles.
The unknown f(¢,z,v) > 0 can be interpreted as the density of particles occupying at
time t > 0, the position x € R? with a physical state described by the variable v € R

This variable v represents the velocity of the particles.

We focus in this paper on the Fokker-Planck equation when the collisional operator @)

has a diffusive form :

QU =V (2 Vo (f ) (1.2

and where the equilibria are characterised by the choice of w (Indeed, this operator has
one dimensional kernel spanned by the function %) In this equation, the scattering in
velocity is modeled by a diffusion phenomenon coming from a deterministic formulation

of a Brownian motion.

1. This work is dedicated to the memory of Naoufel Ben Abdallah, who proposed this subject to E.
N. during her Master degree.
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Another classical example of collision operator is given by the linear (semiconductor)

Boltzmann equation where @ is given by an integral operator
Q(f) =/ o(v,v') [f(v) F(v) = f(v) F()] &', with o(v,0') = o(v',0),  (1.3)
R4

where o is the scattering function and o(v,v") F(v) models the probability of a particle

to pass from a velocity v’ before the collision to velocity v after the collision.

For both problems, when the scattering phenomena is much stronger than the advection
phenomena, it is possible to approximate the solution of (1.1) by a density depending
only on the time and space variable multipied by a velocity profile given by the ther-
modynamical equilibrium. For example, when the equilibria are given by Maxwellian (or
Gaussian) distribution functions, the density is proved to satisfy a diffusion equation.
This process is known as the diffusion approximation and has been investigated for a
long time, starting with A. Bensoussan, J.L. Lions and G. Papanicolaou [4] and E.W.
Larsen and J.B. Keller [9] and it has been the topic of many papers since then (see
in particular C. Bardos, R. Santos and R. Sentis [1]| and P. Degond, T. Goudon and
F. Poupaud [8] and references therein). In recent works (see A. Mellet, S. Mischler, C.
Mouhot and A. Mellet, N. Ben Abdallah, A. Mellet, and the second author [2, 3, 11, 12])
similar asymptotic analysis are performed when the equilibrium function is not a Max-
wellian distribution, but rather a heavy tail function in the case of the linear Boltzmann
problem. Depending on the power of the tail, the diffusion coefficient involved in the
equation satisfied by the density is well defined or not. When it is not well defined, we
talk about anomalous diffusion and after an ad hoc rescaling, the density satisfies a non
local equation such as a fractional diffusion equation. In the present paper, we consider
equilibria corresponding to w = (1 + |]v|]2)§ for 5 > d, then we start with the obtention
of a classical diffusion equation in the case where the diffusion coefficient is well defined.
The main difference with Boltzmann is the functional setting, and this difficulty is the

reason why the case of anomalous diffusion is still not clear.
Mathematically speaking, we introduce a small parameter ¢ < 1 which describes the
mean free path of the particles, then we consider the following rescaling

¥’ =cxand t' =0(e) t, with () — 0.

Typically, it means that we assume that the mean free path is very small and the time

scale is very large. Then, we rescale the distribution function

fe(t 2’ v) = f(t,z,v).
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The function f¢ is now solution of (we skipped the primes)

0(c) Ouf* +ewv -Vaofs = Qf),
fa(O,m,v) = fo(l’,v).

The goal is then to study the behaviour of the solution as ¢ — 0.

The usual diffusion limit correspond to #(g) = £2. It may be formally studied using the
so-called Hilbert expansion method (see [6, 7]), which is based on a formal expansion of

the solution in the form
f5:f0+€f1+82 f2~

Inserting this expansion in (1.4) and identifying the term of same order in ¢ yields to a

diffusion equation verified by p(t,z) = [ f° dv, see Section 3.

To make the formal proof rigorous, we thus propose a different method, the moment
method classically used to obtain weak convergence in the study of limits of kinetic
equations under weaker assumptions on the initial data. This method relies on the intro-
duction of an appropriate auxiliary problem and a weak formulation of (1.4), (1.2). More
precisely, the corner stone of the proof is to multiply equation (1.4) by a test function

¢(t,x) F(v)+e (t,x,v), where the correction 9 is the solution of the auxiliary equation

Q) = —F(v) v- Va9,

where ¢ is a smooth test function. Note the presence of F'(v) due to the fact that we use
weighted Sobolev spaces with a duality product involving the factor ﬁ Thanks to the
moment method, we prove that for #(¢) = 2, the function f¢(t,z,v) converges weakly,
when € goes to zero, to a function of the form p F'(v) where the density p(t, z) solves the
diffusion equation :

atp — Vg (D v:cp) =0. (15)

This convergence is proved under some assumptions on F' that guarantee that the dif-

fusion tensor D, which depends on F, is finite, namely 8 > d+4, see Theorem 1.2.2 below.

The case 8 = d + 4, is critical in the sense that even though the diffusion coefficient is
unfinite, the asymptotic behavior may still be described by a standard diffusion equa-
tion under the appropriate time scale 6(e) = €2 |In¢|, and when 8 < d + 4 a fractional
diffusion may arise in the asymptotic limit, but the last two cases are not adressed in

this paper.
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From now on, we assume that

QU) =V (L Vo (f))

where w = (1 + Hsz)g and 8 > d and we denote K > 0 the constant renormalizing the

equilibrium ; i.e. satisfying [pq & dv = 1.

1.2 Main result

We start with an existence result. For that purpose, let us define the functional spaces
VE (R??) = LP (R, Hy(RY)), where

Hy(RY) = {f ‘RY — R,/ IfIP wP™t dv < oo} : (1.6)
Rd

where w = (1 + ||v|[2)% and

V:{f:Rd—HR,/ \f|2wdv<ooand/ de<oo}7 (1.7)
Rd R4

V' being its dual. Thanks to Lion’s theorem [10] we obtain the following theorem

Theorem 1.2.1. Assume that foy € Y.2(R?), the system (1.1) has a unique solution f in
the class of functions Y defined by :

Y:{feL2 ([O,T] de,v), Ouf +v-Vof € L2 ([O,T] de,v')}.

As we said, passing from the microscopic to the macroscopic scales relies on a rescaling
of (1.1) involving the small parameter ¢ < 1. The study of the behaviour of the solution

as € — 0 is the object of our main result :

Theorem 1.2.2. Assume that fo is a nonnegative function in Y2 NYY with p > 2 and
B> d+4. Let f€ be the solution of (1.4) in'Y with initial data fo, when 0(g) = £2.
Then, f¢ converges weakly star in L ([0,T], YE(R??)) towards p(t,z) % where p(t, x)

1s the unique solution of the system

j=-D Vaup, (1.9)
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where the initial datum is given by po(z) = fRd fo dv, and the diffusion tensor D is
given by

D= v® ) dv, (1.10)
Rd

where x 1is the unique solution of the cell equation Q(x) = # with fRd x dv = 0.

Remark 1.2.3. 1. We can remark that the diffusion tensor D in (1.10) has the same

form of Boltzmann coefficient,

D= [ wv®xdy, Q) =-vF(v),
Rd

but here, x can be substituted by its explicit form (1.30).
2. The most difficult point in this problem is the introduction of weighted functional

spaces in the proof of the convergence result. Indeed, it involves duality products
that degenerate in the critical case where f = d + 4 which leads to an additional

difficulty in the study of the anomalous diffusion.

The paper is organized as follows : in Section 3 we derive formally the diffusion equation
satisfied by the limiting density using Hilbert expansion. Then, in section 4, we prove
existence and uniqueness for equations (1.1). Section 5 is devoted to the study of the
auxiliary problem leading to x and of the diffusion coefficient D. The final step is the

obtention of the convergence via moment method and is performed in Section 6.

1.3 Formal asymptotics

In this section we give a formal heuristic of Theorem 1.2.2. Recall that we investigate the
asymptotic behaviour as £ goes to zero of the solution of equation (1.4), when 8 > d+4
and 0(g) = &2.

The formal limit € — 0 can be seen following two points of view.

We can perform the Hilbert expansion (see e.g [6] for the general theory or |7] for an

application in the context of Fokker-Planck equations)
fa — f0+5f1 +52f2;

with f* being independent of . Inserting it into (1.4) and identifying terms having the
same power of &, we obtain the following set of cell equations, in which the z variable is
a parameter :

Q(f%) =0, (1.11)
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QfY) =v-Vaf° (1.12)
QUf) =0 f'+v Vafh (1.13)
Equation (1.11) means that fO lies in the Kernel of ), and by Proposition 1.4.1
o_ pltz) K
BRI
where p(t, ) is a function still to be determined.

Since fy is even with respect to v, the Fredholm alternative says that equation (1.12)

leads to
1 —vK

(1+[Jo]|2)2

In order to determine p, we integrate (1.13) with respect to v € RY and use that

Jra Q(f) dv =0.

We get

fl'=—x-V.p where x =Q (1.14)

8tp+Vx-(/ vfidv) =0
Rd

that is system (1.8), (1.9).
We can also define the density p®(¢, ) and the current j°(¢,x) by
(> € £ 1 €
p(t,x) = fedv, j°(t,x)=— v f€ dv. (1.15)
Rd g Jrd
By integrating equation (1.4), we find
Op® + V-3 =0. (1.16)

Note that this equation is valid for all values of €. Then we write the formal expansion

fe=fotefi

Integrating it with respect to v, letting ¢ — 0, we formally have p® — p since f]Rd Lﬁ dv =
(1+[[v]1?) 2
1. Moreover, we have
1
jS o= = v dv + o dv+ O(e) (1.17)
€ JRrd Rd

= o+/ flv dv+O(e),
Rd
because f¥ is even in v. Therefore j¢ has a limit when € — 0, and this limit is given by

j(t,z) = ftodv :/ —v X - Vgp dv. (1.18)
R4 R4
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To make this proof rigorous, we need to justify all the formal convergence. What we
are going to do is using the moment method which consists in integrating the equation

against suitable test functions.

Now, we prove the existence result Theorem 2.3.1 for the Fokker-Planck equation (1.1),
(1.2).

1.4 Functional setting and existence result

1.4.1 Properties of the collision operator and adapted functional set-
ting

The following proposition gives some properties of the collision operator Q.
Proposition 1.4.1. Let f and g be smooth functions in 'V defined in (5). The following
assertions hold true :

1. The operator Q is conservative, thus equation (1.4) preserves the total mass of the

distribution
Q(f) dv=0, forall feV.
Rd

2. The operator Q is self-adjoint with respect to the measure w dv :

Vu(f w) - Viy(g w)

Rd w

Q(f) gwdv=— dv = f Qg9) w dv, (1.19)
R4 Rd

3. The operator Q) is dissipative :

Vo (f W)P

dv < 0. (1.20)
w

[ o fwd=— [

4. The kernel of Q is one-dimensional and spanned by %

5. The operator Q is continuous from V. — V',

Démonstration. In this proof we show 4 and 5.

1. It is clear that % C Ker(Q).
For f € V such that Q(f) = 0 then for any ¢ € D(R?) we have :

<Vt (W), 0 >= 0,

therefore
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Since D(R?) is dense in V, then [p, W dv = 0 and there exists a constant
p € R such that f = £ and we obtain Ker Q C %

2. Using Cauchy Schwarz inequality we obtain that for a test function ¢ € D(R?) and

fev,
<Q(f), 0> < / Vv(fw>-vv(¢w)'d
R4
< HW ‘()
w2 2 w?2 2
< |fllv lIgllv-
Therefore
IR = sup\<6f|<¢{|>|»¢>>|
peV %
< |lfllv

hence the continuity holds.

O

Proposition 1.4.1 shows that the natural L? norm associated with this operator has a
weight w and that the H! semi norm is given by the right-hand side of (1.20). This mo-
tivates the introduction of the following functional spaces, endowed with their naturally

associated norms :

:{f:Rd—ﬂR;/ |f|2wdv<oo}, (1.21)
Rd
:{f:]Rd—HR;/ ]f|2wdv<ooand/ de<oo}, (1.22)
R4 R4
:{f:]Rd—HR;/ yf\pwpldv<oo}, (1.23)
R4
= {fGHp,/ o(f w)|P w Pt dv<oo} (1.24)

X =L*([0,T] xR}, V); YR(R*) = LP(R, Hy); Xp = L*([0,T] x R7, V3).  (1.25)

Now, we are in a position to define the dual space of Y} (R??).

Lemma 1.4.2. Forp € [1,00[, define p’ by %—1—}% = 1. Then Ygl (R2?) is the dual espace
of YT (R?).
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Démonstration. Let us consider that f € YZ(R?d) and g € Y2 (R>), then Holder in-
equality gives that :

p=1 —(p=1)
fgwdvudzx| < / <\f|wp) (\g\w P w) dv dz,
R2d R2d
p=1 p=1
< / (\f|w1’) <|g|w V)dvdx
R2d
1 1
1 p / 1 p’
< (/ | fIP w? dvdm) (/ lg|” wP dvdw)
R2d R2d
= 1 fllvz llglly
which gives the result. O

1.4.2 Existence and uniqueness

In this section we prove the theorem establishing the existence and uniqueness of a

solution to (1.1). The proof relies to Lions theorem see [10], [5].

Proof of Theorem 2.3.1. : For any A > 0, the change of known :

iz, v, t) = e*)‘tf(t, x,v)

leads to the equation :

(1.26)

Oifa+0.Vafr+ A = Vy - (2 Vo(frw))
f)\(o,l',U) - f()(.’E,’U).

We will prove existence and uniqueness for fy.
Let

T
X =I? <[O,T] X Rd,V) , and ||¢||% = / / / lo(t, z,v)|* w dvdxdt.
0o Jrd JRrd

and S be the space |0, T[xR? x R%) of infinitely differentiable functions, with compact
support in 0, T[xR? x R?, provided with Hilbertian norm :

1
lelE=llslB +5 [, [ wlo.z,0) duds, Vo s.
Rd JRd
The bilinear form F, and the linear form L, are defined by :

T )
E(fmp)z/o /Rd/Rd [fw (—ai;—wvmcp%—)\go)%—% Volp w)-V(fy w) | dvdzdt
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L(yp) = /Rd N fo(z,v) ©(0,z,v) w dvdz.

The bilinear form FE is coercive since

T
1
E(p,p) = / /!/ Pwkﬁw—thw+Mﬂ+dew-vww)dwﬂ%
0 R4 JRE w

T
1
= )\/ / / w |pl? dvdwdt—i—/ / w (0, z,v)|[2dvdx
0 JRJRI 2 Jra Jra
T 2
[
0 Rd JRA w

. 1
min(3 1) el + 5 [, [ @ 19(0.2,0)? doda

> min(A, 1) [|¢l[% (1.27)

Vv

Then Lions’s theorem applies and the variational equation E(fy,¢) = L(yp) admits a
solution fy in X. Then f) satisfies (1.1) in the sense of distributions, and in particular,

we deduce that :

0 1

% +v- vzf)\ =Vy- (wvv(fw)) —A f/\ € L2 ([OaT] X Rgavl)

so that f) and then f belong to Y.

In order to give a meaning to the initial condition, and to show uniqueness, we have
to prove a trace theorem, and a Green formula for the functions of Y. Consequently,
we admit the following lemma whose proof is a straightforward adaptation of [5] in the

weighted Sobolev spaces. And for this reason, the proof is omitted.
Lemma 1.4.3. (i) If f € Y, f admits (continuous) trace value f(0,x,v) in Y,2(R??).
(ii) For f1 and fo in'Y, we have :

0 0
< %-HJ'VJLJE >y < g“"v'vxf%fl >xx=

_//ﬁ@@mﬁ@%mwmm. (1.28)

So, using the equation (1.26) and the Green formula (1.28), we deduce that the solution
f satisfies :

/ / [f(0,z,v) — fo(z,v)] ¢(0,z,v) w dvdz =0, Ve e S.
R JRA

Consequently, the initial condition is satisfied in Y;2(R??).
Now, for uniqueness, we suppose that f; and fy are two differents solutions of (1.26).
Then we get that f = f1 — fo is a solution of (1.26) with fy = 0, which belongs to Y.
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Applying (1.28) we obtain :

0
0 = <l+v vxf7f>XX_<v ( (fw))af>X’X+)‘<faf>X’X

/ / |f|? w dvdadt.
R2d

Which proves that f is equal to zero almost everywhere. O

v

1.5 Preliminary computations

1.5.1 Study of auxiliary equation

We first compute the solution of auxiliary problem satisfying by x solution of

Q(x) = —v F(v).
Then we give some properties of .

Lemma 1.5.1. The unique solution of the cell equation

Q(x) =V, <i} Vau(x w)> = —% Wlth/RdX dv =0, (1.29)

1S given by :
B v|?+3 Kw
C38-2(d+2) w

(1.30)

Démonstration. First, since F'(v) is even with respect to v, the Fredholm alternative

implies that there exists a solution to (1.29) which is unique as soon as we impose the

constraint / X dv = 0. In order to compute the solution of (1.29), we use the following
Rd

ansatz )
vll?)
w

X:

where ¢ is a function to determine.

Let us consider r = ||v||?, a simple computation gives
d (1 d 8 dp(r 2007 dp(r v dPo(r
d<d(<P(7“)’Uz‘)> = 5 2v; fl()—ﬂ 5 fl()+ . 80(2)
vj \w dvj (1+7)2 r (1+r)2ztt dr (142 dv;
dij d ;
4 J g W(T) ) Uj o (5” B UJ 90(7/;)
(]. —|—T)§ dr (1 _|_T)§+1
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Let us consider ¢(r) = ar + b, then insert it in the last equality we get by identification

-1 d b -3
= an = .
—36+2(d+2) —384+2(d+2)
We finally obtain
B ||v||2 +3 Kwvo
T 38-2(d+2) w
O
In the following lemma we study some properties of x.
Lemma 1.5.2. Recall that H, is defined by :
Hq:{f:Rd%R;/Rd]f‘q Wit dv < oo}
1. Forq< % we have x € Hy.
2. For g < % we have v-x € Hy.
Démonstration. 1. Let us rewrite
[hrarian < PP+ Kl ' s g
x|? w v < v .
Rd rd \ 30 —2(d+2) (1—|—||v||2)§
We write = ||v|[, and dv = 79~ drdo, where do is the measure of the unit sphere

S%=1 in RY. Then we get

q
3 Kr B (g=1)
701 d </ / e L4r2) 7 pldrd
/RdX’ v vo= gd—1 38 —2(d+2) (1—1—7“2)% (+T) " e

00 d1+q
< C/ 3+T) ar.
(1+712)%

then for ¢ < % we have x € H,.

2. In the same way, for r = ||v|| we have

q
- [[v]]” +3 K |v[]? PNCACES
vxlf Wit de < / 1+ |v 2 do,
/Rd | a\38—-2(d+2) (1+HUH2)§ ( I10[1%)

3 +7" q r2a+d—1
< C/ dr,
(1+ 7‘2)

then for ¢ < %, we get that v-x € Hy.

O
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1.5.2 Study of diffusion coefficient D

As a consequence of Lemma 1.5.1 we can define the tensor D by

v|?+3 K
D= _ LTS B gy, 1.31
IOy T (131)

Proposition 1.5.3. The tensor D is symmetric and positive definite .

Démonstration. Let X € R? and Y € R?, we have < DX,Y >= Z” D;; X; Y; with

K v; dv dv 1
Dij:/ : XJWKZ/ Q(xi) Xjw e =% <QWXi),Xj >H
R4 Rd

w K

Since @ is selfadjoint in H, we get D;; = Dj;. In addition,

1
(DX, X) = > DiXiX;= e > <Ql) x> Xi X
ij i
1 1 [ |V(fx w)]?
== _—— — 1 N  J d
K < Q(fX)an > K R o v
> 0

where fx(v) = Zle Xixi(v).

If < DX,X >= 0 we obtain that fx(v) = 2%, Xixi(v) = £2) gince Q is linear we

w
have Ele X; Q(x:)(v) = 0 which leads to Zle X; % = 0. Since {%}1<i<d is linearly
independant, then for all ;1 < i < d we have X; = 0 and finally X = 0. 0l

Lemma 1.5.4. For > d+ 4, the diffusion tensor D is finite.

Démonstration. Using (1.31) we can see that

2
Di< [ folp 2 K g,
Rd 38 —2(d+2) 1+ ||v||2)2

therefore, for 8 > d + 4, D is finite. O
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1.6 Rigorous asymptotics

1.6.1 Compactness

Our aim in this section is to study the asymptotic behaviour as € goes to zero of the
solution f¢ of the rescaled equation (1.4), by proving that f¢ — KTPS converges weakly

to zero. We start with a priori estimate for f¢.

Lemma 1.6.1. For initial datum fo € Y (R??) where p > 2 and a positive time T.
1. The solution f¢ of (1.4) is bounded in L* ([0,T); Y& (R??)) uniformly with respect

to € since it satisfies

Iy + 2O [0 VAT e 2 v < 1l
(1.32)

2. The density p°(t, ) fRd f¢ dv is such that

Hp= (DI < 1follyp for all ¢ e [0,T]. (1.33)

< KP T
3. Then, up to a subsequence, the density p° converges weakly star in L°°([0, T]; LP(R?))
to p.

4. Up to a subsequence, the sequence f€ converges weakly star in L>([0, T]; Y (R??))
to f = ,O(t, l‘)%

Démonstration. 1. Multiplying (1.4) by (f¢)P~! wP~! and integrating it with respect

to x and v, we obtain

o onfe (APt whtdvdx = )/dev . <:)Vv(f5 w)) (fEP~t wP! dvdx.
An integration by parts in v gives :
1d ey _ 1 Vo(fow) - Vo((£)P~! wP™h)
a Ve = =35 L w dvdx
1 va Ew * Vv € w < _ _
— _0(6) - (f )w (f ) (p_ 1) (f )p 2 WP 2 dvdx
L VUEOR s
e /de ” (p—1) (f)P° wP™° dvdx.

An integration in time gives (1.32).
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2. The Cauchy-Schwarz inequality implies :

-1 1 -1
£ K P Wl \7b K \%
pa(t,x) — flp—p dv < (/ (f)iwl d@) P </ K du> P ,
R Kb w o R4 Kr— Rd W

then,
(f5)P wp!
Ndx < ~~——dv | d
/Rd(p Jdz < /Rd </Rd Kpr-1 Y .
sup/( )P d:c< sup// (f9)P wP™! dvdz.
t>0

Using (1.32) we obtain

and

1p" I} < = Il folly», forallte[0,T].

_KP

3. The previous inequality gives that p is bounded in L> ([0, T, LP(R?)), and Banach-
Alaoglu theorem gives that there exist p € L> ([0, 7], LP(R?)) and a subsequence
, still denoted by p° which converges weakly star in L ([O, T); LP (Rd)) to p.

4. Using (1.32) we have (f€) is a bounded sequence in L ([0, T]; Y2 (R??)) uniformly

with respect to €, since it satisfies

(D)l < | follyz- (1.34)

Therefore, there exists f € L ([O,T],ch (de)) and a subsequence, still denoted
by f¢ satisfying

£ €0 fin L ([O,T],Yf(RM)) weak star. (1.35)

Furthermore, multiplying (1.4) by a test funcion ¢(¢,z,v) and integrating it with

respect to v we obtain

/R/Rd RdQ(fE) ¢ dvdzdt = —0(e )/ f0¢dvd:c— //Rd ]Rdf Spddvdadt

6// / v - Vo fedvdadt
R4 JRd

(1.36)
using (1.35) we obtain that

/ / Q(f°) ¢ dvdxdt — 0, as ¢ — 0, for all ¢.
R JRd JRI

Therefore, we deduce that f € Ker(Q) and there exist C(¢,x) such that f =
%(t’x). Now, let us prove that C(t,x) = p(t, z).
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For some p’ verifies %—i— z% =1 and for all p € C° ([O,T], vy (de)), and by (1.35)

we have K Clt
/ ¢ ¢ w dvdzdt — / Ktz © w dvdxdt. (1.37)
R JR2d R JR2d w

Choosing

o(t,z,v) = 6(7{5;33), (1.38)

where 0(t,z) € C([0,T], L (R%)), we obtain that @ cv? (R24).
Substituting (1.38) into (1.37) and using the convergence of p* we obtain

/ ffo w dvdzdt = / / p°0 dxdt — / / p 0 dxdt, as e — 0.
R JR2d R JRI R JRd

On another hand, using the convergence of f* we have

K C(t,x)

/ ffp w dvdzdt — / 0 dxdt, as € — 0. (1.39)
R JR2d R JRd w
Since [pa & dv =1, we have
K C(t
p(t,x) = K Ctz) dv = C(t,x).
Rd w
Which ends the proof of the Lemma. O
1.6.2 Study of the current
We recall the definition of the macroscopic current
15
() = / LR (1.40)
Rd &

We prove that j° has a weak limit as € goes to zero.

Lemma 1.6.2. For 8 > d+ 2 and fived € > 0 the current j¢ is defined.

Démonstration. The Cauchy-Schwarz inequality implies :

. v f7| Ve ol \? o :
/Rdvf dv </Rdﬁdv<</Rd - dv) (/Rdf] wdv) .

We deduce that for § > d 4 2 the current j¢ is defined. O

Lemma 1.6.3. For 8 > d+ 4, the current j° is bounded uniformly with respect to € in
L2 ([0, 7] x RY).
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Démonstration. We remark that = = }B VU(W); then
v

e 1 [ _ 1
j(t’@_s/ﬂww(f Sdv = —Be/Rdv”<< —|—Hv é’l)
= o [ F ve T

Cauchy-Schwarz inequality implies,

3 V. (f¢ 2 3
s e </Rd<1+l\vll2>‘5+2 1+ lP)? d“) (/Rw” '

Using (1.34) with p = 2, there exists a constant C' such that

/ / ‘V f dvdxdtg C,
R2d

then for any bounded domain Q C R?, we have :

T T
/ /m? dedi < / // (1+Hv\|2)_’6+2 (14 |[o][2)% dvdwdt
0 Q Rd
()
/// |V f dvdwdt.
Rd

Finally, for 5 > d + 4,
/ (14 [Jo]) P2 (1 + ||v||2)§ dv < oo,
Rd

([0, T] x R?), and thus j¢ converges weakly in L7 ([0, 7] x RY).

O

and j° is bounded in L?

loc loc

It remains to identify the limiting flux j.

1.6.3 Moment method

Proposition 1.6.4. Under the assumptions of Theorem 1.2.2, we identify the limit
p(t, x) solution to the diffusion equation (1.8) and we conclude that the whole sequence
f¢ converges weak star in L°°(]0, T]; Y5 (R??).
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Démonstration. Take any subsequence still denotes by f¢. Let us rewrite a weak formu-
lation of (1.4)

1 1
4 ff o wdvdx = / fe <8t<p +-v-Vep+ = Q(cp)) w dodz, (1.41)
R2d R2d 9 9

dt
for all test function (¢, x,v) in the space C2° (R x RY, Hq) with ¢ < %. In the weak
formulation (1.41), we take as a test function ¢(t,z,v) = %(m) + e(t, x,v), where
Y (t,x,v) is a solution to the cell equation :

Q) = _M’

W

which means that (¢, z,v) = x - Vo0(t,z) , where y = Q (%L, and ¢ is a smooth

w

compactly supported vector test function of (¢, x).

Using the expression of j¢ in (1.40), and since by Lemma 1.6.2, we can write

1 1
=~ ff vV dode = i€Vt de = —— € dvdz, (1.
K/Rd/Rdgvagb vdx /Rd] V.o dz /Rd Rdf Q) w dvdzx, (1.42)

3

then, (1.41) becomes

d/ / fe <K¢+€w> wdvdr = / ng('?tqbdvdx—i—/ ff vV wdode
dt Rd JRE w R4 JRE R4 JRA

+€/ 2 o w dode. (1.43)
R JRd

Integrating the above equation with respect to time, we obtain

Lo (K20 ) S
/Rd/Rdf(O)< " +e9(0) | wdvdz 6/0 /]Rd Rdf 0y w dvdzdt

+/ / f¢ K 0y dvdadt
0 JrdJRd

+/ / fe vV w dodxdt.
0 JRrdJRd

The trace at t = 0 has a meaning, thanks to a trace formula for function in Y which is

proven in Lemma 1.4.3.
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Which reads

- K/Rd y f2(0) ¢(0) dvdx — K /0 /Rd » f¢ Orp dvdzdt

5/ £5(0) ¥(0) w dvdzx + 6/ / f¢ Opp w dvdadt

Re JRd 0 JrdJRd

—i—/ / fe vV w dodedt. (1.44)
0 JrdJRd

Using the weak convergence of p°, we deduce that the left hand side in (1.44) converges,

more precisely

K[ 7060 dote =K [ 000 a8 K [ 0) 600) da,
Rd JRd Rd R

and
o0 [ee] 0 oo
K / / 1€ 0 dvdadt = K / / o° 0pp dodt =5 K / / p O dadt.
0 R4 JRd 0 R4 0 R4

It remains to pass to the limit € — 0 in the right hand side in (1.44). We show that the
first line in the right hand side in (1.44) goes to zero when ¢ — 0. Indeed, by Holder
inequality, we have for p > 1, ¢ > 1 satisfying 1% + % =1,

a/Rd /]Rd £5(0) ¥(0) w dvdx

IN

: /R d /R (0 X V26(0) o] dvda

p=1 a-1
ellfow 7 |lp [[x - Vad(0) w a |[lg

IN

IN

e |[follyz 1Ix - Ve@(0)lyg. (1.45)

Since fy € Y (R??), and since by Lemma 1.5.2, for 1 < ¢ < %, x € Y1 (R??), we deduce
from (1.45) that

5/ f5(0) ¥(0) w dvdx — 0, when € — 0.
R JRA

Similarly for 1 < ¢ < 224 and by Hélder inequality, we obtain for (p,q) satisfying

4
1419
p+q ’

5/ / fe o w dvdxdt' < = / / |f€ Owp w| dvdadt
0o JRrdJRrd 0o JraJRrd
< e [l e V@l ar

—0 ase—0.
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The last integral in (1.44) becomes
/ / fev-Vap w dvdadt = / / ff (v®x: D*¢) w dvdzdt, (1.46)
0 Rd JRd 0 Rd JRd

denoting A : B = tr(ABT) = Z‘ijl A;;B;; for two d x d matrices A and B.

Take 1 < ¢ < #, by Lemma 1.5.2, v ® x : D?¢ € Y, then for p satisfying % + % =1,

o0
IEZ/ <f£7 'U®XD2¢ >Y£,Y£ dt
0
By taking the limit ¢ — 0 we have
(o.9]
K
IE—>/ <—p; U®X:D2¢>Ypyq dt
O w woHrtw

Note that this is possible since § > d+4 and that this argument degenerates for 5 = d+4.

Finally, combining all this limits we obtain
— K [ p(0)¢(0)dz = K/ / O p dadt
0 JRrd

]Rd
+/ / / (v®x: D*¢) p K dvdzdt,
0 Rd JR4

which is nothing but the weak formulation of the drift-diffusion equation satisfied by p,
with initial datum pg. By uniqueness of the limit, the whole sequence f¢ converges. This

concludes the proof. O
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Annexe A

Dans cet Annexe, on donne la preuve détaillée de la solution du probléme auxiliaire,

utilisée dans le Chapire 1.

Proposition 1.6.5. Le probléeme auziliaire suivant

K
Volx w)) = " telle que /RN X dv=0

admet une solution unique de la forme suivant

B l|v]|? + 3 K
38 -2(N+2) w

Démonstration. Tout d’abord, nous cherchons une solution de la forme suivant

2
ol e
w

ou ¢ est une fonction & déterminer. Alors, on obtient
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De plus,
d /1 d 9 d [v; d
3o (3 3 P 6)) = g |2 geelil?) + 2 (i)
d /v v; d2 9
= d*(;) 2o, IR + 2 o il
[ﬁmrvn )w =5+l 2u; (o)
+ 0y !
w2
8
by w =GO w20 d e w
= 2 ?SO(HUH )+;d71}]2¢(|\v|\ )
0ij 2 B v; e(llv]?)
+ w (p(”?)” ) 1] (1+H H )5+1
52']' d 2 (Y ’U]
= L ——o(|lll*) = B———L5— —o(|[v]*)
w dvj (1+[|v]|2)2 5+ dv]
0ij B v; e(llv]?)
+ w e(l[o][) = bij (1+ [[v][2)P+T
Prenons r = ||v||? et dr = 2 v; dv;
Alors,
d (1 d bij d 20 07 d
— | = = (o(r v = 2v r)— T
dv; (w dvj( ( ))) (1+7,)§ Tdr () (1+7,)§+1 dr (r)
v; d? dij d vj p(r)
+ ——(r) + 2L —o(r) 2v; — §;;—L———.
w d’ujg- w dr ! ! (1+ HUH2)§+1
De plus,
d2 9 2
— R 27
d/UJQSO(r) 'U] d 2(10(7’) + d SO(T)
Considérons ¢(r) = ar + b, alors
d /1 d 0ii 20; v? i 5 b
— < — (p(r vz))> = — = Wja—f—F— a+22t a+2v;— a—P0;; v ]L—Z).
dvj \w dv; (1+7)2 (1+47)2t w w (1+7r)2t

N 2
5" 2v; V4 . 6 ) b s
#‘*2Uja_ﬁziéwf?&wr?%ﬂa—ﬁ%ww _ Y
1+ (emin T T L+
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Donc,
20; a 287 v; a 2v;Na n va Builar +b)  —v;
14735 (1+75 Q45 Q4% 1+n)5T (1418
2B8rv; ; b
2v;a — prui a + 2v;Na + 2v;a — Builar +b) = —v;,
147 147
2
20— 2" 4 oNgpoa - BlAr )
147 147
4a(14+r) —20ra+2Na(l +7r) — Blar+b) = -1 —r
par identification, nous trouvons
4a + 2Na -—-0b = -1
4a —2Ba +4+2Na — fa= -1
Finallement - t b 3 Et
inallement, a = et b= )
—38+2(N +2) —38+2(N +2)
B r+3 Kv  |plP+3 Kuv
XT35-2N+2) w 38-2(N+2) w
O
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Chapitre 2

(Global existence of solutions to a
parabolic-elliptic chemotaxis system

with critical degenerate diffusion

Ce chapitre est indépendant du chapitre 1. Il est rédigé sous forme d™un article et a été
soumis a la revue : Journal of mathematical analysis and applications. Il est donc écrit

en anglais et il est la version préliminaire de [57].
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Global existence of solutions to a parabolic-elliptic chemotaxis

system with critical degenerate diffusion

Elissar Nasreddine
Institut de Mathématiques de Toulouse, Université de Toulouse,
F-831062 Toulouse cedex 9, France
e-mail : elissar.nasreddine@math.univ-toulouse.fr

28 juin 2013

Abstract This paper is devoted to the analysis of non-negative solutions for a dege-
nerate parabolic-elliptic Patlak-Keller-Segel system with critical nonlinear diffusion in a
bounded domain with homogeneous Neumann boundary conditions. Our aim is to prove
the existence of a global weak solution under a smallness condition on the mass of the
initial data, there by completing previous results on finite blow-up for large masses. Un-
der some higher regularity condition on solutions, the uniqueness of solutions is proved

by using a classical duality technique.

Keywords : Chemotaxis ; Keller-Segel model ; Parabolic equation ; Elliptic equation ; Glo-

bal existence ; Uniqueness.

2.1 Introduction

Chemotaxis is the movement of biological organisms oriented towards the gradient of
some substance, called the chemoattractant. The Patlak-Keller-Segel (PKS) model (see
[13], [12] and [17]) has been introduced in order to explain chemotaxis cell aggregation
by means of a coupled system of two equations : a drift-diffusion type equation for the

cell density u, and a reaction diffusion equation for the chemoattractant concentration

. It reads
( Ou = div(Vu™ —u-Vy) ze€Q,t>0,
“Ap = u—<u> e Qt>0,
(PKS) <pt)> =0 t>0, (2.1)
u=0,p = 0 r €00, t>0,
u(0,z) = wup(z) z €,

where Q@ C RY is an open bounded domain, v the outward unit normal vector to the

boundary 92 and m > 1. An important parameter in this model is the total mass M of
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cells, which is formally conserved through the evolution :

1 1
M=<u>= |Q|/Qu(t,x) de = |Q|/Quo(:r) dzx. (2.2)

Several studies have revealed that the dynamics of (2.1) depend sensitively on the pa-
rameters N, m and M. More precisely, if N = 2 and m = 1, it is well-known that the
solutions of (2.1) may blow up in finite time if M is sufficiently large (see [16, 17]) while

solutions are global in time for M sufficiently small [17], see also the survey articles |4, 10].

The situation is very different when m = 1 and N # 2. In fact, if N =1, there is global
existence of solutions of (2.1) whatever the value of the mass of initial data M, see [§]
and the references therein. If N > 3, for all M > 0, there are initial data ug with mass
M for which the corresponding solutions of (2.1) explode in finite time (see [16]). Thus,
in dimension N > 3 and m = 1, the threshold phenomenon does not take place as in
dimension 2, but we expect the same phenomenon when N > 3 and m is equal to the
critical value m = m, = w More precisely, we consider a more general version of

(2.1) where the first equation of (2.1) is replaced by
Ou = div(e(u) Vu—u Vo), t>0, z€Q,

and the diffusitivity ¢ is a positive function in C([0, co[) which does not grow to fast
at infinity. In [8], the authors proved that there is a critical exponent such that, if the
diffusion has a faster growth than the one given by this exponent, solutions to (2.1) (with

m=1) exist globally and are uniformly bounded, see also [6, 14] for

¢(u) instead of mu

N = 2. More precisely, the main results in [8] read as follows :

— If ¢(u) > c(1 + w)? for all u > 0 and some ¢ > 0 and p > 1 — % then all solutions of
(2.1)

~ If ¢(u) < c(1+u)? for all w > 0 and some ¢ >0 and p < 1 — % then there exist initial
data ug such that

are global and bounded.

lim ||u(.,?)||cc = 00, for some finite T > 0.
t—T

Except for N = 2, the critical case m = 2(1\]7\,_1) is not covered by the analysis of [8].
Recently, Cieslak and Laurengot in [7] show that if ¢(u) < ¢(1 —i—u)l_% and N > 3, there

are solutions of (2.1) blowing up in finite time when M exceeds an explicit threshold.

In order to prove that, when N > 3 and m = 2 (]X,_l), we have a threshold phenomenon

similar to dimension N = 2 with m = 1, it remains to show that solutions of (2.1) are
global when M is small enough. The goal of this paper is to show that this is indeed

true, see Theorem 2.2.2 below.
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By combining Theorem 2.2.2 with the blow-up result obtained in [7], we conclude that,
for N >3 and m = %, there exists 0 < M7 < My < oo such that the solutions of
(2.1) are global if the mass M of the initial data ug is in [0, M7), and may explode in
finite time if M > Ms. An important open question is whether M7 = Ms when ) is a
ball in RY and vy is a radially symmetric function. Notice that, in the radial case, this
result is true when N = 2 and m = 1, and the threshold value of the mass for blow-up

is My = My = 8, see |6, 15, 16, 18]. Again, for N = 2 and m = 1, but for regular,

connected and bounded domain, it has been shown that M; = 4 = 22 (see [15, 16]
and the references therein). Such a result does not seem to be known for N > 3 and
— 2(N=1)

Still, in the whole space = R™ when the equation for ¢ in (2.1) is replaced by the

Poisson equation ¢ = En * u, with Exn being the Poisson kernel, it has been shown in

[2, 3, 5,9, 20, 21| that :

~ When N > 3 and 1 < m < 2 — %, this modified version of (2.1) has a global weak
solution if M = ||ug||; is sufficiently small, while finite time blow-up occurs for some
initial data with sufficiently large mass.

— When N > 2 and m > 2— %, this modified version of (2.1) has a global weak solution
whatever the value of M.

— When N >2and m =2 — %, there is a threshold mass M. > 0 such that solutions to
this modified version of (2.1) exist globally if M = |lug||1 < M., and might blow up in
finite time if M > M.,.

From now on, we assume that

2N — 1)

N > d =
>3 an m N

2.2 Main Theorem

Throughout this paper , we deal with weak solutions of (2.1). Our definition of weak

solutions now reads :

Definition 2.2.1. Let T € (0;00]. A pair (u,p) of functions u :  x [0,T) — [0, 00),
©:Qx1[0,T) — R is called a weak solution of (2.1) in Q x [0,T) if

—u € L>®((0,T); L=()); u™ € L?((0,T); H(Q)) and < u >= M.

~ o€ L*(0,T); HY(Q)) and < ¢ >= 0.

- (u, ) satisfies the equation in the sense of distributions; i.e,

T
—/ / (Vu™ - Vip —uNVe - Vi —u 0pp) dzdt = / uo(x) ¥(0,z) dz,
0o Jo

Q
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/ /Vgp Vi dxdt = / /u— ) ¥ dadt,

for any continuously differentiable function 1 € C1([0,T] x Q) with (T) =0 and T > 0.

For ¢ € H(Q) satisfying < ¢ >= 0, we denote by Cy the Sobolev constant where

. 2N
1Vll2 = Cillpller, where 27 = ———. (2.3)

The main theorem gives the existence and uniqueness of a time global weak solution to
(2.1) which corresponds to a degenerate version of the “Nagai model" for the semi-linear

Keller-Segel system, when ug € L*(€2) and the initial data is assumed to be small.

Theorem 2.2.2. Define

N

M, = (2022>2 (2.4)
(m—1) [0

where Cy is the Sobolev constant in (3.25).

Assume that ug is nonnegative function in L>°(Q)), which satisfies
||UO||1 < M,. (25)

Then the equation (2.1) has a global weak solution (u, ) in the sense of Definition 3.2.1.

Moreover, if we assume that
¢ € L=((0,T); W>>(Q)) (2.6)
for all T > 0 then this solution is unique.

In order to prove the previous theorem, we introduce the following approximated equa-

tions

Ous = div(V(us +60)™ —usVes) x€Q,t>0,

—Aps = usg— < us > x e t>0,

(KS)s v
dyus =0,ps = 0 r e 0, t>0,
us(0,z) = uo(z) T €N,

where § € (0,1), and we show that under a smallness condition on the mass of initial

data, the Liapunov function

1
Ls(u,0) = [ () + 5195l = us ) do

yields the L™ bound of us(t) independent of 6. Then using Gagliardo-Nirenberg and

Poincaré inequalities, we obtain for p > m, the LP bound for us(t) independent of §. As
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a consequence of Sobolev embedding theorem, we improve the regularity of ¢s5. And thus,
under the same assumptions on the initial data, Moser’s iteration technique yields the
uniform bound of us. Then, thanks to the local well-posedness result |8, Theorem 3.1]
we obtain the existence of a global solution of (K.S)s. The existence of solutions stated
in Theorem 2.2.2 is then proved using a compactness method; for that purpose we
show an additional estimate on O;uj" which, together with the already derived estimates,
guarantees the compactness in space and time of the family (us)se(o,1)- Finally, in the
presence of nonlinear diffusion and under some additional regularity assumption on sy,

we prove the uniqueness using a classical duality technique.

2.3 Approximated Equations

The first equation of (2.1) is a quasilinear parabolic equation of degenerate type. There-
fore, we cannot expect the system (2.1) to have a classical solution at the point where u
vanishes. In order to prove Theorem 2.2.2, we use a compactness method and introduce

the following approximated equations of (KS) :

Owus = div(V(us +0)™ —usVys) x€Q,t>0,

—Aps = us— < ug > xeQ,t>0,

Oyus = Oyps = 0 x €0, t>0,
us(0,2) = wup(z) x €€,

(KS)s (2.7)

where 0 € (0,1).

The main purpose of this section is to construct the time global strong solution of (2.7).

2.3.1 Existence of global strong solution of (KS)s

Theorem 2.3.1. For € (0,1) and T > 0, we consider an initial condition ug € L>(£2),
uo > 0 and such that ||ug||1 < M. where M, is defined in (2.4). Then (KS)s has a global
strong solution (ug, ps) which is bounded in L>°((0,T) x Q) for all T > 0 uniformly with
respect to 6 € (0,1).

The starting point of the proof of Theorem 2.3.1 is the following local well-posedness
result |8, Theorem 1.3 :

Lemma 2.3.2. Let the same assumptions as that in Theorem 2.5.1 hold. There exists

a mazimal existence time TO,. € (0,00 and a unique solution (us,ps) of (KS)s in

max
[0, T2 ) % Q. Moreover,

Y - max

if T4y < 00 then lim  |fus(t, )|l = o0
t—T;

maxr
mazx
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In addition < ug(t) >=<ug >= M for all t € [0,T2,.).

? T max

To prove Theorem 2.3.1 we need to prove some lemmas which control L™ norm, LP norm

and L norm of the solution ugs of (2.7).

2.3.2 [? -estimates, 1 < p < oc.

Our goal is to show that if ||ug||; is small enough then all solutions are global in time

and uniformly bounded.

Let us first prove the L™ bound for us.

Lemma 2.3.3. Let the same assumptions as that in Theorem 2.3.1 hold and (us, ps) be

the nonnegative mazimal solution of (KS)s. Then, us satisfies the following estimate

|[us(t)||m < Co, for all t € [0,T2,.)

? Tmax

and ||us(t)||1 = ||uol|1 where Cy is a constant independent of TS, .. and 6.

Démonstration. In this proof, the solution to equation (2.7) should be denoted by (us, ©s)
but for simplicity we drop the index.
Let us define the functional Ls by

Lsfuno) = [ (o) + 5196 —u 9) do

where

u z m—1
bs(u) ::/ / mo+" 4 az,
1 J1 o

such that bs(1) = b5(1) = 0 and b(u) > 0. According to [11] it is a Liapunov functional
for (KS)s. Indeed,

iL(g(u(t),gp(t)) = / bs(u) Opu dx — / A Oyp dx — / Ou p dr — / u Opp dx
Q Q Q Q

dt
= / Opu (bs(u) — ) dr — / (Ap +u) Op dx
Q Q
= / div (m (u+6)""" Vu—u Vo) (bs(u) — ) do — / <u(t) > Opp dx
Q Q

d
= —/Q(m (u+86)™1 Vu —u Vo) (b)(u) Vu— V) de — M dt/ﬂgpd:c

= —/ u (b (u) Vu — V)? d
Q
< 0.
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Then, we can conclude that for all ¢ € [0,T7,,) we have Ls(u(t), o(t)) < Ls(uo, o).
Using Sobolev inequality (2.3), Holder inequality, and Young inequality we obtain

1 —2
/u i dw < [lgllor [ull 2, < CHIVlla lull 2, < S1IVll5 + =5 [lul o -
Q N3
Since ]%,—J]r\g < m, and using interpolation inequality we get,

1 N-—1 1 1 m
ull 2 < i [lullm™ < M~ QN [[ul]p -
N+2

Then,

C2
/uwdx< MR QR |[ul.
Q 2

Substituting this into the Liapunov functional, we find :

1 C’_
Lstue) = [ @) + 5Vl do— 51Vl - =
02
> [ bl do = S 2% U Jjul
Q

We next observe that :

by(u) — m/1/1(5+8) dsdz>m// 2 dsdz

m

U m L1
Ju— u —
-~ m-1 m-1 m—l m—l
Then :
1 C2 2 2 m
Ls(u,p) > o] [l [ — ; M~ HUHm—mM €2
1 C;2 m m
_ L VAT
(-5 ) Dl - 5 g
Let us define wj; by
1 C;2 2 2 QN 2 2
i = Ty Ty MV RN = o5 V)

Since M = ||ug||1 < M., then wyy is positive. Finally we get,
m m m 5
La(uo,ﬁpo)‘i‘m M Q| > LJ(“@)W@))*‘H M Q] = wr [|u(t)|ly; fort € [0,T5,,)-

In addition, we can see that Ls(uo, p9) < C where C'is independent of § € (0,1). In fact,

1
Ls(uo0) = (bs(uw) + 51Vl = wo o) do
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and, since (§ + )™t <™+ s <1+ 5™~ we obtain

m—1
s(uo) m/ / 6+8 dsdz<m/ / 1+8 dsdz

<m(uolnuo—uo—l—l)—|—71 <O—u0—|—1>

Using Young inequality we get

ol !QI
m—1 m—l

L (uo, o) < m [[uoll3 +m | + vaollz + *HUOH2 +5 H%H%-

since ug € L*(Q) and ¢y € HY(Q) we get Ls(ug, o) < C where C is independent of §

and the proof of the lemma is complete. O

Thanks to Lemma 2.3.3, let us now show that for all p > m the LP bound for us.

Lemma 2.3.4. Let the same assumptions as that in Theorem 2.3.1 hold. Then for all
T >0 and all p € (1,00) there exists C(p,T) independent on § such that, for all t €

[0,T2,.)N[0,T], the solution (us,¢s) to (KS)s satisfies
lus @)l < C(p,T), (2.8)
and .
/ /(5+U5)m_1 uf;*z |Vus|? deds < C(p,T). (2.9)
0 JQ

To prove the previous lemma we need the following preliminary result [20].

Lemma 2.3.5. Consider 0 < q1 < qo < 2*. There is C1 depending only on N such that
llllgy < CF [Jul|Fr 0y llullg s for v e H (), (2.10)
with

2N (2 —q1)
@[(N +2)g1 +2N(1 — q1)]

€ [0,1].

Démonstration. For u € H'(Q) we have by Sobolev inequality
[lull2- < Cn|lull g (2.11)

By interpolation inequality we have for 0 < g1 < g < 2*

llullge < llull3e Tullg,®, (2.12)
where q% = % + 17—1(9‘ Hence, substitute (2.11) into (2.12) and the lemma is proved.
O
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Now, we recall the following generalized Poincaré inequality.

Lemma 2.3.6. For u € H'(Q)) we have for 0 < 1 < 1 the following inequality
lullf < Calar) (IVall3 + [lullf,),

where Co depends only on Q) and q .
Now using the last two lemmas, let us prove Lemma 2.3.4.

Démonstration. In this proof, the solution to equation (2.7) should be denoted by (us, ©s)
but for simplicity we drop the index.
We choose p > 1, K > 0 and we multiply the first equation in (2.7) by (u — K')’:1 and

integrate by parts using the boundary conditions for v and ¢ to see that

1d

m— -2 2
Sl R = —mlp=1) [ 640 = KL (D do

+ (p—l)/uV«p (u—K)""% - Vu dz
Q
= —m(p—l)/(5+u—K+K)m1 (u—K)ﬁ__2 |Vu|* da
Q

£ (=) [ (0K +K) Ve (u K)7 Vuda

IN

—mp=1) [ (et 8= K" (= K7Vl da

+ (p—1)/(u—K)ﬁ1 ch-Vudx—l—(p—l)K/Vgo (u— K)? 2 Vu da
Q Q

IN

—m(p—1) /Q(u +6-K)" ! (u— K)I_f2 \Vu|? dz

-1
S (u—K)ﬁAgpdx—K/(u—K)ﬁ_lAgodx
P Ja Q

< —m(p— 1)/Q(u+6K)m_1 (u— K772 |Vul? dz + (I),
where, thanks to the second equation in (2.7),
(I = p? Q(u—K)ﬁ (u— M) dx+K/Q(u—K){’;1 (u— M) dz
= D= K+ T (K = M) = K
+ K|l(u—K)|[p+ K(K = M)||(u—K)4 |~}

—1 1
K [|(u— K)+|[p=1 + 2K [[(u— K)+ |5+ [[(u — K)+ |17

IN
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Since for a > 0 and b > 0 we have a?~1b < aPT! + b5 and aPb < aPt! + pPt! then,

(1) < 3ll(u—K)llpiy + EP + K7, (2.13)
and we get
d _ .
Gla=KlE < —mp=1) [ s =K (= KL [Vl do
+ 3pll(u = K)4 I+ Cp K7 (214)
for all ¢ € [0,70,x)-
The term ||(u — )+]|gi} can be estimated with the help of Lemma 2.3.5 and Lemma
2.3.6. Assuming now that p > 2 we remark that 0 < ﬁ <land 1 < pJ(ﬁ:{l) =

2N 1+p <

N-2 T 0T S N 2, then thanks to Lemma 2.3.5 and Lemma 2.3.6 we obtain

pim_1 2j>p+i>l ptm—1 +p+1)9 ptm—1 2&’*91(1—9)
J(u—K), * % < Cp) (HV(U— K),? H” T u=K)y 2 [P
p+m—1 p+m—1
p+m—1 2(p+1)
+ J(u—K), 2 H“’S‘l), (2.15)
p+m—1
where )
p+m—
=T~ €(0,1). 2.16
praall(R) (2.16)
Since
et 2&::1)1 p+1 p+1
[ ST [ R S ek EE [ O [ N CA Yy
p+m

ptm—1 Jrerl)1 (1-6) (p+1)(1-0) N
- 05517 = ([ w50, a0) - KL IF, @18)

p+m—1

and by Lemma 2.3.3

-K = (u—K) dz < 1 Kty g < L G (2.19)
[(u—K) ][ = A ST AT S 5o 1T S omm10 &

we substitute (2.17), (2.18) and (2.19) into (2.15) and obtain

—2(m—1)
N

m+4p—1
erﬁ%Hs&@@wwKu5|@K +KWHWW}.<mm

We may choose K = K, large enough such that

—2m=)  2p(p—1)m
3pC K, ¥ < ———,
p 3(p) = (m +p— 1)2

Hence

d
qi /1w = K+l < Clp) K
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so that
(u(t) = K)4]B < Clp) t+ ||uol[B, for t € [0,T5,,)-

’ Tmax

/ WP dz < / (2 K. Ju| dz +/ u— Ko+ K.JP da
Q u<2K. u>2K 4

< (2K, ! M+/ (2 |u — Ki|)P du,
u>2K .,
< KT M 27 (|(u— K4,

the previous inequality warrants that
lu(®)[lp < C(p,T), t€[0,Tmax) N[0, 77, (2.21)

where C(p,T') is a constant independent of 6.

We next take K = 0 in (2.14), integrate with respect to time and use (2.8) to obtain
(2.9). O

Thanks to Lemma 2.3.4, we can improve the regularity of 5.

Lemma 2.3.7. Let the same assumptions as that in Theorem 2.3.1 hold, the solution ¢s
satisfies
IVes(t)lloo < L(T), t € [0, Tp) N[0, 7]

’ T max

where T'> 0 and L is a positive constant independent of §.

Démonstration. Using standard elliptic regularity estimates for g, we infer from Lemma
2.3.4 that given T' > 0, and p € (1, 00), there is C(p,T') such that

s (O)llw2r < Clp) |lus®)lp < C(p,T), for t € [0, Timax) N[0, T7.

Lemma 2.3.7 then readily follows from Sobolev embedding theorem upon choosing p >
N. O

r+m—1

Lemma 2.3.8. Let N >3, r >4, ue Li(Q), andu 2 € H'(Q). Then it holds that

% 1—-0 rim=—1 %
[lullr < Ol [ 2 [ 57 (2.22)
with 5 N )
0= (rtm=1) 1) (2.23)

(BN + 2)r + 4N(m — 1)
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Démonstration. For r > 4, we can see that

1
ull» = (/ (urwgfl)ﬁii_l dx)r _ Hurm 1Hr+m T
Q r+m— 1

and
- cle T g A
2(r+m—1) r+m-—1 N -2
By Lemma 2.3.5,
2
. r+m 1 T‘+m =T 0 'r+m 1 r+m—1 1—-0 r+m—1
lull = 1031775 < (0 1™ W 1™ 12 )
and
9 — 2N (r—l—m 17 2 (r+Tm—l))
2
Tl (2N(1 ~ 2pFm=n) T (V +2) m)
3N -1
= (rtm=1) € (0,1).
(BN +2)r+4N (m—1)
In addition, we have
2(r+m—1) N L
r4+m—1 71 r r+m—
||U 2 | 2(7»+m . </ ’u| 2(r+m 1) dﬂf) — ||’LL||£ 2 ,
and we obtain (2.22). O

We are now in a position to prove the uniform L*°(£2) bound for us.

Lemma 2.3.9. Let the same assumptions as that in Theorem 2.3.1 hold, and (us, ps)
be the nonnegative mazimal solution of (2.7). For all T > 0, there is Coo(T') such that

|[ts(t)|]oo < Coo(T), for all t € [0,T°

max)

[0, 77,

where Coo(T') is a positive constant independent on 6.

Démonstration. In this proof we omit the index J, and we employ Moser’s iteration
technique developed in [1, 21] to show the uniform norm bound for w.

We multiply the first equation in (2.7) by u"~!, where r > 4, and integrate it over Q.
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Then, we have

d Jully

Frr —/(Z(V(u—{—&)m—quo)-VuT_l dz

= —m(r—1) / (u+6)™ w2 |Vul? dz + (r — 1)/ ! Vo Vu dz
Q Q

< —m(r-— 1)/ ™3 |Vl da + (r — 1)/ " V- Vu da.
Q Q
By Young’s inequality and Lemma 2.3.7,

1 d _4 2 _1 o0 r-m r4+m—
**HUH: < m/ |V 1’2 dr + (7’ ) HVQOH /u 2+1 \Vu £ 1| d

2m( ) T+m ' r—1 r—m
= Giafjﬂv 12+ 2mHVm§Au 1 de
—2m(r —1)
(r+m—1)2

'r+m 1

< V™52 + C(T) r /urdem
Q

Using Hélder and Young inequalities and Lemma 2.3.3 we obtain

—2m (r—1) _ rim- =l =
rdt” ull, < m”v H2+T C(T) (lully ||
—2m ( ) 2 T
—_— 2.24
v +2ully, (2.24)
where we have used that 7“:—7;1 < r2forr>4.
By Lemma 2.3.8, we have for r > 4
T T‘?&-TTfl T(I_G) 'r"+m 1 'r+m 1
lull < Cy [l [ [ [/ (2.25)
where
B 3N(r+m-—1) <1
(BN +2)r +4N(m — 1) )
Therefore, Young inequality and (2.25) yield that
2r 6 ” m 2
20 [lullf < 207 OF7 i) W
4
0r m(r—1) r+m-—1 rmo1
< — —3 w2 [[7n
r+m—1 (r+m—1)% 0 r Cy(1)
Or
r+m—1—06r O(r +m — 1)r\ ra=o+m=-1
ML A (V' AT )T
* r+m—1 < 2(1) (r—l)

(r+m 2 Or 0) (r4+m—1)

X (27. )W C""(l 0)+m—1 H H W7
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where C3(1) is the Poincaré constant defined in Lemma 2.3.6 Then we obtain

m (T - 1) 'r+m 1
27"2 HU’H; = 02(1) (T—f-m- )QH HH1
__0r r+m r+m r A—6)r(r+m—1)
+ Clr(l—e)lm—l 2r(§ +0)+7711) 1 T27'((1+ 9)+1717,+91 ” || r(1—0)+m—1 )

Now, since N > 2, which gives 4N > 3N + 2, we find the following upper bound for

3N

< 2.2
9_3N+2 (2:26)
In addition,
Or 0 1 3N
< =—14—<— 2.27
rl—60)+m-1-"1-86 1T o (227)
r+m-—1 r+m-—1 1 3N + 2
< < < 2.28
r(l—0)+m—-1—-(1-60)(r+m-1) ~1-60—~ 2 (228)
and 2 1 0 246
(rtm-1)+0r 240 gy 4 (2.29)

rl—0)+m—-1 ~1-0
AsCy > 1and r > 1, we get

(1=0)r(r4+m-—1)

m (r—1) rim=1
2 2 T < C IN+4 r(1—0)+m—1 230
Pl < e el i Ol (2.30)
Using Lemma 2.3.6 we have
7+7n 1 7+7n 1 7+7n 1
™5 120 < Co1) (IIVu™57 1B + ™57 3). (2.31)

Using Hélder inequality, Young inequality and Lemma 2.3.3, we get

7‘+m 1 r r+7:7,73 rfrll+l r T+T:L73 T*'rirﬂ»l
[|u 17 = lu H’fiﬁf < ulle T (el <l T ol T
then,
m (r—1) rtm—1 r—1_ r4+m— 3
m“u >[I < (r— 1S ———— ||}

L 2om " el )
U
r—1 \(r+m—1)2 0l

2 m rhmsL 2mm
o |ully + ((r+m—1)2 [[uol |y )
r?[ull} + Cf. (2.32)

IN

IN
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Now substituting (2.32) and (2.31) into (2.30) we get

(1-6)r(r+m-—1)

m (?"—1) r+m 1 r+m 1 N o —
9 42 r ( ) ON-+4 r=8)¥m
|l < GEmo12 [Vu 115+ [Ju If)+Cr [Jull -
(1—-0)r(r+m-—1)
m (r T 'm 1 A-T I
IO D G 2l + O €N ], O
(r+m-—1)
hence
r )(r+m—1)
2 m (T—l) r+m ON+4 7(11 99)+m 1
2 Iy < gy IV 5 B+ G 0 r N

We apply Young inequality again to the last term of the above inequality. It is easy to
see that

2 Sl_ag(1—9)(r+m—1):(1—0)r+(1—9)(m—1)<1’
3N +2 r(l—60)+m-—1 r(1—6)+m-—1
so that
2 r m (7“ — 1) 2 r 9N+4)\3N+1 r
Plully < G FOTH1+(C PV g, (23
for any r € [4, 00).
Substituting (2.33) into (2.24) we end up with
d
iz <7 Ci 4 (€Nl < Cg 4 Oor lull, (2.34)

for any r € [4,00), where a = (9N +4)(3N + 1) + 1. After integrating (2.34) from 0 to

t, we obtain the L" estimate for u as follows :

sup |lu(®)|lr < |luolls +T CE+C r* T sup ||u(t )H . (2.35)
0<t<T 0<t<T
Since
[|uoll < Huo\loo Hu()Hl < Cs,
then ,
sup_[[u(®)ll7 < Cr(T) o max{ca, sup |ru<t>|r;} , (2.36)
0<t<T 0<t<T
and we obtain for r > 4
1 e
sup_||u(®)|[; < C7(T)* r* m {C& sup |U(t)|!g}- (2.37)
0<t<T 0<t<T
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We are now in a position to derive the claimed L estimate. To this end, we set

ap = max{CG, sup ||u(t)||4p}

o<t<T

for p > 0. Then we take r = 4P with p > 0 in (2.37) which reads

a, < 47 Cy(T)¥ max {06, sup |yu(t)|y4p1} :
o<t<T
< 4T CH(T)T apy
since p < 2P for p > 1. Arguing by induction we conclude that
Qp < 40[22:1 27 C7(T) Zil 4=* Q.

Then by using Lemma 2.3.3 we get

sup ||u(t)|lar < 4% C7(T) ap < Cs(T).
0<t<T

Consequently, by letting p tend to oo, we see that u € L*°((0,7) x Q) and

sup_[[u(t)]|oo < Cs(T). (2.38)
0<t<T
Since the right hand side is independent of §, we have proved the lemma. O

Lemma 2.3.10. Let the same assumptions as that in Theorem 2.3.1 hold, and (us, ps)
be the solution to (2.7). Then for all T > 0 there is Co(T) such that the solution us

satisfies the following derivation estimate

T
/ Hatung(Wl,N+1)/ dt S CQ(T).
0
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Démonstration. Consider ¢ € WHN+1(Q) and t € (0,T), we have

/mu t) Opus(t) o dx

) - (Vus' —us Vs) dx

= ’/ 1V¢+1/1Vu D (VU — us Vis) dx

< m [ [t 19 96+ 196 (D
T[] mm = 1) @23 [Tl + []m — Dl [V [Vs]] da
m— m m 1
< m sl 90l 119911+ 1992 \IU5!|00||V<P6IIoo|Q|2

1l )

Using Lemma 2.3.8, Lemma 2.3.9, and the embedding of WHN+1(Q) in L>°(Q), we end
up with

196213+ e vl ||vm|oo]

< (0.0 1 < 1) (19as0)" 1965 O +1) [l

and a duality argument gives

1
10 (1) | w1y, < C(T) <||Vus“<t>||2 IR 1) .

Integrating the above inequality over (0,7") and using Lemma 2.3.4 with p =2 and p =m
give Lemma 2.3.10. O

2.4 Proof of Theorem 2.2.2

2.4.1 Existence

In this section, we assume that g is a nonnegative function in L*°(Q) satisfying (2.5).
For 6 € (0,1), (us, ps) denotes the solution to (KS)s constructed in Section 3. To prove
existence of a weak solution, we use a compactness method. For that purpose, we first

study the compactness properties of (ug, ©s)s-

Lemma 2.4.1. There are functions u and ¢ and a sequence (0y)n>1, 0n — 0, such that,
for allT >0 and p € (1,00),

us, — u, in LP((0,7) x Q) as §, — 0, (2.39)
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©s, — @, in LP((0,T); W*P(Q)) as 6, — 0. (2.40)

In addition, uw € L>((0,T) x Q) for all T > 0 and is nonnegative.

Démonstration. Thanks to Lemma 2.3.4 and Lemma 2.3.9, (u}")s is bounded in L*((0,7); H*(2))
while (Qpu}")s is bounded in L((0,7); (WL +1)(Q2)) by Lemma 2.3.10.
Since H(f2) is compactly embedded in L?(2) and L?(f2) is continuously embedded in
(WLNFLY(Q), it follows from [19, corollary 4] that (uf*) is compact in L?((0,T) x §2) for
all T > 0. Since r —» 7 is %—Hélder continuous, it is easy to check that the previous
compactness property implies that (us) is compact in L2™((0,T) x Q) for all T > 0.
There are thus a function u € L*™((0,T) x Q) for all T > 0 and a sequence (6,,),>1 such
that

us, — u in L*™((0,T) x ) as &, — 0, (2.41)

for all T' > 0, owing to Lemma 2.3.9, we may also assume that
us, — uin L=((0,T) x Q) as 6, — 0. (2.42)

for all T > 0. It readily follows from (2.41) and (2.42), and Holder inequality that (2.39)

holds true. Since elliptic regularity ensure that

lps. = @snllwze < C(p) llus, — us,lp,

forall k > 1, n > 1, and p € (1,00), a straightforward consequence of (2.39) is that
(s, )n>1 is a Cauchy sequence in LP((0,T); W2P(Q2)) and thus converges to some function
¢ in that space. Finally, the nonnegativity of u follows easily from that of us, by (2.39).

O

Proof of Theorem 2.2.2 (existence). It remains to identify the equations solved by the
limit (u, @) of (us,, s, )n>1 constructed in Lemma 2.4.1. To this end we first note that
, owing to (2.39) and the boundedness of (us, ) and u in L*((0,7) x ), we have

ug: — u™ in LP((0,T) x Q) as &, — 0, (2.43)

for all T > 0. Since (V(us, +6,) " )ns1 and (Vul' )1 are bounded in L2((0,T) x Q)
for all T > 0 by Lemma 2.3.4 with p = 2 and p = m + 1, we may extract a further

subsequence (not relabeled) such that

V(us, +0,)"2 — Vu"® in L2((0,T) x Q), (2.44)
Vug' — Vo™ in L*((0,T) x Q), (2.45)
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for all T > 0. Then if 1) € L*((0,T) x Q; RY),

“[V(us, + 6,)™ — Vu'™]| dxds

/ /¢ (us, + On )Lv(ua +5) VumTH} dxds

= +1 /ﬂ’ V(us, +02) "% ((us, +0)"F —u”%) duds

2 m—1 41
+m7+1 /OT/QU2 ¢~ V(us, +0,)" 2 —Vu2)dxds

1 m

< / lla 11V (s, + 80) " J2 || (us, + 60) T — w7 || ds

2
+m—|—1/ / . U5n+5) . v ;—1> dxds| .
Since vz o € L2((0,T) x Q), we deduce from (2.39) and (2.44) that the right-hand

side of the above inequality converges to zero as n — oo. In other words,

3

V(us, + 6,)™ — Vu™ in L3((0,T) x ), (2.46)
for all T' > 0.
Now, we are going to show that (u,¢) in Lemma 2.4.1 is the desired weak solution in

Theorem 2.2.2. Let T > 0 and ¢ € C*([0,7] x Q) with ¥(T) = 0. The solution of (2.7)

satisfies

T
/ / [V(us, +0p)™ - Vb —us, Vs, - Vo —us, O] dedt = / up ¥(0,2) dz,
e ¢ (2.47)

and,

T
/ / Vs, - Vo + M o —ug, ¢ dedt = 0. (2.48)
0o Ja
From (2.46) we see that

T T
/ / V(us, + 0p)™ - V¢ dedt — / / Vu'™ - Vi dzdt as §, — 0.
0 Q 0 Q

From (2.39) we get

T T
/ / us, Oy dedt — / / u Ogtp dzxdt as 9§, — 0.
0 Q 0 Q
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From (2.39) and (2.40) we get

T T
/ / us, Vs, - Vi dedt — / / u V- Vi dedt as §, — 0.
0 JQ o Ja

Thus we conclude that u satisfies

T
/ / (Vu™ - Vip —uNVe - Vi) —u- 0p)) daedt = / uo(x) - (0, z) dz.
0o Jo

Q

Similarly, from (2.40) we see that

T T
/ / Vs, - Vi dedt — / / Vo - Vi dzdt as 6, — 0,
0o Ja o Jo

and from (2.39) we see that

T T
/ /u(snwdxdtﬁ/ /uwdxdtasénéo.
0 Q 0 Q

Thus, we have constructed a weak solution (u, ) of (KS). O

2.4.2 Uniqueness

In this section, we prove the uniqueness statement of Theorem 2.2.2 under the additionnal
assumption (2.6) on ¢. The proof relies on a classical duality technique, and on the

method presented in [2]

Démonstration. The proof estimates the difference of weak solutions in dual space H'(Q)’

of H'(2), motivated by the fact that the nonlinear diffusion is monotone in this norm.

Assume that we have two different weak solutions (u1, ¢1) and (us2, ¢2) to equations (2.1)

corresponding to the same initial conditions, and fix 7" > 0. We put
(u, ) = (u1 — uz,p1 — @2) in [0, T] x Q.

Then ¢ is the strong solution of

—Ap = u in €,
dye = 0 on0Q, (2.49)
<> = 0.
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Since dyu € L*((0,T); H'(2)'), we have
—Adyp = dyuy — dyuy = Gyu in H'(',

and

1d

ta 2 _ _
sallvels = [ Vi vo ds

= — < A0, p >ty gr=< O, @ >(H1) H - (2.50)

Now it follows from (2.1) that u satisfies the equation

O = div(V(u]* —uf")) — div(u1 Vo + uVpa)
du = 0 (2.51)
u(0,2) = 0.

Substituting (2.51) in (2.50), we obtain

Ld

2dtHV<pH% = /(u’i”—u?) Ayp dx—l—/ul ]V@]de—i-/ u Vo - Vi dz(2.52)
Q Q Q

The first integral on the right-hand side of (2.52) is nonnegative due to the fact that
z + 2™ is an increasing function. The second integral on the right-hand side of (2.52)

can be estimated by

] [ 196 da] < llallo [ [Vl
Q Q

For the last integral, using an integration by parts we obtain
/qupz-Vgodx = —/A@chg-chdx
Q Q
= / Vo -V(Vps Vo) dr
Q
= 2/ ip 0202 Ojp da + Z/ B Djip2 0% d.(2.53)
27‘7 Z?]
integrating by parts the second integral on the right-hand side of (2.53),
1
S [ o tsendhodr = 305 [ dyen 0j0ne da
ij 74 ij 0
1
= 5 | Tea V(TP do
Q

1
— _2/ Apy |V|* dz
Q

< O(T) [IVell3,
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since —Apa = us— < ug >€ L>®((0,7) x2). Together with (2.53) the previous inequality

implies

IN

/chpg-Vgodx
Q

o(T) /Q (ID%ga] +1) [Vgl? da

IN

C(T) (2l e o.ywaeean) + 1) /Q Vol d,

provided that the L°((0,7); W2°°(Q)) norm of the function s is bounded. Thus, sub-

stituting the above estimates in (2.52), one finally obtains

d/ |Ve|? do < C(T)/ Vel|? da. (2.54)

Notice that ||[Ve(0)||2 = 0 which follows from (2.49) and the property u(0) = 0. Thus,
inequality (3.5.4) implies

VeI < e“T * [Vp(0)]3 = 0.

Consequently, Vo(t) = 0 for all t € [0,7] and, since < (t) >= 0, we have ¢(t) = 0
for all ¢t € [0,T]. Using (2.49), we conclude that u(t) = 0 for all ¢ € [0,T]. Consequently
(u1, 1) = (u2,p2)- O
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Abstract. We study the well-posedness of a model of individual clustering. Given

p > N > 1 and an initial condition in WP(Q), the local existence and uniqueness of
a strong solution is proved. We next consider two specific reproduction rates and show
global existence if N = 1, as well as, the convergence to steady states for one of these

rates.

Keywords : Elliptic system, local existence, global existence, steady state, compactness
method.

3.1 Introduction

In [5], a model for the dispersal of individuals with an additional aggregation mecha-
nism is proposed. More precisely, classical models for the spatial dispersion of biological
populations read

Ou = A(P(u)) + f(u,t,x). (3.1)

where wu(t,x) denotes the population density at location z and time ¢, and f(u,t,z)
represents the population supply, due to births and deaths. The dispersal of individuals
is either due to random motion with ®(u) = w or rests on the assumption that individuals

disperse to avoid crowding and & satisfies
®(0) =0, and ®'(u) >0, foru > 0. (3.2)

No aggregation mechanism is present in this model though, as discussed in [5], the onset
of clustering of individuals in a low density region might balance the death and birth

rates and guarantee the survival of the colony. To account for such a phenomenon, a
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modification of the population balance (3.1) is proposed in |5| and reads
Ou=—-V-(uV(ut,z))+uE(ut,z). (3.3)

where V is the average velocity of individuals, and F is the net rate of reproduction per
individual at location  and time t. To complete the model, we must specify how V is
related to u and E. Following [5], we assume that each individual disperses randomly
with probability § € (0,1) and disperses deterministically with an average velocity w so
as to increase his expected rate of reproduction with probability 1 — §. The former is
accounted for by a usual Fickian diffusion % while the latter should be in the direction
of increasing E(u,t,x), say, of the form A\ VE(u,t,z) with A\ > 0. A slightly different

choice is made in [5] and results in the following system

Oru = 0Au—(1-90) V. (uw)+u E(u,t,z)

(3.4)
- Aw+w = AVE(u,t, z).

After a suitable rescaling, and assuming that the environment is homogeneous, (3.4)

becomes
Oru = dAu—V- - (uw)+ruFEu)

(3.5)
—e Aw+w = E'(u) Vu,

for x € Q and t > 0, where € is an open bounded domain of RY, 1 < N < 3. We

supplement (3.5) with no-flux boundary conditions
n-Vu=n-w=0 zc€dQt>0, (3.6)

as suggested in [5]. However, the previous boundary conditions (3.6) are not sufficient for
the well-posedness of the elliptic system verified by w in several space dimensions and

we must impose the following additional condition given in [3, 4, §] :
Opw xn =0, ze€dt>0. (3.7)

As usual, v X w is the number v; wy — vy wy if N = 2 and the vector field (v ws —
V3 wo, —U] w3 + v3 wi, V] we — vy wy) if N = 3. We note that the boundary condition
(3.7) is useless if N = 1.
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Summarizing, given a sufficiently smooth function E, parameters § > 0, > 0 and r > 0,

our aim in this paper is to look for (u,w) solving the problem

O = dAu—V- - (uw)+ruFEu), x€Qt>0
—e Aw+w = VE(u), reQt>0
Opu =0 , w-n=0, z e dNt>0 (3.8)
Opw X N = 0, x e dNt>0
[ (0, ) = wo(x), x € €.

In the first part of this paper, we show that, for p > N, the system (3.8) has a maxi-
mal solution u in the sense of Definition 3.2.1 where u € C ([0, Tmax), WHP(Q)) N
C ((0, Tnax), W?P(12)), see Theorem 3.2.2.

In the second part, we turn to the global existence issue and focus on space dimension
1, and two specific forms of E suggested in |5] : the “bistable case" where E(u) = (1 —
u)(u—a) for some a € (0, 1), see Theorem 3.2.3, and the “monostable case" E(u) = 1—u.
In both cases, we prove the global existence of solution. In addition, in the monostable

case, i.e E(u) = 1 — u, thanks to the Liapunov functional

1

L(u) :/ (u logu —u+1) dz,
-1

we can study the asymptotic behaviour of solutions for ¢ large, and show that the solu-

tion u converges, when t goes to 0o, to a steady state in L?(—1,1), see Theorem 3.2.4.

In the third part, we investigate the limiting behaviour as € — 0. Heuristically, when ¢
goes to zero, the velocity w becomes sensitive to extremely local fluctuations in F(u),

and the system (3.8) reduces to the single equation
du=V-((6—uE'(v) Vu) + 7 u E(u). (3.9)

Clearly (3.9) is parabolic only if § — u E’(u) > 0 for all w > 0. This is in particular the
case when F(u) = 1 — u, see Theorem 3.2.6. But this limit is not well-posed in general.
As a result the population distribution may become discontinuous when neighbouring
individuals decide to disperse in opposite direction, that is in particular the case when
Eu)=(1—-u)(u—a).
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3.2 Main results

Throughout this paper and unless otherwise stated, we assume that
EeC*R),5§>0, >0, r>0.

We first define the notion of solution to (3.8) to be used in this paper.

Definition 3.2.1. Let T > 0, p > N, and an initial condition ug € WP(Q) . A strong

solution to (3.8) on [0,T) is a function

we C([0,T), W(Q)) nC ((0,T), W>*(Q)),

such that
O = 0 Au—V-(uwy)+ruE(u), ae in[0,T)xQ
u(0,z) = wuo(x), a.e. in (3.10)
Onu = 0, a.e. on [0,7") x 09,

where, for all t € [0,T), wy(t) is the unique solution in W2P(Q) of

{ —eAw,(t) + wu(t) = VE(u(t)) ae. in (3.11)

wy(t) - n=0wyu(t) xn = 0 a.e. on 0f)

Our first result gives the existence and uniqueness of a maximal solution of (3.8) in the

sense of Definition 3.2.1.

Theorem 3.2.2. Let p > N and a nonnegative function ug € WHP(Q). Then there is a
unique mazimal solution u € C ([0, Tmax), WHP(2)) N C ((0, Timax), W2P(€2)) to (3.8) in
the sense of Definition 3.2.1, for some Tyax € (0,00]. In addition, u is nonnegative.
Moreover, if for each T > 0, there is C(T') such that

[lu(t)||wrer < C(T), for all t € [0,T] N[0, Trmax),
then Tyax = 00.
The proof of the previous theorem relies on a contraction mapping argument. It is contai-

ned in Section 3.4

We now turn to the global existence issue and focus on the one dimensional case, where
E(u) has the structure suggested in [5].

In the following theorem we give the global existence of solution to (3.8) in the bistable
case, that is when E(u) = (1 — u)(u — a), for some a € (0,1).
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Theorem 3.2.3. Assume that ug is a nonnegative function in W12(—1,1),
and E(u) = (1 —u)(u — a) for some a € (0,1). Then (3.8) has a global nonnegative

solution u in the sense of Definition 3.2.1.

The proof relies on a suitable cancellation of the coupling terms in the two equations
which gives an estimate for u in L>°(L?) and for w in L? (Wl’z). It is developped in
Section 3.5

Next, we can prove the global existence of a solution to (3.8) in the monostable case,
that is, when E(u) = 1 — u, and we show that the solution converges as ¢ — oo to a

steady state. More precisely, we have the following theorem

Theorem 3.2.4. Assume that ug is a nonnegative function in W12(—1,1),
and E(u) =1 —u. There exists a global nonnegative solution u of (3.8) in the sense of
Definition 3.2.1 which belongs to L* ([0, 00); W2(—1,1)).

In addition, if r =0,
1 /1
u(t) — / ug dz
2/,

lim
t—o0

=0,
2

and if r > 0 the solution u(t) converges either to 0 or to 1 in L*(—1,1) as t — co.

In contrast to the bistable case, it does not seem to be possible to begin the global
existence proof with a L>(L?) estimate on u. Nevertheless, there is still a cancellation
between the two equations which actually gives us an L>°(Llog L) bound on u and a L?
bound on 9;+/u. The proof of Theorem 3.2.4 is contained in Section 3.5.

Remark 3.2.5. We note that when N = 1, there is a relation between our model when

E(u)=1—wu and r =0, and the following chemorepulsion model studied in [2]

Oru = § 2 u+ 0x(u 0p1p), in (0,00) x (—1,1)
- 20 +Y = u, in (0,00) x (—1,1) (3.12)
Ou(t, £1) = OyY(t,£1) =0 on (0, 00).

Indeed, define ¢ = —0,1), and substitute it into (3.12). Then differentiating the second
equation in (3.12) we find

Oru = 0 0%2,u—0;(uy), in (0,00)x (=1,1)
—c 02 p+¢ = —Opu=0,E(u), in (0,00)x (—1,1) (3.13)
Ozu(t,£1) = p(t,x£1)=0 on (0, 00).

So that u 1s a solution to our model.
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When E(u) =1 — u, the limit ¢ — 0 is formally justified and (3.8) takes the qualitative
form of (3.1) with ®(u) = du+ 5 u?. In the limit € — 0, (3.8) thus reduces to a diffusion
equation in which dispersion prevents overcrowding and this is clearly a consequence
of the property E' < 0. It is thus unlikely that (3.8) could produce aggregation of

individuals. This observation is actually consistent with Remark 3.2.5.

Theorem 3.2.6. Assume that ug is a nonnegative function in W12(—1,1),
and that E(u) =1 —u. For e > 0 let uz be the global solution to (3.8) given by
Theorem 3.2.4. Then, for all T > 0,

T
lim [Jues(t) — u(t)H% dt =0, (3.14)
e—0 0
where u s the unique solution to
Oy = 02,0u+sud)+ru(l—u), ze(-1,1),t>0,
U(O,iL‘) = u0($)7 US (_17 1)a (315)
Oyu(t,£1) = 0, t>0.

Since 6 +u > 0 for u > 0, the previous equation (3.15) is uniformly parabolic and has a
unique solution u, see [6] for instance.
The proof of Theorem 3.2.6 is performed by a compactness method, and it is contained

in Section 3.6.

3.3 Preliminaries

We first recall some properties of the following system,

—cAw+w = f, in{,
w-n = 0, on 09, (3.16)
Opw XN = 0, on 012,

where f € (LP(Q))" and Q is a bounded open subset of RN, N = 2 3. Let us first

consider weak solutions of (3.16). For that purpose, we define

Wy ={veHE®Q);v-n=0, and d,v x n =0 on 9Q}
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and take W as the closure of Wy in (H'(Q))".
If fe (L%(Q))Y, the weak formulation for (3.16) is

a—:/Vw-Vv—l—/w-v :/f-v, forall ve W
Q Q Q (3.17)
wew

where Vw - Vv =3 Vw; - Vy; and w-v =) w; ;.

We recall some results about the existence, regularity and uniqueness of solution for
(3.17), see [3, 4].

Theorem 3.3.1. If f € (L*(Q))N, (3.17) has a unique solution in W and there is
C =C(Q,N) such that
lwllw < C [[f]l2-

We next consider strong solutions of (3.16), that is, solutions solving (3.16) a.e. in 2. In

this direction the existence and uniqueness of the strong solution to (3.16) is proved in

8] :

Theorem 3.3.2. If f € (LP(Q))N with 1 < p < oo, (3.16) has a unique solution in
(W2P(Q)N and

K
llwen < 22 7, (3.18)

where K(p) = K(p,Q,N).

In other words, the strong solution has the same regularity as elliptic equations with

classical boundary conditions.

We finally recall some functional inequalities : in several places we shall need the following

version of Poincaré’s inequality
lullwie < C (IVullp +[lull), we WHP(Q) (3.19)

with arbitrary p > 1 and ¢ € [1, p]. Also, we will frequently use the Gagliardo-Nirenberg

inequality

N __ N

0 —0 :
lully < C llullfr llully, with 6 = —L520.
1 7 T 75

u e WhH(Q) (3.20)

which holds for all p > 1 satisfying p (N —2) <2 N and ¢ € [1,p).
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3.4 Local well-posedness

Throughout this section, we assume that

E € C*(R), and set E(z) = z E(z) for z € R. (3.21)

Proof of Theorem 3.2.2. We fix p > N, R > 0, and define for T € (0, 1) the set

Xgr(T) = {u eC ([O,T]; Wl’p(ﬂ)) ,tes[l(l)pT] [lu(®)|lwre < R} )

which is a complete metric space for the distance

dx (u,v) = sup |[u(t) —v(®)|[wrr, (u,v) € Xr(T) x Xr(T).
t€[0,T]
For u € Xg(T), and t € [0,T], the embedding of WP(Q) in L>(£)) ensures that
VE(u(t)) € LP(Q2) so that (3.16) with f = VE(u) has a unique solution w,, € (WQ’p(Q))N.
We then define A(u) by

Au(t,z) = (et D) yo)(a) + /0 =5 6 ) [—v (wwy) 7 E(u)} (s,z) ds, (3.22)

for (t,x) € [0,T] x Q, where (' @ A)) denotes the semigroup generated in LP(2) by § A
with homogeneous Neumann boundary conditions. We now aim at showing that A maps
Xr(T) into itself, and is a strict contraction for 7" small enough. In the following, (C;)i>1
and C denote positive constants depending only on €2, d, 7, €, E, p and R.

— Step 1. A maps Xg(7T) into itself.

We first recall that there is C7 > 0 such that
[v]loe < Chllvllwrr, (3.23)
and
1€ ) vllyprs < C1 [[ollwrr, and [[Ve! @& vl|, < €1 672 475 [[oll,,  (3.24)

for all v € WHP(Q). Indeed, (3.23) follows from the continuous embedding of W1?()
in L>*(Q) due to p > N while (3.24) is a consequence of the regularity properties of

the heat semigroup.
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Consider u € Xgr(T'), and t € [0,T]. It follows from (3.24) that

[|Au(®)]]

t
< C Jfuolly + / V=96 8) (4 w,)(s) ||, ds
0

t
©or / 196 2 B(w)(s)]|, ds
0

t
< C Jfuolly + Co 55/ (t— ) llu wuls)l]p ds
0

+

Thanks to (3.23), we have

r / @) ()], ds.
0

[u@®)]loo < C [[u(®)|lwrr < R C1 < Ca. (3.25)
Therefore, using elliptic regularity (see Theorem 3.3.2) and (3.25), we obtain
< K(p) < / <
lwu@®llwze < —= [IVE@®)lp < C [[E'][1(-cp.05) < C. (3.26)
Using again (3.25) along with (3.26) we find
¢ 1
[Au@®)]l, < Ci fuollp +C /0 (t—5)"2|u(s)lloo [lwuls)llp ds
t
+ T /0 [luls)llp [[E(u(s))lloo ds
t
< Cilluolly+C [ (¢=9)7F dstr T RBll=(cacn
0
< Cillwll,+Ct2+CT
< O [fuoll, +C5 T2 (3.27)

(recall that 7" < 1). On another hand, by (3.24) we have

IVAu(®)]l, <

+

<

+

t
Cr Vol + / Ve G2 - (1 wy)(8)]l, ds
0

t
r /0 196 2 T B(w))(s)]l, ds
t

e |Vuo\|p+5—%/ (t=5)7% [|(Vu- wy +u V- w)(s)]]p ds
0

r /0 IV (B(w))(s)]], ds.

Since u € Xgr(T), using (3.25) we can see that

r IV (E@))lp < 1B (w) Vully <7 ||E'| zoe(—c.00) [[Vullp < Ca,
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which gives that

_1 t _1
IVAu@)l, < Ci [[Vuolly+ 6 2/0<t—s> Hlwalloo ||Vl ds
t
4 6-%/ (t— ) 3(IV - wallp [[ulloo) ds + Ci T,
0

Since
l|wulloo < C1 ||lwullwie < Cs, (3.28)

by (3.26) and (3.23), we use once more (3.25) and obtain that

t t
IVAu(b)l, < Ci|[Vuoll, +C /(t—s)—é ds+c/(t—s)—% ds+Cy T
0 0

Cy ||Vuollp + Co T (3.29)

IN

Combining (3.27) and (3.29) we get

1
sup |[|[Au(t)[lw1r < Cy |uollwrr +C7 T2,
te€[0,T)]

Choosing R = 2 C} ||ug||y1» and T € (0, 1) such that
Cy |luollwrs + Cr T7 < R,

we obtain that

sup |[[Au(t)|[y1r < R.
t€[0,T]

It follows that A maps Xg(T) into itself.

— Step 2. We next show that A is a strict contraction for 7" small enough.
Let u and v be two functions in X (7). Using (3.24) we have

ds
P

t
au) - o)l < [ ][Vt 0N [ruw,+va,
0

b [ ]Jee ) - B a

t
< O 5%/@—3)% |~u wy +v wl], ds

0
+ore /Ot = —E(v)Hp ds. (3.30)
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Note that, by (3.25) and (3.28), we have

||uwu—vwv|]p < Huwu—uwv—vwv—{—uwvﬂp
< Jhulloe llwa = ollp + llwolloe f1a = o1l
< Clwy = wollp + C Ju = vy, (3.31)

and it follows from Theorem 3.3.2 and (3.25) that

lwy —wollwze < CIVE(u) = VE(v)]|p
< C||E(u) Vu— E'(u) Vv — E'(v) Vv + E'(u) Vv||,
< CE|poo(—cu,00) |[Vu = V|,
+ ClE'(v) = E'(u)llo [Vl
< C Vv =Vullp + C [|E"||pe(-cy,05) dx(u,v).
< Cg dx(u,v). (3.32)

Combining (3.32) and (3.31) we obtain

t
/ (t— )72 || — u wy + v wyl|p ds
0
C T2 Cs dx(u,v) + T2 Cy dx(u,v)
< T2 Oy dy(u,v). (3.33)

IN

Since w and v are bounded by (3.25), we have
rIE@w) —E@)l, < O |lu—vllp.
Then, we get
t ~ ~
[ rIB@ - E@lplo) ds < O T dy(uo)
0
Substituting (3.33) and the above inequality in (3.30) we conclude that

|Au(t) — Av(t)||, < Cra T2 dx (u,v).
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Using again (3.24), we have

t
IV8u®) - VAol < [ [T 0D 29 w4 V@ w)]|| ds
0 p

o[l es -], o
0 p
t

< 52 /(t—s)% |-V - (u wy) + V- (v wy)ll, ds
0
t ~ ~
v oG / HV(E(U)—E(U))H (s) ds. (3.34)
0 p
Since the mapping

WIP(Q) x WIP(Q) — WhP(Q)

U, v — U v

is bilinear and continuous due to p > N, we deduce from (3.26) and (3.32) that

07EC[ =V (ww) + V- ww)lly < [uwy— v wyllws
< Clullwrs [lww — wollws
+ C llwllwro [Ju = vl
< Cdx(u,v) +C |lu—v||wie
< Chz dx(u,v)

Thus,
1 t 1 1
i 2 () / (t—95)"2 || =V -(uwy)+V-(vwy)llpds <T2 Ci3 dx(u,v).
0

On the other hand, due to (3.25) and the embedding of W1P(Q) in L°°(£2)

IV(E() = E@)ll, = |IE'(w) Vu—E'(v) Vol|,
< CIE' Wllso [[Vu = Vollp + C |IE' (w) = E'(0)lle [[V0llp,
< CUE e (cnem 1V = Vollp + C 1B || ey = vllos
< O lu—vllwre.
Then
r C1 [[V(E(uw) = E))ll, < Cua [Ju— vl [wrs.
Therefore,

(SIS

IVAu(t) — VAv(t)||, < T2 Cis dx(u,v) + T Cig dx(u,v) < T2 Cyy dx(u,v).
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Finally we get
dy (Au(t) — Av(t)) < T2 Cig d (u,v).

Choosing T' € (0,1) such that Tz Ci < 1 we obtain that A is indeed a strict contrac-
tion in Xg(T') and thus has a unique fixed point w.

Furthermore, since v € C ([0, T], W'?(Q)) and p > N, we have VE(u) € C ([0, T], LP())
and we infer from Theorem 3.3.2 that w, € C ([0, T], W*?(Q2)). Combining this pro-
perty with the fact that W1P(Q) is an algebra, we realize that both V - (u w,) and
u E(u) belong to C ([0, T], LP(2)). Classical regularity properties of the heat equation
then guarantee that u € C ((0, 7], W*P(2)) and is a strong solution to (3.10).

— Step 3. Thanks to the analysis performed in Steps 1 and 2, the existence and uniqueness
of a maximal solution follows by classical argument, see |1] for instance.

— Step 4. Since 0 clearly solves (3.10), and ug > 0, the positivity of u follows from the

comparison principle.
O

3.5 Global existence

From now on we choose N =1, Q = (—1,1), p = 2 and we set ¢ = w, to simplify the

notation.

3.5.1 The bistable case : F(u) = (1 — u)(u — a).

In this case, the system (3.8) now reads

oru = 6P u—0;(up)+ru(u—a)(l—u), r€(-1,1),t>0
P p+p = (—2u+(a+1)) dyu, x e (—1,1),t>0
Ozu(t, £1) = o(t,£1) =0, t>0,
u(0, z) = wup(z), xz e (—-1,1),

(3.35)

for a some a € (0,1).

Since E € C2?(R), Theorem 3.2.2 ensures that there is a maximal solution
w of (3.35) in C ([0, Trax), W'P((—1,1))) N C ((0, Tmax), W*P(-1,1)) .
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To prove Theorem 3.2.3 we show that, for all 7" > 0 and ¢ € [0,7] N [0, Tmax), u(t) is
bounded in W12(—1,1).

We begin the proof by the following lemmas which give some estimates on v and ¢.

Lemma 3.5.1. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.3 hold, and u be the
nonnegative mazimal solution of (3.35). Then for all T > 0 there exists C1(T), such that

u and @ satisfy the following estimates

[u(®)]]2 < CL(T), for all £ € [0,T] N[0, T, (3.36)
t
/ 10,02 ds < C1(T) for all £ € [0,T] N [0, Tonas), (3.37)
0
and .
/ o(t)|Byra ds < CL(T) for all ¢ € [0,T] 1[0, Tonae)- (3.38)
0

Démonstration. Multiplying the first equation in (3.35) by u(t) and integrating it over
(—1,1), we obtain

d [t 1 1 1
T lul? do = —2 6/ |0pul? da + 2 / upOgudr+2r / u® E(u) dz. (3.39)
-1 -1 -1 -1

Multiplying now the second equation in (3.35) by ¢ and integrating it over (—1,1) we

obtain

1 1 1 1
€ / 0, ©|? dx —I—/ || doz = —2 / u @ Oyu dz + (a+ 1)/ Ozu ¢ dx. (3.40)
~1 —1 -1 -1

At this point we notice that the cubic terms on the right hand side of (3.39) and (3.40)

cancel one with the other, and summing (3.40) and (3.39) we obtain

d 1 1
Gl +2 10:013 + lelB +2 6 0.0l =2 [ B(w) da+(a+1) [ Ou o
(3.41)
We integrate by parts and use Cauchy-Schwarz inequality to obtain

9
3 + 5 1ol

1 1 2
(a+1) / 8xug0d:z:—(a+1)/ u Oz dx < (a;—el)
-1 -1

On the other hand, u? F(u) <0 if u ¢ (a, 1) so that

/lqu(u)d:cSZ(l—a)
-1
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The previous inequalities give that

(a+1)
2¢

d € 2
al\ﬂll% +3 1020l + [olf5 + 2 6 [|0,ull3 < lull3+4r (1—a).

Therefore, for all T > 0 there exists C1(7) such that (3.36), (3.37) and (3.38) hold. [

Lemma 3.5.2. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.3 hold, and u be the
nonnegative mazimal strong solution of (3.35). For all T > 0, there is Coo(T") such that

()]s < Cuo(T), for all t € [0,7] N[0, Tonax)- (3.42)

Démonstration. The estimates (3.36) and (3.37) and the Gagliardo-Nirenberg inequality
(3.20) yield that there exists Co(T") such that

t t 1 3
/ u Byul]» ds < C / w12 110sull3 ds < Co(T) for all ¢ € [0,7] N [0, Tona)-
0 0

The second equation in (3.35) and classical elliptic regularity theory ensure that there
exists C'(T) such that

t
/ llollw22 ds < C(T) for all t € [0,T] N[0, Trax),
0
which gives in particular, since W22(—1,1) is embedded in W1°(—1,1),
t
/ 1006l oe ds < C5(T) for all ¢ € [0,7] 1[0, Tinas)- (3.43)
0

Now, we multiply the first equation in (3.35) by ¢ u¢~! where ¢ > 1 and integrate it over
(—1,1) to obtain

d [t §(g—1) [1 !
— |ulf de = —4((1)/ |0,u? ? dx + (¢ — 1) / ¢ Oyu? dx
dt /4 q -1 1

1
+ rgq /_1 u? (u—a) (1 —u)dz

1
< —(q—l)/ Opulder+rq2(l—a)
~1

Using Hélder’s inequality , we obtain

d
llullg = (@ = 1) [10s¢lloo [[ullg +2 g r- (3.44)
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Introducing

t
_ / 1000(5)][oo ds < C5(T) for all ¢ € [0, 7] 1[0, T,
0
the bound being a sequence of (3.43), we integrate (3.44) and find

t
lu(®)][2 < [Juol|d e@ ¢0) 424 / (1) (~0()+6(1)) g
0

< (Juolli+2qr) T e? “D),
1
lu@®llg < ((luollf+2q7r) T)s D) forall t € [0,7]N [0, Tinax)-

Consequently, by letting ¢ tend to oo, we see that there exists Coo(T) such that
[|u(t)]|oo < Coo(T), for all t € [0,T] N[0, Tiax)-

O

Lemma 3.5.3. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.3 hold, and u be the
nonnegative mazimal strong solution of (3.35). For all T > 0, there is C4(T") such that

1100u(t)|]s < Co(T) for all £ € [0,7] N [0, Timax). (3.45)

Démonstration. We multiply the first equation in (3.35) by (—02,u) and integrate it over
(—1,1) to obtain

1 d 1 1 1
T |0pul? de = =06 / |02 ul? d$+/ Dp(u @) O2,u dx
tJ1 -1 —1
1
+ 1“/ (1—u) (u—a) (—02,u) dr
1
= -4 / |02 ul? d:v+/ (u Oy + Opu @) 02, u dx
1

+ r/ (—u® 4 (a+ 1)u?* — a) 9%,u dx.
-1
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Using Cauchy-Schwarz inequality and Lemma 3.5.2 we obtain,

1d [t
2 dt ),

1 1 1
)
Ol de < -0 / 102, uf? da + 3/ 0%, uf? dz + C |lul% / 02 da
—1 -1 -1
§ [t o 2 ! 2
+ 5| 10nultde+CllellSe [ |0zul” do
3/ ~1
5 [t o 3 2 2
+ 3 |02 ,ul” de + C ||(u (—u’ + (a + Du® — a))l||5
—1
1 1
< o) [ oo dot C el | 1o do+ C(1). (340
-1 -1
Using (3.38) and Sobolev embedding theorem we obtain the following estimate
t
/ |2, ds < C(T) for all t € [0,T] N [0, Tmax)- (3.47)
0

Since (3.38) and (3.47) hold, then it follows from (3.46) after integration that

||0,u(t)||2 < C4(T), for all t € [0,T] N[0, Tnax)-

It remains to prove Theorem 3.2.3.

Proof of Theorem 3.2.3. For all T > 0, Lemma 3.5.3 and the estimate (3.36) ensure that
[lu(t)||wr2 < C(T), forallt € [0,T)NI[0, Tmax),

which guarantees that u cannot explode in W12(—1,1) in finite time and thus
that Tinax = 00. O

3.5.2 The monostable case : F(u) =1—u

For this choice of E, system (3.8) now reads

O = 002 u—0;(up)+ru(l—u) ze€(-1,1),t>0
— 020+ = — Opu, ze(—1,1), t>0
Ogu(t,£1) = p(t,£1) = 0 t>0,
u(0, z) = wup(z) x € (—1,1),

(3.48)

Since E € C%(R), Theorem 3.2.2 ensures that there is a maximal solution u of (3.48) in
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C ([0, Tmax), WHP(=1,1)) N C ((0, Tmax), W3P(—1,1)).

In contrast to the previous case, it does not seem to be possible to begin the global
existence proof with an L®(L?) estimate on u. Nevertheless, there is still a cancellation
between the two equations which actually gives us an L>°(Llog L) bound on u and a L?
bound on J;+/u. Integrating (3.48) over (0,¢) x (—1,1) and using the nonnegativity of

u, we first observe that,

u(t)|l1 < ||luol|s +2 ¢, forallt e [0, Tmax)- (3.49)

To prove Theorem 3.2.4 we need to prove the following lemmas :

Lemma 3.5.4. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.J hold, and let u be
the mazimal solution of (3.48). Then for all T > 0, there exists a constant C1(T') such
that

t
/M@ﬁ@@gqg)mMMEMﬂmm%w, (3.50)
0

and
t
/ @IPr ds < CL(T), for all £ € [0,7] N[0, Tina)- (3.51)
0

Démonstration. The proof goes as follows. On the one hand, we multiply the first equa-
tion in (3.48) by (logu + 1) and integrate it over (—1,1). Since u (1 —u) logu < 0 and
u(l—u)<1,

1 1 1
d/ u logu de = —/ (0 Ogu —u ) (18xu)da:+r/ u (1 —u) (logu+1) dzx
dt J 4 -1 u -1
1 5 1
< —/ " (Opu)? dx —|—/ @ Ozu dx +2 7. (3.52)
—1 -1

On the other hand, we multiply the second equation in (3.48) by ¢ and integrate it over
(—=1,1) to obtain

1 1 1
6/ |0p0]? da —I—/ || do = —/ Ozu ¢ dz. (3.53)
-1 -1 -1
Adding (3.53) and (3.52) yields

d 1 1
dt/ w logu da + ¢ ||9u| 2+ ||| < —4 5/ Ou/al? dz + 2 7. (3.54)
—1 —1

Finally, (3.50) and (3.51) are obtained by a time integration of (3.54). O
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Lemma 3.5.5. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.4 hold, and let u be
the maximal solution of (3.48). Then for all T > 0, there exists a constant Co(T) such
that

[lu(t)||l2 < Co(T), forall t €[0,7] N[0, Trax), (3.55)

and
t
/ ||0,ul|3 ds < Co(T), for all t € [0,7] N[0, Timax)- (3.56)
0

Démonstration. A simple computation shows that, since u? (1 —u) <1,

d 1 1 1
T wde < —296 / |0pul? dz + 2 / u @ Ozu dr+4r. (3.57)
~1 ~1 ~1
Using Cauchy-Schwarz inequality, Gagliardo-Nirenberg inequality (3.20), Young inequa-

lity and (3.49) we obtain that for all 7' > 0,

1 1
2/ u @ Oyu dr = —/ u? Opp dx < HuHi |10z ]2
—1 —1
1 1\ 2
< C (I!ullé’w,z Huuf) 18uplle < C(T) 11uell2 fullipas
< 8 |fulla + CT) 19a0]2

We substitute the previous inequality in (3.57) to obtain

d

31z < =2 0 [[0sull3 + 6 [Jullfya2 + C(T) [|0apll3 +4 7. (3.58)

Integrating (3.58) in time, and using (3.51) yield that there exists C3(T") such that (3.55)
and (3.56) hold. O

Now we are in a position to show the global existence of solution to (3.48).

Proof of Theorem 3.2.J (global existence).

By elliptic regularity, and the continuous embedding of W?22(—1,1) in W1>(—1,1), we
have
1020(t)lloc < C [lo()lw22 < C [|E"(u) Ozullz < C [|05ull2,

which together with (3.56), implies that

t t
/ |0.0(5)||% ds < C / ||0,u(s)||3 ds < C(T), forallt e [0,7] N[0, Tmax)-
0 0
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Thanks to this estimate, we now argue as in the proof of Lemma 3.5.2 and Lemma 3.5.3
to get that

[|w(t)||oo + ||Ozu(t)|l2 < C(T), forallt e [0,7] N[0, Tmax)-

Thus, the maximal solution u of (3.48) cannot explode in finite time. O

To complete the proof of Theorem 3.2.4, it remains to prove the asymptotic behaviour of
u when t — oo. We note that we have the following lemma which controls the L'(—1,1)
norm of u. For f € L'(—1,1), we set

1 M
<f>:2/_1f(x)dx

Lemma 3.5.6. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.J hold, and let u be
the nonnegative global solution of (3.48). For r > 0, there exists a constant Cy > 0 such
that

0 <<u(t) ><Cp, te(0,00), (3.59)

and if r =0
1
<u(t) >=<uy >= §Hu0\|1, t € (0,00). (3.60)

Démonstration. We note that if r = 0, % < u >= 0, so that

<u(t) >= 5 lu(®)ls = 5 lluoll.
If r >0,
d 2
E<u(t)> = r <u(t)>-r <u(t) >
< ro<a(t) > —r <u(t) >
whence < u(t) >< max {1, < ug >}. O

Next we turn to the existence of a Liapunov functional for (3.48) which is the cornerstone

of our analysis.

Lemma 3.5.7. Let the same assumptions as of that Theorem 3.2.4 hold, and let u be

the nonnegative global solution of (3.48). There exists a constant C1 such that

o) 1 0o
r [T e togude ar [T (ol + < ol + 16l ) de < i, (360
0 -1 0
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and

| el as < cn 3.62
0

Démonstration. Let us define the following functional L

1
L(u):/ (u logu —u+1) dr >0,
-1

and show that it is a Liapunov functional. Indeed

d 1 |83;’LL’2 1 1
—L(u) = —¢ / dz —i—/ ¢ Ozu dx + 'r/ u logu (1 —wu) dz. (3.63)
dt -1 u -1 -1

Combining (3.63) and (3.53) we obtain that

d
FrdC)

1 1 1 1
-4 / |0 v/ul? do — 5/ |0p0]? da —/ lo? da —i—r/ u logu (1 —u) dz.
-1 -1 -1 -1

since u logu (1 —u) < 0. Then for all t > 0

+/0 D(u(s),(s)) ds < L(up).

Since ug and u are nonnegative , we have
1
L) < [ (uf+1) do <fuolff +2,
-1

and

1
qu»z—2—/'wda

e -1
so that
2
/D ) ds <1+ [fuglB+=+2 <up>, ¢20. (3.65)

Therefore, (3.65) yields there exists C > 0 such that
/ D(u, ) dt < Ch. (3.66)
0

From (3.66), we see that (3.61) holds true. In addition, inequality (3.61) together with
Sobolev’s embedding theorem give (3.62). O

In the following lemma we show that {u(¢) : ¢ > 0} is bounded in W12(—1,1).

Lemma 3.5.8. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.4 hold, and let u be
the nonnegative global solution of (3.48). Then u belongs to L> ((0,00); W1?(—1,1)).
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Démonstration. First,

D <us |z = dHuHQ—/l@ud:L‘ /1ud3:
dt 2 a2 T .
d

= a\|u||§—4r <u>r4dr <u><u®>

d
a@ [lul3 +2 7 Co |fulf3- (3.67)

Multiplying the first equation in (3.48) by 2 u, integrating it over (—1, 1), and using the
Cauchy-Schwarz inequality and the fact that u > 0 we obtain
d 1 1 1
— |Jul]3 < —25/ laxu|2d:c—/ u28xg0da:+2r/ u? (1 —u) do
dt 1 1 1
< =26 |0uull3 + [[ullf [[0uell2 +2 7. (3.68)

Gagliardo-Nirenberg inequality (3.20) together with the Poincaré inequality (3.19) and
(3.59) give

[all} < C llullwrz [lulli < € (llullz + llully )
C (|1sulls +1). (3.69)

IN

Thus
ull 110x¢ll2 < C (|0pull2 + 1) 1[0:0]]2- (3.70)

Substituting (3.70), (3.69) and (3.68) into (3.67), and using Young and Holder inequalities

to obtain

d
g e <u> 13 < ~20 10l +C (10sull2 +1) [|0spll2 + 27

2 4
2r Co |[ullf [ully

—2 6 ||0pull3 + C [|0x||3 + 8 ||8pul|3 + C.

IN +

Using Poincaré’s inequality we get
d 2 2 2
— lu(t)— <) > [+ o flult) - <u) >z < C o0tz +C,

for some o > 0 independent of ¢. Integrating this differential inequality gives

e ! lu(t)— < u(t) > I3

IN

t
|[uo— < ug > Hg+/ e * (C ||0:(s)[13 + C) ds
0

t
Jut)— <u(t) >} < Ce*'+C / e 7 (|0sp(s)l[3 + 1) ds
0
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Since e < 1, and e (s—1) <1 as s <t we obtain
t 1
)= <u)) >3 < C+C [ ool ds+ .
Using (3.61) we end up with
lu(t)— < u(t) > |3 < C, (3.71)

where C' is independent of ¢. Therefore, u belongs to L>((0,00); L?(—1,1)).

It remains to show that d,u is in L°°((0,00); L?(—1,1)). We multiply the first equation
in (3.48) by —02,u and integrate it over (—1,1). Since u > 0 we use Cauchy-Schwarz
and Young inequalities and (3.71) to obtain

1 1
10sul < 6 ||02,ull3 + / 02 u (g + Opip ) — 7 / w (1= ) &yu de
-1

-1

1d
2 dt

IN

e 5
5 023 = [ dup 10, do+ G 1080l

1 1 1
+ C’/ lul? |0,0|* dx — T/ w02 u dr —2 7 / u |0pul? dx
-1 -1 1
2 2 1 2 g 2 2
< =0 I0zullz + 5 110z¢ll2 [10zulls + o 110z5ull2

o
+ Cllulli 102011+ C + ¢ 110z:ull3. (3.72)

Since d,u € VVO1 2(—1,1), using the Gagliardo-Nirenberg inequality (3.20) and the clas-

sical Poincaré inequality (3.19), we obtain
5 1 1
10zulls < C |0z ull3 ||Ozullf- (3.73)

Then, we substitute (3.73) into (3.72), and by Young inequality, the Sobolev embedding,
(3.59) and (3.71), we obtain

1d 30
sqllfwulls < == 105ulls + C 10:ll2 10z5ulla [10eull + C HlullS 10112 + C
4]
< =5 10%ullz + C 110:l13 102ull} + C [Julliys2 [104115 + C
4]
< =5 10%ulls + C [10aull3 1020115 + C (|0atel]3 + 1). (3.74)

Since O u € T/VO1 ’2(—1, 1), we use once more the classical Poincaré inequality to obtain

d
3 102ull3 + Bll0zulls < C [10ull3 1020115+ C (l102¢ll5 + 1),
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for some 8 > 0 independent of ¢.

Define

t
=/me@m2w,tza
0

and notice that , since ||0,¢||3 belongs to L'(0,00) by (3.61),

[e.e]
0<0() < b= [ l0o(o)] ds.
0
Integrating the previous differential inequality we find

[0ug| 5 20

L C / 1 4 ¢/(s)) ePle—D+CH-COLs) g

10zu(t)|[3

IN

t
< |0auollz €€ o= 4+ C e© 9 / [P0 1 ¢/ (s)] ds
0
1
< |0auollz €€ 9 + C eC 9 <B + <;Soo> :
Therefore, d,u belongs to L™ ((0,00), L*(—1,1)), and Lemma 3.5.8 is proved. O

Lemma 3.5.9. Let the same assumptions as that of Theorem 3.2.4 hold, and let u be
the nonnegative global solution of (3.48). There is Cy such that

| 10wl ar < c. .75
0

Démonstration. We multiply the first equation in (3.48) by dyu and integrate it over
(—=1,1) to obtain

1 1
/(Btu)de = 5/ uatudm—/ Oz ( ugo)@tuda:—H“/ u (1 —u) Owu do

-1 -1
1

Y dt”a UHQ / (Ozu @ +u Opp) Opu dx + 1 / (u— u2) Oyu dz.
-1

-1

Using Young and Cauchy-Schwarz inequalities we obtain

5 d 1 1 1 1
< HaMb+/'awaF¢w+H@u@+/ ul? Bapf? d + - 10pul 3
T2 dt . 4 . 4

d [t /e 4B
< L N
T rE (2 3) v

[10¢ul3
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which gives

d ! 1
5 (5 10w+ [ PG do) + J0rul < 0.l 1ol + ul 10:513

where F(u) =r (_L; + %3> >,
Next we integrate the above inequality in time, and use (3.62), (3.61) and Lemma 3.5.8

to obtain

1! t
5 [ 10l ds <0 [ (el + ol ds < C

for ¢t > 0 where C' is independent of ¢. We have thus proved (3.75). O

To end the proof of Theorem 3.2.4, our aim now is to look at the large time behaviour

of the solution.

Proof of Theorem 3.2.4, (large time behaviour). In this proof, we follow |7].

By Lemma 3.5.8, the family {u(t), ¢ > 0} is bounded in W?(—1, 1). Since the embedding
of W12(—1,1) in L?(—1,1) is compact then, there are a sequence of positive time (t,),
such that t,, — oo, and z € L?(—1,1) such that

z = lim wu(t,) in L?(—1,1) and a.e. in (—1,1).

n—oo

Consider
Un(s,z) =u(ty +s,z), z€(-1,1), -1<s<1l, n>0,

and
Q,(s,z) =@ty +s,z), -1<s<Ll

We first prove that
Uy — 2z asn — o0, in C ([-1,1];L*(—1,1)). (3.76)

Indeed for each s € (—1,1)

1 tn+1
/ [u(ty + s,2) — u(tn,r)]* de < / / |Opu|? dt d.
-1 tn

sup [|Un(s) = ulta)llz < [ / / atu|2dtda;]
86[71,1} tn—1
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The right hand side goes to zero as n — oo by Lemma 3.5.9. Letting n — oo in the
above inequality gives (3.76).

Next, using the definition of D(u,¢) which is given in (3.64) we obtain that

1
/1 (7 110 108U U = Dl + 103/ Tall3 + 190113 + 2 10,00]3) ds

tnt1
< /t » (r [|u(s) logu(s) (u(s) = )|l + [|02v/u(s)][3 + [lo(s)]13 + & Hax@(S)II%) s

<2 D(u,p) ds. (3.77)
tn—1

The right-hand side of (3.77) goes to zero as n — oo by (3.66), so that
®, — 0 asn — oo, in L?((—1,1); W'*(-1,1)).

In addition, using Cauchy-Schwarz inequality, (3.59) and (3.77) we obtain

1 1 1 2
/1 ||8xUn(s)||% ds = 4/1 </1 \/Un(s) lax\/Un(sﬂ da:) ds
1
< 4 /_1||Un<s>|1 ENGAGIEE

oo

< C D(u, ) ds.
tn—1

Since the right-hand side goes to zero as n — oo by (3.66), then we have
9:U, — 0 asn — oo, in L? ((—1,1); L*(~1,1)). (3.78)
Since the limit in the sense of distribution is unique, (3.76) and (3.78) yield that

Bz = 0. (3.79)

If r =0, (3.79) together with (3.60) and (3.76) give that z =< ug >. We have thus shown
that < ug > is the only cluster point of {u(t), ¢t > 0}. Since {u(t), t > 0} is relatively
compact in L?(—1,1) thanks to its boundedness in W12(—1,1) (see Lemma 3.5.8), we
conclude that u(t) converges to < ug > in L?(—1,1) as t — oo.

If r >0, by (3.77) we have

1
/ ||U, logU, (U, —1)|| ds — 0, as n — oo, (3.80)
-1
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Since (U, ) is bounded in L* ((—1,1) x (=1, 1)) thanks to the boundness of {u(t), t > 0}
in W2(—1,1) and the embedding of W12(—1,1) in L>(—1,1), we infer from (3.76),
(3.79), (3.80) that z logz (¢ — 1) =0, that is z =0 or z = 1. Therefore 0 and 1 are the
only two cluster points of {u(t), t > 0} as t — oo. Since the w-limit set of u is a compact
connected subset of L2(—1,1), see [1, Theorem 9.1.8] for instance, we conclude that u(t)

converges either to 0 or to 1 in L?(—1,1) as t — oo.

3.6 Limiting behaviour as ¢ — 0

When E(u) = 1 — u, letting ¢ — 0 in (3.48) formally leads to (3.9) which is well-posed
since £’ < 0 and 6 > 0. The purpose of this section is to justify rigorously this fact and
prove Theorem 3.2.6. Let T > 0, § > 0, » > 0, € > 0 and a nonnegative initial condition
up € W2(=1,1). We discuss the limit as ¢ — 0 of the unique solution u. of

Orue = ¢ agmug — Op(ue we) + 7 us (1 —ue) in (0,7) x (—1,1),
ue (0, x) = wup(z) in (—1,1), (3.81)
Opus(t,£1) = 0 on (0,7,

given by Theorem 3.2.4, where . is the unique solution of

—€ a£$g05 + e = —0zu. in (0,7T) x (—1,1),
P (t, £1) =0 on (0,7).

3.6.1 Estimates
Lemma 3.6.1. There is C1(T) independent of € such that

T
/0 (5 119av/azl3 + € [100el3 + llpel2) dt < (T, (3.82)

Démonstration. By (3.54) see (the proof of Lemma 3.5.4), we have

d 1 1
a ue logue dx +¢ |’8m906H§+|’906H§ <-4 5/ ’838\/“’6’2 de +2r,
~1 -1
from which (3.82) follows by a time integration. O

Using Gagliardo-Nirenberg inequality (3.20) we obtain the following estimate :
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Lemma 3.6.2. For 2 < p <6, there exists Co(T, p) independent of € such that
T P
| ulif ae < carp), (3.59)
0

Démonstration. For t € (0,T), thanks to (3.82), we can use Gagliardo-Nirenberg inequa-
lity (3.20) on /u. and we obtain for all p € [2, 00)

1Vue®llp < C 11V ueOllpre 1V @77, (3.84)

where 5
R
2p
Therefore
p=2 pt2
VuDIp < CllVueOllyie [[Vuet)]]2?
p p—2 2
lu=Oz < Cl[Vue(O)llyro Nus@Oll " -
Since

[lue (@)l < [luoll +2 7 T,

and % < 2 for 2 < p < 6, the estimate (3.83) follows from (3.82) and the previous

inequalities. 0

Lemma 3.6.3. There is C5(T) independent of € such that
T 3
/ Opucllf e < Cy(T) (3.85)
0

Démonstration. Holder and Young inequalities together with (3.82) and (3.83) with p = 6

yield
T 3 3 T 3
/H%wmﬁ S22/IW%@¢M%ﬁ
0 2 0 2
s [T 3 3
gzz/|mwnmwa5ﬁ
0
T
sc/(m%+mww@ﬁS@m,
0
which gives the result. O

Lemma 3.6.4. There is C4(T') independent of € such that

T
| 0l g, dt < ucr,
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Démonstration. Consider 1) € WQ’%(—L 1) and t € (0,7T), we have

1
/ Orue Y dx
-1

1
_ / 00 (6 Dutie — e 92) + 7 ue E(us)] 9 do

-1

1
- / (_5 azua 0951/1 + Ue e az¢ + 7 oue (1 - 'LLE) w) dx

-1
0 ||0z¢lloo [|0zucllt + [10x9lloo [uell2 [l@ella + 7 [fue (1 = ue)l[1 [[¢)]]oo-

IN

Using the embedding of W23 (—1,1) in W1°(—1,1), and Young’s inequality, we end up

with
1
'/ Orue Y dx
-1

< (0 [10zuelly + lluellz llellz + 7 Juells + 7 [[uell3) [1¥1],23

IN

C (10suell5 + lluel3 + llgel B+ 1) 1113

and a duality argument gives

1oe(t)l o3, < C (0l + llwel 3+ el 3+ 1)

w23y =

Integrating the above inequality over (0,7") and using Young’s inequality we obtain

T T 3
[ 100l oz, < @) [ (10t il + el 1) ar

By Lemma 3.6.1, Lemma 3.6.3 and Lemma 3.6.2 with p = 4 the right-hand side of
the above inequality is bounded independently of ¢ and the proof of Lemma 3.6.4 is
complete. O

3.6.2 Convergence

In this section we discuss the limit of u. as ¢ — 0. For that purpose, we study the

compactness properties of (ug, ©c).

Proof of Theorem 3.2.6. Thanks to Lemma 3.6.2 and Lemma 3.6.3, (u¢)e is bounded in
L2((0,T);Wh2(—1,1)) while (dyuc)- is bounded in L1((0,T); (W22)/(—1,1))

by Lemma 3.6.4. Since Wl’%(—l, 1) is compactly embedded in C([—1,1]) and C([—1, 1])
is continuously embedded in (WQ’%)'(—I, 1), it follows from [9, Corollary 4| that (uc)e
is relatively compact in L2 ((0,7);C(]—1,1])). Therefore, there are a sequence (g;) of

Année 2013 Elissar Nasreddine



Chapitre 3 Well-posedness for a model of individual clustering 147

positive real numbers, £; — 0, and u € L3 ((O, T); W1%> such that

U, ~u in L3 ((O,T); Whs (-1, 1)) , (3.86)

and
ue, = win L7 ((0,7); C[~1,1]) and a.e. in (0,T) x (—1,1). (3.87)

Since (ue)e is bounded in L™ ((0,T); L' (—1,1)) by (3.59), it follows from (3.87)
T T 3 3 T 3
ey =l e < [ e, =l e, =l de < [ e, -l de o,
0 0 0
when e; — 0. In particular, we have
ue, — u, in L*((0,T) x (—1,1)). (3.88)

Observe that the nonnegativity of u follows easily from that of (u.,) by (3.88).

Owing to Lemma 3.6.1, we may also assume that

pe; — ¢ in L*((0,T) x (=1,1)) ase; — 0, (3.89)

gj Oppe, = 0in L*((0,T) x (—1,1)) ase; — 0. (3.90)

Indeed, observe that Lemma 3.6.1 ensure that (,/&j d¢;) is bounded in L*((0,T) x
(—=1,1)) and thus (3.90).

It remains to identify the equations solved by the limit u of (uc;). Let ¢ € C?([0,T] x
[—1,1]) with ¢(T") = 0. Since

T 1 T 1
/ / Opue, ¥ dadt :/ / (=6 Opue, + ue; pe;) Outh + 1 ue, Eug;) ) dudt
0 J-1 0o J-1

(3.91)

and

T 1 T 1 T 1
Ej/ / Ozpe; Ozt da:dt—{—/ / Ye; Y dxdt = —/ / Ozue; P dxdt.  (3.92)
0 —1 0 —1 0 -1

Owing to (3.86), (3.89) and (3.90), it is straightforward to pass to the limit as e; — 0 in

(3.92) and find
T r1 T 1
/ / w Y drdt = —/ / Oyu ¢ dxdt,
0 J-1 0o J-1

© = —0zu. (3.93)

which gives that
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Next, by (3.87) and (3.86) we see that

T ,1 T 1 1
/ / Oyue,; ) dxdt — —/ / u Optp dxdt —/ uo(z) ¥(0,z) dr, asej — 0,
0 -1 0 -1 -1

and

T 1 T 1
/ / azugj Oy dxdt — / / Oru 09 dxdt as e; — 0.
0 J-1 0 J-1

From (3.88), (3.89) and (3.93) we see that

T /1 T ,1
/0/_1u5jg05j8xwd:xdt—>—/o /_1u8xu8x1/)dxdt, as j — 0.

From (3.88) we get

T 1 T 1
r/ / ue; Eue;) ¢ dedt — v / / u E(u) ¢ dzdt, ase; — 0.
0 J-1 0 J-1
Thus we conclude that u satisfies
T T 1
/ Oy, ) dit = / / (=8 Byt — u Byu) Duth + 7 u B(u) ©) da dt,
0 0 J-1
for all test functions 1. Therefore, u is a weak solution of (3.15), and classical regularity
results ensure that u is actually a classical solution of (3.15). Since it is unique and the

only possible cluster point of (u:). in L2 ((0,7) x (—1,1)), we conclude that the whole
family (uc)e converges to u in L? ((0,T) x (—1,1)) as € — 0. O
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Chapitre 4
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Ce chapitre se situe dans la continuité du Chapitre 3. Nous cherchons & démontrer ’exis-
tence globale de la solution mais cette fois dans le cas de la dimension 2. Ce chapitre
est rédigé en anglais et est la version préliminaire de [59], cet article est accepté dans
DCDS-S.
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Abstract : This paper is devoted to study a model of individual clustering with two
specific reproduction rates in two space dimensions. Given ¢ > 2 and an initial condition
in W14(Q), the local existence and uniqueness of solution have been shown in [6]. In this

paper we give a detailed proof of existence of global solution.

4.1 Introduction

In the present work, we deal with a model of individual dispersing of individual with an
additional aggregation mechanism introduced in |5]. Given a sufficiently smooth function
E, parameters 6 € (0,1), e > 0 and r > 0, the equations take the form

{@u = 0Au—V- -(vw)+ruFEu), xe€Qt>0 (4.1)

—c Aw+w = VE(u), x€Qt>0

in an open bounded domain 2 C R?, where u(t,z) > 0, w(t,z) € R? and E denote the
population density, the average velocity of dispersing individuals, and the individual net
reproduction rate, respectively. In this model, the individuals are assumed to disperse
randomly in space (6 Au) with a bias —V - (v w) in the direction of increasing reproduc-

tion rate, the term ¢ Aw acting as a mollifier to smooth out any sharp local variation in
VE(u).

In [5], we supplement (4.1) with no-flux boundary conditions
Opu=n-w=0, €I, t>0, (4.2)

where n is the outward unit normal of 92 and Opu = n - Vu. However, to guarantee the

well-posedness of the elliptic system for w in two space dimensions, we should append
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the following condition given in [3, 4, 7]
Opwxn=0, x€d, t>0, (4.3)

where Opw = (Opwi,Onw2) = (N - Vwi,n - Vws) for the vector field w = (wy,ws). in

other words, (4.3) means that J,w is parallel to n, where v X u = vy ug — uy vs.

Given ¢ > 2, and an initial condition ug € W4(Q), the existence and uniqueness of a
nonnegative and maximal solution of (4.1), (4.2) and (4.3) have been shown in [6], and
the purpose of this paper is to prove the global existence of solution when F(u) has the

two specific forms suggested in [5], namely
Eu)=(1-u) (u—a) (4.4)

for some a € (0,1), or
E(u)=1-u. (4.5)

For these choices of reproduction rates, global existence has been shown in [6] in one
space dimension and the purpose of this work is to prove that the solutions are global as
well in two space dimensions. As in the one-dimensional case, the starting point of the
analysis is an L°°(L?) estimate on u and an L? estimate on V - w. Combining the latter
with Gagliardo-Nirenberg inequality gives L°°(LP) estimates on u for any p > 2. This
then allows us to obtain an L*(L?) bound on Vu which in turn gives an L> bound on

w by elliptic regularity.

The paper is organized as follows. In section 2, we state the global existence results, and
focus on the two specific forms of E : The “bistable case" (4.4) see Theorem 4.2.2, and
the “monostable case" (4.5), see Theorem 4.2.3. In section 3, we recall the local existence
result obtained in [6] and we give some properties of the elliptic system for w. In section
4, we turn to the global existence issue in the bistable case. The proof starts from the
L>°(L?) estimate for u, an L? estimate for w and an L? estimate on V - w obtained from
a suitable cancellation between the coupling terms in the v and w equations, then, for
p > 2, we derive an L% (LP) estimate for u. Then we use Lemma A.1 of [8] to derive
an L™ estimate of u and we end the proof by an L*°(L?) estimate on Vu. This ensures
global existence. In section 5, we prove the global existence in the monostable case. The

proof is quite similar to that of the previous case, except for the first estimate.
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4.2 Main result

We first define the notion of solution to (4.1)-(4.3) to be used in this paper.

Definition 4.2.1. Let T > 0, ¢ > 2, and an initial condition ug € WH4(Q) . A strong
solution of (4.1)-(4.3) on [0,T) is a function

ue C([0,T),WH(Q)) N C ((0,T), W?9(Q)),

such that
Oru = dAu—V- -(uw)+ruE(u), ae in[0,T)x0Q
u(0,2) = wup(x), a.e. in (4.6)
Onu = 0, a.e. on [0,7T") x 09,

where, for all t € [0,T), w(t) is the unique solution in W24(Q) of

{ —eAw(t) + w(t) = VE(u(t)) ae inQ (4.7)

w(t) n=0pw({t)xn = 0 a.e. on 0f)

In the following theorem we give the global existence of solution to (4.1)-(4.3) in the
bistable case, that is when E(u) = (1 — u)(u — a), for some a € (0,1).

Theorem 4.2.2. Let q > 2, and assume that ug is a nonnegative function in W14(Q),
and E(u) = (1 —u)(u—a) for some a € (0,1). Then (4.1)-(4.3) has a global nonnegative

solution u in the sense of Definition 4.2.1.

The proof starts with a suitable cancellation of the coupling terms in the two equations
which gives an estimate for u in L°°(L?) and for V - w in L?. Using the Gagliardo-
Nirenberg inequality (4.13) we derive, for p > 2 an L°°(LP) estimate for u. Then by
the regularity properties of the second equation in (4.1) we obtain an L bound of w.
Combining these estimates and Lemma A.1 of |8] provide us with an L* estimate for u
which is used to show an L% (L?) estimate for Vu. This proves that the solution cannot

explode in finite time.

Next, we turn to the global existence issue in the monostable case, that is when F(u) =

1 —u.

Theorem 4.2.3. Let ¢ > 2, and assume that ug is a nonnegative function in W14(Q),
and E(u) = (1 —u). Then (4.1)-(4.3) has a global nonnegative solution u in the sense of
Definition 4.2.1.
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The proof of the previous theorem follows the same lines as that of Theorem 4.2.2. As
in the bistable case, there is a cancellation between the two equations which provide us

an L>°(Llog L) bound on u and an L? bound for V - w as a starting point.

4.3 Well-posedness

Throughout this paper and unless otherwise stated, we assume that
e (0,1), e>0, r>0.
We first recall some properties of the strong solution of the following system,

—cAw+w = f, in{,
w-n = 0, on 09, (4.8)

Onpw XN = 0, on 012,

where f € (LP(9))? and p > 1. The strong solutions of (4.8) solve (4.8) a.e. in 2. In this

direction the existence and uniqueness of the strong solution to (4.8) are proved in [7] :

Theorem 4.3.1. For f € (LP(Q))? with 1 < p < oo, (4.8) has a unique solution in

(W?2P(Q))? such that

K
llwen < 22 7, (1.9

where K(p) = K(p,Q).

In other words, the strong solution has the same regularity as elliptic equations with

classical boundary conditions.

Thanks to [6] we recall the existence and uniqueness result of the maximal solution of
(4.1)-(4.3).

Theorem 4.3.2. We assume that E € C?(R), let p > 2 and a nonnegative function
up € WHP(Q). Then, for some Tyax € (0,00], there is a unique nonnegative mazimal

solution

u € C ([0, Trmax), WHP(€2)) N C ((0, Tnax), W>P(2)) (4.10)

to (4.1)-(4.3) in the sense of Definition 4.2.1. Moreover, if for each T > 0, there is C(T')
such that
[lu(t)||wrr < C(T), for all t € [0, 7] N[0, Trmax),
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then Thax = 00. In addition, u satisfies

u(t,z) = (et((s A) uo(:c)> + /Ot =R V. (uw)+ru Ew)](s,z) ds, (4.11)

for (t,x) € [0, Tinax] X 2, where (et © A)) denotes the semigroup generated in LP(S2) by
0 A with homogeneous Neumann boundary conditions.
We recall that there is C' > 0 such that

et @ Dullyry < C llellwre, and [[Ve! @ Dafl, <€ 675 e [foll,  (412)

Also in several places we shall need the following Gagliardo-Nirenberg inequality

llully < C Jul |G [[ulli~°, mmezﬂgiuewﬂ%m (4.13)

which holds for all p > 1 and ¢ € [1,p]. Also we use the following singular Gronwall
lemma (see [1, Theorem 3.3.1]).

Lemma 4.3.3. Given o, € [0,1) , there exists a positive constant ¢ := c(«, ) such

that the following is true :

If f: (0,T) — R satisfies

{tt—ﬂf/’j f(t)} e L2.((0,T),R), (4.14)
and .
F)<AtP 4B / 1 f9)ds, aate () (4.15)
- o —sp 1 o

where A and B are positive constants, then f(t) < C(T'), for all t € (0,T), where C
depends only on T, «, (B, and .

4.4 Global existence

4.4.1 The bistable case : F(u) = (1 —u)(u — a)

We recall the system

O = dAu—-V-(uw)+ru(l—u) (u—a), z€Qt>0
—cAw+w = [-2u+(a+1)] Vu, xr€eNt>0 (4.16)
Opu =10 , w-n=0wxn=0, x € INt>0

u(0, ) = wup(z), x € €.
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for a some a € (0,1), and ug € WH4(Q) for some g > 2.

Since E € C%(R), Theorem 4.3.2 ensures that there is a maximal solution of (4.16) in
C ([0, Trmax), WH1(Q2)) N C ((0, Tinax), W>4(R)) for g > 2.

We begin the proof by the following lemmas which gives some estimates on u and w.

Lemma 4.4.1. Let the same assumptions as that of Theorem 4.2.2 hold, and u be the
nonnegative mazimal solution of (4.16). Then for all T > 0 there exists C1(T") > 0, such

that u and w satisfy the following estimates
t
[[u(t)])2 +/ [Vu(s)||5 ds < C1(T), for all t € [0,T] N[0, Tmax), (4.17)
0
and

/0 (IV - w(s)| + lw(s)|[3) ds < CL(T) for all ¢ € [0,T] A [0, Tos).  (4.18)

Démonstration. We multiply the first equation in (4.16) by 2 u and integrate it over ,

to obtain

d/|u2dx:—25/|Vu|2 dac—i—?/ uw-Vudr+2r /u2 E(u) de. (4.19)
dt Jo 0 0 0

We multiply now the second equation in (4.16) by w and integrate it over Q2. We note
that the boundary conditions for w guarantee that w is tangent to 92 while d,w is
normal to 0f2. Consequently, Opw - w = 0 on 92 and it follows from an integration by

parts that
—E/Aw-wdx = 6/|V-w]2dx—6/ [ (Vwr-n) wi + (Vwz-n) we | do
Q Q o0

= s/|V-w!2dm.
Q

We thus obtain

5/|V-w\2dx+/\w|2dx:2 /uw-Vuda:+(a+1)/w-Vudx. (4.20)
Q Q Q Q

At this point we notice that the cubic terms on the right hand side of (4.19) and (4.20)

cancel one with the other, and summing (4.20) and (4.19) we obtain

d
&HUH?F&? IV - w3 + (w3 +2 6 HVU\!%:?T/UQ E(u) dw+(a+1)/w-VU dz.
Q Q
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We integrate by parts and use Cauchy-Schwarz inequality to obtain

(a+1)?
€

(a+1) /w~Vudx:—(a+1)/uV-wdx§
0 0 2

€
[[ullz + 5 IV - wll3.
On the other hand, u? E(u) < 0if u ¢ (a,1) so that
/u2 E(u) dx < 9] (1 —a).
)

The previous inequalities give

d 5 (a+1)2
Gl + 5 V@l +llwll3 +2 6 [[Vull; < = [lull3 + 29 r (1 - a).
Therefore, for all T' > 0 there exists C1(7T) such that (4.17) and (4.18) hold. O

Lemma 4.4.2. Let the same assumptions as that of Theorem 4.2.2 hold, and u be the
nonnegative mazimal solution of (4.16). Then for all T > 0 there exists Co(T,p) > 0,
such that for p > 2

()|, < Co(T,p) for all t € [0,T] N[0, Thnax), (4.21)

t
/ [Vu2(s)||3 ds < Co(T,p) for all t € [0,T] N [0, Tmax)- (4.22)
0

Démonstration. We multiply the first equation in (4.16) by p uP~!, integrate with respect

to z, and integrate by parts. The boundary terms vanish and we obtain

d —446(p—1) 22 /
—ulp <« —2M 7 —(p—1 cwuP d
gl < — Vi B - (=) | Vowur de

+ T‘p/ uP™t E(u) dz.
Q

By Cauchy-Schwarz inequality we obtain

d 45 (p—1) » p
Sy < 220D 10t 34 o) IVl Bl (429
+ rp(1—a)lQ
Using the Gagliardo-Nirenberg inequality (4.13) we have

p p, i p, i
[uz]ls < C [uz|[j2 [luz]]s. (4.24)
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Substituting (4.24) in (4.23), and by Young inequality we obtain

d —46(p—1 p P i
Sy < ;) IVaBI3+C (0 1) IV - wlla [Jubllwa [[ub;
L orp(—a)
—4 46 —1 29 —1
< TR0 ou 22020 e,
D p
Y4
L e V@l 1B+ o)
26 (p—1 3
< ](3) Va3 1 + C(p) ull2+ C) |1V @l [[ull?+ C(p).

Next, integrating the above inequality in time, and using (4.18) yield that there exists
Cy(T, p) such that (4.21) and (4.22) hold. O

Lemma 4.4.3. Let the same assumptions as that of Theorem 4.2.2 hold, and u be the
nonnegative mazimal solution of (4.16). Then for all T > 0 there exists C3(T") > 0, such
that

[[Vu(t)||]o < C3(T) for all t € [0,T] N[0, Tiax)- (4.25)

Démonstration. We multiply the first equation in (4.16) by —Auw, integrate over €2, and

use Cauchy-Schwarz, and Young inequalities and (4.21) to obtain

1d

5&”qu% = —5HAuH§+/(Vu-w+V-wu) Audx—r/u(l—u) (u—a) Au dx
Q Q

IN

0
=0 [|Aull; + 5 [|Aull3 +C / Vul |wf?* do
Q

0
+ C/IV'w!2 [ul* dz+ C 7 [lu (1= w) (u—a)ll3 + Jl|Aull;
Q

IN

HAuE+C [ Vil (o do+C [ V-wP o do+O(T). (426)
Q Q

To go further requires to improve the estimate on w and V - w. For that purpose, we use
Lemma 4.4.1 and Lemma 4.4.2 for p = 4 to obtain for all T' > 0

t t t
JIVE@IE ds < (a4 17 [ [9u)f s+ [ [l Vals)| ds < o(1), (427)
0 0 0
for all t € [0,7] N [0, Timax)- Consequently, VE(u) is bounded in L?((0,t) x Q). By
Theorem 4.3.1 and the continuous embedding of W22(Q) in W14(Q), and Wi4(Q) in
L>(Q), we have

lwlloo + IV - wlls < C lwllwra < C [lw(s)l[w22 < C |[VE(u)]]2,
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which together with (4.27) implies that

/0 (llw ()3 + IV -w(s)][F) ds < C /0 IVE(u)(s)|I3 ds < Co(T), (4.28)

for all t € [0, 7] N[0, Timax). Using Holder Inequality, (4.26) becomes

1d

5
sqlIVullz < =7 [1Aulz +C IIWII§O/QIVU\2 dz +C ||V - wlff [ullf + C(T).

Next we integrate the above inequality in time, and use (4.21) for p = 4, and (4.28) to

obtain .
IVu(t)]l5 < [|[Vuoll3 + C /0 lw(s)I1Z, [[Vu(s)|[5 ds + C(T),

using (4.28) again. We have thus proved (4.25). O

Lemma 4.4.4. Let the same assumptions as that of Theorem 4.2.2 hold, and u be the
nonnegative mazimal solution of (4.16). Then for all T > 0 there exists C4(T) > 0, such
that

l|w(t)]]oe < C4(T), for all t € [0,T] N [0, Tnax)- (4.29)

Démonstration. It follows from (4.21), (4.25) and Holder inequality, that there exists
C(T') > 0 such that

[(—2u+a+1) VUH% <C) || —2u+a+1|s ||Vull2 < C(T).
Consequently, Theorem 4.3.1 ensures that

||w|\W27% <C ||[-2u+a+1] Vu||zs <C(T), for all t € [0,T7] N[0, Tnax)-

3
2
Using the continuous embedding of W2%(Q) in L°°(€2) we have thus proved (4.29). [

Next, thanks to lemma A.1 in [8] we can derive a uniform bound for .

Lemma 4.4.5. Let the same assumptions as that of Theorem 4.2.2 hold, and u be the
nonnegative mazimal solution of (4.16). Then for all T > 0 there exists C5(T) > 0, such
that

llu(t)]|oo < C5(T), for all ¢ € [0, 7] N [0, Tinax)- (4.30)

Démonstration. We can see that the function u solves

Oru = V- (0Vu)+V-f+g, ae in [0, Thax) X Q2
u(0,2) = wo(x), a.e. in Q (4.31)
Opu = 0, a.e. on [0, Tiax) X 09,
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where f = —u w and g =7 u E(u).

By the regularity (4.10) of u, and by the continuous embeddings of W1P(Q) in C(f)
and of W2P(Q) in C(Q) for p > 2 we obtain that f = —u w € C ((0, Tmax); C(€2)) and
Vf € C((0, Tmax); C(€)). Using (4.10) and the continuous embeddings of W?(Q) in
C(Q) for p > 2 again, we see that g = r v E(u) € C ((0, Timax) X ). On the other hand,
fn=—-uw-n=0o0n 92 x (0, Tnax)-

Thanks to (4.21), we have
[lu(t)||p, < C(T), for all t € [0,T] N[0, Tinax)
where pp = 9, while (4.21) and (4.29) yield
1F @)l < C(T) and |lgllg, < C(T), for all ¢ € [0,T]N [0, Timax)

where ¢; > 4 and g2 = 3 > 2. Since pg > 1 — 3;::;

A.1in [8], and the estimate (4.30) holds. O

and pg = 9 > 0, we can apply lemma

Lemma 4.4.6. Let the same assumptions as that of Theorem 4.2.2 hold, and u be the
nonnegative mazimal solution of (4.16). Then for all T > 0 there exists Cg(T) > 0, such
that

[|Vu(t)||qg < Cs(T), for all t € [0,7]N [0, Timax)- (4.32)

Démonstration. Using (4.11), (4.12), (4.30) and (4.29) we have for ¢ > 2

N

IVu@®lly < C luollwra + C /O(t—S) IV - (u w)(s)llq ds

+ orc /0 1V (u E(w)(3)]lg ds

N

IN

C lluollwra+Cr [ (=) llls)lo 1V -w(s)ly s
0

s -9 el [Tus)l, s (433)

+ G [ 3042 @t ) uma) @)l [Vu(s)l ds

< om (1+/O<t—s>%<r|v~w<s>\|q+HW(s)Hq) s+ [ Ivul, ds).

By Theorem 4.3.1 we have

IV - w(s)llg < lw(s)lwza < K(q) [[(—2u+a+ 1)(s)|[e [[Vu(s)llg- (4.34)
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Substituting (4.34) into (4.33) and using (4.30) we obtain
t ) t
IVu(®)lly < C(T) <1 +/0 (t—s)72 [|[Vu(s)llq ds +/0 IVu(s)llq dS) :
Now, we obtain (4.32) by applying Lemma 4.3.3 with § =0, and o = % O
Thanks to these lemmas we can now prove the main Theorem 4.2.2

Proof of Theorem 4.2.2. For all T' > 0, Lemma 4.4.2 and Lemma 4.4.5 ensure that for
q>2
[lu(t)||w1.a < C(T), forall t € [0,7] N[0, Trnax)

which guarantees that u cannot explode in W4(£2) in finite time and thus
that Tinax = 00. O

4.4.2 The monostable case

For this choice of E, system (4.1)-(4.3) now reads

Oru = Au—-V-(vw)+ru(l—u), z€Qt>0

- Aw+w = — Vu, xe,t>0 (4.35)
Opu =10 , w-n=0wxn=0, x e dNt>0

u(0, ) = wup(x), x €,

when ug € WhH4(Q) for some g > 2. Since E € C?(R), Theorem 4.3.2 ensures that there is
a maximal solution of (4.35) in C ([0, Tmax), W4(22)) NC ((0, Tmax), W>4(£2)) for ¢ > 2.

To prove Theorem 4.2.3 we need to prove the following lemma

Lemma 4.4.7. Let the same assumptions as that of Theorem 4.2.3 hold, and let u be
the mazimal solution of (4.35). Then for all T > 0, there exists C7(T") > 0 such that

/0 (Jlw(s)|[3 + |V - w(s)|[3) ds < C7(T), for all t € [0,T]N [0, Trmax)- (4.36)

Démonstration. The proof goes as follows. On the one hand, we multiply the first equa-

tion in (4.35) by (logwu + 1) and integrate it over €2, the boundary terms vanish. Since
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u(l—u) logu<0andu (1 —u) <1,

d/u logu dz = —/(5Vu—uw)-(1 Vu) dz+r /u(l—u) (logu+1) dz
dt Q 0 u 0
< —/ ° |Vu|? da:+/w~Vu dx + Q| r. (4.37)
Qu Q

On the other hand, we multiply the second equation in (4.35) by w, integrate it over .
Noting that the boundary conditions for w guarantee that w is tangent to 02 while Opw

is normal to 0€2. Consequently, Opw - w = 0 on 02 and it follows from an integration by

6/\V-w|2 dx—l—/ |w|? d:cz—/w-Vu dx. (4.38)
Q Q Q

Adding (4.38) and (4.37) yields

parts that

d
dt/ u logu dr +¢ ||V - w|3+ ||w||3 < —4 5/ \Vvul? de+ |9 7. (4.39)
Q Q
Finally, (4.36) is obtained by a time integration of (4.39). O

Proof of Theorem 4.2.3. Thanks to (4.36), we now argue as in the proof of Lemma 4.4.2,
Lemma 4.4.3, Lemma 4.4.4, Lemma 4.4.5 and Lemma 4.4.6 to get that for ¢ > 2

[|lu(t)||oo + [[Vu(t)|lq < C(T), forallte [0,7]N]0, Tmax)-
Thus, the maximal solution u of (4.35) cannot explode in finite time. O
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Abstract. We consider a model of individual clustering with two specific reproduction
rates and small diffusion parameter in one space dimension. It consists of a drift-diffusion
equation for the population density coupled to an elliptic equation for the velocity of
individuals. We prove the convergence (in suitable topologies) of the solution of the
problem to the unique solution of the limit transport problem, as the diffusion coefficient

tends to zero.

5.1 Introduction

In [6], a model for the dispersal of individuals with an additional aggregation mechanism
is proposed. More precisely, the population density u(¢, z) at location 2z €  where € is an
open bounded domain of RV, 1 < N < 3, and time ¢ > 0 solves the convection-diffusion
equation

Ou=90 Au—V - (uw)+ruEu), (5.1)

where 6 > 0, » > 0 and F is the net rate reproduction per individual . This equation is
coupled to an elliptic equation for the velocity w which is assumed to be in the direction
of increasing F(u), say, of the form AVE(u) with A > 0. The evolution of the velocity w
is described by

—c Aw+w = A VE(u), (5.2)

where ¢ > 0 and ¢ Aw is simply to smooth out any sharp local variation in VE(u) so
that w represents a local average of the velocity A VE(u).
We supplement (5.1) and (5.2) with no-flux boundary conditions

n-Vu=n-w=0, x €N, t>0, (5.3)
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as suggested in [6] where n is the outward normal of 9. In addition, in dimension 2
or 3, we impose the following additional condition given in [3, 4, 12] to guarantee the

well-posedness of the elliptic system (5.2)
Opw xn =0, x€dt>0. (5.4)

As usual, v X w is the number vy wy — vy wy if N = 2 and the vector field (vy w3 —

V3 Wo, —VU1 W3 + U3 W1, V1 W2 — V2 wl) if N =3.

We are interested here in the case where the aggregation mechanism is dominant, that
is, the diffusivity ¢ is small. For biological models, this can change dramatically the dy-
namical behaviour of the solutions, and might generate finite time blow-up such as for
the Keller-Segel system, see [11] for instance. Nevertheless, there are situation for which
the small diffusivity limit is somehow “stable", including some models from semicon-
ductor physics, see Markowich and Szmolyan [8], and for the Keller-Segel system with
volume-filling effect, see [5, 10]. There, the authors prove the convergence, in the small
diffusivity limit, of the solutions of the parabolic systems to weak entropy solutions of
the corresponding hyperbolic systems. A related field of research which is currently very
active is the analysis of the so-called aggregation equation dyu+ div(K (u)) = 0 where K
is a nonlocal linear operator, see |1, 7|, and the references therein.

Taking the case of small diffusivity as a motivation, we will study the system (5.1), (5.2),
(5.3) and (5.4), in the limit of vanishing diffusivity 6. More precisely, given a sufficiently
smooth function E, parameters § € (0,1), € > 0 and r > 0, our aim in this paper is to

investigate the limit 6 — 0 of the following one dimensional system

Opug = 6§ 0%us — Ox(us ws) + 7 us E(us), x € (—1,1),t>0
— O2ps+ s = OuB(us), PE(LDE>0
Opus(t,£1) = s(t,+1) =0, t>0 '
us(0, z) = wup(x), x € (—1,1).
where E has two specific forms suggested in [6], namely
Eu)=1-u (5.6)
or
E(u)=(1—u)(u—a), forsomea € (0,1). (5.7)

Given ug € WH2(—1,1), the existence and uniqueness of a global solution of (5.5) have

been shown in |9], and the purpose of this paper is to prove that (ug,s) converges to a
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solution of the nonlocal transport problem

Ou = -0, (up)+ruEw), xze(-1,1),t>0,

—e 2o+ = 0.F(u), z e (—1,1),t >0, (5.8)
o(t, £1) = 0, t>0,

u(0, x) = wup(x), xz € (-1,1),

as the diffusion coefficient § approaches zero. This leads, in a natural way, to the exis-

tence of a smooth solution of (5.8), the uniqueness being established in Proposition 5.4.2.

Our paper is organized as follows. In Section 2, we state the main results and focus on the
two specific forms of E suggested in [6] : the “bistable case" (5.7), see Theorem 5.2.1, and
the “monostable case" (5.6), see Theorem 5.2.2. In Section 3, we recall some results of
existence and uniqueness of a global solution of (5.5) obtained in [9]. Section 4 is devoted
to the uniqueness issue of smooth solutions of the transport problem (5.8). In Section 5,
we focus on the bistable case (5.7). We derive a priori estimates on (ug, ¢s), which are
uniformly valid in 6, and particularly we derive a lower bound for d,¢s and an L (W11)
estimate on us which leads to an L>(W?22) bound on ug. these estimates imply, by a
compactness argument, the existence of accumulation points of any sequence (us, ©s)s-
Thanks to Section 3, we conclude that the limit of (us, ps)s is unique, and the whole
family (ug, ps) converges to the unique solution of (5.8) with E(u) = (1 —u)(u — a). In
Section 6, we analyse the limit 6 — 0 of (5.5) in the monostable case (5.6). This analysis

is quite similar to that of the previous case, except for the first estimate.

5.2 Main results

Throughout this paper, and unless otherwise stated, we assume that
5€(0,1), e>0, r>0.

In [9], the global existence and uniqueness of smooth solution of (5.5) are shown when
E(u) has the structure (5.6) or (5.7). Our first result gives the limit 6 — 0 in (5.5) in
the bistable case, that is when E(u) = (1 — u)(u — a) for some a € (0,1).

Theorem 5.2.1. Assume that ug is a nonnegative function in Wt2(—1,1) and E(u) =
(1 —u)(u—a) for some a € (0,1). For § > 0, let us be the global nonnegative solution to
(5.5) given by Theorem 5.3.2 below. Then, for all T > 0

lim ||us(t) —u(t)||c =0 forall t € (0,7,
6—0
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where u € C ([0,T]; L*(—1,1)) N L> ((0,T); WH2(=1,1)) is the unique smooth solution

of the corresponding transport system
ou=—-0,(up)+ru(l—u)(u—a), ze(-1,1),t>0, (5.9)

—epto=(-2u+ta+1)du, z€(-1,1),t>0 (5.10)

with boundary and initial conditions

p(t,£1) =0, for all £ > 0, and u(0,z) = ug(z), z € (—1,1). (5.11)

As a consequence of (5.11) no boundary conditions for u are needed.

The proof of the previous theorem is performed by deriving estimates which are uniformly
valid for 0 < ¢ < 1. This proof starts with the suitable cancellation of the coupling terms
in two equations which gives an estimate for us in L>°(L?) and for @5 in L?(W2). Then
we derive a lower bound for 9,95 and an L>(W'!) bound on wus which leads to an
L>®(Wh2) bound on us. We will, by a compactness argument, show the convergence of
ugs to the smooth solution of the transport system (5.9), (5.10) and (5.11).

Next, we turn to the monostable case, that is when E(u) = 1 —u, and we study the limit
0 —0.

Theorem 5.2.2. Assume that ug is a nonnegative function in Wi2(—1,1) and E(u) =
(1 —u). For 6 > 0 let us be the global nonnegative solution of (5.5) given by Theorem
5.3.2 below. Then, for all T >0

lim ||us(t) —u(t)||c =0 forall t € (0,7,
6—0

where u € C ([0,T]; L*(—1,1)) N L> ((0,T); Wh2(—1,1)) is the unique smooth solution

of the following transport system,
Ou=—-0;(up)+ru(l—u), ze(-1,1),t>0, (5.12)

—e o+ o=—0u, xe(-1,1),t>0, (5.13)

with boundary and initial conditions

o(t,£1) =0, for all t >0, and u(0,z) = up(z), =z € (—1,1). (5.14)

The proof of Theorem 5.2.2 follows the same lines as that of Theorem 5.2.1. As in the
bistable case, there is a cancellation between the two equations but it only gives an
L>(Llog L) bound on us and an L?(W12) bound on (5.
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5.3 Well-Posedness of (5.5)

We first recall the notion of solution to (5.5) to be used in this paper.

Definition 5.3.1. Let T > 0, E € C*(R), and an initial condition ug € W12(—1,1) .
For 0 < 6 <1, a strong solution to (5.5) on [0,T) is a function

us € C([0,7), W*(=1,1)) nC ((0,T), W>*(-1,1)) ,

such that
Opus = 0 0%us — 0z (us ps) + 1 us E(us), ae. in [0,T) x (—1,1)
us(0, x) = wup(z), a.e. in (—1,1)
Ozus(t,£1) = 0, a.e. on [0,7T),

where, for all t € [0,T), ps(t) is the unique solution in W>2(—1,1) of

—e0205(t) + ps(t) = 0,E(us(t)) ae. in (—1,1)
(p(g(t,ﬂ:l) =0

We now recall the global existence theorem which is proved in [9], where E(u) is given
by (5.6) or (5.7).

Theorem 5.3.2. Assume that ug is a nonnegative function in W12(—1,1),
and E(u) = (1 —u)(u—a) for some a € (0,1) or E(u) =1—u. Then (5.5) has a unique

global nonnegative solution u in the sense of Definition 5.3.1.

5.4 Uniqueness

In this section we prove the uniqueness of the solution of (5.8). Let us first give the

definition of the strong solution of (5.8).

Definition 5.4.1. Let T > 0, E € C?*(R), and an initial condition ug € WH2(—1,1) .

A strong solution on [0,T) to the transport system (5.8) is a function
ueC(0,T),L*(-1,1)) nC ((0,T), Wh?(~1,1)),

such that

{ O = —0z(u)+ruE), ae in0,T)x(-1,1)
u(0,z) = wup(x), a.e. in (—1,1),

Année 2013 Elissar Nasreddine



Chapitre 5 A model of individual clustering with vanishing diffusion 173

where, for all t € [0,T), p(t) is the unique solution in W22(—1,1) of

—e020(t) + o(t) = 0.FE(u(t)) ae.in (—1,1)
o(t, £1) =0

The main result is contained in

Proposition 5.4.2. Assume that ug is a nonnegative function in WH2(—=1,1) and E €
C?(R). Then for all T > 0, there exists at most one solution u of (5.8) in the sense of
Definition 5.4.1, such that

ue L™ ((0,T),Wh(=1,1)), and ¢ € L™ ((0,T); Wh>(-1,1)). (5.15)

Démonstration. Let us assume that there exist two different solutions u; and ug to (5.8)

corresponding to the same initial conditions, and fix T" > 0. We put
(u,p) = (u1 — u2, o1 — @2), in [0,7] x (=1,1).

Then (u, @) satisfies

Oru = —0:(u 1) —0x(ug ) +ruy E(ur) —r ug E(uz), in (0,7)x (—1,1
—ed2p+¢ = E'(w1) Opur — E'(up) dpua, in (0,7) x (—1,1)
o(t, £1) =0 on (0,7)
u(0,z) = 0, in (—1,1).
(5.16)
We multiply the first equation in (5.16) by sign(u), and integrate it by parts over (—1,1)
to obtain
d 1 1
Gl = = [ ovouuldo— [ oupr ful da

1 1
— / sign(u) Oy ug dx —/ ¢ Oyug sign(u) dz
1

—1 —

-1

1
+ r / (u1 E(uy) —ug E(ug))) sign(u) dx
< 10z¢l1 uzllos + [|0zuslli [[¢lloo + 7 [[ur E(ur) —uz E(u2)ll1,(5.17)

since the first line in the right-hand side vanishes. Using the fact that u; and wo are
bounded by (5.15) and the embedding of W11(—1,1) in L>(—1,1) we estimate

lur E(ur) —uz E(uz)|[1 < C |[ul1. (5.18)
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Using (5.15), (5.18), and the continuous embedding of W1(—1,1) in L®(-1,1) , (5.17)
becomes q
/[l = C 10zl + C lelloo + C lullr- (5.19)

To complete the proof of Proposition 5.4.2, it remains to estimate ||0z¢||1 and ||¢]|so-

For z,y € (—1,1), we integrate the second equation in (5.16) to obtain
— ) dz : z)dz = zaxEu — 0, E(u dz
o [t aes otz = [ @B - ou80)
—€ (Oxp(x) — Oxp(y)) +/ p(z) dz = [E(ui(z)) — E(uz(z)) — E(ui(y)) + E(uz(y))]-

Next we integrate the above equality with respect to y over (—1,1) to obtain

1
Orpla 25/ /' 2) dady—— B ()2 Blua(a)+5 - [ (Bl ()= Blua(a) do

This gives

up@) < N 4L B (2) — s + 5 1) — B
Therefore
ol <2 B 4 L ) — Bl + 2 11BG) ~ B
Since u1 and ug are bounded and E € C%(R) we obtain
fouell <2 1L 4 ¢ 2y, (520

It remains to prove an L' estimate to ¢. For that purpose, we define, for i = 1,2, the
function 9; € L°°((0,T), W?>°(—1,1)) solution of

{ —02i(t,x) = @i(t,x), in (—1,1) (5.21)

bit,£1) = 0.

We multiply the second equation in (5.16) by ¢ = ¥; — 12 and integrate it over (—1,1)

to obtain

ol + llowpl 3 = / B (E(ur) — E(uy)) o do
1E(u1) — E(un)l1 110s9]loc < C [fulls 110s]oc-

IN
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By the continuous embedding of W2?(—1,1) in L>°(—1,1) and by (5.21), the previous
inequality reads
10zl lwr2 < C fullx

and
el < C llglle = C |02¢l2 < C(||09]|2 + 10731 [2) < C [[ul]1- (5.22)

Substituting (5.22) into (5.20), and by the continuous embedding of W1i(—1,1) in
L>°(—1,1) we obtain
|elloo < C[0xlly < C Jullr. (5.23)

Finally, we substitute (5.23) into (5.19) we obtain

d
qpllully < C llully + 7 C lulls. (5.24)

Gronwall’s inequality applied to inequality (5.24) implies that the two solutions are
identical, which proves Proposition 5.4.2. O

5.5 The bistable case : F(u) = (1 —u)(u — a)

Let T > 0, the system (5.5) now reads

Dyus = 6 O2us — Ox(us @s) + 1 us (us —a)(1 —us), in(0,7) % (—1,1)
— Pos+os = (—2us+ (a+1)) dyus, in (0,7) x (=1,1)
Opus(t, £1) = ps(t,x£1) =0, on (0,7),
us(0, x) = wup(zx), in (—1,1),

(5.25)

for some a € (0,1).
Thanks to Theorem 5.3.2, (5.25) has a unique global nonnegative solution in the sense
of the Definition 5.3.1.
Integrating (5.25) over (0,7") x (—1, 1) and using the nonnegativity of ug, we first observe
that

Nus(®)||1 < |luoli +27r (1 —a) T, forallte [0,T]. (5.26)

5.5.1 Estimates

Lemma 5.5.1. There is C1(T') > 0 independent of 0 such that

T
| (5 Vowsl + lleslly +2 8 lcusll3) de < Cu(), foralte 0.7)  (5:27
0
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l|us(t)]|2 < C1(T), for all t € [0,T], (5.28)

and

T
/ |2 dt < C1(T) for all ¢ € [0, T. (5.29)
0

Démonstration. Multiplying the first equation in (5.25) by 2 us and integrating it over
(—=1,1), we obtain

1 1 1 1
4 lus|? do = —2 5/ |0pus|? da 4 2 / us @5 Ozus do+2r / u} E(us) dz.
-1 -1

dt -1 —1
(5.30)
Multiplying now the second equation in (5.25) by ¢s and integrating it over (—1,1) we

obtain

1 1 1 1
€ / |02 0s]? dx—i—/ lps|? do = —2 / Us P5 Optls dat—l—(a—i—l)/ Opus s dzr. (5.31)
-1 ~1 —1 ~1

At this point we notice that the cubic terms on the right hand side of (5.30) and (5.31)

cancel one with the other, and summing (5.31) and (5.30) we obtain

d 1 1
—lusl3+e [|0psll3+ sl 3+2 6 |0susl|3 =27 [ uf E(us) det(at+1) [ zus o5 da.
dt 1 1

(5.32)
We integrate by parts and use Cauchy-Schwarz inequality to obtain

! (a+1) 2

1 2
e
@+ 1) [ uus s d=—(a+1) [ us dupy do < 05 sl 5 0ual
-1 -1

On the other hand, u? E(us) < 0if us ¢ (a,1) so that
1
/ u} E(ug) dz <2 (1 —a)
~1

The previous inequalities give that

(a+1)
2¢e

d € 2
Sllusli3 + 5 19uesll3 + llsll3 +2 5 [19usl§ < gl +4 7 (1= a).

Therefore, by a time integration, there exists C(7') such that (5.27) and (5.28) hold. By
the continuous embedding of W12(—1,1) in L>(—1,1) we obtain (5.29). O

Lemma 5.5.2. There is Co(T') > 0 independent of 6 such that

llos(t)]]2 < Co(T), for all t € [0,T]. (5.33)
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Démonstration. We define the function 1 € L? (0, T, W22(—-1, 1)) solution of

{—fﬁ% = % i (—1,1) 530
Ys(t,+£1) = 0, in[0,7T).

Multiplying the second equation in (5.25) by 15 and integrating it over (—1, 1) we obtain

1 1 1

o / o5 s da — / Py s de = — / Eus) 0utts da
-1 ~1 1

e 11020513+ 110l < 1B Cus)lly 118sts]loc.

Using the embedding of W12(—1,1) in L>(—1,1) and the specific form (5.7) of E we
obtain
10:9sllwr2 < C [|B(us)lli < C (1 + [[us|l3)- (5.35)

Using (5.34) and (5.28) the above inequation becomes
llesllz = [102¢sll2 < [18:slwr2 < C. (5.36)
O
Lemma 5.5.3. For 0 < § < 1, there exists C(T) > 0 independent of & such that

(a+1)2
4 ¢

Iups(x) = —4 sl — — C(T). (5.37)

Démonstration. For z,y € (—1,1), we integrate the second equation in (5.25) to obtain
€T
—€ / 390% dz+/ ws(z = / (—2us +a+1) Oyus dz
v y
—& (Oaps(2) = Daps()) + | ws(2) dz = —[uj(2) — w3 (y)] + (a +1) (us(x) —us(y)).
y
Next we integrate the above equality with respect to y over (—1,1) to obtain

2 e Oyps(a //905 dedy —2 u2(2) +2 (a+1) us(e) + |[usll% — (a+1) [[us]]s.

. 1.2 (a+1) (a+1)2
Since ¢ uj — “~—ug > —

1 x 1 1
// os(2) dzdy > —/1/1|rsos|\oo dzdy > —4 |95l

, and
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it follows from (5.28) that

1 a+1 1 a+1
dups(a) = / [ ey eyt @) T ) = g+ sl
a+1
> 2 sl = o,
O

We continue with estimates for the derivatives of wug.
Lemma 5.5.4. There is C3(T) > 0 independent of 0 such that

[|0zus(t)||1 < C3(T) for all ¢t € [0,T]. (5.38)

Démonstration. We set g5 = Oyug to simplify the notation, and differentiate the first
equation in (5.25) with respect to x. This yields

Drgs + 02 (us @s) — 1 O (us (1 — us) (us —a)) =6 1. (5.39)

We define an approximation of the sign function by 0,(z) = 0(%), 0 <y < 1, with o
smooth and increasing, ¢(0) = 0, and o(z) = sign z for |z| > 1. Then, with abs,(2) =
Iy 04(€) d&, the convergence of absy(2) to |z| as v — 0 is uniform in z € R.

Multiplying (5.39) by 0,(gs) and integrating with respect to x yields

1 1
/107(95) Orgs dz  + / 0+(95) [0:(g5 @s) + g5 Outps + us O2ps] da

/ (=3u2+2(a+1)u;s —a) g5 dx
/ 02gs da. (5.40)
Since
1 1
/ 0+(9s) 9:(9s5 ps5) dx = —/ 0! (95) Ozgs 95 s da,
-1 -1
and

1 1
/ o (95) g5 dx = — / (95)* o, (g5) dz,
—1

-1
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we obtain

1
/

/ 0-,(95) Ozgs gs s dx
-1

1
+ / (

-1

1

0+(95) 95 Oxps dx +/ 0(gs) us Orps dx
-1

1
[ ) (B2t ) us—a) g5 do
—1
1
_ _5/ (9a05)? 0 (g5) dax < 0. (5.41)
—1

The function f,(z) = 0,(2) z — abs,(2) satisfies f(z) = 0/ (z) 2z and converges to 0

uniformly in z € R. We integrate the second term in (5.41) by parts and we use the

second equation in (5.25) in the fourth one to obtain

d 1 1 1
dt/ abs’y(gé) dr + /1 f'y(g§) a:c‘:pé dx + /1 U’y(gé) gs a:c906 dz

-1

1 1
+ 6/ 04(95) us (2us —a—1) g5 dx
-1

1 1
+ 8/ o~(9s) us s dx
-1

1
< 7‘/ 04(g5) (=3 uf +2 (a+1) us —a) gs dv. (5.42)
-1

Now, |gs| > 04(gs) g5 > 0 and (2us —a — 1) > 0 if ug > %L, so that

/1 oy(9s) us (2us —a—1) gs dv = /u

-1

o
A
IS
=]
IA
Q
ot

and thus )

! a+1)>2
/ oy(95) us (2us —a—1) gs do > —(2)/ lgs| dx. (5.43)
1 1

(a+1)?
2

Also, since =3 u3 +2 (a+ 1) us —a < and |gs| > o+(gs5) 95 > 0,

1

1 2
+1
r/ 0,(95) (=3 u3 +2 (a+1) us —a) gs dv < raexsy (a2 ) / lgs| dx. (5.44)
1

-1 —
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Passing to the limit v — 0 in (5.42) the first term on the right-hand side vanishes. And
it follows from Lemma 5.5.3, (5.43), (5.44) and (5.26) that

d [! 2 a+1)? ! a+1)? (!
— [ g5l dz — <€H(P6Hoo+( ) +C2(T)> /1|95| dw—( )/1 lgs| dx

dt J_4 4e _ 2¢ _
us||1 r(a+1)% [1
< Ml g+ “OX D T g
€ —1
c(T r(a+1)* [1
< D ol + L [ g (5.45)

Integrating (5.45) in time, and using (5.29) yield that there exists C3(T") such that (5.38)
holds. O

Lemma 5.5.5. There is C4(T) > 0 independent of 0 such that
[|us(t)||ooc < Ca(T) for all t € [0,T], (5.46)

and
1005 (t)]|co < Cy(T) for all ¢t € [0,T]. (5.47)

Démonstration. For all T > 0, (5.26) and Lemma 5.5.4 guarantee that
l|lus(t) ||y < C(T') forall t € [0,T]. (5.48)

Therefore, the continuous embedding of W1t(—1,1) in L°(—1,1) implies that (5.46)
holds. On the other hand, Lemma 5.5.4, Lemma 5.5.2, (5.46) and the second equation in
(5.25) ensure that d,¢s(t) is bounded in W1!(—1,1) and by the continuous embedding
of Whi(—1,1) in L>®(—1,1) we get (5.47). O

Lemma 5.5.6. There is C5(T") > 0 independent of § such that

1055 (t)|]2 < C5(T) for all t € [0, T]. (5.49)

Démonstration. Coming back to (5.39) , g5 = Oyus satisfies

Ohgs = —0xgs Ps — 2 gs Oups — us 05 + 1 Oy (us (1 —us) (us — a)) + 0 2gs. (5.50)
We multiply (5.50) by gs and integrate it over (—1,1) to obtain

1d

1 1 1
§£Hg§|\§ = —/ D295 @5 95 dx — 2/ |95|% Ouips da —/ us 025 gs dx
—1 1 —1

1 1
+ r / Or (us (1 —us) (usg —a)) gs de+9 / a§95 gs dx.
-1 —1
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We integrate by parts the last term of the right-hand side, and use the second equation
in (5.25) to obtain

1d 2 ! 951 ! 2 1t /
sl = = [ () wsde =2 [ |gsl” Ovps du+— | us (—5 + E'(us) gs) g5 dx
-1 -1 €J

1 1
+ r / (—3 u?; +2(a+ 1)us — a) |g(;|2 dr — 0 / \85595]2 dzx.
We integrate the first term in the right-hand side by parts and use Hélder inequality to
obtain

1d

2 ! |96|2 ! 2 e
55!\95\\2 = /_12 Oz ps diﬁ—?/_l |95]° Orps dl‘—g/_lua ©s g5 dx

1 /1 1
+ 8/ us (—2us +a+1) \95]2 dx +r / (—3 u§+2(a+1)u(5—a) \95]2 dx
1 -1
3. 1
= 3 19512 Haa:%\looJrg l[uslloo [l@sll2 [1gsl2
1
+ 2 |lus (—2us +a +1)|loo |lgsl3 + 7 [| — 3 ug + 2(a+ 1)us — alloo [1gsl}5-

Using (5.46), (5.47) and Young inequality we obtain

d
3 /l9allz < C llgsllz + C llesl3, (5.51)

it follows from (5.27) after integration that (5.49) holds. O

Lemma 5.5.7. There is Cs(T') > 0 independent of 6 such that
||0pus (8)|[Eyra.2y, < Co(T) for all ¢ € [0,T], (5.52)

where (W12)" denotes the dual space of W12.

Démonstration. Consider 1 € W12(—1,1) and t € (0,T). We have by the first equation
in (5.25)

1
/ Oyug ¥ dx
-1

1
_ /1 102 (8 Dutis — s ) + 7 us Blus)]  da

1
= / (=0 Opus Opt + us s Oxt0 + 1 us (1 —us) (us —a) V) do

-1
< 0 [1029bll2 [102usll2 + [[0xll2 [uslloo [lsll2 + 7 [[us (1= us)(us —a)ll2 [[¢]l2-
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Using (5.49), (5.46) and Lemma 5.5.2 we end up with

1
‘/ Orug ¥ dx
~1

since 0 < § < 1. A duality argument gives

< @+147) C) [[llwre < OT) [[bllwr

Hatu(;(t)|’(wl,2)/ < Cﬁ(T), t e [O,T]

and the proof of Lemma 5.5.7 is complete. O

5.5.2 Convergence

In this section we discuss the limit of (ugs, ¢s5) as 6 — 0. For that purpose, we study the

compactness properties of (ugs, ©s).

Proof of Theorem 5.2.1. Thanks to Lemma 5.5.6 and (5.27), (us)s is bounded in

L*> ((0,T); W'2(—1,1)) while (8yus)5 is bounded in L> ((0,T); (W2)'(=1,1)) by Lemma 5.5.7.
Since W12(—1, 1) is compactly embedded in C[—1, 1] and C[—1, 1] is continuously embed-

ded in (W12)'(—1,1), it follows from [13, Corollary 4] that (us)s is relatively compact in

C ([0, T] x [—1,1]). Therefore, there are a sequence (J;) of positive real numbers, d; — 0,

and u € L ((0,T); Wh2(—=1,1)) such that

us, = u in L* ((0,7); WH?(-1,1)), (5.53)

and
us; — u in C([0,T] x [-1,1]). (5.54)

Owing to Lemma 5.5.1 and Lemma 5.5.6, we may also assume that
@5, — ¢ in L? ((0,7); WH?(=1,1)) as §; — 0, (5.55)

and
8; Ozus, — 0in L*((0,7) x (=1,1)) as §; — 0. (5.56)

It remains to identify the equations solved by the limit (u,¢) of (us;,¢s;). Let ¥ €
C%([0,T] x (—=1,1)) with ¥(T) = 0. Recall that, for j > 1,

T ,1 T /1
/ / Opug; ¢ drdt = / / ((—5]- Ozus, +us; ;) Ot + 1 us; E(us;) w) dxdt
0 J-1 0 J-1
(5.57)
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and
T f1 T 1 T r1

€ / / Oztps; Ort) dxdt—i—/ / ws; Y dxdl :/ / (—2us; +a+1) Ozus;p drdt.
0o J-1 o J-1 0o J-1

(5.58)
Owing to (5.55), the limit of the left-hand side of (5.58) as §; — 0 is given by

T 1 T /1
€ / / Orptp O dxdt +/ / @ Y dzdt.
0 J-1 0 J-1

From (5.53) and (5.54) we have
T 1 T 1
/ / (—2us; +a+1) Oyus; b dxdt — / / (—2u+a+1) Opu ¢ dedt as 6; — 0.
0 J-1 0o J-1
Next, by (5.54) we see that

T r1 T r1 1
/ / Orus; ¥ drdt — —/ / u Oy dxdt —i—/ uo(z) ¥(0,z) dz, as §; — 0,
0 J-1 0 J-1 -1

and by (5.56)
T rl
—(5]' / / &cu(;j BIIZJ dxdt — 0 as (5]' — 0.
0 -1

From (5.54) and (5.55) we see that
T 1 T 1
/ / us; ps; Ozt dxdt — / / u @ 09 dxdt, as d; — 0.
0o J-1 0 J-1
From (5.54) we get
T 1 T 1
7’/ / us, E(us;) ¢ dedt — r / / uw E(u) ¢ dxdt, as §; — 0.
0 J-1 0 J-1

Thus we conclude that (u, ¢) satisfies

T T 1
/0 (Opu, ) dt = /0 /_1 (w0 +7u(l—u)(u—a)y) dr dt, (5.59)

and
T ,1 T 1 T 1
5 / / Ortp Ot dxdt—i—/ / 1 dedt = / / (=2 u+a+1) Opu v dxdt. (5.60)
0 J-1 0 J-1 0o J-1

for all test functions . Since (u, ) satisfies (5.59) and (5.60), then (u,y) is a weak
solution of (5.9), (5.10) and (5.11). Recalling that v € L ((0,7); W'?(—1,1)) and
¢ € L* ((0,T); W'?(—1,1)) by Lemma 5.5.5 and Lemma 5.5.6, we deduce from (5.59)
that dyu € L?((0,T) x (—1,1)) and from (5.60) that ¢ € L> ((0,7); W*?(—1,1)), so

Elissar Nasreddine Année 2013



184 Chapitre 5 A model of individual clustering with vanishing diffusion

that u solves (5.9) and (5.11) in the sense of Definition 5.4.1 with the regularity (5.15).
By Proposition 5.4.2, such a solution is unique so that u is the only possible cluster
point of (us)s in C ([0,T] x [—1,1]). Therefore, the whole family (us)s converges to u in
C([0,T] x [-1,1]) as § — 0. O

5.6 The monostable case, E(u) =1—u

Let T > 0, system (5.5) now reads

Drus = 0 Oqus — Ou(us p5) + 7 us (1 —us) e (=1,1), t>0

—€ 0205 + s = — Oyus, re(-1,1),t>0

Ozpus(t,£1) = ps(t,£1) = 0 t>0,

us(0, ) = wup(x) xz € (-1,1),
(5.61)

Thanks to Theorem 5.3.2, system (5.61) has a unique global nonnegative solution in the
sense of Definition 5.3.1.

Unlike the previous case, it does not seem to be possible to begin the proof with an
L>®(L?) estimate on u;s. Nevertheless, there is still a cancellation between the two equa-
tions which actually gives an L°°(Llog L) bound on us and a L? bound on d,/u; as we
shall see below. Integrating (5.61) over [0, 7] x (—1,1) and using the nonnegativity of us,

we first observe that,

lus®)||1 < lJuolls +2 7 ¢, for all t € [0,T]. (5.62)

5.6.1 Estimates

Lemma 5.6.1. There is C7(T) > 0 independent of § such that
T
| (e owsl + lleslly +4 8 oy B) dt < C(T), tforallte 0.7),  (563)
0
T
/ sl 2 dt < Co(T), for all £ € [0, T. (5.64)
0

Démonstration. The proof goes as follows. On the one hand, we multiply the first equa-

tion in (5.61) by (logus + 1) and integrate it over (—1,1). Since us (1 — us) logus <0
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and us (1 —ug) <1,

1 1
1
— ug logus dr = —/ (6 Opus —us @s) (— Opus) dx
dt J 4 -1 us

1
+ r / us (1 —us) (logus + 1) de
-1

1 5 1
< —/ — ((93;7,%;)2 dx +/ w5 Oyus dz+2r.  (5.65)
1

_1us _
On the other hand, we multiply the second equation in (5.61) by ¢ and integrate it over
(—1,1) to obtain

1 1 1
5/ \61905]2 dx +/ \@5\2 dx = —/ Ozus s dx. (5.66)
-1 -1 -1

Adding (5.65) and (5.66) yields

1

d 1
5 | s logus du+e 1020513 + ||ps]|3 < —4 5/ 0p/us|> dz+2 7. (5.67)
-1 -1

Then, (5.63) is obtained by a time integration of (5.67). Finally, by the continuous
embedding of W12(—1,1) in L®°(—1,1) we obtain (5.64). O

Lemma 5.6.2. For 0 < § < 1, there exists Cs(T) > 0 independent of 6 such that

Orps(x) > —4 ||ps||cc — Cs(T) for all ¢t € [0,T]. (5.68)

Démonstration. For x,y € (—1,1), we integrate the second equation in (5.61) to obtain

T

—5/ D2p5(2) dz—l—/ ws(z) dz = — | Oyus dz
y y

y
xX
— Ouesle) ~dups ) + [ oa(e) do = —lusle) —us(o)]
y
Next we integrate the above equality with respect to y over (—1,1) to obtain

1 x
—2 ¢ Opps(x) = —/ / w5(2) dzdy — 2 ug(x) + ||us]|1-
—1Jy

Since

-1

1 x
/ / os(z) dzdy > —4 [|9sloos
Y

Elissar Nasreddine Année 2013



186 Chapitre 5 A model of individual clustering with vanishing diffusion

and us > 0, it follows from (5.62) that

R B (e E O R [
) = — z) dz - us(z) — — |lu
zP5 2 e 71y906 Y - 5 2¢ 5111
2
> =2 |oslloe — Go(T).
O
Lemma 5.6.3. There is Co(T) > 0 independent of § such that
llos(t)]|2 < Co(T), for all ¢t € [0,T]. (5.69)
Démonstration. The proof is similar to that of Lemma 5.5.2. O
Now, we continue with estimates for the derivatives of us.
Lemma 5.6.4. There is C1o(T) > 0 independent of 0 such that
[|0zus(t)||1 < Cro(T") for all ¢ € [0,T]. (5.70)

Démonstration. Differentiating the first equation in (5.61) with respect to x and setting

gs = Ozug yield
O(gs5) + 8§(u5 ws) — 1 Oz (ug (1 —ug)) =0 8%95. (5.71)

We define as in the bistable case an approximation of the sign function by o, (2) = o(%),
0 < v < 1, with o smooth and increasing, 0(0) = 0, and o(z) = sign z for |z| > 1. Then,
with abs,(z) = [ 0y(€) d&, the convergence of abs,(z) to |z| as ¥ — 0 is uniform in
z e R.

Multiplying (5.71) by 0,(gs) and integrating with respect to x yields

1 1
/ 0,(95) 0i(gs) dz + / 0(95) [02(gs ©s) + g5 Ouips + us Orps) da
1 —1
1
[ oo 1= 2 ) gy da
—1
1
= 5 [ ol g o (5.72)
—1

Since

1 1
/ 0+(9s) 9:(gs5 ps) dx = — / 0’,(95) Dxgs g5 ws d
—1 —1

and

1 1
5 / o (95) g5 dx = 6 / (995”0, (g8) d
-1 -1
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we obtain

d 1 1
X / abs,(gs) dx — / 0:95 95 Ps dx
—1
/ 1

0+(95) 95 Oxps dx +/ 0(gs) us Orps dx
—1

1
1
- r/o,y (1 -2 ug) gs dx
— s / 0,95)2 o'.(g5) dz < 0. (5.73)

The function f,(z) = 0,(2) z — abs,(2) satisfies f(z) = 0/ (z) 2z and converges to 0
uniformly in z € R. We integrate the second term in (5.73) by parts and we use the

second equation in (5.61) in the fourth one to obtain

d 1 1
dt/ absv(g(;) dr + f'y(gé) a:c905 dx +/ U’y(gé) gs a:L‘QO(S dz
-1 -1 -1
1 /! 1/t
< —/ 0+(95) us g5 dx — / 0+(95) us s dx
€ J1 g J1

1
+ 7’/ 0,(95) (1 —2 ug) g5 dx.
1

1 1
< 2wl lleollo+7 [ Jos] o
-1
since ug > 0, 1 —2us < 1and 0 < 04(gs) g5 < |gs|- Passing to the limit v — 0 in the above

inequality, the second term on the left-hand side vanishes. It follows from Lemma 5.6.2
and (5.62) that

d [* 2 . !
I - T
G [ st = (2t o) [ ol as
C(T !
< DDttt r [ sl (5.74)

Integrating (5.74) in time, and using (5.64) yield that there exists C1o(T") such that (5.70)
holds. O

As in the previous section, we have the following consequence of Lemma 5.6.3 and
Lemma 5.6.4.

Lemma 5.6.5. There is C11(T") > 0 independent of § such that

110205 () ||oo + [|us(t)||oo < C11(T) for all ¢t € [0,T]. (5.75)
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Lemma 5.6.6. There is C12(T") > 0 independent of § such that

[|0zus(t)|]2 < Ci2(T) for all ¢t € [0,T]. (5.76)

Démonstration. Since (5.75) holds, we argue as in the proof of Lemma 5.5.6 to obtain
(5.76). O

Lemma 5.6.7. There is C13(T") > 0 independent of § such that

[10¢us (1) |[Gwr.2y < Cra(T) for all ¢ € [0,T]. (5.77)

Démonstration. Consider 1 € WH2(—1,1) and t € (0,T). We have by the first equation

in (5.61)
1
‘/ Ovugs Y dx
—1

1
= '/ (_5 OrUs 8xw+u§ 20 a;,;”t/J-i—T Uus (1 _u§) w) dx
-1
< 0 [|02Y|2 [|0zus]l2 + [10:0]l2 [[uslloo l@sll2 + 7 [Jus (1 —us)|l2 [[¥]]2-

Using Lemma 5.6.3, Lemma 5.6.5 and Lemma 5.6.6, we end up with

1
‘/ Orug Y dx
-1

and a duality argument gives

< C(T) [[llwre,

|[Orus ()| w2y < C(T), tel0,T]

and the proof of Lemma 5.6.7 is complete. 0l

5.6.2 Convergence

Proof of Theorem 5.2.2. Thanks to Lemma 5.6.5 and Lemma 5.6.6, (us)s is bounded in

L ((0,T); W'2(—1,1)) while (8yus)5 is bounded in L> ((0,T); (W'2)'(—1,1)) by Lemma 5.6.5.
Since W12(—1, 1) is compactly embedded in C[—1, 1] and C[—1, 1] is continuously embed-

ded in (Wh2)/(—1,1), it follows from [13, Corollary 4] that (us)s is relatively compact in

C ([0, T] x [—1,1]). Therefore, there are a sequence (J;) of positive real numbers, d; — 0,

and u € L ((0,T); Wh2(—1,1)) such that

us, = u in L* ((0,T7); WH?(-1,1)), (5.78)
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and
us, — u in C([0,T] x (=1,1)). (5.79)

Owing to Lemma 5.6.1 and Lemma 5.6.6 we may also assume that
@5, = ¢ in L* ((0,7); W'?(=1,1)) as §; — 0, (5.80)

and
8; Oyus, — 0in L* ((0,T) x (—=1,1)) as &; — 0. (5.81)

It remains to identify the equations solved by the limit u of (us,). Let ¢ € C*([0,T] x
[—1,1]) with ¢(T") = 0. Since

T 1 T 1
/ / dyus; 1 dadt = / / ((—6; Dpus, + ug, @s;) Ot + 1 us, E(us,) 1) dadt
0o J-1 0o J-1
(5.82)

nd
T 1 T 1 T 1
€ / / Ozps; Oxth dmdt—|—/ / ws; Y dxdl :/ / (—0zus;) ¢ dzdt.  (5.83)
0 -1 0 -1 0 -1

Owing to (5.80) and (5.78), it is straightforward to pass to the limit as §; — 0 in (5.83)
and find

T 1 T 1 T 1
€ / / Opp Ozt dxdt +/ / w Y dadt = / / (—0yu) ¥ dxdt.
0 J-1 0 J-1 0 J-1

Next, by (5.79) we see that

a

T 1 T 1 1
/ / Opus; P dxdt — —/ / u Optp dxdt +/ uo(z) ¥(0,z) dr, as d; — 0.
0o J-1 0 J-1 1

By (5.81) and (5.78)
T 1
_6]' / / aru(;j 6331/} dxdt — 0 as 5]' — 0.
0o J-1
From (5.79) and (5.80) we see that

T ,1 T ,1
/0/1u(;jcp5j8xz/1dxdt—>/o /1ucp8x1/1dxdt, as 6; — 0.

From (5.79) we get

T 1 T 1
7“/ / us; (1 —us,) ¥ dedt — 7 / / u (1 —u) 4 dedt, as d; — 0.
0o J-1 0 J-1
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Thus we conclude that (u, ¢) satisfies

T T 1
/O Oy, ) dt:/o /_l(u o O+ u (1—u) ¥) du di, (5.84)

and

T 1 T 1 T 1
€ / / Oz Oz dxdt —i—/ / @ Y dxdt = —/ / Ozu Y dxdt, (5.85)
0 J-1 0 J-1 0o J-1

for all test functions 1. Since (u, ¢) satisfies (5.84) and (5.85), then (u, ¢) is a weak solu-

tion to (5.12), (5.13) and (5.14). Since u € L™ (0, T; Wh?(—=1,1)) and ¢ € L™ (0, T; Wh?(—1,1)),

we deduce from (5.84) that dyu € L? ((0,T) x (—1,1)) and from (5.85) that ¢ € L (0, T; W??(—1,1)).
Consequently, u solves (5.12) and (5.14) in the sense of Definition 5.4.1 and has the re-

gularity (5.15). According to the Proposition 5.4.2, such a solution is unique and (us)s

has only one possible cluster point in C ([0, 7] x [—1,1]). We conclude that the whole

family (us)s converges to u in C ([0,T] x [-1,1]) as 6 — 0. O
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Abstract

Diffusion approximation for Fokker-Planck equation with heavy tail equilibria.

Aggregation models in population dynamics.

Abstracts : This thesis includes two parts. In the first part, we concentrate on the
diffusion limit of the kinetic equation of Fokker-Planck in the special case where the
equilibria decay towards zero at infinity like a negative power function. If the decay rate
is strong enough, we prove that the limit equation is an equation of diffusion. This study
uses the method of moments and weighted Sobolev spaces. The second part is devoted
to the study of two models which comes from aggregation modelling in biology. We first
study the chemotaxis model of Keller-Segel, and focus on the parabolic-elliptic version
with nonlinear diffusion. Making use Liapunov functional, we prove the existence of an
explicit mass below which the solution exists globally in time. We next study the model
of individual clustering introduced by Grindrod in 1988 : we are interested in the exis-
tence of the global solution in dimension 1 and 2, for two different choices of the rate of
reproduction. We specify the long time behaviour of the solution. Finally, we study the

behaviour of the solution in the case of vanishing diffusion.

Keywords : Diffusion limit, Fokker-Planck equation, equilibrium with polynomial de-
cay, moment method, Hilbert expansion, Anomalous diffusion, mathematical models in
biology, chemotaxis, elliptic system, parabolic equation, uniqueness, individual cluste-
ring, rate of reproduction, Keller-Segel system, global existence, Liapunov functional,

compactness method, long-time behaviour, vanishing diffusion.






Résumé

Limite de diffusion de l’équation de Fokker-Planck avec un équilibre a décroissance

lente. Modéles d’agrégation en dynamique de populations.

Résumé : Ce mémoire se compose de deux parties. Dans la premiére partie, nous étu-
dions la limite de diffusion de I’équation cinétique de type Fokker-Planck dans le cas
particulier o les équilibres décroissent polynémialement en vitesse. Si le taux de dé-
croissance est assez fort, nous démontrons que 1’équation limite est une équation de
diffusion. Cette étude utilise la méthode des moments dans des éspace de Sobolev a
poids. La seconde partie est consacrée a ’étude de deux modéles issus de la modélisation
de l'agrégation en biologie. Tout d’abord, nous étudions le modéle de chimiotactisme
de Keller-Segel. Nous considérons la version parabolique-elliptique du systéme de Keller-
Segel avec une diffusion non linéaire critique et dégénérée. En utilisant la fonctionnelle de
Liapunov, nous montrons l’existence d’une masse explicite en decga de laquelle la solution
existe globalement en temps. Ensuite, nous passons a 1’étude du modéle de regroupe-
ment des individus introduit par Grindrod en 1988 : nous nous intéréssons & l’existence
globale de la solution en dimension 1 et 2, en considérant deux choix différents du taux
de reproduction. Nous précisons le comportement asymptotique de la solution. Ensuite
nous étudions le comportement de la solution dans le cas ou le mécanisme d’advection

domine celui de diffusion, et plus particuliérement, dans le cas de diffusion évanescente.

Mots clés : Limite de diffusion, équation de Fokker-Planck, équilibre & décroissance
polynomiale, méthode des moments, développement de Hilbert, diffusion anormale, mo-
déles mathématiques en biologie, chimiotactisme, systéme elliptique, équation parabo-
lique, unicité de la solution, regroupement des individus, taux de reproduction, systéme
de Keller-Segel, existence globale en temps, fonctionnelle de Liapunov, méthode de com-

pacité, comportement asymptotique, diffusion évanescente.
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