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Vorwort

In dem hier vorliegenden achten Band der Reihe ,Mathematikdidak-
tik Grundschule” sind die Ergebnisse der Herbsttagung des Arbeits-
kreises Grundschule in der GDM zusammengefasst. Die Tagung
fand vom 9. bis 11. November 2018 in Bad Salzdetfurth (Niedersach-
sen) statt. Das diesjdhrige Tagungsthema ,Inhalte im Fokus — Ma-
thematische Strategien entwickeln wurde mit grofem Interesse
unter verschiedenen Blickwinkeln diskutiert.

Das Thema Sicherung einer mathematischen Grundbildung in der
Grundschule ist in der wissenschaftlichen, bildungspolitischen und
praxisorientierten Diskussion allgegenwirtig. Mathematische Bildung
von Schiilerinnen und Schiilern in der Grundschule basiert im Kern
auf der Fihigkeit, mathematische Strategien zu entwickeln, um spezi-
fische mathematische Frage- und Problemstellungen zu bewiltigen.
Im Gegensatz zu einem eher mechanischen Verstindnis von Ma-
thematik trigt die Férderung mathematischer Strategieentwicklung
bei Kindern dazu bei, aktiv inhaltliche Vorstellungen aufzubauen und
kreativ mathematische Beziehungen zu nutzen. Hierzu ist es rele-
vant, dass die Lehrperson einerseits adiquate Aufgabenformate an-
bietet, andererseits die Lern- und Losungsprozesse der Schiilerinnen
und Schiiler bei der Entwicklung von Strategien kompetenzorientiert
begleitet.

Vor diesem Hintergrund ist es interessant, die verschiedenen In-
haltsbereiche der Grundschule zu betrachten und Wege fiir eine
aktive Auseinandersetzung mit Mathematik zu beleuchten. Insbe-
sondere wurde die besondere Bedeutung der Strategien in den In-
haltsbereichen thematisiert. Die Tagung leistete einen Beitrag dazu,
aktuelle Forschung vorzustellen, Ergebnisse zu diskutieren und An-
regungen weiterzugeben.

In den Hauptvortrigen wurden verschiedene Aspekte zur Entwick-
lung und Nutzung mathematischer Strategien in den Blick genom-
men. So ging Lieven Verschaffel (Leuven/Belgien) in seinem Vortrag
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Vorwort

beispielhaft auf die Bedeutung der Analyse und Entwicklung von
»Strategiekompetenz“ fiir das Verstehen und Lernen elementarer
Arithmetik ein. Christiane Benz beleuchtete die Relevanz von Struk-
turwahrnehmung fiir Zahlvorstellungen und Strategieentwicklung
fiir arithmetische Lernprozesse im Elementar- und Primarbereich.
Simone Reinhold griff das Tagungsthema am Beispiel der Vorstel-
lungen von geometrischen Abbildungen auf und ging auf Herausfor-
derungen und Chancen ein. Am Beispiel des Umgangs mit Groflen
und Messinstrumenten stellten Marianne Grassmann und Roland
Rink theoretische Uberlegungen und praktische Ansitze zur Nut-
zung und Entwicklungen von Strategien vor und zur Diskussion.

Auch in diesem Jahr haben wieder viele Kolleginnen und Kollegen
ihre Arbeiten aus der aktuellen mathematikdidaktischen Grundschul-
forschung im Rahmen der Arbeitsgruppen vorgestellt und somit neue
Denkanstofle geboten. Der Sprecherrat bedankt sich daftir herzlich
bei allen Vortragenden. Unser Dank gilt auch den Koordinatorinnen
und Koordinatoren der Arbeitsgruppen. Durch ihr kontinuierliches
Engagement ist es moglich, dass u. a. auch Nachwuchsforscherinnen
und -forscher Gelegenheit zur Prisentation und Diskussion ihrer
Projekte bekommen.

%Q—, l/{(arcub‘/(/ u..au-

Elke Binner Prof. Dr. Marcus Nuhrenborger
((1‘“‘* i S 3 KMMMM MG\VUNN
Prof. Dr. Christof Schreiber Prof. Dr. Sebastian Wartha

Webseite des Arbeitskreises http://didaktik-der-mathematik.de/ak/gs/




Den Blick schirfen: Grundlage fiir arithmetische Kompetenzen

von Christiane Benz

Der Aufbau tragfihiger Vorstellungen von Zahlen und Operationen sowie die Entwicklung
von Rechenstrategien stellen zentrale arithmetische Inhalte der Primarstufe dar. Im Artikel
wird die Relevanz von strukturierendem Sehen fiir Zahlvorstellung und Strategieentwicklung
bei arithmetischen Lernprozessen beleuchtet. Dabei werden die individuelle Wahrnehmung
und Deutung von Strukturen sowie daraus folgende verschiedene Strategien aus theoretischer
und empirischer Perspektive analysiert. Darauf aufbauend werden Konsequenzen fiir die
Gestaltung arithmetischer Lernumgebungen im Elementar- und Primarbereich gezogen und
die Rolle eines strukturierenden Sehens fiir erfolgreiches Mathematiklernen wird skizziert.

Schliisselworter:  Strukturierendes Sehen, Zahlvorstellung, Anzahlbestimmungsstra-
tegien, Rechenstrategien

1 Bedeutung arithmetischer Strategien

In diesem Kapitel stehen arithmetische Strategien im Ubergang vom
Elementar- zum Primarbereich im Fokus. Der Arithmetikunterricht
zeichnet sich in den bildungspolitischen (KMK Standards, 2005) und
aktuellen mathematikdidaktischen Publikationen dadurch aus, dass
nicht allein das Erreichen eines korrekten Resultates, und auch nicht
das Beherrschen bzw. das schnelle Ausfithren von Verfahren im Vor-
dergrund stehen, sondern vor allem die Prozesse, die Strategien, die
zu einem korrekten Resultat fithren kénnen.

Dieser Fokus ist im arithmetischen Bereich nicht neu. Schon Kiihnel
stellt dies bereits 1922 in seinen Vortrigen tiber neuzeitlichen Re-
chenunterricht ausfithrlich dar:
Ein selbststindiges Suchen, Finden und Verstehen mehrerer Lo-
sungswege, das miissen wir an die Stelle der alten Normalverfah-

ren setzen. Es ist wirklich ein Zauberstab, dieses Wortchen: Wer
kann es anders? (Kithnel, 1922, S. 58)

Durch diese Frage stehen die Strategien und nicht das Ergebnis im
Mittelpunkt. Prozesse stehen allerdings nicht nur beim Thematisie-
ren unterschiedlicher Strategien im Vordergrund. Freudenthal weist -
bereits vor 35 Jahren — auf die Bedeutung von Prozessen als Kern der
Mathematik hin:

Mathematik ist keine Menge von Wissen. Mathematik ist eine Ti-
tigkeit, eine Verhaltensweise, eine Geistesverfassung, die man
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sich handelnd erwirbt, und vor allem die Haltung, keiner Autoritit
zu glauben, sondern immer wieder ,warum’ zu fragen.“ Eine
Geisteshaltung lernt man aber nicht, indem einer einem schnell
erzdhlt, wie er sich zu benehmen hat. Man lernt sie im Tétigsein,
indem man Probleme 16st. (Freudenthal, 1982, S. 140)

Um auf die Frage ,warum* antworten zu kénnen, sind bei arithmeti-
schen Inhalten im Elementar- und Primarbereich Zahl- und Operati-
onsvorstellungen sowie weitere Fihigkeiten des Beschreibens und
Begriinden der eigenen Vorgehensweise bzw. Strategie! notwendig.
Strategieeinsatz kann deshalb nicht losgeldst von Zahl- und Operati-
onsvorstellungen betrachtet werden.

2 Zihlen - eine erste arithmetische Strategie

Wenn Fachkrifte im Elementarbereich nach zu férdernden mathe-
matischen Kompetenzen befragt werden, wird Zihlen am hiufigsten
genannt. Und Zahlaktivititen sind auch die am haufigsten genannten
Anlisse fiir mathematische Bildung in KiTa-Alltag (Benz 2012, 224).
Dies ist nicht erstaunlich, stellen doch Zihlkompetenzen eine ganz
elementare und offensichtliche mathematische Aktivititen dar, die im
Elementarbereich eine lange Tradition haben. Die Bedeutung der
Zihlkompetenzen wird dadurch bestitigt, dass sie Bestandteile in
aktuellen Zahlbegriffsentwicklungsmodellen (Fritz, Ehlert & Balzer,
2013) sind. Des Weiteren wurden in Studien zur Vorhersage fir spa-
tere arithmetische Kompetenzen flexible Zihlkompetenzen als Pri-
diktoren fur arithmetische Kompetenz am Ende Klasse 2 identifiziert
(vgl. Dornheim, 2008). Insofern kann eindeutig festgestellt werden,
dass Zihlen eine erste bedeutende Strategie von Kindern darstellt,
um die Anzahlen von Mengen zu bestimmen. Um mit Zihlstrategien
die Anzahl einer Menge korrekt angeben zu koénnen, miissen die
Kinder bereits die Zahlwortreihe sicher kénnen und Zihlprinzipien
beriicksichtigen (Gelman & Gallistel, 1978).

! Der Begriff Strategien wird in diesem Artikel synonym zu Vorgehensweise verwendet.
Fur eine differenzierte Betrachtung beziiglich der begrifflichen Schirfung sei auf Hess
(2012) verwiesen.
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3 Voraussetzungen fiir nicht-zihlende Strategien

Nichts desto trotz stellt gerade diese erste und zu Beginn durchaus
erfolgversprechende Strategie oft eine Hiirde sowohl beim Aufbau
von Zahlvorstellungen als auch beim Erwerb von Rechenstrategien
dar. Rein zihlende Anzahlbestimmungen in grofleren Zahlenriumen
und verfestigtes zihlendes Rechnen wird als ein Symptom und
Hauptproblem bei besonderen Problemen beim Rechnenlernen iden-
tifiziert (Gaidoschik, 2010; Rechtsteiner, 2013; Schulz, 2014; Wartha
& Schulz, 2012). Beim Rechnen im Zahlenraum bis 100 wird sehr
schnell deutlich, dass Zihlstrategien, bei denen jedes Element bzw.
jeder Schritt in der Zahlwortreihe einzeln gezihlt wird, keine effekti-
ven Strategien mehr darstellen kénnen. Insofern ist es Aufgabe des
Mathematikunterrichts Kinder darin zu unterstiitzen, dass sie nicht-
zihlende Strategien entwickeln kénnen.

Um sich von Zihlstrategien 16sen zu konnen, also um nicht nur in
Einerschritten operieren zu miissen (vgl. Hisel-Weide, Nithrenbor-
ger, Moser-Opitz & Wittich, 2014), benétigen Kinder eine Vorstellung
von Zahlen, die aus groferen Einheiten bestehen, ein Teil-Ganzes-
Verstindnis (Gerster, 2009; Resnick, 1992). Werden Zahlen durch
Mengen veranschaulicht, ist es also notwendig, dass Mengen zuneh-
mend nicht nur als viele einzelne Elemente wahrgenommen werden,
sondern auch als Zerlegung in Teilmengen bzw. als Kombination aus
verschiedenen Teilmengen. Dafiir miissen die Mengen bereits auf
visueller Ebene strukturiert bzw. gegliedert werden. So besteht die
Menge 5 dann beispielsweise nicht mehr nur aus einzelnen Elemen-
ten, sondern aus den Teilmengen 4 und 1 oder aus den Mengen 3
und 2. Die Bedeutung der Strukturierungsfihigkeit bzw. Gliede-
rungsfihigkeit auf der visuellen Ebene fiir die arithmetische Entwick-
lung bestitigen auch die Ergebnisse von Dornheim (2008), bei denen
schnelles Erfassen strukturierter dargestellter Anzahlen ebenfalls als Pri-
diktor fiir einen spiteren Erfolg im Arithmetikunterricht identifiziert
wurde.

Eine darauf aufbauende mentale Vorstellung von Zahlen in Form
einer Teil-Ganzes-Vorstellung, bei der Zahlen aus anderen Zahlen
zusammengesetzt bzw. in andere Zahlen zerlegt werden kénnen,
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stellt eine wichtige Voraussetzung fiir spitere nicht-zihlende Re-
chenstrategien dar. Aus diesem Grund wird in allen Zahlbegriffsent-
wicklungsmodellen der Teil-Ganzes-Vorstellung von Zahlen eine
bedeutende Rolle zugeschrieben (Fritz, Ehlert & Balzer, 2013;
Krajewski & Ennemoser, 2013).

4 Bedeutung von strukturierender Wahrnehmung

Der Zusammenhang von Strukturierungsfihigkeit und Aufbau nicht-
zihlender Strategien wird durch die Unterscheidung verschiedener
Prozesse beim Identifizieren der Anzahl von Mengen weiter verdeut-
licht.

4.1 Wahrnehmung und Bestimmung — zwei Prozesse

Sollen die Anzahl von Mengen identifiziert werden, konnen zwei
Prozesse unterschieden werden (Steffe & Cobb, 1998; Benz, 2014).

1. Der Prozess der Wahrnehmung der Menge
2. Der Prozess der Anzahlbestimmung

Verschiedene Prozesse der Mengenwahrnehmung kénnen zu ver-
schiedenen Prozessen der Anzahlbestimmung fithren.

Bei den Prozessen der Mengenwahrnehmung kann unterschieden
werden in

e  Wahrnehmung einzelner Elemente,
e Wahrnehmung als Ganzes (in Form einer Figur oder Gestalt)

e strukturierende Wahrnehmung, bei der Teilmengen gebildet
und wahrgenommen werden.

Werden Mengen vorrangig als eine Ansammlung vieler einzelner
Elemente wahrgenommen, und die Anzahl der einzelnen Elemente
soll bestimmt werden, stehen daftir nur Zihlprozesse zur Verfligung.
Bei Mengen bis zu 4 Elemente konnen Kinder und Erwachsene die
Anzahl auch gleich nennen. Das simultane Bestimmen der Anzahl
bei der Wahrnehmung wird als Simultanerfassung oder perceptual
subitizing bezeichnet (Clements 1999; Clements & Sarama 2014). In
diesem Fall fallen die Prozesse der Wahrnehmung und Anzahlbe-
stimmung zusammen. Bloechle et al. (2018) konnten beim Subitizing
von Mengen mit bis zu 4 zufillig angeordneten Elementen die kogni-
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tiven Aktivititen beobachten, die sie auch bei der Wahrnehmung
bekannter Figuren (Wiirfelbilder) mit gleicher Anzahl beobachteten.

Werden Mengen als bekannte Figur wahrgenommen, weil beispiels-
weise die Menge in Form von Wiirfelbildern dargestellt ist, kann
anhand der Kenntnis der Figur die Anzahl wiedererkannt werden.
Trotz dieser Kenntnis kénnen auch zihlende Strategien (zur Uber-
prifung) fur die Anzahlbestimmung angewendet werden. Es kann
allerdings auch lediglich der Name der Figur gekannt werden, ohne
dass man sich der Anzahl der Elemente des Bildes bewusst ist (von
Glasersfeld, 1987). Es kann aber auch sein, dass bei Kenntnis von Bild
und Figur auch Teilstrukturen wahrgenommen und genutzt werden.

Das Wahrnehmen und Hineindeuten von Strukturen in Mengendar-
stellungen erd6ffnet eine Vielzahl von Moglichkeiten der Anzahlbe-
stimmung:

Werden bei Mengen Strukturen wahrgenommen bzw. hineingedeutet
und wird somit die Menge in kleinere Teilmengen zerlegt bzw. ein-
zelne Objekte zu Einheiten zusammengesetzt, kann man von struktu-
rierender Mengenwahrnehmung sprechen. Hess (2012) bezeichnet die
Fahigkeit, Strukturen in Mengendarstellungen wahrzunehmen bzw.
zu deuten als die visuelle Gliederungsfihigkeit. Hisel-Weide et al.
(2014) bezeichnen dies als struktur-fokussierende Deutungen und
Sobbeke (2005) als visuelle Strukturierungsfihigkeit. Strukturieren
oder gliedern die Kinder eine Menge in Teilmengen und erfassen die
Teilmengen simultan, ergeben sich verschiedene Vorgehensweisen
fiir die Anzahlbestimmung (vgl. Abbl.) (Benz, 2014; Schoner & Benz,
2017; Schoner & Benz, 2018):

Sie konnen, obwohl sie die Menge in Teilmengen strukturiert bzw.
gegliedert haben, alle einzelnen Elemente aller Teilmengen einzeln
zdhlen und wiirden somit die Zihlstrategie Alleszdhlen anwenden.
Nehmen sie zumindest eine Teilmenge ihrer strukturierten Menge
simultan wahr, steht ihnen auch die Strategie des Weiterzihlens zur
Verfiigung.

Nehmen sie alle Teilmengen simultan wahr, stehen ihnen neben
Zihlstrategien auch nicht-zihlende Strategien zur Verfiigung wie
beispielweise Zerlegungsstrategien, indem sie die Anzahl schrittweise
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aus der wahrgenommen Anzahl der Teilmenge berechnen. Auch
weitere nicht-zihlende Strategien sind mdglich, beispielsweise opera-
tive oder heuristische Strategien, wenn Kinder z.B. eine Erginzungs-
strategie anwenden und begriinden: ,Das sind 5 Eier, weil da fehlt
eins und sonst wiren es 6.

Zahlstrategien

Menge
als einzelne Alles Zihlen
Elemente Weiterzihlen
" /i [Nicht-z3hlende Arrah
enge S Strategien | =
‘Wahrnehmung als Ganzes | VE bestimmung
§ Ableiten

Menge in 5 :
el Faktenwissen
(Teil-) Strukturen

Abb. 1 Verschiedene Anzahlbestimmungsstrategien bei strukturierender Mengen-
wahrnehmung

Beim strukturierenden Sehen der Menge kénnen Teilmengen direkt
mit den entsprechenden Anzahlen verkniipft werden und die Summe
der wahrgenommenen Anzahlen kann automatisiert anhand von
Faktenwissen abgerufen werden. Dies wird meist als Quasi-
Simultanerfassung (Hasemann & Gasteiger, 2014), strukturierte Si-
multanerfassung (Schéner 2017), conceptual subitizing (Clements &
Sarama, 2014) oder automatisierte ,Quasi-Simultan-Komposition*
(Hess, 2012) bezeichnet.?

Die oben beschriebenen Strategien der Anzahlbestimmung entspre-
chen den Strategien beim Losen additiver und subtraktiver Operatio-
nen. Strukturierende Mengenwahrnehmung eréffnet somit die Mog-

2 Fir eine differenzierte Auseinandersetzung der unterschiedlichen Verwendung der
Begriffe sei auf Schoner (2017) und Schéner & Benz (2018) verwiesen.
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lichkeit, dass mit Kindern auf visueller Ebene bereits Operationsvor-
stellungen und nicht-zihlende Strategien thematisiert werden kon-
nen, die spiter beim Operieren mit Zahlen dann als Rechenstrategien
angewendet werden kénnen. Werden die Strategien bei der Anzahl-
bestimmung mit Zahlen und Operationszeichen notiert, entspricht
dies der Notation von Rechenwegen. Anzahlbestimmungsprozesse,
bei denen strukturierende Wahrnehmung und Deutung der Menge
ermoglicht werden, kénnen zum einen zum Erwerb einer tragfihigen
Zahlvorstellung (Teil-Ganzes-Vorstellung) und zum anderen auch
zum Kennenlernen nicht-zihlender Strategien beitragen. Sowohl die
Teil-Ganzes Vorstellung als auch die Kenntnis nicht-zihlender Stra-
tegien sind spiter wichtige Grundlagen fir den Aufbau von Re-
chenstrategien.

4.2 Einblicke gewinnen in strukturierende Wahrnehmung und

Deutung

Zahlreiche Studien belegen die Bedeutung von strukturierender
Wahrnehmung. Die vorliegenden Studien zur Erforschung von
Strukturen im arithmetischen Bereich kénnen grob zusammenge-
fasst werden:

e Die Strukturierungsfihigkeit bzw. struktur-fokussierende
Deutungen von Anschauungsmaterialien (Hisel-Weide et al.,
2014) haben einen positiven Einfluss auf die Zahlvorstellung
und Strategieentwicklung (Hisel-Weide et al., 2014; van Nes
2006; Young-Loveridge, 2002).

e Es kann allgemein eine Beziehung zwischen Wahrnehmen
von Strukturen und mathematischen bzw. arithmetischen
Fihigkeiten festgestellt werden (Litken, 2010, 2012; Liiken,
Peter-Koop & Kollhoff, 2014; Mulligan & Mitchelmore, 2009,
2013; Mulligan, Mitchelmore, English & Crevensten, 2013).

Da die Wahrnehmung bzw. das Deuten von Strukturen bei Mengen-
darstellungen sowie deren Nutzung fiir die Anzahlbestimmung fiir
Beobachtende nicht sichtbar ist, wurden bislang folgende Methoden
genutzt, um die Wahrnehmung und Deutung von Strukturen von
Kindern zu untersuchen.
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® Verbale Erklirungen zur Wahrnehmung (vgl. Benz 2014;.
Gasteiger, 2010; Liken, 2012)

e Eigenproduktionen von Mengendarstellungen, bei denen
man die Anzahl gut erkennen soll (evtl. mit zugehorigen Er-
klirungen) (Benz, 2014; Gervasoni, 2015; Litken, 2012)

e Markierungen in und Ubersetzung von Anzahldarstellungen
(Hisel-Weide, 2016; Hisel-Weide et al., 2014)

e Reproduktion (kurz) gezeigter Mengendarstellungen (Liiken,
2012; Mulligan & Mitchelmore, 2009).

e Riickschliisse anhand der Ergebnisse bei der Anzahlbestim-
mung bei kurz prisentierten Mengendarstellungen (ILeA
Plus A).

Untersuchungen im Elementarbereich zeigen, dass Kinder bereits vor
dem Schuleintritt Strukturen in Anzahldarstellungen wahrnehmen
und nutzen kénnen. Dazu wurden 189 Kinder im Alter von 3-6 Jah-
ren anhand materialgestiitzter diagnostischer Aufgaben befragt
(Benz, 2014). Die folgende Aufgabenstellung wurde aus der Studie
von Gasteiger (2010) {ibernommen. Das Erkenntnisinteresse bei die-
ser Aufgabe zielte darauf ab, ob Kinder bei strukturierten oder bei
eher unstrukturierten Mengendarstellungen von vier, fiinf und sechs
Punkten leichter erkennen konnen, wie viele Punkte dargestellt sind.

Abb.2  Strukturierte (blau — obere Reihe) und eher unstrukturierte (rot — untere
Reihe) Punktedarstellung nach Gasteiger (2010)

Zuerst wurden die Kinder gefragt, ob sie den roten Punktekarten eine

passende blaue Punktekarte zuordnen kénnen. 147 von 189 Kindern

ordneten hier nach gleicher Anzahl zu. Von den 147 Kindern, die

nach gleicher Anzahl sortiert hatten, wihlten 75% die strukturierte
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Darstellung als leichter zu erkennenden Anzahl, wihrend 16% die
unstrukturierte Darstellung wihlten und 9% keiner Darstellung den
Vorzug gaben. Bei vielen Kindern wird in ihrer Erklirung deutlich,
dass sie Strukturen wahrgenommen haben. Manche Kinder erkliren
auch, wie sie die wahrgenommenen Strukturen fiir die Bestimmung
nutzen. Bei der Analyse der Antworten der Kinder wurde deutlich,
dass viele Kinder in den Darstellungen der Menge 4 und 6 Wiirfelbil-
der gesehen haben. So kann auch die Wahrnehmung eines bekann-
ten Bildes dazu gefiithrt haben, dass diese Bilder als ,leicht zu erken-
nen“ bezeichnet wurden.

Verbale Beschreibungen zu Strukturwahrnehmung und -nutzung
sind abhingig von der verbalen Ausdrucksfihigkeit der Kinder.

Dies ist ebenso bei Eigenproduktionen mit Erklirungen der Fall.

Werden Darstellungen mit eigenen Strukturierungen ohne zusitzli-
che Erklirungen von Kindern gefordert, so dass jemand anderes leicht
bzw. schnell sehen oder auf einen Blick erkennen kann, kann die Aus-
fihrung der Aufgabe sprachfrei erfolgen. Anhand der fiir den Be-
obachtenden sichtbaren raumlichen Strukturierungen kann versucht
werden Riickschliisse auf zu ziehen. Bei dieser Aufgaben hat die
verbale Ausdrucksfihigkeit der Kinder keinen Einfluss auf die Aufga-
benbearbeitung. Jedoch ist hier ein Verstindnis gefordert, was mit
der verbalen Aufforderung auf einen Blick erkennen oder leicht bzw.
schnell sehen gemeint ist.

Werden Markierungen in bzw. Ubersetzungen von Anzahldarstel-
lungen analysiert, wird eine Strukturdeutung und -nutzung vorausge-
setzt bzw. durch die verbale Aufgabenstellungen angeregt; Bei dieser
Erhebungsmethode wird untersucht, welche Strukturen genutzt wer-
den. Sprachliche Fihigkeiten flieRen bei der Moglichkeit tiber Repro-
duktionen Erkenntnisse zu gewinnen nicht in die Ergebnisse mit ein.
Allerdings muss hier die Rolle des Gedichtnisses berticksichtigt wer-
den.

Auch bei kurz prisentierten Mengendarstellungen, die nachgelegt
werden sollen oder bei denen die Gesamtanzahl der Menge genannt
werden soll, kann die Gedichtnisleistung einen Einfluss haben.
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Ist die Anzahl der Gesamtmenge gefordert und wird die Anzahl der
wahrgenommenen Teilmengen nicht sofort gewusst, miissen die
wahrgenommen Teilmengen mental rekonstruiert werden und dann
die Anzahl der Gesamtmenge bestimmt werden. Bei der Normierung
der Online-Diagnose ILeA plus A bei Schulanfingern (Kooperations-
projekt der Padagogischen Hochschule Karlsruhe, Universitit Biele-
feld und LISUM Brandenburg) konnten von 2977 Kindern zu Beginn
des ers-ten Schuljahres 85% eine Menge mit 6 Elementen korrekt
bestim-men, wenn sie lange gezeigt wurde (Abb. 3-links). Wurde eine
Menge von 6 Elementen nur kurz gezeigt (Abb. 3-rechts), wurde die
korrekte Anzahl von 41% der 2959 Kinder, die diese Aufgabe bearbei-
tet hatten, angegeben.

Abb.3  links lange Prisentationszeit, rechts kurze Prisentationszeit - ILEA plus A

Die lange Prisentationszeit ermdglicht zihlende Strategien, die viele
Kinder in dieser Untersuchung bereits anwenden kénnen. Um bei
der kurzen Prisentationsdauer die Anzahl bestimmen zu kénnen, ist
eine strukturierende Wahrnehmung notwendig, so dass die Menge
entweder sofort gewusst oder bei entsprechender Gedichtnisleistung
spiter mental rekonstruiert werden kann, um die Anzahl bestimmen
zu kénnen. Dies kann eine Begriindung fiir die geringere Losungs-
hiufigkeit sein.

Da Wahrnehmungsprozesse immer individuell und nicht direkt be-
obachtbar sind, stellen Augenbewegungsanalysen weitere Erhe-
bungsmdglichkeiten dar, um Einblicke in Wahrnehmungsprozesse
zu gewinnen. Dies geschieht iiber den Finsatz eines Eye-tracking
Gerites (Lindmeier & Heinze, 2016; Schindler, Lilienthal, Schindler
& Bader, 2018; Schoner & Benz, 2018).

In einer aktuellen Studie mit 5-6 jahrigen Kindern werden die Blick-
bewegungen bei der Mengenwahrnehmung und Anzahlbestimmung
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aufgezeichnet (Schoner & Benz, 2017; Schoner & Benz, 2018; Spren-
ger & Benz, 2018). Allein aufgrund der Blickbewegungsdaten kénnen
zunichst nur in wenigen Fillen und auch nur hypothetische Riick-
schliisse fiir die Strukturdeutung bzw. -wahrnehmung gezogen wer-
den. Fiir die Interpretation der Daten sind auch hier ebenfalls weitere
Beobachtungen und Erklirungen der Kinder notwendig. Es konnte
beobachtet werden, dass Kinder hiufig in ihren Erklirungen Zihl-
prozesse beschreiben, obwohl sowohl die Eye-tracking Daten als auch
die Beobachtungen klar darauf hindeuten, dass sie Strukturen wahr-
genommen hatten und die Anzahlen nicht zihlend bestimmt hatten
(Sprenger & Benz, 2018). Eine mdgliche Erklirung fiir dieses Vorge-
hen kann im Fehlen der Begrifflichkeiten fiir strukturierendes Sehen
und fir das Nutzen der wahrgenommenen Strukturen bzw. der
wahrgenommenen Teilmengen liegen. Stattdessen wird auf bekannte
Bestimmungsstrategien und vor allem bewihrte Erklarungsstrategien
in Form des Zihlens, zuriickgegriffen bei denen allen Beteiligten klar
ist, wie dartiber kommuniziert werden kann.

Die beschriebenen Erhebungs-Methoden (mit Ausnahme von Eye-
tracking) werden auch als didaktische Methoden zur Gestaltung von
Lehr-Lern-Prozessen eingesetzt. Aus diesem Grund miissen die feh-
lende sprachliche Mittel nicht nur beim Erheben der strukturieren-
den Wahrnehmung und ihrer Nutzung fiir die Anzahlbestimmung
berticksichtigt werden, sondern auch bei der Gestaltung von Lehr-
Lern-Prozessen. Da ,Sprache” vor allem Mittel des Lernens und Ver-
stehens darstellt, muss sie (unabhingig von den Problemen der For-
schung) deshalb in den Fokus riicken. Fiir die Gestaltung und von
Lehr-Lern-Prozessen miissen deshalb geeignete Kommunikations-
mittel und sprachliche Beschreibungen entwickelt werden, um iiber
strukturierendes Sehen und die daraus resultierenden unterschiedli-
chen Strategien zur Bestimmungen von Mengen kommunizieren zu
konnen.

5 Forderméglichkeiten des strukturierenden Sehens

Im Rahmen von Spiel- und Lernumgebungen am Ubergang vom
Elementar- in den Primarbereich kann beim Erkunden von Struktu-
ren von Mengendarstellungen gemeinsam {iber strukturierendes
Sehen kommuniziert werden. Verschiedene Strukturierungen kén-
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nen beschrieben werden und am Material gezeigt bzw. visualisiert
werden.

Ebenso kann eine strukturierte Darstellung beim Darstellen von
Mengen angeregt werden. Impulse wie ,,Wie kannst du leicht sehen,
wie viele es sind?“ bzw. ,,Wie kannst du schnell sehen, wie viele es
sind?“ kénnen dazu dienen, dass eine Strukturierung vorgenommen
wird, so dass nicht mehr jedes Element einer Menge einzeln gezihlt
wird. Mit der Frage ,Warum?“ kann die Strukturdeutung von Men-
gendarstellungen thematisiert werden und die Reflexion iiber An-
zahlbestimmungen angeregt werden. Hierbei kénnen auch gemein-
same Kommunikationswege in Form von sprachlichen Beschreibun-
gen, Markierungen, Notationen ausgehandelt werden. Es koénnen
Bezeichnungen fiir das ,strukturierende Sehen“ und den Einsatz von
Faktenwissen mit den Kindern erarbeitet werden. Das ,Sehen“ von
Teilmengen sowie verschiedene Strategien zur Anzahlbestimmung
der Gesamtmenge kann neben zihlenden Strategien hierbei etabliert
werden.

Dabei stehen weniger die Ergebnisse eines strukturierenden Sehens
im Vordergrund, als vielmehr die verschiedenen Strukturdeutungen
(vgl. Hisel-Weide et al., 2014; Rathgeb-Schnierer, 2007) und die Mog-
lichkeiten fiir die Anzahlbestimmung, die sich daraus ergeben. Es
stehen die Prozesse und nicht die Produkte im Fokus. Die Frage lau-
tet also weniger ,wie viele sind es“ als ,Warum?“, ,Kannst du erkli-
ren, wie du es gesehen hast?“. Die Fokussierung auf strukturierendes
Sehen trigt somit zu einer Prozessorientierung des Mathematikun-
terrichts bei.

6 Strukturierendes Sehen als Grundlage fiir weitere mathemati-
sche Inhalte

Ohne eine Wahrnehmung von Strukturen ist bei Anzahldarstellun-
gen von grofleren Zahlen eine nicht-zihlende Zahlauffassung nicht
moglich. Auch hier ist eine Kenntnis der Strukturen notwendig, um
sie zu nutzen zu kénnen.

Nicht nur bei Anzahlbestimmungen und Darstellung additiver und
subtraktiver Operationen ist eine strukturierende Wahrnehmung in
Anzahldarstellungen hilfreich. Vor allem das Hineindeuten von

20



Den Blick schirfen: Grundlage fiir arithmetische Kompetenzen

Strukturen in Punktefeldern stellt die Grundlage fur eine Veran-
schaulichung der multiplikativer Strukturen sowie fiir die Veran-
schaulichung des Kommutativgesetzes und des Distributivgesetzes
bei der Multiplikation dar.

In rechteckigen Punktemuster kann neben der Deutung von Multi-
plikationstermen auch die Deutung weiterer verschiedener Terme
mit der Frage ,Was siehst du?“ angeregt werden. In einem 5x5 Punk-
tefeld, kann somit die Aufgabe 4x5+5, oder 1+2+3+4+5+4+3+2+1 oder
1+3+5+7+9+“gesehen” werden (Steinweg 2013).

7 Abschlief3ende Bemerkungen

Die kurze Betrachtung weiterer arithmetischer Inhalte zeigt, dass, das
der Prozess des strukturierenden Sehens bei der Verdeutlichung
verschiedener arithmetischer und algebraischer Inhalte sich forder-
lich auswirken kann. Dass strukturierendes Sehen auch riumliche
Fihigkeiten mit einschliefdt, soll an dieser Stelle nicht unerwihnt
bleiben (Metzger, 1975).

Einleitend zu diesem Artikel wurden zwei Mathematikdidaktiker
zitiert, die schon frith die Prozesse in den Mittelpunkt des Mathema-
tikunterrichts gestellt haben. Thre Forderung hat nichts an Aktualitit
verloren, wie neuere Forschungsergebnisse zeigen. Fiir alle am Ma-
thematiklernen Beteiligten - sowohl im Elementarbereich, als auch
im Primarbereich - ist es somit eine lohnende Herausforderung sich
auf den Prozess des strukturierenden Sehens einzulassen um beim
Kommunizieren iiber wahrgenommene Strukturen gemeinsam ma-
thematische Strategien und Inhalte zu erarbeiten.
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»lch mache das am liebsten immer ganz genau - mein Schulweg ist
452,478 m lang.“: Bemerkungen zum Umgang mit Gréflen und Mess-
instrumenten im Mathematikunterricht

von Marianne Grassmann und Roland Rink

,Der Mangel an mathematischer Bildung gibt sich durch nichts so deutlich zu erkennen, wie
durch maflose Schirfe im Zahlenrechnen soll Gauf einmal gesagt haben. Dies kann ganz
sicher auf den Umgang mit Grofen, speziell das Messen iibertragen werden. Im Vortrag
wollen wir zundchst den mathematischen Hintergrund des Themenbereiches umreifsen, um
deutlich zu machen, dass es sich um einen mathematischen Gegenstand und nicht ,nur” um
Sachrechnen handelt. Dabei wird es auch um Fragen gehen, was Grifien eigentlich sind, was
Messen bedeutet u.a. Es schliefit sich die Frage an, welche Folgen dies fiir den Unterricht
haben sollte, was vor dem dargestellten Hintergrund den Kindern deutlich werden muss.
Schlieflich wird auf spezifischen Denk- und Arbeitsweisen, die in diesem Themengebiet eine
Rolle spielen, eingegangen.

Schliisselworter:  GroRenbegriff, GrofRenvorstellungen, Messen, Messkompetenz,
Schitzen, Niherungswerte

1 Groflen — eine Begriffsklarung

Nach einer ersten Anndherung soll der GréfRenbegriff mathematisch
geklirt werden.

1.1 Zum Grof3enbegriff: eine erste Anniherung

Hiufig ist zu horen ,Groflen sind benannte Zahlen“. Dann ist doch
leicht zu entscheiden, bei welcher der folgenden Angaben (vgl. Krau-
ter o. J.) es sich um Groflen handelt — oder?

e 17€

e 3m

e 13:15 Uhr
e 3°Kelvin
e 178U NN
o 17

e 31415....
e 6h27min
o 271

o 23

e 15°C

Vergegenwirtigen wir uns, welche Anforderungen wir an Gréflen
stellen, wozu sie genutzt werden sollen, was mit ihnen gemacht wer-
den kann:
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Groflen sollen es ermdglichen, quantitative Eigenschaften von Objek-

ten und Vorgingen zu erfassen (messen). Vor dem Hintergrund

dieser Forderung ist die obige , Erklirung* zu iiberdenken.

Mit Kindern hat es sich bewihrt, den Groflenbegrift auf die folgende

Weise einzufithren: Wenn man eine Tafel Schokolade (Abb. 1) be-

trachtet, so hat sie verschiedene Eigenschaften:

e Sieist braun.

e  Sie schmeckt siif3.

e Sie wird in der Sonne weich.

e Sie ist an der langen Kante 16 cm

- lang.

Abb. 1 Eine Tafel Schokolade e Sie wiegt 100 Gramm

Alle Eigenschaften von Gegenstinden, die ich in Zahlen angeben

kann, sind Groflen. (vgl. Franke & Ruwisch 2010, S. 179 f.) Dariiber

hinaus miissen Grofen aber auch noch andere Bedingungen erfil-

len:

e Groflen (einer Art) sollen verglichen, addiert, subtrahiert und
vervielfacht werden konnen.

Vor diesem Hintergrund sind Gleichungen der folgenden Art 11 =

1kg, die man leider vielfach in Klassenzimmern auf Merkplakaten

lesen kann, schlichtweg falsch, zumal lediglich ein Liter Wasser bei

einer Temperatur von 4°C eine Masse von 1 kg hat.

Zusammenfassend lisst sich an dieser Stelle schon einmal festhalten,

dass es sich nicht bei allen obigen Angaben um Gréfen handelt, dass

also offensichtlich nicht alle ,benannten Zahlen“ Groflen sind.

Die Angabe 13:15 Uhr bezeichnet beispielsweise einen Zeitpunkt.

13:15 Uhr addiert mit 22:30 Uhr ist eine Operation, die keinen Sinn

macht. Die Zeitspanne zwischen 13:15 Uhr und 22:30 Uhr ist aber

sehr wohl eine Grofe.

Aus mathematischer Sicht besteht zwischen dem Groéflen- und dem

Zahlbegriff eine Strukturgleichheit. Strehl (1979) zeigt, dass Zahlen

und GroRen strukturell gesehen das Gleiche sind. Insofern sind bei-

spielsweise auch die Angaben ,+17“ und ,3,1415“ Gréfien.

1.2 Mathematische Begriffsklirung

Mit Blick auf das Unterrichtsfach, das wir vertreten, wenden wir uns

zunichst der mathematischen Klirung des Begriffs zu, bevor wir

26



Bemerkungen zum Umgang mit Gréfen und Messinstrumenten im MU

tiber Konsequenzen und Schwerpunkte fiir den Unterricht nachden-
ken.
Groflenbereiche sind aus mathematischer Sicht eine algebraische
Struktur. (vgl. Kirsch 1987, S. 50 ff.)
Unter einem GréRenbereich versteht man eine Menge G von Ele-
menten A, B, C ... mit folgenden Eigenschaften:
In G ist eine Addition (+) definiert (zwei Elementen A und B aus G
wird ein eindeutig bestimmtes Element aus G — ihre Summe A+B
zugeordnet) und eine Relation <, die es ermdglicht, zwei Elemente
aus G zu vergleichen, erklart. Fiir alle A, B, C aus G gelten folgende
Eigenschaften:

* (A+B)+C=A+(B+ ()

e A+B=B+A

e  Stets gilt entweder A<B oder A =B oder B < A

e Die Gleichung A + X = B ist genau dann l6sbar, wenn A < B
Schauen wir uns die Definition an, so erkennen wir uns bekannte
Eigenschaften, die auch bei den natiirlichen Zahlen gelten, aber es
existiert z.B. keine , Nullgr6fRe“, kein neutrales Element der Addition.
Es kann keine Multiplikation, aber eine Vervielfachung definiert wer-
den.
Definition:
Fir jedes n € N versteht man unter dem n-fachen der Grofle A also
die Grofle nA =A + A + A+ ... + A (n Summanden).
Auch hier gelten bekannte Gesetze. Fiir alle m, n € N und alle A, B
aus G gilt:

* (m+n)A=mA +nA

e (n-m)A=n(mA) =m(nA)

* n(A+B)=nA+nB

e mA<nA gdwm<n

e nA<nBgdw A<B
Mit Blick auf die weitere Schulzeit (Bruchrechnung) sind insbesonde-
re Groflenbereiche mit Teilbarkeitseigenschaft interessant.
G hat die Teilbarkeitseigenschaft, wenn fir allen € N und alle A € G
stets genau eine Grofle X € G existiert, so dass nX = A.
Unter %A (dem n-ten Teil von A) versteht man die Gréfle X mit

nX=A
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In einem GrofRenbereich mit Teilbarkeitseigenschaft, konnen Groflen
“gerecht verteilt” werden.

Jetzt kann (in Grofenbereichen mit Teilbarkeitseigenschaft) auch das
%— fache einer Grofle definiert werden.

Zur Vervielfachung von Gréfen gibt es zwei Umkehrungen, die zu
den beiden Grundvorstellungen der Division fithren:
e Wieviele i Liter Gldser kann man mit 2 Liter Saft fiillen?

21: 71=8
e 2 Liter Saft sollen an 8 Personen verteilt werden. Wie viel Saft
erhilt jede Person? 21: 8 = %l

Multiplikation und Division von Groflen eines Groflenbereichs G
kénnen innerhalb eines Grofenbereichs nicht erklirt werden. Wenn
eine Multiplikation z.B. geometrisch oder physikalisch sinnvoll ist,
fuhrt sie aus dem jeweiligen Grofenbereich heraus, sind die Ergeb-
nisse Elemente eines “neuen” Groflenbereiches.

All das sollte eine Lehrperson u. E. (mindestens) aus fachlicher Sicht
uber Grofen wissen.

Mit Blick auf die Schule ist der GroRenbegriff wie der Begriff der
natiirlichen Zahl das Ergebnis eines Abstraktionsprozesses. Ausge-
hend von konkreten Reprisentanten fiir GréRen wird iiber eine Aqui-
valenzklassenbildung der abstrakte Groflenbegriff gewonnen. Das
bedeutet, dass Schiilerinnen und Schiilerinnen im Umgang mit un-
terschiedlichen Reprisentanten erleben miissen, dass sie trotz unter-
schiedlicher Erscheinung gleiche Eigenschaften aufweisen. Zum
Beispiel zwei Objekte unterschiedlicher Grofle gleich schwer sein
konnen, also Reprisentanten des gleichen Gewichts sind. Analog
sollte man auch die Aquivalenzrelation mithilfe von Reprisentanten
in den anderen GrofRenbereichen erlebbar machen.

Aber was ergibt sich aus dieser Forderung fiir die Schule, fiir die
Arbeit mit Gréfen im Mathematikunterricht?

2 Groéflen und Messen im Unterricht

Im Unterricht wird mit Reprisentanten von Groflen gearbeitet. Die
Kinder erleben aber, dass unterschiedliche Objekte ein- und dieselbe
Grofe reprisentieren. So kann jedes Kind individuelle Stutzpunkt-
vorstellungen ausbilden.
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2.1 Anforderungen der Bildungsstandards
In den Bildungsstandards sind zwei Kompetenzschwerpunkte formu-
liert, tiber die Schiilerinnen und Schiiler am Ende ihrer Grundschul-
zeit verfiigen sollen. Allgemein sollen sie

e  Groflenvorstellungen besitzen
Dazu gehort, dass die Schiilerinnen und Schiiler Standardeinheiten
und Reprisentanten fiir Standardeinheiten kennen; Groflen verglei-
chen, messen und schitzen, unterschiedliche Schreibweisen (um-
wandeln), einfache Bruchzahlen im Zusammenhang mit Gréflen
kennen und verstehen kénnen.

¢ Und mit Grofen in Sachsituationen umgehen kénnen
Dazu gehort, dass die Schiilerinnen und Schiiler mit geeigneten Ein-
heiten und unterschiedlichen Messinstrumenten sachgerecht mes-
sen, Bezugsgroflen aus der Erfahrungswelt zum Losen von Sachprob-
lemen heranziehen; angemessen mit Niherungswerten umgehen
und GroRen begriindet schitzen kénnen.
Wenden wir uns dem ersten Schwerpunkt genauer zu.
2.1 Groflenvorstellungen entwickeln
Was bedeutet das? Warum sind GrofRenvorstellungen wichtig? Entwi-
ckeln sich Grofenvorstellungen nicht beim Messen und Rechnen mit
Groflen von selbst?
2.2.1  Begriffe und Probleme
Zunichst einige Beispiele, die Probleme verdeutlichen. Im Unterricht
erhalten wir von Kindern z. B. Antworten wie in Abbildung 2.

| n einem Trinkpackchen sind 250 _ 10 Saft.

| n einem Trinkpéckchen sind 250 l'\ </ Saf t
b

Ein 1-Cent-Stiick hat einen Durchmesser von 16,25 iﬂg"

Abb.2  Kinderantworten
Aber auch in Zeitungen miissen wir immer mal wieder Meldungen
der folgenden Art lesen:
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Die Deutschen essen 18 Millionen Eier im Jahr,

das sind 226 Stiick pro Kopf (Betliner Zeitung 24.07.98).
Sollten bei solchen Angaben nicht bei jedem die Alarmglocken schril-
len?
Grofienvorstellungen sind notwendig, um Zahlenangaben, die uns
tiglich uberfluten, aber auch Ergebnisse von Sachaufgaben kritisch
zu hinterfragen und zu priifen. Dazu sind Stiitzpunktvorstellungen
von ausgewihlten Groflen notwendig, auf die jederzeit zuriickgegrif-
fen werden kann.
Unter Stiitzpunktvorstellungen verstehen wir, dass die Kinder iiber (indi-
viduell durchaus unterschiedliche) Beispiele fiir Reprisentanten von Gro-
Ren (nicht unbedingt Einheitsgrofien) verfiigen, die ihnen erlauben, Gro-
fRen zu schitzen und Grifienangaben kritisch zu hinterfragen.
Bezogen auf den Mathematikunterricht bedeutet das, dass Kinder
beim Messen und Schitzen in jedem Groflenbereich zu selbst aus-
gewihlten Reprisentanten individuelle Festwerte ermitteln, diese
beim Schitzen, Vermuten und auch Kontrollieren von Ergebnissen
nutzen und sich einprigen. Sukzessive sollten sich daraus Stiitz-
punktvorstellungen als ein Instrumentarium entwickeln, welches
beim Ermitteln von Niherungswerten (Schitzwerte) bedeutsam und
notwendig ist. Stiitzpunktvorstellungen kénnen nur im Zusammen-
hang mit dem Messen entstehen, wenn nicht beim Raten stehen
geblieben werden soll. Nicht in jedem Fall ist eine unmittelbare Gro-
Renerfahrung mdoglich. Es gibt viele Groflen, die man sich nur mit-
telbar ,vorstellen“ kann. Besonders bei Gewichten! wird das deutlich.
Wie konnen sich Kinder das Gewicht 1 t vorstellen? Dies geht nur
mittelbar, indem z.B. die Frage gestellt und beantwortet wird, wie
viele Kinder auf eine Waage gestellt werden miissten, um einen
Kleinwagen von 1t Gewicht aufzuwiegen. Reichen da die Kinder un-
serer Klasse? Miissen wir die Lehrerin noch dazu nehmen, oder Kin-
der aus der Parallelklasse?

! Aus physikalischer Sicht wire der Begriff ,Masse“ an dieser Stelle naturlich korrekt. In
der Alltagssprache wird aber mit dem Begriff ,,Gewicht“ das gemeint, was der Physiker
unter Masse versteht. Und da wir auch in der Grundschule von Gewicht sprechen,
nutzen wir den Begriff auch hier im Beitrag.
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Die Entwicklung von Stutzpunktwissen muss natiirlich an Aufgaben
erfolgen, deren Inhalte den Kindern fiir einen Schitzvorgang sinnvoll
erscheinen und motivierend sind.
222  Zum Zusammenhang von Grifien und Zahlvorstellungen
Wie oben beschrieben gibt es auf mathematischer Ebene einen engen
Zusammenhang zwischen dem Zahl- und dem Gréfenbegriff. Aber
auch im menschlichen Denken sind Zahlen und Gréflen eng mitei-
nander verbunden. So werden Zahlen hiufig in Form von Lingenbe-
ziehungen reprisentiert. Das wird auch durch unsere Sprache deut-
lich: Die 18 ist niher an der 20 als die 15. In diesem Zusammenhang
stellen wir uns die 15 und die 20 nicht als Gegenstinde, sondern als
Punkte auf einem mentalen Zahlenstrahl vor und kénnen dann Ab-
stinde betrachten. ,Es sind also geometrische Lingenbeziehungen,
die unser Denken bestimmen und die Zahlen als Geisteshaltung
ermoglichen. (Lorenz 2011, S. 5)
Wir machen in unserem Denken also aus Zahlbeziehungen Lingen-
beziehungen, um sie unserer Vorstellung zuginglich zu machen.
2.2.3  Aufgabenformate zur Entwicklung von Grofien-vorstellungen
Grofen- und Zahlvorstellungen sind eng miteinander verbunden.
Insofern kann man festhalten, dass sie sich auf die gleiche Weise
ausbilden. In der Didaktik wird die Auffassung vertreten, dass Vor-
stellungen vor allem verinnerlichte Handlungen sind. Es gibt zahlrei-
che Vorschlige, wie zum Beispiel Schiilerinnen und Schiiler mit
schwach ausgeprigten Zahlvorstellungen dabei unterstiitzt werden
konnen, diese Vorstellungen aufzubauen. Alle diese Vorschlige se-
hen das Handeln als wesentliches Instrument. (vgl. z.B. Schipper
2009; Wartha & Schulz 2012) Auch fiir den Auf- und Ausbau von
Groflenvorstellungen sind aus unserer Sicht die Ideen besonders
wertvoll, die das , Tun“ und das dariiber sprechen ins Zentrum stel-
len.
Kann das stimmen? Fehler finden und korrigieren.
e Der grofdte Schiller unserer Klasse ist 152 cm grofl und wiegt
360 g.
e Deter ist 146 dm grofl und wiegt 38 kg.
e  Ulrike hat ein Briiderchen bekommen, das war bei der Geburt
52 mm grof} und 3450 kg schwer.

e Und nun erfinden alle “Kann das stimmen - Geschichten”.
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Stationen zum Schitzen

e Das Gewicht von Objekten, die die Kinder kennen (sichtbar zum
Anfassen) schitzen und zur Kontrolle wiegen.

® Verpackte Gegenstinde - welche sind gleich schwer? (Hier wird
der hiufig anzutreffenden Vorstellung, dass gréflere Gegen-
stinde auch die schwereren sind, entgegengewirkt.)

e Was ist schwerer? Ein Apfel oder das Mathebuch? Ein 1 Ct-Stiick
oder ein A4-Blatt?

In diesem Zusammenhang wird deutlich, wie schwierig es ist, Ge-
wichte mithilfe der ,Handwaage“ zu schitzen, denn gefiihlt wird der
Druck und der ist abhingig von der Auflagefliche. So kann es dazu
kommen, dass ein Blatt ,nichts“ wiegt, aber zumindest als viel leich-
ter empfunden wird als ein 1Ct-Stiick, obwohl es umgekehrt ist.
Vorstellungen in unterschiedlichen Gréflenbereichen miteinander
verkniipfen

e Wie lange benétige ich zu Fuf}, mit dem Fahrrad, um eine Stre-
cke von 1 km zuriickzulegen?

e Wie lange dauert es, meinen Namen zu schreiben, bis 20 zu
zihlen, einmal um den Schulhof zu laufen (zu gehen), eine Seite
in meinem Lieblingsbuch zu lesen?

Unser Stlitzpunktwissen halten wir dann in einer Ausstellung fest.
Eng im Zusammenhang mit den Stiitzpunktvorstellungen steht das
Schitzen. Schitzen erfordert Erfahrungen im Umgang mit Groflen
und Erfahrungen im Messen, sonst wird es Raten.

Schitzen bedeutet, die Grofe (z.B. das Gewicht) eines Gegenstandes
durch Vergleich mit bekannten Grofen annihernd zu bestimmen.
Z.B.: mein Fahrrad ist schwerer als meine Schultasche (5 kg), aber
leichter als ich (25 kg), also kann ein Kinderfahrrad nicht 100 kg wie-
gen. Groflenvorstellungen konnen also nur im Zusammenhang mit
dem Messen ausgebildet werden - was bedeutet Messen?

3 Messen

3.1 Zum Begriff des Messens

Die Beschaffung von Daten aus der Realitit kann ganz unterschied-
lich realisiert werden. Dabei ist das Messen nur eine Maoglichkeit,
diese Daten zu erhalten. Beim Messen wird mit Hilfe von Messin-
strtumenten ein direkter Vergleich mit einer festgelegten Einheit
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durchgefiihrt. Messungen sind durch diesen Messprozess naturge-
mifl einer Ungenauigkeit unterworfen. So ist beispielsweise die
kleinste Mafleinheit auf dem Messbecher die Einheit Milliliter und
damit wird der Wert beim Ablesen praktisch in diese Gréfeneinheit
gerundet.
Kurz gesagt bedeutet Messen festzustellen, wie oft ein Reprisentant
einer als Einheit dienenden Grofle in einem Reprisentanten einer
anderen Grofle gleicher Art enthalten ist.
Eine weitere Mdglichkeit, Gréfen zu erhalten, stellt das Schitzen dar.
Beim Schitzen findet — anders als beim Raten — ein gedanklicher
Vergleich mit bekannten Reprisentanten von Groflen statt. Diese
bekannten Reprisentanten kénnen in Abhingigkeit von den jeweili-
gen Stiitzpunktvorstellungen der Inhalt einer Milchpackung oder die
Breite einer Tiir sein. Insofern ist das Schitzen eine Art von gedank-
lichem Messen. Legt man beim Schitzen zusitzlich ein mégliches
Maximum und Minimum des Schitzwertes fest, so wird an dieser
Stelle vom Abschitzen gesprochen: ,Der Schrank ist hoher als die
Tiir, aber nicht so hoch wie das Zimmer.“
Das Messen umfasst in allen Groflenbereichen drei zentrale
Kernideen (Tab. 1; vgl. Ruwisch 2015, S. 32), die wiederum als Pro-
zess zu verstehen sind und im Weiteren niher erliutert werden.
Auswaébhlen einer passenden Einheit

Gilt es ein Objekt zu vermessen, muss — abhangig vom

? Objekt — das passende Messgerat mit der dazu passenden
e e Einheit gewahlt werden. Die Lédnge des Klassenraums wird
(&) man also eher mit dem Tafellineal und weniger mit dem
J’Y Geodreieck ausmessen. Und als Einheit bieten sich Meter
T und Zentimeter statt Kilometer und (Hekto-)Meter oder mm

an. Das Gewicht des Schulranzens wird eher mit der Per-
sonenwaage als mit der Briefwaage ermittelt.

Das mehrfache und sachgerechte Verwenden dieser Einheit
Lange, Fassungsvermdgen und Zeit eines Reprasentanten

"y
4 lassen sich Uber die mehrfache Verwendung eines Mess-
—'T_—ﬁli objekts ermitteln. Bezogen auf das obige Beispiel bedeutet
% dies, dass das Tafellineal am besten an einer Seite des
I Klassenraumes angelegt wird, damit auch wirklich die
d

kiirzeste Strecke ausgemessen wird. Das Tafellineal muss
jeweils mit seinem einen Ende genau an dem Punkt ange-
legt werden, an dem das vorherige Messen endete. Es
muss dann mitgezahlt werden, wie oft das Lineal angelegt
wurde.
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Das systematische Zerlegen in Untereinheiten

7 = Wird das auszumessende Objekt nicht hinreichend durch
22 die auszumessende Einheit erfasst, so muss diese unter-
= c ;* gliedert werden. Stellt man fest, dass nach mehrmaligem
Pt Aneinanderlegen das Tafellineal nicht ausreicht, um die
-uTr Lénge des Klassenraums auszumessen, weil eine kleine
- Lucke bleibt, muss noch eine kleinere Einheit dazu ge-
nommen werden. Passen wirde die 10er-Stange der
Cuisenairestabe oder die 10er-Stange des Dienes Materi-
als.
Tab. 1 Kernideen des Messens
3.2 Messen in unterschiedlichen Gréf3enbereichen

Das oben beschriebene Prinzip des Messens wird in der Literatur
nicht ohne Grund hiufig am Beispiel des Groéfenbereiches Lingen
beschrieben. Denn gerade bei Lingen ist dieses Prinzip so schon
anschaulich. Aber was bedeutet Messen eigentlich in den anderen
Groflenbereichen?

Im Groflenbereich Zeitspannen konnen nur Vorginge gemessen
werden, die gerade in dem Moment, in dem gemessen werden soll,
ablaufen. Ein schones Beispiel ist der Hundertmeterlauf. Mit dem
Startschuss startet man die Stoppuhr (analog und nicht digital). Mit
jeder Sekunde streicht der Zeiger iiber einen Bereich auf der Skala.
Die kann sich wie das nacheinander Umdrehen von lauter kleinen
Sanduhren mit einer Durchlaufzeit von einer Sekunde vorstellen.
Kommt der Liufer ins Ziel, bevor die letzte Sanduhr durchgelaufen
ist, hitte vor Ende des Laufes die nichst kleinere Sanduhr/Einheit
gewihlt werden miissen.

Der Messbegriff lisst sich fiir die Grofle Gewicht schén an einer Bal-
kenwaage erlidutern. Das zu wiegende Objekt liegt auf der einen Seite
und es werden so lange gleich schwere Wigestiicke auf die andere
Seite gestellt, bis ein Gleichgewicht herrscht. Kommt dies nicht zu
Stande, muss ein Reprisentant der ,Einheitsgrofie” verkleinert wer-
den.

Im Grofenbereich Volumen lisst sich das Prinzip des Messens mit
Messbechern am besten veranschaulichen. Ein Eimer soll mit Wasser
gefiillt werden. Man fullt nacheinander jeweils 1 Liter mit dem Mess-
becher in den Eimer. Ist der Eimer am Ende noch nicht ganz voll,
wiirde aber tiberlaufen, wenn man einen weiteren Liter hinzugief3t,
dann wihlt man einen kleineren Messbecher, also die nichstkleinere
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Einheit, was in diesem Fall nicht automatisch zur dezimalen Teilung
fithren muss.

Nicht in allen Groflenbereichen kdnnen Messvorginge so anschau-
lich beschrieben werden. So muss man zum Beispiel im Grofenbe-
reich Geldwerte darauf achten, dass man sich hier zunichst auf den
Vergleich von verschiedenen Kollektionen von Scheinen und Miinzen
konzentriert. Die Kinder sollen in die Lage versetzt werden, zwischen
Anzahl von Scheinen und Miinzen und dem nominellen Wert zu
unterscheiden.

Besondere Schwierigkeiten entstehen dann, wenn man die Relation
wertgleich an konkreten Reprisentanten, die man kiuflichen erwer-
ben kann, festmachen mochte. So kann die Frage gestellt werden,
warum 1 kg Bananen weniger wert ist ein 1 kg Apfel. In der Ausei-
nandersetzung mit dem Wertbegriff spielen noch viele weitere politi-
sche und 6konomischen Aspekte eine Rolle, die nicht alle im Mathe-
matikunterricht thematisiert werden kénnen.

Ahnlich schwierig ist das Messen von Flicheninhalten, da nur aus-
gewihlte Flichen explizit mit Meterquadraten oder Ahnlichem ausge-
legt/ausgemessen werden konnen. In der Regel wird im weiteren
Verlauf des Unterrichts Flicheninhalt immer indirekt gemessen,
indem z. B. bei Rechtecken die beiden Seitenlingen gemessen und
der Flicheninhalt berechnet wird.

3.3 Zum Aufbau von Messkompetenz

Um Messkompetenzen zu entwickeln, brauchen Schiilerinnen und
Schiiler ausreichend Lerngelegenheiten. So fithrt schon die Frage
danach, welches Messinstrument man fiir welche Situation auswihlt,
zu reichhaltigen Diskussionen. Allein das Sortieren von Messgeriten
aus dem Grofenbereich Zeitspannen fithrt die Kinder unweigerlich
zu der Erkenntnis, dass beispielsweise nur Sand- oder Stoppuhren
dazu geeignet sind, Zeitspannen zu messen. Bei anderen Uhren
muss man sich Anfangszeitunkt und Endpunkt des zu messenden
Vorgangs merken und die Zeitspanne errechnen.

Nithrenbdrger (2002) hat Kinder Lineale zeichnen lassen, um heraus-
zufinden, ob die Kinder in der Lage sind, die Zeichen auf der Mess-
skala als Veranschaulichung des Messprozesses, des wiederholten
Abtragens einer Einheit und ihrer Untereinheit zu verstehen. Dieser
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Ansatz lasst sich auf andere Messgerite tibertragen und man stellt
fest, dass Kinder ein und derselben Lerngruppe hochst unterschiedli-
che Erfahrungen mit verschiedenen Messinstrumenten gesammelt

haben kénnen (Abb. 3).

—, S, U

Abb.3  Zwei Viertkldssler Yaden (links) und Lukas (rechts) zeichnen Messgerite

Aber auch die Frage, wie genau gemessen werden kann und muss,

kann reichhaltig im Unterricht diskutiert werden. Warum ist es nicht

sinnvoll, vielleicht auch gar nicht méglich, die Linge des Schulweges

so genau zu messen? Welches Messinstrument konnte Paula genutzt

haben? Dies sind nur einige Fragen/Probleme, auf die auch die Kin-

der bei Diskussionen um die Genauigkeit von Messergebnissen

kommen konnen. Die Frage, wie genau Ergebnisse von Rechnungen

mit Niherungswerten angegeben werden kénnen, spielt bis zur Klas-

se 4 eine untergeordnete Rolle.

3.4 Auf der Suche nach historischen Maf3en

Auch wenn wir der Meinung sind, dass die didaktische Stufenfolge

bei der Behandlung der GroRen im Mathematikunterricht der

Grundschule nicht eng zu befolgen ist (vgl. 4), haben aus unserer

Sicht historische und dabei dann auch korpereigene Mafle ihre Be-

rechtigung.

Denken Sie doch einmal {iber folgende Fragen nach:

e  Warum hat ein Fufballtor die Ausmafle 2,44 m x 7,32 m und
warum ist der 11 m Punkt 10,97 m vom Tor entfernt?

e Errungenschaft unseres dezimalen Mafisystems kénnen deut-
lich gemacht werden. Betrachtet man das historische Lingen-
mafl “Rute”, so findet man dafiir mindestens 16 unterschiedli-
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che Lingen (meist zwischen 3 und 5 m). Der Stab beim Stab-
hochsprung ist eine “16-Fuf3-Rute” lang.
e Der Hambacher Forst war urspriinglich 4.000 Hektar, jetzt ist er
noch 200 Hektar grofl — wie kann ich mir das vorstellen?
Finden wir in unserer Umgebung Beispiele fiir ,alte“ ungewthnliche
Mafieinheiten? Was bedeuten sie?

BEIM FESTUNGSBAU IN ERFURT VERWENDETE HISTORISCHE LANGENMASSE

S BES

Abb. 4 In der Wassermiihle Worin und Festung auf dem Petersberg in Erfurt entdeckt

4 Bemerkungen zur didaktischen Stufenfolge

Kinder kommen in ihrer alltiglichen Umwelt stindig mit Gréflen in
Beriithrung und bringen damit Vorstellungen zu Gréfen mit. Dass
sich Groenvorstellungen von selbst entwickeln, ist jedoch ein Irr-
tum. Auch wenn Kinder mit verschiedenen Grofen in Bertihrung
kommen, bedeutet das nicht, dass sie tiber gesicherte Vorstellungen
zu Reprisentanten von Groflen verfigen, die sie sicher z.B. zum
Schitzen einsetzen kénnen. Zum (Vor)Wissen von Kindern zu Gro-
Ren gibt es deutlich weniger Untersuchungen als zum arithmeti-
schen Wissen von Schulanfingern. In diesen wenigen Untersuchun-
gen (vgl. z. B. Lafrenz & Eichler 2004) wird deutlich, wie unterschied-
lich vorhandenes Wissen ist und dass es nicht wenige Kinder gibt,
denen elementare Erfahrungen zum Umgang mit Gréfen fehlen,
denen es ermoglicht werden muss, derartige Erfahrungen im Unter-
richt zu erwerben. Das hiufig beim Umgang mit Lingen festzustel-
lende Wissen und die anzutreffenden Erfahrungen kénnen nicht auf
andere GroRRenbereiche iibertragen werden.

Wichtig ist, wie bei allen Inhalten des Mathematikunterrichts, dass
Wissen und Vorstellungen der Kinder erkundet und im Unterricht
daran angekntipft wird.
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Die didaktische Stufenfolge (vgl. Radatz & Schipper, 1983) ist nicht in
dem Sinne umzusetzen, dass eine Stufe nach der anderen absolviert
wird, der Unterricht ist nicht streng daran auszurichten, vielmehr ist
das (Vor)Wissen der Kinder zu beachten, sind Unterschie-
de/Spezifika der einzelnen Grofenbereiche zu beriicksichtigen.
Trotzdem ergeben sich Anregungen fiir Kinder, die keine oder weni-
ge Erfahrungen im Umgang mit Groflen auflerhalb des GroRenberei-
ches Lingen haben (auch Invarianz, z.B. bei Massen - Verformung
von Knetkugeln).

Auch historische und koérpereigene Mafle haben aus unserer Sicht
ihre Berechtigung, indem z.B. der Frage nachgegangen wird: Wie
wurde im alten Agypten, im Mittelalter usw. gemessen? Und kérper-
eigene Mafle konnen bei der Ausbildung von Stiitzpunktvorstellun-
gen eine wichtige Rolle spielen, z.B.: Daumenbreite: lcm; Hand-
spanne: 10 cm; Armspanne: ungefihr meine Kérpergrofe.

5 Experimentieren als typische Arbeitsweise im Inhaltsbereich
,Gréfden und Messen“

Das Beispiel in Abbildung 5 verbindet die Leitideen Raum & Form

und Grolen & Messen miteinander.

Esperinentieren il Falliguren

1. Was fir =in Kéeper sntsteitt wenn il

- win Quadvat mweimal z =ivem Tuck Falbest,

- mire Talthinie bis wur Micte wofschnsicest

- urel teer, dase 7w Dreiecke Chereiraniler liegen?
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Abb.5  Ein Experiment zum Rauminhalt

Hier noch Bemerkungen zu Beobachtungen, die wihrend der Bear-
beitung dieses Auftrags in 4. Klassen gemacht wurden. Es wurde
hiufig geschitzt, dass 8 (6) Faltfiguren notwendig sind, um einen
Wiirfel herzustellen (8 Ecken, 6 Flichen). Die gréflere Herausforde-
rung war, zu schitzen, wie viele Faltfiguren voll Sand in den Wiirfel
passen. Erwartungsgemifl wurden meist 4 gefiillte Faltfiguren ge-
schitzt. Auch bei Erwachsenen war die Uberraschung groR als festge-

38



Bemerkungen zum Umgang mit Gréfen und Messinstrumenten im MU

stellt wurde, dass der Sand aus 6 gefiillten Faltfiguren in den Wiirfel
passt. Aber wir haben auch Kinder angetroffen, die folgende Einsicht
formulierten: “Innen ist noch ein Korper, der muss vier Sei-
ten(flichen) haben und jede Seite ist so grofs wie die “Grundfliche”
der Faltfiguren — und da passt mehr Sand rein als in eine Faltfigur.”

6 Fazit — Beitrag zur Entwicklung mathematischer Kompetenzen
Mit dem letzten Beispiel ist bereits angedeutet, zur Entwicklung wel-
cher wichtigen mathematischen Kompetenzen im Themengebiet
Groflen und Messen ein Beitrag geleistet werden kann. Es kann nicht
hiufig genug betont werden, dass der Schwerpunkt in diesem The-
mengebiet auf der Entwicklung von Grofenvorstellungen, dem akti-
ven Umgang mit Groflen (und natiirlich auf dem Losen (echter) An-
wendungsaufgaben) liegen muss, wenn Kinder kompetent im Um-
gang mit Groflen werden sollen. Das schlie8t den Aufbau eines gesi-
cherten Groflenbegriffs ein; Kinder miissen wissen, was man unter
einer Linge, einem Gewicht, einem Volumen, einem Flicheninhalt
versteht. Bei der Begriffsbildung ist der Abstraktionsprozess sorgfil-
tig zu gestalten. Gemeinsamkeiten und vor allem Unterschiede zwi-
schen den einzelnen Grofenbereichen sind zu beachten und den
Kindern nachvollziehbar zu verdeutlichen.

Im Zusammenhang mit dem Messen ist darauf zu achten, dass die
Kinder geniigend Gelegenheiten erhalten, Stiitzpunktvorstellungen
in allen Groflenbereichen zu erwerben. Diese sind wesentliche Vo-
raussetzungen fiir das Schitzen und kritischem Hinterfragen von
Zahlenangaben, die einem tagtiglich begegnen.
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Geometrische Abbildungen in der Vorstellung:
Relevanz und (individuelle) Strategien von Grundschulkindern

von Simone Reinhold

Ein Abriss zu Aspekten von Raumvorstellung geht im Beitrag mit Ausfilhrungen zur Rele-
vanz riaumlich-visueller Fihigkeiten einher und nimmt insbesondere das mentale Drehen,
Zerlegen oder Zusammenfiigen in den Blick. Ausgehend von der Frage nach ,geometrischen
Strategien” zur Bewiltigung herausfordernder geometrischer Anforderungen wird zudem
Einblick in Studien mit Kindern zum Einsatz von individuellen Strategien bei der Bearbei-
tung von Aufgaben zum Spiegeln und Drehen von Wiirfelbauwerken gegeben.

Schliisselwérter:  Raumvorstellung, Strategien, Vor- und Grundschulkinder, Drehen,

Spiegeln

1 Riaumlich-visuelle Fahigkeiten

Die Diskussion um unterschiedliche Modelle zur Differenzierung
verschiedener Bereiche der Raumvorstellung nimmt hiufig faktoren-
analytische Modelle zum Ausgangspunkt, die eine psychometrische
Perspektive einnehmen (1.1). Welche Relevanz der Raumvorstellung
zukommt, wird auch deutlich, wenn wir den Unterricht in der
Grundschule betrachten (1.2). Im Hinblick auf die Anforderungen
der Grundschulgeometrie sind allerdings Erweiterungen der
psychometrischen Raumvorstellungskonzepte notwendig, die stirker
auf die beim Individuum ablaufenden (kognitiven) Prozesse ausge-
richtet sind (1.3).

1.1 Psychometrische Anniherungen

Ergebnisse aus Arbeiten von Thurstone (1938; 1950), die Lohman
(1979) in einer Re-Analyse weitreichend bestitigte, werden in der
mathematikdidaktischen Literatur intensiv rezipiert und diskutiert
(Maier, 1999; Franke & Reinhold, 2016). Thurstone (1950) identifi-
ziert insgesamt sieben Teilbereiche des riumlich-visuellen Denkens.
Seine Differenzierung riaumlicher Fihigkeiten lisst erkennen, dass
mit den Bereichen P, Ci1, C2 und ,visual memory“ eher die visuelle
Wahrnehmung angesprochen wird. Die ebenfalls unter riumlich-
visuellen Fihigkeiten subsummierten Bereiche Riumliche Beziehun-
gen (S1, ,spatial relations), Ragumliche Veranschaulichung (S2, ,visuali-
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zation“) und Rdumliche Orientierung (S3, ,spatial orientation“) beriih-
ren hingegen stirker die Fihigkeit zur Vorstellung im Raum.

So beschreibt Thurstone (1950, S. 518) mit S1 (,spatial relations”) die
»ability to recognize the identity of an object when it is seen from
different angles”. Der innere Zusammenhang, d. h. die rdumlichen
Beziehungen von Teilen eines riumlichen Arrangements zu anderen
Teilen oder zur Gesamtkonfiguration bleiben dabei erhalten. Der
Bereich S2 (,visualization®) spricht die Vorstellung einer Dynamik
innerhalb einer Konfiguration an (,movement within the configurati-
on“; Thurstone, 1950, S. 2). Sofern die Versuchsperson Teil der gege-
benen Situation ist und sich mental oder real im Raum zurechtfinden
muss, ist der von Thurstone als S3 identifizierte Bereich ,spatial ori-
entation angesprochen, der auch das Hineinversetzen in andere
Perspektiven umfasst (Franke & Reinhold, 2016, S. 61ff.).

1.2 Uberlegungen zur Relevanz von Raumvorstellung

1.2.1  Grundlegende Aspekte und ficheriibergreifende Sicht

Raumvorstellung wird bereits von Thurstone (1938) als elementarer
Bestandteil menschlicher Intelligenz angesehen (vgl. Reinhold, 2007,
S. 63ff). Vor diesem Hintergrund und angesichts der umfassenden
Bedeutung von Raumvorstellung fiir unser tigliches Leben (Maier,
1999, S. 147ff) gilt die Ausbildung von Raumvorstellung heute als
ubergreifendes Ziel fiir die Arbeit mit Kindern im Grundschulalter.
So missen im Zuge des Schriftspracherwerbs spiegelverkehrte Buch-
staben diskriminiert und in Korrespondenz mit Phonemen gebracht
werden. Schwierigkeiten beim Schriftspracherwerb werden auch in
Verbindung mit schwachen Leistungen beim mentalen Rotieren
gebracht (Riisseler et al., 2005). Die ErschlieRung von ,Riumen, Na-
turgrundlagen und Lebenssituationen“ im Sachunterricht (GDSU,
2013) erfordert ebenfalls ein hohes Mafl an Raumvorstellung und
erwartet beispielsweise, dass Kinder eine einfache Landkarte rium-
lich interpretieren oder sich in der Schulumgebung zurechtfinden.
Personen, die Uber ausgeprigte Raumvorstellung verfiigen, haben
zudem offenbar einen erfolgreichen Zugang zu den im Sachunter-
richt angesprochenen naturwissenschaftlichen Disziplinen (Wai et
al., 2009).
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1.2.2  Raumvorstellung im Geometrieunterricht

Vor allem fiir dltere Schiiler ist empirisch belegt, dass Raumvorstel-
lung dem Geometrieverstindnis zutriglich ist (Battista, 1990). Aber
auch fur die Grundschule zihlt die Férderung der Raumvorstellung
seit geraumer Zeit zu den zentralen Lernzielen des Geometrieunter-
richts (Besuden, 1973; Wollring, 2012).

Battista (2007) stellt fest, dass geometrisches Denken fast immer auch
von rdumlichem Denken begleitet wird und betont, dass die Begriffs-
bildung eng mit der Fihigkeit zusammenhingt, geometrische Eigen-
schaften zu analysieren und sich rdumliche Beziehungen letztlich
auch vorstellen zu koénnen. So finden sich in eigenen Untersuchun-
gen zum Verstindnis geometrischer Objektbegriffe (Reinhold & Wol-
ler, 2016; Livy et al., 2018) explizite Hinweise darauf, dass Grund-
schulkinder Raumvorstellung einsetzen, wenn sie selbst Reprisen-
tanten herstellen. Verstindnis fiir die Spezifizierung von Begriffen
ergibt sich auch tiber die Vorstellung dreh-, achsen- oder ebenen-
symmetrischer Abbildungen (zwei Symmetrieachsen im Rechteck,
aber vier Symmetrieachsen im Quadrat; jeweils drei Rotationsachsen
durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Seiten in Quader und
Wiirfel, aber mehr Drehdeckabbildungen bei Rotationen des Wiir-
fels). Erfahrungen mit der Antizipation von Kongruenzabbildungen
stehen zudem im Zusammenhang mit Schwierigkeiten beim Aus-
fithren elementarer Konstruktionsaufgaben (Hartmann, 2002).

So ranken sich auch im Geometrieunterricht der Grundschule vielfil-
tige Aktivititen um das Ausfithren bzw. Erkennen elementarer geo-
metrischer Kongruenzabbildungen - etwa beim Arbeiten mit
Bandornamenten oder in der Auseinandersetzung mit flichigen Mus-
tern, die achsen- oder drehsymmetrische Abbildungen beinhalten
(Franke & Reinhold, 2016). Einerseits zielen diese handlungsorien-
tierten Zuginge darauf ab, die Entwicklung der Raumvorstellung zu
fordern. Andererseits muss hier die Fihigkeit zur Raumvorstellung
jeweils auch schon im Ansatz vorliegen.

1.2.3 Réiumlich-visuelle und mathematische Fihigkeiten

In der aktuellen mathematikdidaktischen Diskussion steht kaum
noch in Frage, dass rdumlich-visuelle Fihigkeiten — sowohl in Bezug
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auf die Wahrnehmung als auch im Hinblick auf die Vorstellung rium-
licher Begebenheiten und Verinderungen — eine zentrale Rolle fiir
den Erwerb frither mathematischer Fihigkeiten spielen (vgl. Gru-
Ring, 2012, S. 125ff; Franke & Reinhold, 2016, S. 81ff).

Zahlreiche Studien der vergangenen Jahre legen enge Zusammen-
hinge zwischen der ragumlichen Wahrnehmung und mathematischen
Fihigkeiten nahe - beispielsweise in Bezug auf Darstellungen zu
Teil-Ganzes-Beziehungen und dem Teil-Ganzes-Verstindnis von
Zahlen (Beutler, 2013). Als grundlegend anzusehen ist diesbeziiglich
die Fihigkeit, ein Arrangement mental (und im Idealfall flexibel)
strukturieren bzw. Strukturen in ein Arrangement unter Einbezug
von entsprechendem Vorwissen hineindeuten zu koénnen (Mersch-
meyer-Briiwer, 2001; Sébbeke, 2005). So sind die frithe Fahigkeit zur
Muster- und Strukturerkennung und spitere Leistungen im Mathe-
matikunterricht offenbar eng verbunden (Litken, 2012). Schliellich
werden auch Probleme beim Rechnenlernen immer wieder mit der
Muster- und Strukturerkennung bzw. mit Defiziten im Bereich der
visuellen Wahrnehmung in Verbindung gebracht (Lorenz, 1998).

Im Hinblick auf die Relevanz rdumlicher Vorstellungen fiir den Er-
werb mathematischer Fihigkeiten erkennen bereits Guay & McDa-
niel (1977), dass leistungsstirkere Grundschulkinder tiber besseres
Raumvorstellungsvermogen verfiigen als leistungsschwichere Kin-
der. Griifding (2012; 2015) greift diese und zahlreiche entsprechende
Studien fiir eine Studie mit Kindern im 4. Schuljahr auf und stellt
fest, dass sich die erwarteten Zusammenhinge vor allem in Bezug
auf die Fihigkeit zur mentalen Rotation sowie auf die Fihigkeit zur
riumlichen Veranschaulichung (Linn & Petersen, 1985) nachweisen
lassen. Zudem liegen inzwischen Befunde vor, die einen Zusam-
menhang zwischen konkreten (mental begleiteten) Handlungen im
Raum und dem Erwerb mathematischer Kompetenz belegen. Exem-
plarisch verwiesen sei dazu auf Studien, die zeigen, dass frithe kon-
struktive Fihigkeiten entscheidenden Einfluss auf das Lernen von
Mathematik haben (Verdine et al., 2014; Wolfgang et al., 2001).

Aktuelle Forschungsinteressen berithren vor diesem Hintergrund
nun eher Details dieses Zusammenhangs: Warum bestehen und
worin genau liegen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwi-
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schen mathematischen und riumlich-visuellen Fihigkeiten? Die
Bearbeitung dieser Frage setzt eine intensive Auseinandersetzung
mit individuellen Prozessen bei der Bearbeitung riumlich-visueller
Anforderungen voraus.

1.3 Raumvorstellung mit dem Blick auf das Individuum

Thurstone (1938, S. 8) verweist selbst darauf, dass Probanden bei
gleichem Testergebnis teilweise unterschiedliche Vorgehensweisen
einsetzen. So stellt sich auch aus mathematikdidaktischer Sicht die
Frage nach strategischer Diversitit, die mit einem speziellen Interes-
se an den individuellen Denkweisen einzelner Kinder verbunden ist
und einen Beitrag dazu leisten kann, Geometrieunterricht letztlich
auf der Basis substanzieller diagnostischer Begleitung adaptiv zu
gestalten. Analysen von Vorgehensweisen, die Kinder in der Begeg-
nung mit herausfordernden riumlich-visuellen Anforderungen ein-
setzen, werden von dieser Warte aus unumginglich — und tragen
moglicherweise dazu bei, die umrissene Forschungsliicke zu schlie-
Len.

1.3.1  Die strategische Perspektive auf die Raumvorstellung

Barrat widmete sich bereits in den 1950er Jahren der Frage, welche
Strategien erwachsene Probanden beim Losen verschiedener Raum-
vorstellungstests einsetzen (Barrat, 1953). Bei einem Test, in dem
ebene Figuren zu rotieren waren, erliuterten einige Personen, dass
sie die gesamte Figur drehen (whole approach). Andere Personen
drehten lediglich Teile der Vorlage und priiften dann anhand von
Details, ob Vorlage und Vergleichsfigur identisch waren (part ap-
proach). Strategien zur Riumlichen Orientierung zeichneten sich
dadurch aus, dass die Probanden sich entweder in eine Situation
hineinversetzen oder aber lediglich Elemente der rdumlichen Situati-
on in anderer Ausrichtung vorstellen. Auch Schultz (1991) unter-
scheidet individuelle Vorgehensweisen bei der Bearbeitung von
Raumvorstellungsaufgaben: Neben Vorgehensweisen, in denen ein
Objekt gedanklich bewegt wird (move object), beschreiben einzelne
Probanden eine gedankliche Bewegung der eigenen Person um ein
Objekt (move self). Eine davon abzugrenzende analytische Strategie
(key features) zeichnet sich Schultz zufolge dadurch aus, dass beson-
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dere Eigenschaften der gegebenen Figur gesucht werden bzw. deren
Abwesenheit oder Lageverinderung konstatiert wird.

Vergleichbare Elemente von Raumvorstellungsstrategien zeigen sich
(teilweise mit leicht unterschiedlicher Denomination) immer wieder
in der ausgesprochen umfinglichen Forschungslandschaft zum Ein-
satz von Raumvorstellungsstrategien (Reinhold, 2007, S. 252-299). So
gelangt auch Maresch (2014) in der Analyse einschligiger Untersu-
chungen zu einer Darstellung komplementirer Begriffspaare, mit
denen Strategieelemente in Dichotomien erfasst werden: Holistische
vs. analytische Strategie, Rdaumliches Denken vs. Flichiges Denken, Be-
wegungen von Objekten vs. Bewegungen der Probanden, verifizierende vs.
falsifizierende Strategieelemente werden dabei in Begriffspaaren von
,Gegenspielern“ kontrastiert. Offen und jeweils abhingig von indivi-
duellen Priferenzen, Kompetenzen, Repertoire oder Aufgabentyp
bleibt jedoch auch mit diesem Modell, inwieweit die nicht trennschar-
fen Aspekte jeweils ineinandergreifen (Maresch, 2014, S. 10). Zu
bedenken ist zudem, dass Dimensionen des Handelns und Spre-
chens insbesondere fiir Kinder im Grundschulalter ein zentrales
Element von Strategien fiir die Losung von Raumvorstellungsaufga-
ben darstellen.

1.3.2  Raumvorstellungsstrategien von Vor- und Grundschulkindern

In empirischen Studien wird inzwischen vielfach untersucht, auf wel-
che Weise (Vorschul-)Kinder oder Jugendliche ihre rdumlichen Fi-
higkeiten artikulieren. Untersucht wird dabei beispielsweise, welche
kognitiven Prozesse und Strategien Kinder einsetzen, wenn sie
Zeichnungen anfertigen oder interpretieren, mit ebenen Figuren le-
gen, mit riumlichen Objekten konstruieren oder (Wiirfel-)Bauwerke
erfassen (Franke & Reinhold, 2016, S. 76). Gefordert ist hier, dass die
Kinder Objekte bzw. ebene Figuren ,mental reversibel zerlegen, ver-
grofern, verkleinern oder sonstwie zum Zwecke des mentalen Se-
hens reversibel verindern“ (Wollring, 1996, S. 476) Dementspre-
chend erweitert Wollring (2012, S. 9) den fiir die geometriedidakti-
sche Praxis relevanten Raumvorstellungsbegriff um die Komponen-
ten Handeln (,diese Fihigkeit in Handlungen an konkretem Material
duflern zu konnen“) und Sprache (,diese Fihigkeit in Sprache fassen
zu konnen*).
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Jungere Studien im deutschsprachigen Raum, die unmittelbar an die
unter 1.3.1 dargestellten Befunde zu Strategien bei der Bearbeitung
von Raumvorstellungsaufgaben ankniipfen, gehen vielfach von der
durch Schultz (1991) angeregten Differenzierung aus. So identifizie-
ren Ruwisch und Liithje (2013) Strategien von Vorschulkindern bei
der Bearbeitung verschiedenartiger Raumvorstellungsaufgaben. Da-
bei stellen sie eine erhebliche Bandbreite von Strategien fest und
dokumentieren, dass die Kinder mitunter auch in Abhingigkeit von
der jeweiligen Aufgabe Strategieelemente miteinander kombinieren,
die eigentlich als dichotom angesehen werden (z. B. Kombination
analytischer Uberlegungen mit eher holistischen Strategieanteilen).
Studien von Niedermeyer (2014) zur riumlichen Perspektiviiber-
nahme unter Symmetriebedingungen und Plath (2014), die Raum-
vorstellungsstrategien von Kindern im 4. Schuljahr analysiert, setzen
hier an. Von geometriedidaktischem Interesse geprigt ist auch eine
Studie von Grufling (2002), die zwischen riumlich-visuellen und
verbalanalytischen Strategien unterscheidet, welche teilweise eben-
falls ineinandergreifen: Typisch fiir erfolgreiche Raumvorsteller sei
deren Fihigkeit, riumlich-visuelle Strategien durch sprachliche Ana-
lysen und logisch-schlussfolgerndes Denken zu unterstiitzen.

2 Zwischenbilanz: Was sind ,geometrische Strategien“?

,Mathematisches Denken“ findet dort statt, wo wir mit Kindern Ma-
thematik treiben — also dort, wo mathematische Grundtitigkeiten
(Winter, 1975) angesprochen werden. ,Mathematisches Denken in
der Geometrie“ wird im Idealfall also dort beansprucht, wo Kinder
Gelegenheit haben, sich mit grundlegenden Ideen der Geometrie
(Franke & Reinhold, 2016, S. 9-16) zu befassen, und in herausfor-
dernden Situationen geometrische Phinomene explorieren, Gefun-
denes ordnen, sowie schliefllich auch sprachlich formulieren, was
entdeckt wurde. Daran lisst sich der bislang ungeklirte Begriff der
»geometrischen Strategie“ ankniipfen:

Strategien benétigen die Kinder, wenn es keinen vorgefertigten Lo-
sungsweg gibt. Ein unbefriedigender Zustand, eine Fragestellung,
eine unvollstindige Information oder unvereinbar scheinende Positi-
onen stellen uns vor eine Hiirde, die Ausloser fiir eine Reihe konkre-
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ter oder gedanklicher Operationen ist (Hussy, 1998). Somit kann man
unter einer Strategie zur Bearbeitung einer geometrischen Heraus-
forderung vereinfacht ein ,mehr oder weniger umfangreiches Gefiige
handlungsleitender kognitiver Operationen (verstehen), das dem
Individuum prinzipiell bewusst sein und von diesem kontrolliert
werden kann“ (Reinhold, 2007, S. 246). ,Geometrische Strategien®,
die Kinder in herausfordernden Situationen entwickeln und nutzen,

* Dbeziehen sich also vorwiegend auf Inhalte der euklidischen
Geometrie,

* umfassen kognitive Strategien beim Erfassen, Vorstellen o-
der (gedanklichen) Verindern einer geometrischen Aus-
gangssituation,

* Dbeinhalten (kognitiv geleitete) Vorgehensweisen (Bauen, Le-
gen, Falten, Schneiden, Spannen, Zeichnen, Programmie-
ren) beim Erstellen geometrischer Produkte und

*  Dberiicksichtigen den (handelnden) Umgang mit rdumlichen
Reprisentanten oder zweidimensionalen Darstellungen so-
wie korperlich-motorische bzw. sprachliche Artikulationen
oder digitale Darstellungen im Ausdruck von Begriffsver-
stindnis oder Raumvorstellung.

3 Individuelle Strategien beim Bauen, Drehen und Spiegeln

Eigene Studien zu Strategien bei der Bearbeitung von Aufgaben mit
besonderen Herausforderungen an die Raumvorstellung rekonstruie-
ren kognitive Prozesse im Zusammenhang mit der Erstellung von
Wiirfelbauwerken unter besonderer Beriicksichtigung von Anforde-
rungen zur Ebenensymmetrie (3.1) bzw. zur Drehsymmetrie (3.2).
Die Einbettung wesentlicher Teile dieser Studien erfolgt iiber das
laufende Projekt (Y)CUBES: (Young) Children Using Blocks to Express
Spatial Strategies (Reinhold et al, 2013; Reinhold, 2015a; 2017; i. V.), in
dem individuelle Bauaktivititen von Vor- und Grundschulkindern in
diagnostischen Einzelinterviews analysiert werden: Welche Strategie-
elemente sind bei der konkreten Konstruktion dreidimensionaler
Wiirfelbauwerke durch Vor- und Grundschulkinder zu erkennen? In
welchem Zusammenhang stehen die Baustrategien zu arithmeti-
schen Konzepten, die die Kinder beispielsweise bei der Bearbeitung
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von Aufgaben zur Anzahlbestimmung, beim Vervielfachen bzw. mul-
tiplikativen Zerlegen, zum Vertauschen von Summanden/Faktoren
zeigen?

3.1 Spiegelungen von Wiirfelbauwerken

Aktivititen mit kleinen Spiegeln wie die Verdopplung einer Plitt-
chenmenge, die vor einem aufrecht stehenden Spiegel liegt, stellen
ein gingiges Aufgabenformat dar, bei dem ,eine geometrische Verkor-
perung der arithmetischen Operation des Verdoppelns (Wittmann &
Miiller, 1994, S. 94, Hervorhebung i. O.) erfolgt. Ebenenspiegelungen
von Wiirfelbauwerken an einer vertikal ausgerichteten Spiegelebene
bieten vergleichbare Gelegenheiten zur Forderung des Symmetrie-
verstindnisses (Merschmeyer-Briiwer, 2009). Mit dem Spiel MULTi-
CUBIi (Reinhold, 2015b) wurde daran ankniipfend die Anforderung
entwickelt, Wiirfelbauwerke auf einer horizontal liegenden Spiegel-
fliche zu konstruieren. Das auf der Spiegeloberfliche erstellte Bau-
werk und sein Spiegelbild verschmelzen dabei zu einem Gesamtge-
fuige, das einer gezeichneten Bauvorlage entsprechen soll.

Im Erfassen der bei dieser Anforderung eingesetzten Strategien wird
ein empirisch begriindetes und im Projekt fortwihrend adaptiertes
Modell zu Elementen von Konstruktionsstrategien genutzt, das die
Bauprozesse Uber die Aspekte Wiirfel nehmen, Wiirfel verwenden, Wiir-
fel/Segmente legen, Aspekte der begleitenden Motorik oder verbale Kom-
mentare sowie iiber die Qualitit der Konstruktionskoordination charak-
terisiert (Reinhold et al., 2013; Reinhold, 2015a, S. 65ff).

Ist die Konstruktionskoordination bei der Erstellung eines Wiirfel-
bauwerks auf dem Spiegel in ausgeprigter Weise durch lokale Anni-
herungen gekennzeichnet, geht dies hiufig damit einher, dass die
Kinder einzelne Wiirfel greifen und verbauen. Rdumliche Relationen
einzelner Segmente zueinander werden dabei ebenso eingeschriankt
berticksichtigt wie die konsequente Verdopplung von Wiirfelanzahlen
in einzelnen Segmenten des Bauwerks (Abb. 1).
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Abb. 1 Bauvorlage und individuelle Bausequenz zur Rekonstruktion auf dem Spiegel
— lokale Anniherung ohne konsequente Beriicksichtigung der Verdopplung

3.2 Drehungen von Wiirfelbauwerken

Strategien bei der Bearbeitung von Aufgaben zur mentalen Rotation
konkreter Wiirfelmehrlinge in einer konstruktiven Arbeitsumgebung
umfassen ebenfalls ein breites Spektrum differenzierbarer Kompo-
nenten (Reinhold, 2007; i. V.). Neben komparativ zu l6senden Aufga-
ben, bei denen Fotos oder konkrete Figuren zu vergleichen sind, die
sich hinsichtlich ihrer Ausrichtung unterscheiden, werden hier ver-
leimte Wiirfelmehrlinge angeboten. Diese sollen zum Nachbau aus
Einzelwlrfeln mental in statisch stabile Lage gedreht werden
(Abb. 2).

Gesamtbetrachtungen der Figuren werden dabei ebenso wie struk-
turanalysierende Uberlegungen vielfach durch gegenstindliche Asso-
ziationen (Tiere, Korperteile etc.) begleitet. Handbewegungen in ge-
dachter Kipprichtung unterstiitzen zudem offensichtlich die Vorstel-
lung der eigentlichen Drehung im Raum (vgl. auch Griiing, 2002,
S. 34). Die gedankliche Rotation einer gesamten Figur im Sinne einer
rein holistischen Vorgehensweise stellt bei den meisten Grundschul-
kindern eher die Ausnahme dar. Hiufiger werden hingegen additiv-
sequenziell geprigte Strategien beobachtet. Diese sind dadurch ge-
kennzeichnet, dass fiir die Rotation einer Figur lediglich einzelne
Segmente mit der entsprechenden Vorlage abgestimmt werden. An-
ders als bei der integrativ-simultanen Koordination, bei der erkannte
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Struktureinheiten wieder in einen Zusammenhang mit der Gesamt-
figur gebracht werden, stoflen die Kinder hier in der Beriicksichti-
gung simtlicher rdumlicher Relationen innerhalb eines zu rotieren-
den Wiirfelmehrlings an Grenzen und gelangen zu fehlerhaften Re-
konstruktionen (Abb. 2).

Abb.2  Bauvorlage und Bausequenz zur Rekonstruktion in rdumlich gedrehter Lage —
lokale Anndherung mit Fokussierung auf Segmente im Sinne additiv-
sequenzieller Vorgehensweise mit dem Ergebnis der Verflachung

Im Kern — aber sicher nicht abschliefend und ausschliefllich — sind

mit ,geometrischen Strategien“ im Verstindnis dieses Beitrags also

Strategien bei der Bearbeitung von Anforderungen mit besonderen

Herausforderungen an die Raumvorstellung angesprochen (vgl. 1.3.1

und 1.3.2). In Entsprechung zu ,arithmetischen Strategien®, die Kin-

der flexibel und adiquat einsetzen koénnen sollen, zihlen achsen-,
ebenen- und drehsymmetrische Kongruenzabbildungen sicher zu
den grundlegenden Operationen der Geometrie — wie wir die dabei
eingesetzten Strategien erfassen und im Unterricht thematisieren
(sollten), ist aber sicher noch nicht abschlieRend geklirt. Vor allem
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bedarf es einer Fortsetzung und Vertiefung der Analysen zu den qua-
litativen Zusammenhingen zwischen den hier skizzierten individuel-
len Zugingen von Kindern zum Spiegeln und Drehen und korres-
pondierenden arithmetischen Anforderungen.
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Analyzing and stimulating strategy competence in
elementary arithmetic: The case of subtraction by addition

by Lieven Verschaffel, Gwen Verguts, Greet Peters, Pol Ghesquiere,
Bert De Smedt, and Joke Torbeyns

During the past two decades we investigated elementary school children’s use of a highly
valued strategy for doing symbolic multi-digit subtraction among mathematics educators
namely the subtraction-by-addition strategy, In the present paper, we give a brief and narra-
tive overview of the empirical studies that we have been doing on children’s strategy compe-
tences with respect to subtraction-by-addition, using a variety of research methods and tech-
niques. For this overview we use the research methodology being applied as the main structur-
ing principle. First, we will review our initial studies wherein we used verbal reports to reveal
children’s solution strategies. Second, we report studies wherein we relied on the systematic
analysis of children’s reaction time data while solving subtractions. Finally, studies using the
choice/no-choice paradigm are reported. Taken as a whole, while there is only very little
evidence for subtraction-by-addition use when relying on verbal report studies, when turning to
the other research methods, there is ample evidence that elementary school children do apply
this valuable subtraction strategy frequently, efficiently, and flexibly. We end this paper with
some theoretical, methodological, and educational implications of the research being reviewed.

Keywords: Elementary arithmetic, Multi-digit subtraction, Adaptive expertise,
Verbal reports, Reaction times, Choice/no-choice Method

1 Introduction

Current reform movements in elementary mathematics education
stress that instruction should no longer focus on solving school
mathematics exercises quickly and accurately by means of the school-
taught standard strategies (i.e., routine expertise). In contrast, math-
ematical tasks should be solved efficiently, flexibly, and creatively with
a variety of meaningfully acquired strategies (i.e., adaptive expertise).
Consequently, more attention should be paid to the insightful, varied,
and flexible use of strategies when teaching children how to solve
mathematical problems (Baroody & Dowker, 2003; Kilpatrick, Swaf-
ford, & Findell, 2001; Verschaffel, Greer, & De Corte, 2007; Verschaf-
fel, Luwel, Torbeyns, & Van Dooren, 2009).

One subdomain of the elementary mathematics curriculum that has
attracted a lot of attention of researchers interested in the develop-
ment of adaptive expertise in children, is the solution of symbolically
presented multi-digit subtractions. Several studies have shown that
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children develop various strategies to mentally solve multi-digit sub-
tractions (e.g., Beishuizen, 1993; Bléte, Klein, & Beishuizen, 2000;
Carpenter, Franke, Jacobs, Fennema, & Empson, 1998; Torbeyns, De
Smedt, Ghesquiere, & Verschaffel, 2009a). One way to classify these
mental subtraction strategies is by looking at the operation that un-
derlies the effectuation of the strategy. This can be either subtraction
or addition. (For other ways of classifying mental subtraction strate-
gies, see for example Peltenburg, van den Heuvel-Panhuizen, & Robi-
tzsch, 2012). In this way, two types of strategies can be distinguished:
(1) direct subtraction (DS) strategies, in which the subtrahend is di-
rectly taken away from the minuend (e.g., 75 — 43 = . by “75 — 40 = 35,
35 — 3 = 327), and (2) subtraction-by-addition (SBA) strategies, in
which one determines how much needs to be added to the subtra-
hend to get to the minuend (e.g., 75 — 43 =. by “43 + 30="73 and 73 +
2 =75, so the answer is 30 + 2 = 32”). This SBA strategy is considered
to be particularly efficient by mathematics educators on subtractions
with a relatively large subtrahend (S) compared to the difference (D)
(e.g., 81 = 79 = ., where S and D are 79 and 2, respectively), because in
this case the solution process through a SBA strategy requires fewer
and/or smaller calculation steps than a DS strategy (e.g., Torbeyns et
al., 2009a). In contrast, DS is assumed to be more efficient than SBA
for subtractions wherein the subtrahend is relatively small compared
to the difference (e.g., 81 — 2, where S and D are 2 and 79, respective-

ly).

In the present paper, we give a brief and narrative overview of the
empirical studies that have been done at our research center over the
past two decades on children’s use of this SBA strategy, using a varie-
ty of research methods and techniques. For this overview we use the
research methodology being applied as the main structuring princi-
ple. First, we will review our initial studies wherein we used verbal
reports to reveal children’s solution strategies. Second, we report
studies wherein we relied on the systematic analysis of children’s
reaction time data while solving subtractions. Finally, studies using
the choice/no-choice paradigm are reported. We end this paper with
some theoretical, methodological, and educational implications of the
research being reviewed.
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2 Verbal report studies

We began our quest for the SBA strategy in children by means of
studies that used verbal reports as their main data-gathering tech-
nique.

Flemish elementary school children are confronted, from second
grade on, with symbolically presented multi-digit subtractions of the
form a — b = ? that they are supposed to solve mentally by means of
the DS (DS) strategy, with little or no instructional attention to the
SBA strategy. Against this background, our major question was if we
would find traces of the availability and use of the SBA strategy in
Flemish elementary school children’s verbal strategy reports.

To address this question, we analysed, in a first study (Torbeyns et al.,
2009a), second- to fourth-graders’ DS and SBA use on symbolic two-
digit subtractions in the number domain up to 100. We included 71
second-, 71 third-, and 53 fourth-graders, who all had received tradi-
tional instruction in two-digit mental addition and subtraction as
outlined above. We divided them into three mathematics achievement
groups on the basis of a general mathematics achievement test. Like
all other textbooks that were — and still are - in use in Flanders, the
textbook used in these schools only paid explicit and systematic atten-
tion to the DS strategy, and an interview with the teachers of these
children confirmed that they had not provided systematic instruction
and practice in the SBA strategy.

All children in the study of Torbeyns et al. (2009a) individually com-
pleted two tasks designed to evaluate their strategy competencies in
the domain of subtraction up to 100: a Spontaneous Strategy use Task
(SST) and a Variability on Demand Task (VDT). The SST consisted of
different types of two-digit subtractions, including several problems
with a relatively large subtrahend (e.g., 41 — 39 = ?), which are as-
sumed to maximally trigger the SBA strategy. Children were instruct-
ed to mentally solve each item as accurately and as fast as possible
with their preferential strategy. They were asked to verbally report
both the answer and the strategy used immediately after solving each
item. The VDT consisted of the same types of two-digit subtractions
as the SST. Children were now instructed to mentally solve each item
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with at least two different strategies. Again they had to verbally report
each strategy immediately after they solved the subtraction. If a child
immediately solved a subtraction by means of SBA, the interviewer
asked the child if (s)he could solve the same subtraction by means of
a second strategy, and afterwards moved to the next subtraction. If the
child began by solving the subtraction with a strategy different from
SBA, the experimenter kept asking for another possible strategy until
the child either reported the SBA strategy, stated that (s)he did not
know any other strategy, or had reported five alternative solution
strategies.

The study resulted in three main findings. First, the analysis of chil-
dren's strategies in the SST revealed that less than 10% of the second-
and third-graders, and only 15% of the fourth-graders spontaneously
reported the SBA strategy at least once to answer the small-difference
subtractions. Thus, children hardly reported the use of the SBA strat-
egy, even on subtractions where this strategy is considered extremely
efficient. Second, all children reported various strategies for solving
the two small-difference subtractions from the VDT. But only a mi-
nority of them reported SBA as an alternative strategy to solve these
subtractions. This suggests that SBA was not included in the strategy
repertoire of most children. Actually, only 5% of the second-graders,
15% of the third-graders, and 20% of the fourth-graders mentioned
the SBA strategy at least once as a possible alternative solution strate-
gy. Third, despite the low overall occurrence of SBA in the two tasks
and in the three age groups, there tended to be differences in the
frequency with which SBA was spontaneously reported (in the SST)
or mentioned as an alternative solution method (in the VDT) between
the different age and mathematical achievement groups. High
achievers and older children tended to report the SBA strategy more
frequently on small-difference subtractions than low achievers and
younger children.

In sum, this study of Torbeyns et al. (2009a) revealed that most Flem-
ish elementary school children did not report the SBA strategy on
symbolic multi-digit subtractions, even not on subtractions such as 41
— 39 = . that are assumed to maximally elicit this strategy. Further-
more, when being explicitly asked to generate alternative solution
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strategies for such types of subtractions, only a small minority of the
children came up with SBA as an alternative subtraction strategy.

These results were confirmed by those of several other studies using
similar verbal report methods, both from our own research team (De
Smedt, Torbeyns, Stassens, Ghesquiére, & Verschaffel, 2010;
Torbeyns, De Smedt, Ghesquiere, & Verschaffel, 2009b), and from
various other teams (Blote, Van der Burg, & Klein, 2001; Heinze,
Marschick, & Lipowsky, 2009; Selter, 2001; Selter, Prediger,
Nithrenborger, & Hussmann, 2012).

However, while the above-mentioned verbal report studies suggested
that the SBA strategy was not included in most elementary school
children’s strategy repertoire, some anecdotal evidence obtained dur-
ing the study of Torbeyns et al. (2009a) reported above, as well as
some of the other verbal report studies realized in our center, made
us doubt about the validity of this finding. More specifically, in the
study of De Smedt et al. (2010), wherein we also asked children to
report verbally on how they had solved a series of symbolically pre-
sented multi-digit subtractions, we noticed a remarkable inconsisten-
cy between children’s verbal reports about the strategy they had used,
on the one hand, and the time they needed to solve these problems,
on the other hand. As in the study of Torbeyns et al. (2009a), the vast
majority of the third-graders in the study of De Smedt et al. (2010)
only reported the use of the DS strategy. Based on a rational task
analysis, one might predict that this consistent use of DS on all types
of subtractions (i.e., those with a relatively small, medium, and large
subtrahend) should have led to an increase in these children’s reac-
tion times from subtractions with relatively small subtrahends (e.g.,
81 — 7 =) over subtractions with medium-sized subtrahends (e.g., 81
— 43 =) to subtractions with a relatively large subtrahend (e.g., 81 —
79 = .), because subtracting a larger subtrahend requires more and/or
larger calculation steps (Groen & Poll, 1973; Peters, De Smedt,
Torbeyns, Ghesquiere & Verschaffel, 2010) (see Figure 1a). Howev-
er, a closer look at the collected reaction times revealed that children’s
reaction time patterns were not in line with this prediction, as not
only subtractions with relatively small subtrahends but also subtrac-
tions with relatively large subtrahends were solved faster than sub-
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tractions with medium-sized subtrahends (see Figure 1b). These reac-
tion time data thus suggested that children applied various strategies,
and that, more specifically, the SBA strategy might have been used
more frequently than reported by the children.

RT
Small subtr Medium subtr Large subtr
(81-7=) (81-43=) (81-76=.)
RT
Small subtr Medium subtr Large subtr
(81-7=) (81-43=.) (81-76=.)

Figure 1a and Tb. Expected reaction time pattern for subtractions with a relatively small,
medium, and large subtrahend when always applying DS (Figure 1a)
and when switching between SBA and DS depending on the relative
size of the subtrahend (Figure 1b).
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Taking into account the available theoretical insights as well as the
existing research evidence on the validity of verbal reports as data, one
can come up with several factors that might lead to an underestima-
tion of SBA use in such interview studies. First, as argued by Peters,
De Smedt, Torbeyns, Ghesquiere, and Verschaffel (2013), especially
on subtractions with a small difference between the two given num-
bers, the SBA strategy can be executed very quickly and quasi-
automatically. It is plausible that children had difficulties in explain-
ing how they arrived at their answer, because they may not have been
aware of the steps they performed while doing SBA or may have
found it too hard to verbalize this untaught strategy. Consequently,
they may have reported a strategy they were more familiar with and
knew how to verbalize (e.g. Ashcraft & Kirk, 2001). Second, children
may have hidden the use of the SBA strategy because they thought it
was not valued or even not allowed to use other strategies than the
one(s) taught in their mathematics lessons (e.g., Yackel & Cobb,
1996). We therefore ran a next series of studies that used non-verbal
methods to analyze children’s use of SBA. More specifically, we col-
lected reaction time data and used regression-based approaches to
make inferences about children’s strategy use.

3 Reaction time studies

After having done similar studies with adults (Peters et al., 2010),
Peters et al. (2013), examined the use of the SBA strategy of fourth- to
sixth-grade elementary school children by means of the above-
mentioned reaction time analytic approach. Starting from Groen and
Poll’s (1973) pioneering work on fitting linear regression models to
people’s reaction times for various kinds of counting-based strategies
for single-digit arithmetic, Peters et al. calculated three linear regres-
sion models for the reaction times of symbolic multi-digit subtrac-
tions. These regression models represented three different strategy
use patterns:

1. If children only used the DS strategy (DS-Model), reaction
times should be best predicted by the size of the subtrahend
(S), because it takes longer to subtract a larger number from
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the minuend (e.g., 83 — 79 = .) than to subtract a smaller num-
ber from that minuend (e.g., 83 -4 =).

2. If children always used the SBA strategy (SBA-Model), reac-
tion times should be best predicted by the size of the difference
(D), because it takes more time to determine how much needs
to be added to get at a given number when the difference be-
tween both numbers is large (e.g., “How much needs to be
added to 4 to have 83?”) than when it is small (e.g., “How
much needs to be added to 79 to have 83?”).

3. If children switched between both strategies depending on
the relative size of the subtrahend (Switch-Model), reaction
times should be best predicted by the minimum of subtrahend
and difference (min[D, S]): For problems with the subtrahend
smaller than the difference (e.g., 83 — 4 =. and 84 — 38 = .), re-
action times are expected to increase with the size of the sub-
trahend, because these problems can be easily solved by means
of DS. In contrast, for problems with the difference smaller
than the subtrahend (e.g., 83 — 79 = . and 84 — 46 = .), reaction
times are expected to increase with the size of the difference,
because these problems can be solved easily by means of SBA.

Seventy-two fourth- to sixth-grade children had to mentally solve a
series of 32 symbolically presented two-digit subtractions divided in
four problem types, based on the combination of the magnitude of
the subtrahend (S) compared to the difference (D) (i.e., S> D or S <
D) and the numerical distance between S and D (i.e., small or large).
This resulted in the following problem types: (a) large-distance S < D
problems (e.g., 83 — 4 = .); (b) large-distance S > D problems (e.g., 77
- 68 =.); (c) small-distance S < D problems (e.g., 92 — 44 =); and (d)
small-distance S > D problems (e.g., 32 — 17 =.). The task was admin-
istered individually on a computer that allowed precise reaction time
registration.

Multilevel regression analyses showed that the model in which chil-
dren switched between DS and SBA based on the relative size of the
subtrahend (Switch-Model) provided the best fit to the data. So, in
contrast with the findings from the verbal report studies, the results
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of this reaction time study led to the conclusion that SBA belonged to
the strategy repertoire of Flemish elementary school children and that
they applied this strategy, together with DS, flexibly to solve two-digit
subtraction problems by switching between both strategies depending
on the relative size of the subtrahend. More specifically, the regres-
sion analyses on the reaction time data suggested that the DS strategy
was used when the subtrahend was relatively small, whereas the SBA
strategy was used when the subtrahend was relatively large.

These findings were replicated in other studies at our center, using
different sets of subtractions (Peters, De Smedt, Torbeyns,
Ghesquiere, & Verschaffel, 2012) and different samples of children,
including children with mathematical learning disabilities (Peters, De
Smedt, Torbeyns, Verschaffel, & Ghesquiere, 2014).

However, as extensively discussed by Peters et al. (2010), this regres-
sion-based analytic approach with reaction times as the main type of
data is not without its methodological problems either. For instance,
it does not allow to accurately determine the kind of strategy being
applied by an individual or a group on an individual item; it only al-
lows for the identification of overall strategy patterns for the item set
as a whole. Moreover, underlying the analytic method are some theo-
retical assumptions about the relationship between the strategy being
used to solve a problem and its solution time that might be valid for
simple counting tasks (as the ones used by Groen & Poll, 1973) but
may be less valid for strategies for doing multi-digit mental subtrac-
tion.

Given the methodological concerns related to the reaction time stud-
ies (Peters et al., 2010), we decided to apply still another research
method that we had already used successfully in several previous
studies - both with adults and children and with various kinds of
mathematical tasks - but that so far had not been used yet in research
with children doing symbolic multi-digit subtraction, namely the
choice/no-choice method (Lemaire & Siegler, 1995; Siegler & Le-
maire, 1997). In contrast to more classical studies on people’s strategy
competencies, this method requires assessing each participant in two
different types of conditions. First, a choice condition, wherein they
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can choose which strategy they apply on each item. Second, two or
more no-choice conditions, wherein they are forced to solve all items
with a given strategy. Compared to classical studies involving only a
choice condition (as in the studies reviewed in the section: verbal
report studies), the no-choice conditions prevent researchers from
getting biased efficiency data for the strategies being involved in the
study. Moreover, the choice/no-choice method allows them to analyze
the flexibility of participants’ strategy choices based on their individu-
al strategy efficiency competencies by comparing their strategy choic-
es in the choice condition with the individual strategy efficiency data
collected in the no-choice conditions.

4 Choice/no choice studies

Torbeyns, Peters, De Smedt, Ghesquiére, and Verschaffel (2018) in-
vestigated 68 sixth-graders of varying mathematics ability. The partic-
ipating children were offered three parallel series of 10 multi-digit
subtractions up to 1000, which were divided in two problem types:
subtractions with a relatively large subtrahend (LS) (e.g., 614 -
596 = 18), and subtractions with a relatively small subtrahend (SS)
(e.g., 734 - 47 = 687). These subtractions were individually adminis-
tered to the children in one choice and two no-choice conditions. In
the choice condition, they could choose between DS and SBA on each
subtraction. In the no-choice DS condition, children had to solve the
subtractions via a DS strategy. Likewise, in the no-choice SBA condi-
tion, all subtractions had to be solved via SBA. In each condition,
children were instructed to solve all subtractions as accurately and as
fast as possible, and to verbally report the applied strategy immediate-
ly after solving each subtraction. The analysis of the data of the choice
and no-choice conditions resulted in the following findings.

First, as far as children’s strategy repertoire and distribution is con-
cerned, we found that, in the choice condition, SBA was used at least
once by most children.

Second, SBA was also used more frequently on the subtractions in the
choice condition than DS.
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Third, the subtraction items were solved more accurately when the
SBA strategy had to be used compared to the required use of the DS
strategy. This was particularly the case for LS subtractions whereas for
the SS subtractions there was no difference in accuracy. Turning to
strategy speed, the subtraction items were solved more quickly when
the SBA strategy had to be used compared to the required use of the
DS strategy, and this was again particularly the case for LS subtrac-
tions whereas for the SS subtractions there was no difference in
speed.

Fourth, we found two types of evidence for children’s flexible use of
the SBA strategy. First, despite instruction focusing on only DS, chil-
dren took into account numerical characteristics during the choice
process, since we found that children more frequently selected SBA
on LS subtractions compared to SS subtractions. Second, children
took into account their individual strategy efficiency competencies
during the strategy selection process in the choice condition. More
specifically, they flexibly fitted their strategy choices to their individual
strategy speed competencies: The larger the speed difference between
the no-choice SBA and the no-choice DS condition in favour of the
SBA strategy, the more frequently children reported that latter strate-
gy in the choice condition.

In sum, this choice/no-choice study not only revealed that the SBA
strategy belonged to the strategy repertoire of most elementary school
children, but also that they applied it frequently, efficiently, and flexi-
bly. Moreover, we observed hardly any differences among children of
varying mathematical achievement levels, indicating that even below-
average to low achievers knew the SBA strategy and were able to fre-
quently, efficiently, and flexibly apply it on multi-digit subtractions.

However, one should not forget that the choice/no-choice method
requires that all strategies under investigation are explicitly explained
and demonstrated to the participants at the beginning of the experi-
ment. This characteristic of this research method might have en-
hanced children’s use of the untaught SBA strategy and might have
stimulated some reflections about its flexible use vis-a-vis various
types of subtractions. Moreover, these positive results for the SBA
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strategy might also be due to the fact that this study involved sixth-
graders as participants and three-digit subtractions, whereas the other
studies involved (also) younger elementary school children and sub-
tractions with only two digits.

Therefore, we recently replicated the above study with younger ele-
mentary school children up to Grade 4. The results showed that the
above results about the frequent, efficient and flexible use of the SBA
strategy on symbolic multi-digit subtractions also applies for Flemish
fifth and fourth graders (Torbeyns, De Smedt, Ghesquiere, & Ver-
schaffel, 2017; Torbeyns, Verguts, De Smedt, & Verschaffel, 2018).

In sum, just as the results of the reaction time studies, the findings of
the choice/no-choice studies disconfirm those of the initial verbal
report studies with children, and rather indicate that many elemen-
tary school children — even the mathematically weaker and younger
ones - apply the untaught SBA strategy and do so remarkably fre-
quently, efficiently, and flexibly.

5 Conclusion and discussion

In this paper we have reported on a long-term research program in
our research center on elementary school children’s flexible use of
multi-digit mental subtraction strategies, and more specifically on
children’s use of the SBA strategy. We have presented three types of
studies, namely verbal report studies, reaction time studies, and stud-
ies applying the choice/no-choice paradigm. Taken as a whole, this
research has shown that there is only very little evidence for SBA use
when relying on verbal reports obtained in a choice condition only.
However, when turning to other research methods, there is ample
evidence from our reaction time studies hat elementary school chil-
dren do apply this alternative subtraction strategy frequently and flex-
ibly. Moreover, our studies using the choice/no-choice method reveal
that elementary school children do not only frequently and flexibly
apply the SBA strategy, but also do so with superior computational
efficiency compared to DS. Importantly, these findings also hold for
younger children and for mathematically weaker ones.
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From a more general theoretical perspective, given the exclusive focus
on DS in current mathematics instruction, the findings from our
reaction time and choice/no-choice studies can be considered as a
striking illustration of the active and constructive nature of children’s
mathematics learning, and of their potential to develop adaptive ex-
pertise in elementary mathematics.

From a methodological perspective, our review nicely documents the
difficulty of obtaining reliable and valid empirical data on children’s
strategy use in the domain of elementary mathematics. Each research
method or analytic technique has its own advantages and disad-
vantages that should be taken into account when interpreting the
outcomes of a study and comparing the results of different studies. As
such, this review can be considered as a strong plea for the methodo-
logical principle of triangulation (i.e., the use of more than one re-
search method to understand the phenomenon under investigation).

From an educational perspective, our findings challenge current
mathematics instruction that is capitalizing on the routine mastery of
only DS, and involves a plea for more instructional attention to SBA
as a valuable - and may-be even more valuable - alternative strategy in
this domain (cf. Peltenburg et al., 2012; Selter et al., 2012). However,
our studies are among the first to analyse the frequency, efficiency,
and flexibility of the SBA strategy compared to DS. Also, the research
evidence on the efficacy and educational value of a teaching approach
for multi-digit subtraction wherein the SBA strategy plays a (much)
more prominent role, is very scarce. Before drastic changes in current
mathematics instruction can be recommended, future research is
needed. Future ascertaining studies can help to replicate and refine
our findings in still younger age groups and in children of the lowest
mathematics achievement levels (including children with mathemati-
cal learning difficulties). Moreover, future intervention studies may
offer building blocks for optimizing current elementary mathematics
instruction in the domain of symbolic multi-digit subtraction.
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Geeignetes Arbeiten mit den Grundaufgaben der Multiplikation und
Division
1 Problemlage

Die Bedeutung des inhaltlichen Verstehens und der gedichtnismifi-
gen Beherrschung der Grundaufgabengleichungen der Multiplikation
und Division sind unumstritten: Beides ist bedeutsam fiir die Bewil-
tigung alltidglicher Probleme ebenso wie fiir die Meisterung von Auf-
gaben im Unterricht nachfolgender Schulstufen nicht nur im Fach
Mathematik. Studien wie etwa die von Ahlemann (1979), Biilow
(1982) oder Bonig (1995) zeigen immer wieder, dass Lehrerinnen und
Lehrern dem Ziel geddchinismdifige Beherrschung der Grundaufgaben-
gleichungen eine hohe Bedeutung beimessen und dass sie ihre Schi-
ler hier zu guten Ergebnissen fithren méochten.

Demgegentiber zeigen Ergebnisse aktueller Studien, wie die von
Brandt (2016) und Truppel (2017), dass zu viele Kinder dieses Ziel
nicht erreichen. Zugleich wird in den Studien deutlich, dass selbst in
Klasse 5 zwar viele Kinder die Grundaufgabengleichungen reprodu-
zieren koénnen, aber kein inhaltliches Verstindnis der Operationen
besitzen. Diese Kinder operieren mit eingeprigten Zahlensitzen,
ohne deren Bedeutung zu kennen.

In beiden Studien wurde deutlich, dass es von Schule zu Schule und
von Klasse zu Klasse oft erhebliche Leistungsunterschiede gibt, die in
dieser H6he kaum zu rechtfertigen sind.

Aus diesen Fakten folgt die Notwendigkeit, den Unterricht und seine
Ergebnisse zu analysieren und den Unterrichtserfolg begiinstigende,
verallgemeinerungswiirdige und zugleich tibertragungsfihige Merk-
male der Unterrichtsgestaltung herauszuarbeiten.
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2 Anlage der Studie im Uberblick
2.1 Analyse der Schiilerleistungen

Zunichst untersuchten wir, inwieweit sich die von Brandt (2016) und
Truppel (2017) genannten unbefriedigenden Ergebnisse bei einer
grofleren Population von Schiilerinnen und Schillern mit einer brei-
teren lokalen Verteilung bestitigen. Deshalb wurden in einer umfas-
senden Lingsschnittstudie Schiilerinnen und Schiiler aus 39 Klassen
am Ende der Klasse 2 sowie zu Beginn und am Ende der Klasse 3
untersucht. Insgesamt umfasst die Stichprobe 535 Schiilerinnen und
Schiilern, die an allen drei Messzeitpunkten anwesend waren. Einmal
erfassten wir in einem Test die gedichtnismiflige Beherrschung der
Grundaufgabengleichungen: Es wurden 30 Aufgaben in Termform
vorgegeben, darunter 15 Multiplikationsaufgaben und 15 Divisions-
aufgaben. Die Kinder erhielten stets 3 Minuten Zeit zum Losen die-
ser Aufgaben.

Dariiber hinaus wurden mehr als 80 halbstandardisierte Einzelinter-
views mit Schilerinnen und Schiilern aller beteiligten Klassen
durchgefiihrt. In diesen Interviews wollten wir herausfinden, inwie-
weit die Kinder die Bedeutung der Operationen verstanden haben. Im
Interview sollen die Kinder unter anderem Terme der Form a-b
identifizieren, realisieren und systematisieren.

2.2 Analyse der im Unterricht eingesetzten Aufgaben

Weil ein geeignetes Arbeiten mit Aufgaben im Sinne von Fanghinel
(vgl. 2000) entscheidend fiir die Qualitit des Unterrichts und seiner
Ergebnisse ist, analysierten wir die Auswahl der Aufgaben niher.

Zur Klassifizierung der Aufgaben rund um die Multiplikation entwi-
ckelten wir ein Framework (vgl. Eichler & Gleifberg 2019). Wir ana-
lysierten und klassifizierten damit zunichst das Aufgabenangebot der
Lehrwerke. Da Lehrerinnen und Lehrer neben dem Lehrwerk oft
noch andere Materialien einsetzen, untersuchten wir, welche Aufga-
ben sie dabei bevorzugt wihlen. Wir bereiteten 82 Aufgaben vor und
lieRen Lehrerinnen und Lehrer diese Auswahl im Hinblick auf ihre
unterrichtliche Verwendbarkeit klassifizieren.
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3 Ergebnisse der Grundaufgabentests

Im Grundaufgabentest am Ende der Klasse 2 losten nur 86 der 535
Kinder (16%) 29 oder 30 der Aufgaben in der vorgegebenen Zeit kor-
rekt. Dagegen schafften 208 Kinder (38,9 %) nicht mehr als die Hilfte
der Aufgaben. Auffillig waren zuweilen grofle Leistungsunterschiede
zwischen einzelnen Klassen mit vergleichbaren Rahmenbedingun-
gen.

Beim Grundaufgabentest in der 2. bis 4. Unterrichtswoche in Klasse 3
war das Resultat auf den ersten Blick dhnlich: Diesmal schafften nur
72 der 535 Kinder (13,5 %) 29 oder 30 der Aufgaben und 205 Kinder
(38,3 %) berechneten nicht mehr als die Hilfte der Aufgaben.

Am Ende des 3. Schuljahres 16sten 149 der Kinder (27,8 %) 29 oder 30
Aufgaben in der vorgegebenen Zeit korrekt. Diesem erfreulichen
Zuwachs gegeniiber steht der Fakt, dass immer noch 105 Kinder
(19,6 %) nur maximal die Hilfte der Aufgaben in der vorgegebenen
Zeit korrekt 16sten: Jedes fiinfte Kind beherrscht die Grundaufgaben-
gleichungen nur unzureichend gedichtnismifig, darunter gab es 37
Kinder, die maximal 10 Aufgaben richtig 16sten.

Das ist nur scheinbar ein guter Befund, denn genau betrachtet, ver-
fehlen damit immerhin 72,2 % der Kinder das Ziel.

Wesentlich interessanter noch als diese globalen Feststellungen sind
Aussagen zum Verlauf der Leistungsentwicklung {iber den beobach-
teten Zeitraum hinweg.

Es gibt Kinder, die iiber die 3 Tests hinweg stetig steigende oder
gleichbleibend gute bis sehr gute Leistungen zeigen. Weiterhin gibt
es Kinder, die am Ende der Klasse 2 die Grundaufgabengleichungen
gedichtnismiflig beherrschen, tiber die Ferien hinweg Aufgaben
vergessen, die vergessenen Kenntnisse reaktivieren und am Ende der
Klasse 3 sehr gute oder gute Leistungen zeigen. Die Leistungsverldufe
dieser beiden Gruppen sind so, wie es zu erwarten ist: einige Kennt-
nisse werden uiber die Ferien vergessen, aber die Leistung steigt im
Laufe eines Schuljahres wieder an.

Eine dritte Gruppe bilden jene Kinder, die am Ende der Klasse 2 die
Grundaufgabengleichungen gedichtnismifig beherrschen, iiber die
Ferien hinweg Aufgaben vergessen, sich zwar bis zum Ende der Klas-
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se 3 verbessern, aber nicht mehr das Niveau vom Ende Klasse 2 errei-
chen. Auflerdem gibt es eine vierte Gruppe: Kinder, deren Leistungen
vom Ende der Klasse 2 bis zum Ende der Klasse 3 trotz Mathematik-
unterricht stetig sinken. Die Resultate der Gruppen 3 und 4 bediirfen
einer detaillierten Analyse.

4 Ausblick

Im Fokus der weiteren Auswertung stehen die Analyse der Ergebnis-
se einzelner Gruppen und einzelner Klassen. Dariiber hinaus werden
Zusammenhinge zu den eingesetzten Aufgaben untersucht.
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Beitrag II: Susannah Unteregge

susannah.unteregge @tu-dortmund.de

Gleichheitsbeziehungen durch Terme entdecken und begriinden: Ent-
wicklung und Erforschung von Lernchancen in der Grundschule

1 Sichtweisen auf Gleichheiten im Kontext flexiblen Rechnens

Das Gleichheitszeichen wird im Arithmetikunterricht der Grund-
schule in der Regel als Zeichen eingefiihrt, das zwischen Aufgabe
und Ergebnis notiert wird und so von den Kindern hiufig als Auffor-
derung zum Ausrechnen, zum Durchfiihren von Operationen, ver-
standen wird. Dieser Umgang mit dem Gleichheitszeichen fithrt
daher primir zu einer operationalen Sicht auf Terme.

Neben dieser durchaus wichtigen Bedeutung ist jedoch eine weitere
Sichtweise zentral, die den Relationscharakter des Gleichheitszei-
chens betont und den Blick auf Zusammenhinge und Beziehungen
zwischen Termen lenkt. Diese Deutung als Zeichen fiir Gleichheit
bzw. Gleichwertigkeit wird von den Kindern oft noch nicht einge-
nommen (Winter, 1982). Genau sie ermdoglicht es jedoch gleichwerti-
ge, aber unterschiedlich schwierig zu berechnende Terme in Bezie-
hung zu setzen und so schnell und flexibel zu rechnen. Zu den zent-
ralen Voraussetzungen fiir flexibles Rechnen zihlen z. B. das Erken-
nen von Aufgabenmerkmalen und Zahlbeziehungen und das Verfii-
gen Uber strategische Werkzeuge im Sinne mentaler Hilfsmittel zum
operativen Verindern und Vereinfachen von Aufgaben (Rathgeb-
Schnierer, 2014). Die Ausbildung eines umfassenden Gleichheitsver-
stindnisses hingt daher eng mit der Fihigkeit zum flexiblen Rech-
nen zusammen. Um flexibel rechnen zu kénnen, muss sowohl die
operationale als auch die relationale Perspektive auf Gleichheiten
eingenommen werden.

Weiterhin hat eine solche erweiterte Sichtweise auf Aufgaben bzw.
Gleichungen auch eine wichtige propideutische Bedeutung, da das
Gleichheitszeichen im Algebraunterricht der Sekundarstufe fast aus-
schlieRlich als Relationszeichen fungiert, das die Gleichwertigkeit
zweier Terme ausdriickt.
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In der Grundschule sollte daher ein umfassendes, flexibles Gleich-
heitsverstindnis angebahnt werden, das beide Sichtweisen, die opera-
tionale und die relationale, beinhaltet (Mayer, 2015).

2 Studien zum Gleichheitsverstindnis

Vergleicht man Studien zum Gleichheitsverstindnis von Kindern, so
zeigen sich zwei verschiedene Schwerpunkte: Zum einen gibt es
Studien, die sich mit dem Verstindnis von Gleichheiten im Kontext
substanzieller Aufgabenformate wie z. B. Rechenketten befassen und
das Gleichheitszeichen bewusst vermeiden (u. a. Mayer, 2015). In
diesen wurde festgestellt, dass Grundschulkinder durchaus eine rela-
tionale Sichtweise auf Gleichheiten einnehmen kénnen. Zum ande-
ren untersuchen viele Studien, besonders aus dem Sekundarstufen-
bereich, ganz konkret den Umgang mit Gleichungen oder die Bedeu-
tung des Gleichheitszeichens fiir Schiilerinnen und Schiiler untersu-
chen (u. a. Borromeo Ferri & Blum, 2011; Mc Neil & Alibali, 2005).
Hier zeigen die Lernenden ein stark einseitiges operationales Gleich-
heitsverstindnis.

Seo & Ginsburg (2003) sprechen in diesem Zusammenhang von
einer ,pseudo-flexiblen Interpretation von Gleichheiten. Schiilerin-
nen und Schiiler zeigen zwar unterschiedliche Deutungen in Bezug
auf Gleichheiten, diese werden jedoch durch den jeweiligen Kontext
aktiviert und sind meistens nicht miteinander verkniipft. Da das
Gleichheitszeichen in der Grundschule hiufig in einem Aufgabe-
Ergebnis-Kontext genutzt wird, ist hier die operationale Sichtweise
der Kinder entsprechend dominant.

3 Forschungsprojekt

Das vorliegende Forschungsprojekt verfolgt zwei Ziele: Zum einen
geht es darum, auf Entwicklungsebene ein Lehr-Lernarrangement zu
entwickeln, das ein umfassendes, flexibles Gleichheitsverstindnis bei
Kindern anregen kann. Zum anderen soll auf Forschungsebene re-
konstruiert werden, wie Grundschulkinder entdeckte Gleichheiten
begriinden und ihre Vorstellungen von Kontexten ohne Gleichheits-
zeichen auf Kontexte mit Gleichheitszeichen tibertragen.

Die dazu erstellten Lehr-Lernarrangements stellen daher eine Kom-
bination aus substanziellem Aufgabenformat und formaler Darstel-
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lung in Gleichungen dar. Sie basieren auf einem substanziellen Auf-
gabenformat (z. B. Zahlenfolgen), das das Betrachten von Gleichhei-
ten ermoglicht, aber ohne das Gleichheitszeichen auskommt, nutzen
aber auch die formale Darstellung in Gleichungen. Diese Gleichun-
gen bestehen dabei immer aus Termen, die sich aus dem Aufgaben-
format ergeben (Niihrenborger & Unteregge, 2017) (s. auch Abb. 1).

10 ‘ 14 | (18) 2 2 ‘ 30 ‘ 34

10 +4+4

10 ‘(18:' 26 34 42 ‘ 50 ‘ 58

Immer

.

10 +8 = 10 +4 +4

Abb. 1 Formal dargestellte Gleichung zu den gleichen Feldern (18)

Zu den entwickelten Lehr-Lernarrangements wurde jeweils eine Rei-
he halbstandardisierter Partnerinterviews mit Viertklisslern durchge-
fithrt, diese videografiert und teilweise transkribiert.

4 Ausgewihlte Ergebnisse

Aus der Analyse der verschiedenartigen Begriindungen der Kinder
lieR® sich ein Modell rekonstruieren, das die Verortung der Begriin-
dungen in einer Spanne zwischen Ergebnis- und Strukturorientie-
rung ermdoglicht (s. Abb. 2). Die Kinder sind in der Regel nicht auf
eine Begriindungsebene festgelegt, sondern wechseln zwischen die-
sen.

A

.
“ ergebnisorientiert strukturorientirt |

Begriindung lber 1. berechnete Gesamtergebnisse der Terme
2. berechnete Zwischenargebnisse
3. Struktur der Terme
4, Struktur der Terme mit verallgemeinernden Ansatzen

Abb.2  Begriindungen fiir Gleichheiten

In den bisherigen epistemologischen Analysen (Steinbring, 2000),
durch die die Begriindungsprozesse in der Interaktion noch genauer
charakterisiert werden, hat sich gezeigt, dass ein starker Zusammen-
hang zwischen dem genutzten Referenzkontext des Kindes und der
Verortung seiner Begriindung in der Spanne zwischen Ergebnis- und
Strukturorientierung besteht. Wihrend Referenzkontexte wie einzel-
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ne Zahlen oder Ergebnisse eher zu Begriindungen auf Ebene 1 und 2
fithren, werden bei Begriindungen auf Ebene 3 und 4 eher Referenz-
kontexte wie Strukturen, Zahl- und Aufgabenbeziehungen oder im-
plizit bekannte Gesetze genutzt. Die Referenzkontexte der Kinder
koénnen sich jedoch durch bestimmte Ausléser verindern oder erwei-
tern, was hiufig auch eine strukturorientiertere Begriindung zur
Folge hat.

Bisher haben sich durch die Analysen folgende Ausloser fiir solche
Verinderungen oder Erweiterungen ergeben: Impulse des anderen
Kindes, Impulse der Interviewerin, eigene Ideen, dhnliche Aufgaben.
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»Schweinereien“ und Galtonbrett

In der Arbeitsgruppe wurden zwei Studien zum Umgang mit dem
»Wiirfelschwein“ und Galton-Brett als Zufallsgeneratoren vorgestellt.

1 »Schweinereien“ - Grundschiiler untersuchen
einen asymmetrischen Zufallsgenerator

Angeregt durch das Gesellschaftsspiel ,Schweinerei“ entstand die
Idee zu einer Studie, in der 12 Kinder einer vierten Klasse den dort
verwendeten asymmetrischen Zufallsgenerator — ein kleines Schwein
— untersuchten. In Abwandlung bzw. Vereinfachung gegeniiber dem
Spiel, in dem jeweils zwei , Wiirfelschweine“ verwendet werden, un-
tersuchten die Viertklissler nur eines (vgl. Schnabel & Neubert 2017).
Zentrales Anliegen war zu untersuchen, ob die Kinder die Ungleich-
wahrscheinlichkeit der verschiedenen Ergebnisse erkennen und diese
auch begriinden kénnen.

\BA N
(5 4 b
Ty A .
BN @
Abb.1 L Wiirfelschwein* in verschiedenen Positionen

Die Versuchsteilnehmer wurden mit vier Aufgaben konfrontiert. Die
Aufgabenstellungen waren in eine fortlaufende kleine Geschichte mit
dem Thema ,Zirkus, in dem ein Schwein auflergewthnliche Kunst-
stiicke beherrscht, eingebettet (vgl. Schnabel 2017).

Ziel der ersten Aufgabe war das Kennenlernen des asymmetrischen
Zufallsgenerators und das Herausfinden der unterschiedlichen Er-
eignisse, die beim Werfen eintreten konnen. Dies gelang den Kindern
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fast problemlos. Nur die Unterscheidung zwischen den fast identi-
schen Seiten bereitete einigen Kindern Schwierigkeiten.

Im Hauptteil der Studie bearbeiteten die Kinder drei Aufgaben (Auf-
gabe 2 bis 4) in Einzelarbeit. Bei der Bearbeitung der zweiten Aufgabe
sollten die Kinder erkennen, dass nicht jede Position des Schweins
gleich oft eintritt und Vermutungen tiber die Unterschiede anstellen.
Bei der Begriindung ihrer Vermutungen argumentierten die meisten
Versuchsteilnehmer mit dem Aufbau und der Struktur des Zufalls-
generators. Die {ibrigen Schiiler verwiesen in ihrer Begriindung auf
den Zufall, Wiirfelverhalten oder auf subjektive Vorerfahrungen.

Bei der Bearbeitung der dritten Aufgabe fithrten die Kinder eine Ver-
suchsreihe aus dreiflig Versuchen durch und hielten die einzelnen
Versuchsausginge in einer Strichliste fest. Die Aufgabe zielte darauf
ab, einen quantitativen Vergleich zwischen den einzelnen Positionen
zu ziehen und gegebenenfalls vorherige Vermutungen und Vorstel-
lungen aus Aufgabenstellung 2 zu iiberdenken. Alle Versuchsteil-
nehmer bemerkten, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten
der verschiedenen Ereignisse (Positionen) untereinander verschieden
sind. Fiur die Entscheidung zwischen den Aussagen ,Das Schwein
landet auf einer Position besonders hiufig“ und , Das Schwein landet
auf mehreren Positionen besonders hiufig® wurden die Strichlisten
genutzt. Bei den Begriindungen wurde sowohl mit der Struktur des
Zufallsgenerators als auch der Strichliste argumentiert. Es gab aber
auch Fehleinschitzungen. So wurde dem Zufallsgenerator ein eige-
ner Willen hinsichtlich der Unbestimmbarkeit des Fallens zugespro-
chen oder das Wiirfelschwein mit dem Verhalten eines realen
Schweins verglichen.

In der vierten Aufgabe ging es darum, Schlussfolgerungen fiir ein
faires Spiel mit dem asymmetrischen Zufallsgenerator anzustellen.
Die Schiiler hatten die Aufgabe, die Spielregeln zu vervollstindigen,
indem sie Punkte fiir die einzelnen Positionen vergeben. Funf Ver-
suchsteilnehmer stellten durchweg eine korrekte Beziehung zwi-
schen dem Punktwert und der Haufigkeit der Position her. Sie er-
kannten, dass sie fiir weniger oft auftretende Ereignisse mehr Punkte
vergeben mussten. Den meisten der anderen sieben Schiiler gelang
es, einige, aber nicht alle Positionen entsprechend der Relation an-
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gemessen zu bepunkten und zu begriinden. Bei der Vergabe der
Punkte stellten sich die Kinder hiufig die folgenden Fragen: Gebe ich
der Position, die am seltensten (oder gar nicht) gewiirfelt wurde die
volle Punktzahl? Erhilt die Position, die am hiufigsten vorkam, nur
einen Punkt oder mehr? Warum? Welche Punktabstinde zwischen
den Positionen sind angemessen? Bei den Begriindungen wurde, vor
allem von den Kindern die zu einer sinnvollen Punktbewertung ka-
men, auf die Hiufigkeiten aus der Strichliste zurtickgegriffen. Wei-
terhin wurde mit Aufbau und Struktur des Zufallsgenerators sowie
naiven Vorerfahrungen argumentiert.

2 Das Galton-Brett in der Grundschule -
Méglichkeiten und Grenzen

Das Galton-Brett wird hiufig im Stochastikunterricht der Sekundar-
stufe II zur Veranschaulichung der Binomialverteilung genutzt und
dient als Prototyp der Bernoulli-Kette. Zur Erkundung der Méglich-
keiten und Grenzen in der Grundschule wurde eine empirische Stu-
die in zwei ersten Klassen und einer 4. Klasse durchgefiihrt (vgl.
Payer 2017). Durch die Wahl verschiedener Klassenstufen wurden
Kinder mit unterschiedlichen Vorkenntnissen zur Thematik der
Wahrscheinlichkeit einbezogen.

Abb.2  Handlungsorientiertes Galton-Brett

Hauptanliegen der Studie war die Beantwortung der Frage nach dem
Verstindnis der Schiiler tiber den Aufbau und Ablauf des Galton-
Bretts. Nach Vermutungen, in welches Fach die meisten Kugeln fal-
len und dem Nachdenken iiber die Wege zu den einzelnen Fichern,
wurde ein handlungsorientierter Zugang des Galton-Brettes erprobt.
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Die Schiiler sollten sich vorstellen, sie wiren selbst die Kugel und
durchlaufen nacheinander das Galton-Brett.

Ob an einem Hindernis der Weg nach rechts oder nach links fortge-
setzt wird, wird durch einen Miinzwurf entschieden. Die Kinder ver-
standen, dass die geworfene Miinzseite ihnen anzeigt, in welche
Richtung sie ihren Weg fortsetzen miissen. Nach dem Durchlaufen
markierte jeder Schiiler das Fach, in welchem er angekommen ist mit
einem Bierdeckel. Nachdem alle Schiiler das Galton-Brett durchlau-
fen hatten, wurden die Verteilung der Bierdeckel betrachtet und das
Fach bzw. die Ficher genannt, in denen die meisten Bierdeckel und
in welchen die wenigsten lagen.

Folgende Erkenntnisse der Studie sind besonders hervorzuheben:

Die Schiiler beider Klassenstufen erkannten — zumindest in Ansitzen
- die Zufilligkeit eines Weges durch das Galton-Brett und damit auch,
dass keine sichere Voraussage getroffen werden kann, in welches
Fach man gelangt. Sie erkannten die Ungleichverteilung in den Fi-
chern des Galton-Bretts und deren Zustandekommen sowie die gro-
Rere Chance in ein mittleres Feld zu gelangen als in ein dufleres.
Auch die Erstklissler stellten bereits fest, dass es jeweils nur einen
moglichen Weg gibt, um in ein dufleres Feld zu gelangen. Vor allem
in der 1. Klasse war die handlungsorientierte Durchfiithrung des Gal-
ton-Bretts eine wichtige Unterstiitzung bei der Gewinnung der Er-
kenntnisse.
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Typische Schiilerfehler bei der Bestimmung von Symmetrieachsen:
Eine Analyse von Schiilerantworten

Im Rahmen eines Projektes an der Universitit Osnabriick wird das
Erkennen von Achsensymmetrien in Jahrgangsstufe 3 betrachtet. In
einem Leistungstest bearbeiteten Schiilerinnen und Schiiler Items
zum Einzeichnen von Symmetrieachsen in ebenen Figuren. Die in
den Aufgaben verwendeten Figuren wurden systematisch variiert
(z. B. Lage der Achse und Symmetrie der Figur). In einer detaillierten
Analyse der Schiilerdokumente wird insbesondere der Einfluss un-
terschiedlicher Symmetrien auf das Losungsverhalten der Kinder
betrachtet. Ebenso werden typische Fehlerbilder, die beim Einzeich-
nen von Symmetrieachsen auftreten, herausgearbeitet und im Zu-
sammenhang mit Merkmalen der Figur betrachtet.

1 Empirische Befunde aus Studien zur Achsensymmetrie

In der Entwicklung des Symmetrieverstindnisses von Kindern neh-
men vertikale Symmetrien bereits ab dem frithen Kindesalter eine
besondere Rolle ein: Figuren mit vertikalen Symmetrieachsen werden
sowohl besser wiedererkannt als auch besser von nicht symmetri-
schen Figuren unterschieden als Figuren mit horizontalen oder
schrigen Achsen (Bornstein und Stiles-Davis 1984; Fisher et al. 1981).
Auch Schiilerinnen und Schiilern im Grundschulalter fillt das Ein-
zeichnen und Erkennen vertikaler Achsen leichter als das Einzeich-
nen horizontaler Achsen. Als am schwersten stellt sich auch in die-
sem Alter noch der Umgang mit schrigen Symmetrieachsen heraus
(Schmidt 1986). Weitere Merkmale, die neben der Lage der Achse das
Einzeichnen von Symmetrieachsen beeinflussen, sind bisher noch
wenig geklirt. Ebenso mangelt es an einer Ausdifferenzierung typi-
scher Fehlerbilder. Als ein typisches Fehlerbild konnte sich erweisen,
dass Figuren, die (auch) andere Symmetrien aufweisen, dazu verlei-
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ten, zusitzliche falsche Symmetrieachsen einzuzeichnen (Grohe
2011; Schmidt 1986). Bei nicht achsensymmetrischen Figuren, die
aber punktsymmetrisch sind, lisst sich vermuten, dass die Punkt-
symmetrie als Eigenschaft der Figur einen Einfluss darauf hat, ob
eine Figur als nicht achsensymmetrisch erkannt oder filschlicher-
weise als achsensymmetrisch benannt wird (Genkins 1978; Schmidt
1986). Aus diesen Vermutungen (vgl. Genkins 1978; Schmidt 1986;
Grohe 2011) ergeben sich fiir den vorliegenden Beitrag folgende Fra-
gen: Gibt es Zusammenhinge zwischen der Art der Symmetrie und
den Loésungshiufigkeiten bei Aufgaben zum Einzeichnen von Sym-
metrieachsen? Welche Fehlerbilder treten beim Einzeichnen von
Symmetrieachsen auf und stehen diese im Zusammenhang mit
Merkmalen der Figur?

2 Untersuchungsdesign

An insgesamt acht Grundschulen wurden Items zum Einzeichnen
von Symmetrieachsen von 213 Kindern in Jahrgangsstufe 3 bearbei-
tet. Die ebenen Figuren wurden systematisch beziiglich der Lage der
Symmetrieachse und der (Symmetrie-)Art der Figur variiert.

Zeichne bei jeder Figur alle Symmetrieachsen ein
oder

kreuze an, dass es keine gbt.

[ keine Symmetrieachse [ keine Symmetrieachse [ keine Symmetrieachse

Abb. 1 Beispielaufgabe mit einer achsen-und punktsymmetrischen (li), einer "rein"
punktsymmetrischen und einer achsen- und “schubsymmetrischen* Figur
(re).

Zur Beantwortung der Forschungsfragen wurden 19 Figuren entwi-

ckelt, dabei wurden folgende (Symmetrie-)Arten variiert und unter-

schieden: punktsymmetrisch (nicht aber achsensymmetrisch), dreh-
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symmetrisch (nicht aber punktsymmetrisch), ,schubsymmetrisch” (eine
Figur entstanden durch Verschiebung einer Teilfigur), achsen-
symmetrisch, achsen- und ,schubsymmetrisch®, achsen- und punkt-
symmetrisch, achsen- und drehsymmetrisch und achsen-, punkt- und dreh-
symmetrisch (exemplarische Beispiele s. Abb. 1 und Abb. 2).

Abb. 2 Beispiele fur achsen- und drehsymmetrische Figuren (li) und ,rein“ achsen-
symmetrische Figuren (re)

Das Design umfasst ebenfalls genaue Uberlegungen zur Lage der
einzuzeichnenden Symmetrieachsen: Die Anzahl vertikaler, horizon-
taler und schriger Achsen ist iiber alle Figuren hinweg gleich.

3 Ausgewibhlte Ergebnisse und Diskussion

Wie bereits aus anderen Studien bekannt, wird auch in dieser Studie
die vertikale Symmetrieachse am hiufigsten richtig eingezeichnet,
gefolgt von der horizontalen und der schrigen Achse, die am seltens-
ten korrekt eingezeichnet wird.

Unter den Items zum Erkennen von nicht achsensymmetrischen
Figuren wurden Items zu drehsymmetrischen und zu ,schubsymmetri-
schen” Figuren am besten geldst. Ebenso zeigte sich, dass von allen
nicht achsensymmetrischen Figuren punktsymmetrische Figuren am
seltensten richtig als ,nicht achsensymmetrisch* identifiziert wurden.
Achsen- und punktsymmetrische Figuren wurden zu circa einem Funf-
tel filschlicherweise als ,nicht achsensymmetrisch“ befunden.

Betrachtet man alle falsch eingezeichneten ,Achsen®, zeigen sich
folgende Ergebnisse: In achsen-, punkt- und drehsymmetrische Figuren
sowie achsen- und drehsymmetrische Figuren wurden kaum falsche
»Achsen“ eingezeichnet. Der hiufigste Fehler bei diesen Figuren war,
dass Symmetrieachsen nicht eingezeichnet wurden.
Beziiglich typischer Fehler beim Einzeichnen zeigte sich in dieser
Studie, dass Schiilerinnen und Schiiler filschlicherweise hiufig in-
nenliegende Verbindungslinien zweier Ecken der Figur oder eine zu
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den Seiten parallel liegende Mittellinie einzeichneten. Insbesondere
geschieht dies bei achsen- und punktsymmetrischen sowie bei punki-
symmetrischen Figuren.

Ob eine ,Symmetrieachse“ falsch eingezeichnet wird und ob die Fi-
gur als ,nicht achsensymmetrisch“ erkannt wird, scheint demnach
durch die (Symmetrie-)Art beeinflusst zu sein. Méglicherweise spielt
beim Einzeichnen falscher ,Achsen“ in punktsymmetrische Figuren
eine Rolle, dass die Figur durch die eingezeichnete Linie in zwei kon-
gruente Teile zerfillt (dies geschieht auch beim Einzeichnen einer
Symmetrieachse). Um dies zu tiberpriifen wire eine weiterfithrende
Interviewstudie sinnvoll. Typische Fehlerbilder zu falsch eingezeich-
neten ,Symmetrieachsen®, wie sie hier aufgezeigt wurden, kénnten
eine Orientierung an Oberflichenmerkmalen zur Ursache haben.
Auch wire noch zu priifen, ob die Raumvorstellung einen Einfluss
auf das Losen der Items zum Einzeichnen von Symmetrieachsen hat.
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Lern- und Kooperationsprozesse in natiirlich differenzierenden, geo-
metrischen Lernumgebungen

1 Uberblick iiber das Forschungsprojekt

Natiirlich differenzierende Lernumgebungen stellen in Aussicht, dass
alle Kinder auf ihrem jeweiligen Leistungsniveau und nach ihren
individuellen Vorgehensweisen arbeiten kénnen und sich daraus ein
von- und miteinander Lernen aus der Sache heraus ergibt. Empiri-
sche Untersuchungen legen den Fokus dabei bisher vor allem auf das
individuelle Lernen und zeigen dort, dass das Potential meist ausge-
schopft wird (vgl. z.B. Krauthausen & Scherer 2010). Es existieren
jedoch wenige Erkenntnisse hinsichtlich natiirlich differenzierender
Lernumgebung zur Raumvorstellung und des von- und miteinander
Lernens innerhalb jener. Das Forschungsprojekt ,KindeR“ nimmt
u.a. diese Aspekte in den Fokus. Daftir wurde die geometrische Ler-
numgebung , Wiirfelgebdude entdecken® zur Férderung der Raum-
vorstellung im Lehr-Lern-Labor ,ZahlenRaum“ der Universitit Pa-
derborn im Sinne der fachdidaktischen Entwicklungsforschung ent-
wickelt und mit dritten und vierten Klassen durchgefiihrt und er-
forscht. Zentrale Frage des Forschungsprojektes ist einerseits zu
untersuchen, welche unterschiedlichen Vorgehensweisen und Ni-
veaus die Kinder zeigen, die anhand der riumlichen Fahigkeiten
konkretisiert und u.a. entsprechend hinsichtlich des Ausbaus der
Komponenten riumlichen Vorstellungsvermégens (Maier 1999) und
auftretenden Schwierigkeiten beim Darstellungswechsel analysiert
werden. Andererseits wird in einem zweiten Schritt untersucht, wie
diese unterschiedlichen Vorgehensweisen und Fihigkeiten in der
Kooperation miteinander ausgehandelt werden und ob sich die Kin-
der gegenseitig unterstiitzen.
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2 Die Lernumgebung ,Wiirfelgebiude entdecken

Bei der Bearbeitung der Lernumgebung , Wiirfelgebiude entdecken®
steht der Bau von dreidimensionalen Wiirfelgebduden, deren Darstel-
lung in zweidimensionalen Ansichten und Bauplinen und den damit
verbundenen Anforderungen an das riumliche Vorstellungs-
vermogen der Kinder im Vordergrund. Die Lernumgebung besteht
aus drei Etappen mit jeweils
mehreren Aufgaben, die das Bau-
en von Wiirfelgebduden und das
Darstellen der Ansichten erfor-
dern. Zur Loésung stehen den
Kindern dabei Wiirfel, eine be-
schriftete Drehplatte, auf der das
Wiirfelgebiude gebaut und aus-
gerichtet werden kann, sowie
Ansichten auf Karten zur Verfii-
gung. Die Darstellung der An-
sichten folgt dabei dem Prinzip der Dreitafelprojektion mit Aufsicht,
Vorderansicht und Seitenansicht, welche zur besseren Orientierung
auf 5x5-Raster eingetragen sind und farblich unterschieden werden.

Abb. 1 Material der Lernumgebung

Aufgabe 11 Aufgabe 11
Aufsicht Vorderansicht

Abb. 2 Ansichten auf das Wiirfelgebaude 11

(Aufsicht im Original griin, Vorderansicht rot und Seitenansicht rechts gelb)
Bei dem Wechsel zwischen dem dreidimensionalen realen Wiirfelge-
biude und den zweidimensionalen Ansichten miissen mehrere As-
pekte beachtet werden: es muss z.B. aus dem richtigen Blickwinkel
geschaut, perspektivische Verzerrungen idealisiert bzw. ,die abstrak-
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ten Darstellungen [...] in rdumliche Informationen umgesetzt* (Jun-
ker 1999, S. 23) und versteckte Wiirfel beachtet werden (Junker 1999,
Scherer & Wellensiek 2012).

3 Schwierigen im Darstellungswechsel zwischen dreidimensio-
nalem Gebiude und zweidimensionaler Ansicht

Bei der Analyse der Videos hinsichtlich der Vorgehensweisen und
rdumlichen Fihigkeiten der Kinder zeigt sich eine immer wiederkeh-
rende Herausforderung darin, das dreidimensionale reale Wiirfelge-
biude mit der idealisierten zweidimensionalen Darstellung der An-
sichten iibereinzubringen. Oftmals werden bspw. die Vorderansicht
oder die Seitenansicht wie die Aufsicht in horizontaler Lage interpre-
tiert, versetzte Wiirfel verschoben, um diese mit anderen Wiirfeln auf
eine Linie zu bringen, oder versetzte Wiirfel in den Ansichten in
hohere Kistchen gezeichnet, sodass die Verzerrung tibernommen
wird.

i i
~ Vorderansicht |

Abb.3  Vorderansicht des Wiirfelgebdudes 11 aus passender Perspektive (links),
in idealisierter zweidimensionaler Darstellung (Mitte)
und aus nicht passender, schréager Sicht von oben (rechts)

Die Schwierigkeit konnte moglicherweise darin begriindet sein, dass
die Kinder sich nicht im Sinne der Komponente riumliche Orientie-
rung (Maier 1999) mental in die ihnen zugeschriebene Perspektive
hineinversetzen. Sie stellen sich woméglich nicht vor, direkt vor dem
Gebidude zu stehen, sondern verharren in einer schrigen Sicht von
oben, in der Verzerrungen und der Versatz einzelner Wiirfel des
Wiirfelkomplexes wesentlich stirker herausstechen und den Abgleich
mit der idealisierten Darstellung erschweren (siehe Abbildung 3).
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Da die Kinder die Gebidude gemeinsam bauen sollen, ergibt sich die
Lernchance im Sinne des von- und miteinander Lernens, dass andere
Kinder bei Schwierigkeiten erklirend einwirken:

Luca |Guck mal hier (zeigt mit dem Finger auf die von vorne aus sichtba-
ren drei vorderen Wiirfel) Du siehst ja nur die (hdlt seine Handfld-
che senkrecht vor die Vorderansicht des Wiirfelgebdudes (..) Ach!
(winkt ab)

Titus | Ich hab nur dieses (zeigt seine Karte mit der Vorderansicht)

Luca |Jaaal Und du siehst ja nur die Steine (deutet auf die untere Reihe
der Vorderansicht auf der Karte und dann auf die Titus zugewandten
Seitenfliichen der vorderen drei Wiirfel des Gebdiudes)

Die Kinder versuchen beim Auftreten der Schwierigkeit oft zu erliu-
tern, wie der andere schauen muss oder was er sehen kann, zeigen
aber Schwierigkeiten darin, das Phinomen zu verbalisieren und pas-
sende Begriffe zu verwenden. Daher erfolgt die Erliuterung oftmals
uber Zeigen am Material, was nicht immer weiterhilft. Dennoch be-
stehen Lernchancen im gemeinsamen Tun: Titus kann die richtige
Losung des Wiirfelgebiudes im weiteren Verlauf der Interaktion
nachvollziehen, als er - méglicherweise angeregt durch die Erklirung
Lucas - seine Position so veridndert, dass er das Gebiude auf Augen-
héhe mit der Drehplatte betrachtet.
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Lésungswege und Begriindungen von Kindern mit Spracherwerbssté-
rungen bei der Bearbeitung schriftlicher Mathematikaufgaben

Internationale und nationale Vergleichsstudien zeigen auf, dass Ma-
thematikleistungen signifikant durch herkunftsbedingte und sprach-
liche Faktoren beeinflusst werden (Ufer, Reiss & Mehringer, 2013;
Prediger et al., 2015). In diesem Zusammenhang gewinnt die Frage
an Bedeutung, wie Spracherwerbsstérungen (SES) sich in mathema-
tischen Anforderungskontexten auswirken und mit welchen Strate-
gien die Lernenden diese Herausforderungen bewiltigen.

1 Einfluss sprachlicher Faktoren auf das mathematische Lernen

Der Einfluss sprachlicher Faktoren auf das mathematische Lernen
wird in den verschiedenen Funktionen der Sprache im Unterricht
deutlich. Sprache nimmt als Lernmedium und Lerngegenstand eine
kommunikative Funktion ein (Maier & Schweiger, 1999, S. 17). Grund-
legend fiir gelungene Kommunikationsprozesse im steten Wechsel
von Sprachrezeption und -produktion ist eine gemeinsame Sprachba-
sis, d.h. eine ausreichende Kenntnis iiber verbale Konventionen im
fachlichen Kontext. Auch mentale Konstruktions- und Speicherpro-
zesse werden sprachlich realisiert, sodass Sprache zusitzlich kognitive
Funktionen einnimmt. Beispielsweise wird das kleine Einmaleins als
grofle Datenmenge zumeist im verbalen Gedichtnis gespeichert (De-
haene, 1999, S. 152, s. auch Abb.1).

Bei Kindern mit SES konnen — in unterschiedlicher Ausprigung — in
allen Prozessen und an mehreren Stellen gleichzeitig Beeintrichti-
gungen auftreten, wobei diese nicht durch den Faktor Intelligenz zu
erkliren sind.
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[ Kognitive sprachliche Prozesse J
= p

odierungs- und Decodien prozesse, Spei und Dy

Sprachrezeption Sprachproduktion
Gesprochenes oder Geschricbenes schrifilich oder mindlich
im Mathematikunterricht erfassen mathematische Aullerungen titigen

Kentnisse Uber die verbalen Konventionen
Lexik, Semantik, Syntax und Symbaolik im fachlichen Kontext

Abb. 1 Sprachliche Anforderungen im Mathematikunterricht

2 Forschungslage zum Zusammenhang von Sprachkompetenz
und Mathematikleistungen

Der Einfluss von SES auf die mathematischen Kompetenzen der
Lernenden ist bisher kaum erforscht. Studien zu den Mathematikleis-
tungen bilingualer Kinder weisen auf mogliche Schwierigkeiten bei
der Erschlieffung des Aufgabentextes und der Sinnkonstruktion hin,
welche hinderlich fiir die erfolgreiche Bearbeitung textlastiger Aufga-
ben sind. Als ursichlich werden Leseschwierigkeiten oder eine unzu-
langliche Sprachbasis der Lernenden sowie verschiedene schwierig-
keitsgenerierende linguistische Merkmale in den Testitems vermutet
(Stephany, 2018).

Bei mathematischen ,Aufgaben, die durch schematisierbare, gut
strukturierte Losungsprozeduren bewiltigt werden konnen“ (Ufer et
al. 2013, S. 197), wurden bislang keine signifikanten Unterschiede
zwischen mono- und bilingualen Lernern festgestellt. Kinder mit SES
zeigen dagegen zum Teil auch unterdurchschnittliche Leistungen in
numerischen Basisfihigkeiten (v.a. Ritterfeld & Schréder, 2014, S.
54).

3 Forschungsdesign

Dem vorgestellten Forschungsvorhaben im Mixed-Methods-Design
dienen die Ergebnisse der bundesweiten VERA 3 - Erhebungen aus
den Jahren 2015 und 2016 als Ausgangspunkt.

Die Losungshiufigkeiten der Aufgaben wurden verglichen und ge-
prift, ob ein signifikanter Unterschied zwischen Drittklisslern mit
und ohne Forderbedarf Sprache festzustellen ist. Auffillig war nach
einer qualitativen Analyse der linguistischen und mathematischen
Aufgabenspezifika, dass ein Testitem mit rein sprachlichen Anforde-
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rungen keine signifikanten Leistungsunterschiede aufwies, wihrend
die Losungshdufigkeiten hauptsichlich symbolisch reprisentierter
Aufgaben zum Teil deutlich abwichen.

Um die Ursachen dafiir genauer zu erforschen, wurden zehn der
Testaufgaben an Forderschulen mit dem Foérderschwerpunkt Sprache
mit insgesamt 118 Drittklisslern erneut erprobt. AnschlieRend wur-
den mit 22 Kindern diagnostische Einzelinterviews zu 4 der Testauf-
gaben durchgefiihrt.

4 Ausgewihlte Ergebnisse der Studie

Das vorgestellte Testitem ist fir den Fokus auf fachliche und sprach-
liche Herausforderungen fiir Kinder mit SES und deren Lésungsstra-
tegien besonders interessant. Zum einen ist die Aufgabenstellung
rein sprachlich reprisentiert (Ausnahme: die Zahldarstellung ,38%).
Zum anderen wird als Antwort eine schriftlich formulierte, sprachli-
che Begriindung eingefordert (vgl. Abb.2). Trotzdem war der Anteil
der richtigen Losungen der Kinder mit SES bei der Aufgabe nicht
signifikant geringer als bei den Regelschiilern, obwohl 30% der Ler-
nenden gar keine Eintragung im Antwortfeld vornahm.

Aufgabe 4

Ina sagt: . Alle Ponys auf dieser Weide haben zusammen 38 Beine.”
Andi sagt: ,,Das stimmt nicht.”

Begriinde, wanim Andi Recht hat.
b i A A
& _'|_":r|_;\_?‘[-"/ LM/LJ () AL 7y ! 2y 'l L ®

—

H2-

Abb.2  Beispiellésung zu Aufgabe 4 (Aufgabentext: VERA 3, 2015)

Bei der sprachlichen Analyse der 81 formulierten Antworten fiel auf,
dass hiufig (N=59) die Konjunktion ,weil“ verwendet wurde, die ty-
pisch dafiir ist, kausale, begriindende Sitze einzuleiten. Das lasst
vermuten, dass ein Grofiteil der Lernenden den Operator ,Begriinde“
in der Aufgabenstellung richtig gedeutet hat.
Auf inhaltlicher Ebene wurden 17 verschiedene Bearbeitungstypen
identifiziert.
Bei Losungen, die einen expliziten Bezug zur Viererreihe herstellen
(N=6), das Problem der restlichen 2 Beine ansprechen (N=5) oder die
Anzahl der Beine von 9 bzw. 10 Ponys als Bezugsgrofle angeben
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(N=7), wird davon ausgegangen, dass die Aufgabe sowohl sprachlich
als auch konzeptuell durchdrungen wurde.

Bei der am hiufigsten vorgefundenen Begriindung, dass jedes Pony
vier Beine hat (N=20), bleibt dagegen unklar, ob der multiplikative
Kontext immer beriicksichtigt wurde. In den Auswertungsvorgaben
von VERA 3 gilt der Satz als ,richtig”. In der Antwort: ,Weil Ponys ja
keine Raupen sind. Ponys haben 4 Beine“, wird jedoch deutlich, dass
die 38 Beine manchmal nur einem einzigen Tier zugeschrieben wer-
den. So produzieren einige Kinder trotz fehlerhafter Sinnkonstrukti-
on richtige Losungen.

Andererseits gibt es Begriindungen, die aufgrund fehlender Konkre-
tisierungen zunichst keine Riickschliisse auf das mathematische oder
sprachliche Verstindnis der Kinder zulassen, wie z.B.: ,Weil Andi
besser rechnen kann“. In den Interviews zeigt sich, dass manche der
Lernenden die Aufgabe zwar richtig deuten und berechnen, jedoch
grofRe Schwierigkeiten haben, ihre Uberlegungen schriftlich verstind-
lich und angemessen darzustellen.
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Wirksamkeit von Lehrerfortbildungen
zu besonderen Schwierigkeiten beim Rechnenlernen:
Ergebnisse einer Interventionsstudie

Um Rechenschwierigkeiten zu diagnostizieren und passgenaue For-
derangebote zu erstellen und durchzufithren, werden fachlich gut
ausgebildete Lehrerinnen und Lehrer benétigt (Gaidoschik, 2015).
Untersuchungen (z. B. Schulz, 2014) zeigen, dass die benétigten
fachdidaktischen Kompetenzen nicht immer in ausreichendem Mafie
vorhanden sind. Hier kénnen Lehrerfortbildungen ansetzen (Lip-
owsky, 2014; Lesemann, 2015).

Im Rahmen eines Dissertationsprojekts wird untersucht, wie sich
Qualifizierungsmafinahmen in Form von Fortbildungen unterschied-
licher zeitlicher Dauer zum Thema Rechenschwierigkeiten auf das
diagnostische Wissen und die Selbstwirksamkeitserwartungen in
Bezug auf Diagnose der fortgebildeten Lehrpersonen auswirken.

1 Die Fortbildungskonzeptionen

Die Studie untersucht vergleichend zwei Fortbildungskonzeptionen
zum Thema Rechenschwierigkeiten. Bei der Konzeption A handelt es
sich um eine Qualifizierungsmafinahme, die an insgesamt sieben
Tagen innerhalb eines Schuljahres durchgefithrt wurde. Inhaltlich
wurden dabei wissenschaftliche Hintergriinde zu den Hauptsymp-
tomen von Rechenschwiche, dem Aufbau von Grundvorstellungen
sowie tragfihige Diagnose- und Férderkonzepte vermittelt (Wartha &
Schulz, 2012). Letztere wurden auch an weiterfithrenden Inhalten wie
Groflen und Sachrechnen oder Arbeiten mit Bruchzahlen konkreti-
siert. Die teilnehmenden Lehrpersonen verpflichten sich, ihr gelern-
tes Wissen zwischen den einzelnen Bausteinen konkret in einem
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wochentlich stattfindenden Forderunterricht in Kleingruppen umzu-
setzen und anzuwenden. Bei der Fortbildungskonzeption B handelt
es sich um eine eintigige Fortbildung. Inhaltlich standen hier die
beiden Hauptsymptome von Rechenschwiche und der Aufbau von
Grundvorstellungen im Bereich der Addition und Subtraktion im
Vordergrund. Um eine Vergleichbarkeit zwischen den unterschiedli-
chen Konzeptionen zu ermdoglichen, wurde bei der Analyse der Wirk-
samkeit auf zwei fachdidaktische Inhalte fokussiert, welche in beiden
Fortbildungen behandelt wurden: Dem Uberwinden des zihlenden
Rechnens und dem Aufbau eines Stellenwertverstindnisses.

2 Forschungsmethoden

Die Messung des diagnostischen Wissens und der Selbstwirksam-
keitserwartung erfolgte in einer Interventionsstudie im Lingsschnitt
mittels eines Pri-Post-Designs. Die erste Messung fand fiir beide
Konzeptionen vor Beginn der jeweiligen Fortbildungsmafinahme
statt, die zweite Messung am Ende des jeweiligen Schuljahres. Die
Erfassung des diagnostischen Wissens erfolgte in der vorliegenden
Untersuchung tiber Videovignetten (vgl. dazu Sprenger, Wartha &
Lipowsky, im Druck). Neben dem handlungsnahen Wissen wurde
auch die Selbstwirksambkeit in Bezug auf Diagnose als Kontextvariable
erfasst.

3 Auswertung und Ergebnisse

Die Auswertung der erhobenen Daten erfolgte mit einer Varianzana-
lyse mit Messwiederholungsdesign. Dabei wurde untersucht, inwie-
weit sich das Wissen und die Selbstwirksamkeitserwartung verindern
und ob die Gruppenzugehorigkeit fiir die Verinderung verantwort-
lich ist. Es wurde gegen ein Signifikanzniveau von p = 0.05 getestet.
Abhingig von der jeweiligen Skala wurden die Analysen auf Grund-
lage einer Stichprobe von N = 98 bis 103 Lehrpersonen durchgefiihrt.

Die Auswertung der Skala ,Diagnose zihlendes Rechnen’ auf Grup-
penebene zeigt eine signifikante Verdnderung in Bezug auf den Fak-
tor Zeit, F(1,98) = 24.45, p < 0.01 mit einem partiellen n2 = 0.20. Fur
die Interaktion zwischen dem Faktor Zeit und der Gruppenzugeho-
rigkeit kann keine Signifikanz nachgewiesen werden, F(1,98) = 0.00,
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p = 0.95, partielles n2 = 0.00. Die Untersuchungsgruppe (Konzeption
A) weist vor der Fortbildung eine etwas hoheres Wissen auf als die
Vergleichsgruppe (Konzeption B). Dieser Unterschied ist aber nicht
signifikant. Der Mittelwertsunterschied zwischen dem Zeitpunkt t1
und t2 ist mit 0.19 und 0.20 nahezu identisch. In beiden Gruppen
stieg das diagnostische Wissen signifikant.

Der Faktor Zeit wurde bei der Skala ,Diagnose Stellenwertprobleme
ebenfalls signifikant F(1,96) = 8.61, p < 0.01 mit einem partiellen
n2=0.08. Die Interaktion Faktor Zeit und Gruppenzugehorigkeit
wurde nicht signifikant F(1,96) = 0.42, p > 0.52, partielles n2 = 0.00.
Vor Beginn der Qualifizierungsmafnahmen war nahezu kein Unter-
schied zwischen den Gruppen festzustellen. In beiden Gruppen gab
es einen Wissenszuwachs. Die nach der Fortbildung gemessenen
Werte zeigen einen leicht héheren Wert der Gruppe A. Dieser Unter-
schied im Zuwachs der beiden Gruppen ist allerdings nicht signifi-
kant.

Die Auswertung der Skala ,Selbstwirksamkeit Diagnose’ ergibt, dass
der Faktor Zeit mit F(1,101) = 48.91, p < 0.01 und einem partiellen
n2=0.33 sowie die Interaktion zwischen Zeit und Gruppe mit
F(1,101) = 4.55, p < 0.05 und einem partiellen n2 = 0.04 signifikant
sind. Vor der Fortbildung unterscheiden sich die gemessenen Mittel-
werte der beiden Gruppen kaum. Fur Gruppe A ist ein deutlicher
Anstieg, fiir Gruppe B ein geringer Anstieg zu verzeichnen. Daraus
resultiert ein signifikanter Unterschied nach der Fortbildung in der
Selbstwirksamkeitserwartung bzgl. der Diagnose der beiden Grup-
pen.

4 Diskussion der Ergebnisse

Die dargestellten Analysen zeigen, dass Fortbildungsmafinahmen,
die auf die Diagnose des zihlenden Rechnens und eines Stellenwert-
verstindnisses fokussieren, signifikante Zuwichse bei den gemesse-
nen handlungsnahen Wissensfacetten und der Selbstwirksamkeit
bewirken. Die dhnlichen Zuwichse der beiden Gruppen an diagnosti-
scher Kompetenz in Bezug auf zihlendes Rechnen und Stellenwert-
verstindnis lassen sich dadurch erkliren, dass bei beiden Fortbil-
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dungskonzeptionen vergleichbar viel Zeit auf diese Symptome gelegt
wurde.

Die lingerfristig angelegte Fortbildungsreihe nach Konzeption A
zeigt signifikant hohere Zuwichse in der Selbstwirksamkeitserwar-
tung der Lehrpersonen. In Bezug auf das berufliche Selbstverstindnis
der Lehrpersonen ist es nicht nur wichtig, dass diese tiber diagnosti-
sche Fahigkeiten verfiigen, sondern dass sie sich auch als kompetent
wahrnehmen. Dies ist fiir die konkrete Arbeit mit den Schiilerinnen
und Schiilern sowie in der Kommunikation mit Kolleginnen, Kolle-
gen und Eltern relevant.
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Tablet-Einsatz im Mathematikunterricht der Grundschule:
Unterrichtserprobungen zum Thema Dreitafelprojektion

Im Rahmen des Projekts Digitales Lernen Grundschule (vgl. DLG
0.].), gefordert von der Deutsche Telekom Stiftung, wurde im Teilpro-
jekt >APPsicht« der Universitit Hamburg eine umfangreiche geomet-
rische Lernumgebung zum Thema Wiirfelkonfigurationen entwickelt
und erprobt. Die vollstindige Auswertung der Daten ist in Arbeit.
Ausgewihlte Beobachtungen und Erkenntnisse stellt dieser Beitrag
dar.

1 Die Zwei-/Dreitafelprojektion
im Rahmen des Themas Wiirfelkonfigurationen

Die gesamte Lernumgebung umfasste die drei Sequenzen (1) Baudik-
tate, (2) Baupline und (3) Zwei-/Dreitafelprojektion. Letztere soll hier
niher vorgestellt werden. Sie gliederte sich wie folgt:

a) Einfithrung Zwei-/Dreitafelprojektion

b) Bauen nach Bauplan — gesucht: Aufriss und Seitenriss

c) Bauen nach Auf- und Seitenriss — gesucht: Bauplan

d) Bauen nach Grund- und Aufriss — gesucht: Bauplan

Im Teil d) kam die App ,Kl6tzchen (Etzold, 2018) zum Einsatz, die
auf Tablet-Computern von den Kindern genutzt wurde:

Nach Hinfithrung zur Aufgabenstellung anhand analoger Materialien
(Schattenbox; Pohls, 2015) erstellten die Schiilerinnen und Schiiler in
dieser Stunde nach Vorgabe von Grund- und Aufriss auf Papier in
Partnerarbeit Wiirfelbauwerke digital in der App. AnschlieRend kon-
trollierten sie ihre Losungen, indem sie das Zweitafelbild in der App
zuschalteten und mit der analogen Darstellung verglichen. Sie hielten
ihre Ergebnisse analog in Bauplinen fest. Einige Kinder vermochten
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die Bauwerke bereits direkt in der App in der Bauplandarstellung zu
bestimmen, ohne die 3D-Ansicht zu nutzen. Ein zweiter Arbeits-
schwerpunkt bestand darin, verschiedene Losungen zu einer derarti-
gen Aufgabenstellung zu finden.

2 Mégliche Potentiale der App

Im Folgenden werden Chancen des Einsatzes der App ,Klotzchen“
dargelegt, die im Vortrag anhand von Unterrichtsbeispielen ausfiihr-
licher diskutiert wurden:

® Motivation

Eine erhéhte Motivation und Anstrengungsbereitschaft der Schiile-
rinnen und Schiiler in Bezug auf Aufgabenbewiltigung und Koopera-
tion in der Partnerarbeit mag einerseits vom digitalen Medium an
sich ausgehen, aber auch vom Vermégen der App, ziigig, prizise und
u. U. wiederholend Wiirfelkonfigurationen (auch solche aus einer
groflen Anzahl von Wiirfeln) aufzubauen, sodass keine , Warteschlei-
fen“ entstehen, die sich negativ auf die Kommunikation auswirken
konnten. Weiterhin scheint der ,Reiz des Groflen“ attraktiv: Immer
wieder testeten Kinder, von eigentlichen Aufgabenstellungen losge-
16st, ob und inwiefern die App Grenzen aufweist, indem sie ,unend-
lich“ hohe Wiirfeltiirme zu bauen suchten oder Baupline ,iiber 100“
erstellten. Die App bietet hier eine Chance, dem Forschungsdrang
von Kindern gerecht zu werden, aber auch das Risiko, von konkreten
Aufgabenstellungen abzulenken.

o Funktionalitit

Die App ,Kl6tzchen“ fungierte in der gesamten Unterrichtsreihe als
Kontrollinstrument. Durch das Potential zur Synchronisation und
Vernetzung der Darstellungsebenen (Walter, 2018) bekamen die
Schiilerinnen und Schiiler direkt eine Riickmeldung zu ihren indivi-
duellen Bearbeitungen und wurden bei Unstimmigkeiten zum ko-
operativen Uberdenken und Korrigieren angeregt.

e Prisentation und Permanenz

Mit Hilfe von Beamer und Pointer konnten Aktivititen und Ergebnis-
se in der App fur alle sichtbar prisentiert werden. Die App enthilt
zwar keine Speicherfunktion, es lassen sich jedoch sehr ziigig Wiir-
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felbauten und Baupline erzeugen und verindern, um dariiber ins
Gesprich zu kommen.

e Kognitive Entlastung und Passung zwischen Handlung und menta-
ler Operation (Walter, 2018)

Die Schiilerinnen und Schiiler nutzten die Mdéglichkeit, Wiirfelbau-
werke in der App um alle drei Raumachsen zu drehen, was eine kog-
nitive Entlastung darstellen kann, die von der Notwendigkeit befreit,
das eigene Auge um das Bauwerk herum zu bewegen oder sich die
Ansichten mental vorzustellen. Die rote Horizontlinie in der App
half, das Bauwerk wieder in Normalposition (Vorderansicht) zu brin-
gen. Die Drehfunktion (wie auch die Moglichkeit am Bauwerk ein-
zelne Wiirfel hinzuzufiigen und zu entfernen) kann eine Passung
zwischen Handlung und mentaler Operation darstellen. Zu jeder
Ansicht des Bauwerks erscheint in der anderen Bildschirmhilfte
zeitlich simultan das entsprechende Zweitafelbild. Im Zusammen-
hang mit der Zwei-/Dreitafelprojektion stellt allerdings das Drehen
des Betrachtungsgegenstandes (Objekt) im Vergleich zur Drehung
des eigenen Auges (Subjekt) bereits einen Abstraktionsvorgang dar.
Das Gleiche gilt fiir die Tatsache, dass sich die Erzeugung der Projek-
tionsbilder in der App in der Ebene vollzieht und nicht wie in der
Realitit im dreidimensionalen Raum.

o Vom Konkreten zum Abstrakten

Durch die Wechselbeziehungen zwischen physischem, virtuellem
und mentalem Operieren scheinen die Funktionen der App (im Zu-
sammenhang mit der Zwei-/Dreitafelprojektion) einen Ubergang
vom Konkreten zum Abstrakten zu unterstiitzen, den rein analoge
Medien nur bedingt bieten kénnen.

Grundsitzlich erméglicht die App den Kindern durch das Zuschal-
ten- und Ausblenden von Bildschirmhilften, das Verindern sowie das
Kombinieren der synchron vernetzten multiplen Reprisentationse-
ben in unterschiedlichen Phasen des Lernprozesses auf unterschied-
liche Darstellungsformen (Bruner, Olver & Greenfield, 1971) zuriick-
zugreifen.

3 Zusammenfassung und Ausblick
Insgesamt wurde in der Erprobung die Notwendigkeit einer soliden
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Einfihrung und Arbeit anhand konkreter physischer Materialien
(hier: die Schattenbox) deutlich, ohne die Schiilerinnen und Schiiler
kaum Vorstellungen und Einsichten im Bereich dieses komplexen,
anspruchsvollen Inhalts erlangen. Das digitale Medium kam erst zum
Einsatz, als das Prinzip der Zwei-/Dreitafelprojektion verinnerlicht
war. ,Kl6tzchen“ wurde als ein Werkzeug genutzt, das durchgingig
in Erginzung zu analogen Materialien stand und stehen sollte.

Gewiss wiren die Ziele dieser Unterrichtssequenz auch ohne digitale
Medien zu erreichen gewesen. An einigen Stellen boten diese jedoch
organisatorische Vorteile. Auflerdem birgt die App wie unter 2 darge-
stellt mediendidaktische, aber insbesondere auch fachdidaktische
Potentiale, die analoge Medien allein nicht bieten konnen. Entfalten
kann die Potentiale allerdings nur ein sorgfiltig geplanter Unterricht
in Bezug auf das Wechselspiel zwischen analogen und digitalen Me-
dien unter Beriicksichtigung von Lernzielen, Lernvoraussetzungen
und differenzierten Aufgaben.

Uberlegt wird, auf den Erkenntnissen dieser Erprobung aufbauend,
eine abschliefende Sequenz zur Dreitafelprojektion unter Nutzung
der neuen Funktion der App ,Kl6tzchen®, dem Dreitafelbild, durch-
zufiihren. Auch béte sich das Applet ,Bauen mit Wiirfeln“ (Freuden-
thal Institut, 2008) zur Erprobung an.
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Schitzen von Lingen, Flicheninhalten und Volumina mit verschiede-
nen Aufgabentypen

1 Schitzen von Gréflen in der Mathematikdidaktik

Das Schitzen von Grofen ist zunichst zu differenzieren vom Schit-
zen von Anzahlen und Rechenergebnissen (Hogan & Brezinski,
2003). Dartiber hinaus wird zwischen dem qualitativen und dem
quantitativen Schitzen unterschieden. So wird beim qualitativen
Schitzen der Vergleich zweier Objekte ohne eine Groflenangabe oder
Zahl bewertet (z. B. mit Wortern wie mehr/weniger oder lin-
ger/kiirzer), wihrend beim quantitativen Schitzen ,eine Zahl oder
Groflenangabe als Ergebnis erwartet wird“ (Ruwisch, 2014, S. 5).

Schitzen von Groflen bedeutet, durch den mentalen Vergleich mit
einem Stlitzpunkt eine ungefihre Gréfenangabe zu ermitteln (Fran-
ke & Ruwisch, 2010; Bright, 1976). Ein Stiitzpunkt ist ein Objekt,
dessen ungefihre Groflenangabe und Groflenausprigung bekannt
sind und welches daher als Vergleichsobjekt herangezogen werden
kann. Nahezu alle Schitzstrategien fiir visuell erfassbare Groflen
basieren auf dem Vergleich mit Stiitzpunkten (Heid, 2018; Weiher &
Ruwisch 2018).

2 Aufgabentypen beim Schitzen von Lingen, Flicheninhalten
und Volumina

Schitzaufgaben konnen auf verschiedene Weise gestellt werden. Eine
systematische Charakterisierung verschiedener Schitzaufgaben
stammt von Bright (1976). Die Unterscheidung von acht Aufgabenty-
pen beruht dabei auf der Art der Fragestellung (zu einem Objekt eine
Grofle nennen oder umgekehrt), der Sichtbarkeit des Objekts und der
Einheit, sowie der Nennung moglicher Antworten.
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Weitere Merkmale werden von Bonig (2001) formuliert. Demnach
kann das zu schitzende Objekt auch ,nur teilweise vorhanden® sein
(wenn es aus mehreren gleichen Teilen besteht und nur eines dieser
Teile gegeben ist). Zusitzlich kann unterschieden werden, ob das
Objekt bereits eine Mdoglichkeit zur Strukturierung bietet oder nicht
oder ob diese gedanklich moglich wire. Bonig verweist auerdem auf
das Vorhandensein anderer Objekte als Hilfsmittel.

Diese genannten Merkmale kénnen durch weitere Merkmale erginzt
werden, sodass schnell deutlich wird, dass es mehr als acht verschie-
dene Arten von Schitzaufgaben geben kann. So kann, wenn das zu
schitzende Objekt physisch anwesend ist, zwischen nur sichtbar und
sichtbar und anfassbar unterschieden werden (Heinze, Weiher, Huang
& Ruwisch, 2018).

Dieselbe Unterscheidung kann auch fiir die Einheit vorgenommen
werden. Dariiber hinaus kann die Einheit sowohl standardisiert (1) als
auch nicht standardisiert (2) sein:

1) Wie viel Wasser passt ungefihr in eine Badewanne? In eine
Badewanne passen ungefihr ___ | Wasser.

2) Wie oft muss man ungefihr Wasser von einem Fruchtzwer-
ge-Becher in ein Honigglas fiillen, damit es voll ist? Man
muss ungefihr ___ mal Wasser von einem Fruchtzwerge-
Becher in ein Honigglas fiillen, damit es voll ist.

Neben dem zu schitzenden Objekt und dem Objekt, das als Einheit
dient, kann ein weiteres Objekt in eine Schitzaufgabe aufgenommen
werden, das als Vergleichsobjekt herangezogen werden kann. Dazu
wird die GroRenangabe und/oder die Groéfenausprigung gegeben.
Auch dieses Objekt kann entweder nicht sichtbar, nur sichtbar oder
sichtbar und anfassbar sein.

Insgesamt sind unter Beriicksichtigung all dieser Merkmale 84 ver-
schiedene Aufgabentypen denkbar. Nicht alle sind in einem schriftli-
chen Schitztest theoretisch sinnvoll oder praktisch umsetzbar. Griin-
de fiir den Ausschluss von Aufgabenkategorien sind zum Beispiel die
Méoglichkeit zu Messhandlungen (wenn sowohl das zu schitzende
Objekt als auch die Einheit oder das Vergleichsobjekt anfassbar sind)
oder der Anspruch zur parallelen Testentwicklung fiir die Groflen
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Lingen, Flicheninhalte, Fassungsvermégen und Rauminhalt (hoher
Materialaufwand bei anfassbaren Objekten fiir Fassungsvermdogen
und Rauminhalt). Dariiber hinaus ist in einigen Fillen durch die
Erfilllung eines Merkmals ein weiteres, welches nicht erfiillt sein soll,
doch erfiillt. Dies ist der Fall, wenn die Einheit nicht gegeben sein
soll, aber ein Vergleichsobjekt (mit Groflenangabe) gegeben ist (Wei-
her, 2018).

In einen schriftlichen Schitztest werden daher wiederum acht Aufga-
benkategorien aufgenommen (siehe Tabelle 1).

Objekt )
sichtbar O?lek‘
- nicht
Nicht sichtbar
anfassbar
Einheit Nicht 1 >
Standardisiert | sichtbar | anfassbar
Einheit nicht sichtbar 3 4
. Einheit Nicht 5 6
Nicht stan- | gichthar | anfassbar
dardisiert - — X
Einheit nicht sichtbar 7 8

Tab. 1  Aufgabenkategorien im schriftlichen Schatztest

3 Pilotstudie und weitere Forschung

Die Pilotstudie umfasst vier schriftliche Schitztests (jede Grofee wird
mit je 24 Fragen beriicksichtigt). Insgesamt nahmen 137 Kinder aus
je drei dritten und drei vierten Klasse an der Pilotstudie teil. Jede
Klasse bearbeitete zwei Schitztests.

Die Ergebnisse der Pilotstudie zeigen, dass Aufgaben mit unter-
schiedlichen Merkmalen unterschiedliche prozentuale Abweichun-
gen aufweisen. Sie unterscheiden sich sowohl in der Schitzgenauig-
keit als auch in der Tendenz zum Uber- oder Unterschitzen. Diese
Ergebnisse variieren jedoch auch von Grofe zu Grofe.

Weiteres Forschungsinteresse besteht zum einen in der genaueren
Untersuchung der Aufgabenkategorien, die alle Merkmale mit einbe-
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zieht, zum anderen in der Untersuchung verschiedener Moglichkei-
ten der Bewertung von Schitzergebnissen.
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Prozessqualitit in mathematischen Spiel- und Lernsituationen
(3-6 Jahre) im Vergleich Osterreich — Schweiz

1 Theoretischer Hintergrund

Der Qualititsbegriff in der Elementarpidagogik bezieht sich auf un-
terschiedliche Bereiche und Dimensionen und kann als relativ dyna-
misches Konstrukt begriffen werden. Die pidagogische Qualitit ist
nach Tietze et al. (2016) ein Zusammenspiel aus Struktur-, Prozess-
und Orientierungsqualitit.

Die Strukturqualitit beschreibt u.a. das Raumangebot, die riumliche
Gestaltung sowie die Qualifikation und Berufserfahrung der elemen-
tarpidagogischen Fachpersonen. Die Orientierungsqualitit bezieht
sich auf die Erziehungs- und Bildungsvorstellungen, Werte und Er-
ziehungsziele sowie handlungsleitenden Uberzeugungen (Tietze et
al., 2016).

Die Prozessqualitit, nimmt verschiedene Interaktionen in den Fokus
und schliefft die Qualitit der kindlichen Erfahrungen, wie auch die
Qualitit der pidagogischen Stimulationen ein. Eine hohe Prozessqua-
litdt ist gegeben, wenn elementarpidagogische Fachpersonen einen
sensiblen und einfithlsamen Umgang mit den Kindern pflegen, so-
wie iiber den Entwicklungsstand, die Bediirfnisse und Interessen der
Kinder Bescheid wissen und entsprechend die padagogischen Impul-
se fuir das kindliche Lernen setzen (Tietze et al., 2016).

Eine hohe mathematische Prozessqualitit, hat einen positiven Ein-
fluss auf die Lerneffekte der Kinder (Lehrtl et al., 2016; Tresp et al.,
2014).
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Werden in der frithen Kindheit mathematisches Wissen und Fihig-
keiten aufgebaut, so kann dies einen wesentlichen Einfluss auf deren
spitere Schulleistungen haben (Krajewski & Schneider, 2006). Neben
den Erfahrungs- und Lernmdglichkeiten der Kinder in ihren Fami-
lien, kommen damit den Krippen und Kindergirten als erste Bil-
dungseinrichtungen und somit auch den elementarpidagogischen
Fachpersonen eine essentielle Rolle in der Begleitung frithmathema-
tischer Bildungsprozesse zu.

2 Forschungsdesign

Die hier betrachteten Videodaten stammen aus der Studie ,Bildungs-
und Erziehungsvorstellungen von Elementarpidagogen*innen am
Beispiel von Mathematik im internationalen Vergleich («<BELMi 3-
6»)“, in der Bildungs- und Erziehungsvorstellungen, Leistungserwar-
tungen und die alltigliche frithmathematische Praxis von elementar-
pidagogischen Fachpersonen bei Kindern im Alter von drei bis sechs
Jahren im Lindervergleich, zwischen der Schweiz, Osterreich, China,
Vietnam und den USA betrachtet wurden.

Fuir den hier prisentierten und diskutierten Aspekt, ist folgende For-
schungsfrage grundlegend:

Wie konnen Unterschiede/ Gemeinsambkeiten beziiglich der Prozessquali-
tdt in der Gestaltung mathematischer Spiel- und Lernsituationen im Kin-
dergarten in Osterreich und der Schweiz gemessen werden?

Die Datenerhebung fand in elementarpidagogischen Einrichtungen
in Osterreich und der Schweiz statt. Die Stichprobe setzt sich aus
jeweils vier Gruppen mit fiinf bis sechsjihrigen Kindern und drei
Gruppen mit Drei- bis Vierjihrigen in Osterreich und drei Gruppen
mit finf- bis sechsjdhrigen und zwei mit vier- bis fiinfjahrigen Kin-
dern in der Schweiz zusammen.

Es wurden alltigliche Spiel- und Lernsituation mit Themen aus ver-
schiedenen mathematischen Inhaltsbereichen von den elementarpi-
dagogischen Fachpersonen vorbereitet. Fiir die Drei- bis Vierjihrigen
wurden Aktivititen im Inhaltsbereich ,Raum und Formen“ und fiir
die fiinf bis sechsjihrigen Kinder im Inhaltsbereich ,Gréfen und
Messen“ geplant. Die Zeitspanne dieser Aktivititen sollte dem Alter
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der Kinder entsprechend angepasst werden. Um den elementarpida-
gogischen Fachpersonen geniigend Freiraum fiir die individuelle
Umsetzung und Gestaltung zu bieten, wurde die Aufgabenstellungen
bewusst offengehalten.

Die mathematischen Spiel- und Lernsituationen wurden mittels Vi-
deographie aufgezeichnet. Insgesamt wurden fiir die Auswertung mit
den Beobachtungsinstrumenten COEMET (Sarama & Clements,
2009) 24 Videosequenzen generiert und einzeln analysiert. Im Rah-
men einer Masterarbeit (Lindner, in Vorbereitung) analysierte die
Autorin dieselben Videos erneut mit einer selbstentwickelten Erwei-
terung der ,Kindergarten-Einschitz-Skala“ KES-R (Tietze, 2007).

Die hier verwendete, selbstentwickelte Erweiterung der KES-R wurde,
entsprechend der mathematischen Inhaltsbereiche der Aufgabenstel-
lung fiir die elementarpidagogischen Fachpersonen, auf die Bereiche
,Groflen und Messen“ und ,Raum und Form*“ ausgelegt und soll die
Qualitit tiber folgende Qualititsmerkmale: Verwendetes Material und
geplante mathematische Aktivititen, Kommunikation, Interaktionen,
verwendete Sprache und prozessbezogene Kompetenzen messen. Die
Items der einzelnen Merkmale werden auf einer Skala von ,unzu-
reichend” bis ,ausgezeichnet” mit ,Ja“ oder ,Nein“ eingeschitzt.

3 Erste Ergebnisse

Uber eine Reliabilititsanalyse wurde sichtbar, dass die innere Konsis-
tenz der einzelnen Qualititsmerkmale zu tief liegt und damit der
Zusammenhang zwischen den Items nicht gegeben ist. Die innere
Konsistenz der gesamten Skala, mit 51 Items, ist mit einem Cron-
bach-Alpha von .89 jedoch als sehr gut zu bezeichnen. Fiir den Work-
shop in der Arbeitsgruppe werden folgende Itemskalen niher be-
trachtet und diskutiert:

Kommunikation: 11 Items, Cronbach-a = .41
Verwendete Sprache: 9 Items, Cronbach-a = .46

Interaktion: 8 Items, Cronbach-a = .32.

111



Arbeitsgruppe Vorschulische Bildung

Literatur

Krajewski, K., & Schneider, W. (2006). Mathematische Vorliuferfertigkeiten
im Vorschulalter und ihre Vorhersagekraft fiir die Mathematikleistungen bis
zum Ende der Grundschulzeit. Psychologie in Erziehung und Unterricht, 53(4),
246-262.

Lehrl, S., Kluczniok, K., & Rossbach, H.-G. (2016). Longer-term associations
of preschool education: The predictive role of preschool quality for the devel-
opment of mathematical skills through elementary school. Early Childhood
Research Quarterly, 36, 475-488.

Sarama, J., & Clements, D. (2009). Manual for "Classroom Observation of Early
Mathematics Environment and Teaching" (COEMET): Manual for Classroom
Observation (COEMET), 1-19.

Tietze, W., Schuster, K., Grenner, K., & Rossbach, H. (2007). Kindergarten-
Skala (KES-R). Feststellung und Unterstiitzung pddagogischer Qualitit in Kin-
dergidrten. Mannheim: Cornelsen.

Tietze, W. & Viernickel, S. (Hrsg.), Dittrich, I., Grenner, K., Hanisch, A. &
Marx, J. (2016). Pidagogische Qualitit in Tageseinrichtungen fiir Kinder. Ein
nationaler Kriterienkatalog (vollstindig tiberarbeitete und aktualisierte Aufla-
ge). Berlin: Verlag das Netz.

Tresp, T., Stockheim, D., Jungmann, T., & Koch, K. (2014). Effekte mathema-
tischer Prozessqualitit sowie pidagogischer Professionalisierungs-
mafnahmen auf die mathematischen Basiskompetenzen von Kindern in
Kindertageseinrichtungen. Empirische Sonderpddagogik, 6(3), 227-242.

112



University

of Bamberg
Press

Dieser Tagungsband dokumentiert die Ergebnisse der Jahrestagung des
Arbeitskreises Grundschule in der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathema-
tik (GDM), die in diesem Jahr wieder in Bad Salzdetfurth stattfand. Vom
09. bis 11. November 2018 widmete sich der Arbeitskreis dem Thema ,In-
halte im Fokus — Mathematische Strategien entwickeln“.

Mathematische Bildung in der Grundschule ist eine herausfordernde und
langfristige Aufgabe fiir die Unterrichtspraxis sowie die mathematikdidak-
tische Forschungs- und Entwicklungsarbeit. Mit Fokus auf die mathema-
tischen Inhaltsbereiche wurde der Themenkomplex ,Strategien® im Rah-
men von vier Hauptvortrigen aus verschiedenen Perspektiven beleuchtet
und im Plenum diskutiert. So wurde die Nutzung und Entwicklung ma-
thematischer Strategien der Kinder fiir den Zugang zur und das Verstehen
von Mathematik in den Blick genommen. Es wurden die Relevanz von
Strukturwahrnehmung und Strategieentwicklung betrachtet und exempla-
risch fir die Entwicklung und das Verstindnis grundlegender Konzepte
in den einzelnen Inhaltsbereichen dargestellt. Auf der Grundlage empi-
rischer Befunde wurden praktische Ansitze fuir eine langfristige Forde-
rung im Mathematikunterricht aufgezeigt und zur Diskussion gestellt.
Zusitzlich setzten sich acht Arbeitsgruppen mit den Themenfeldern
,Arithmetik‘, ,Geometrie‘, ,Sachrechnen’, ,Daten, Hiufigkeit und Wahr-
scheinlichkeit’, ,Lehrerfortbildung’, ,Kommunikation und Kooperation’,
,Lernen, Lehren und Forschen mit digitalen Medien‘ sowie ,vorschulische
Bildung‘ intensiv mit aktuellen Forschungs- und Praxisfragen auseinan-
der. Zentrale Inhalte dieser Arbeitsgruppen sind in diesem Band ebenfalls
dokumentiert.

Die jahrlich stattfindende Herbsttagung des Arbeitskreises Grundschule
in der GDM richtet sich seit ihrem Bestehen an Personen, die den Dia-
log und die Zusammenarbeit zwischen Hochschule und allen Bereichen
schulischer Praxis sowie den schulverwaltenden Institutionen suchen.
Die Tagung istvon Beginn an in besonderer Weise durch eine offene und
kollegiale Kooperation von Vertreterinnen und Vertretern aus Praxis und
Theorie gepragt.
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