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PERGE IMRE {6iskolai tanarsegéd:

NOMOGRAMMOK ALKALMAZASA
AZ ELSORENDU KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK
IRANYMEZEJENEK AZ ABRAZOLASARA

Tekintsik az y" = f(x,y) differencialegyenletet, ahol f(x,y) az x,y
sik egy bizonyos tartomanyan értelmezett fiiggvény. Ez a differencial-
egyenlet a tartomany minden egyes P(x, y¥) pontjahoz egy irdnytényez6t
rendel, amellyel a differencidlegyenlet megoldisa &ltal meghatarozott
gorbe érintdje abban a pontban rendelkezik. Ha a tartomany minden
egyes P(x,y) pontjaban az f(x, y) érték altal meghatirozott érinté, ira-
nyat egy egyenesszakasszal, iranyegyenesel abrazoljuk, akkor egy irany-
mez6t nyeriunk.

Az y = f(x,y) differencidlegyenlet geometriai képe igy azonban
nem elég szemléletes. Bizonyos rendet vihetlink ebbe az értelmezésbe.
Erre tobbfele lehet6ség adddik. Ilyen példaul az a koézismert madszer,
miszerint csak azokat a gorbéket vizsgéaljuk, amelyeken

y = f(x,y) = const

Ezeket a gorbéket, amelyekhez azonos irdnyt rendel az adott differen-
cidlegyenlet, izoklindknak nevezzilk. Az izoklinédk serege a differencial-
egyenlet’ irdnyegyeneseit tobbeé-kevésbé attekintheté rendbe foglalja.

Heinrich Helmut egyik dolgozataban igen érdekes modszert ad az
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tipusu differencidlegyenletek grafikus integrdlasara. Az iranymez6t no-
mogrammokkal jellemzi. Ezt kovetdleg 1938-ban megjelent dolgozata-
ban ismét néhany eljarast kozdl a differencialegyenletek irdnymezejé-
nek az abrazolasara, illetve annak geometriai leképzésére vonatkozdan.
Az 6 eredményeire tamaszkodva foglalom 0Ossze, most mar teljesen alta-
lanos értelemben az

Yy = flx,y)

tipusu kozonséges differencialegyenletek iranymezejének az abrazolasat
nomogrammok segitsegével. Elénye ennek az eljarasnak -- amint az
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a kés6bb ismertetett feladatokbdl is kideriil —, hogy az esetek tilnyomad
részében igen egyszerilien szolgaltatja a megoldasgoérbéket.
Az irAnymez6 altalanos fogalma alapjan

y=tgx &  tgx = flx,y).

Az iranyegyenes rogzitéséhez csak valamelyik két pontjanak az is-
merete szitkséges, Legyen az u, v derékszégli koordinatarendszer tenge-
lye az x, y tengellyel parhuzamos. Rendeljik tovabba a Py és P, ponto-
kat az u, v rendszerben a P(x, y) ponthoz olymoddon, hogy PP, irany-
egyenes legyen.

Py koordinatdi wu =u, ; v =y
P, koordinatai u = u, ; v = v,

Ezek altaldban x és y fliggvényei, amelyekrdl feltételezzik, hogy egy
bizonyos tartomanyban folytonosak, differencialhatok és egyértelmiiek.
Ez az

u=ux,y) ;v = vl y) t=1,2

fliggvénypar az x, y sikot egyértelmuiien képezi le az u, v sikra. Az irany-
egyenes iranytényezdje a mondottak alapjan a P(x, y) pontban

’Ui(I, y) __ ’Ug(.r, y)
u](l‘, y) - u’2(x5 y)

ty =

A I_’TPQ iranyegyenes altal meghatarozott iranymez6hoz tartozo diffe-
rencialegyenlet pedig
vi(x, Y) — VX, Y)

u’i(x) y) '_— u’?(x; y)

Vilagos, hogy minden y = f(x, y) differencialegyenlet ilyen alakuy,
vagy ilyen alakra hozhaté. Az y = f(x,y) differencidlegyenlet irdny-
mezejét viszont ilyen alakban P; és P, segitségével nomogrammokkal
jellemezhetjik. A nomogrammok pedig gyakran olyan &attekintheték,
hogy segitségiikkel kozvetlentil, szemléletesen az integralgdrbe alakjara
kévetkeztethetiink. Pl

y = f(=x)
Legyenek az u; = 0 vy = f(x) ; U= —1 vy = 0
vagyis P(0, f(x) és  Po(-—1,0)

Ebben az esetben az u és v tengelyek egybeesnek az x,y tengellyel.
Nyilvanvalé, hogy az
V) — Uy

Uy — Us

= f(x)
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iranymezejét a Py(— 1, 0) pont és az y tengelyen alkotott fliggvényska-
laja tokéletesen jellemzi

Altaléanos értelemben — mivel leképezésrdi van szo - a leképezé fligg-
vények tulajdonsaga és igy a nomogramm képe is a

du, dup ou, duy
9z oy ox oy
D, = » 6s a D, = |,
9oy 9 - |92 0o
or 0y ox 0y,
leképezématrixok viselkedésétol fligg. Altalaban egy ilyen
du oduw
dxr 0y
1) .,
ov Ov
ox 0y

fuggvénymairix rangja 0,1 vagy 2, aszerint, hogy
a) mind a négy eleme azonosan nulla,

b) a D determinans értéke azonosan nulla, de legalabb egy eleme
nem nulla,

¢) a D determindns értéke nem nulla.
Az els6é esetben

ou oul i
-—— ——
’ or 4y 00 1
) ) = 0 uw o const; == oconst
dv  ov 0 0
lox oy

vagyis az osszes P(x, y) pontnak a képpontja ugyanaz.

P'(u — const, » - const)
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A maésodik esetben harom lehetéség adodik:
1. u és v csak az x fliiggvényei. Tehat

du(x)
ox

av(x)
ox

0
0,

0§

vagyis a P(x, y) pontok képpontjai egy — az x szerint szamozott — gor-
bén helyezkednek el.

2. Analdg eset az elsdvel, amennyiben u és v csak az y fliggvényei
és x és y szerepét kell feleserélni.

3. Az u és v mindketten x és y fliggvényei. Azonban a D determi-
nans értéke nulla, ezért az analizis egyik kozismert tétele alapjan az
u és v nem fliggetlenek egymastdél.

Azaz u = u(t); v = v(t) ahol t = p(x,Y)

vagyis a P(x,y) pontok képgorbéjének paraméteres alakja u = u(t) ;
v = v(t). t minden értékére megfelel egyrészt a képgdrbe egy pontja,
masrészt a @ (x, y) = const gorbesereg egy gorbéje.

A harmadik esetben a determinans értéke nem nulla. Ennek kévet-
keztében mivel a determinans értéke altalaban ismét csak x és y fiigg-
vénye az x, y sik egy bizonyos tartomanyaban nem valt eljelet. Ebben
a tartomanyban egy gorbehaldénak, mint kép, ismét egy goérbehald felel
meg. Kililonodsen fontosak a koordinatarendszerek karakterisztikus gérbe-
seregei, vagyis az x = const és y = const, illetve polarkoordinatdkban
az r = const és ¢ = const vonalak,

Ha ilymodon a taglalt harom lehetéséget figyelembe vessziik, akkor

a matrix rangja szerint,, mivel az x, ¥y sik ket kiillonb6z6 leképzése sze-
repel, az

. v, Y) — v, Y)
!
hl('I,', y) - ’LL»)(I‘, y)

differencialegyenletben hat esetiel szamolhatunk:

Eset 12 3141 5 06
ol o 1t 0 21 12 2

| 0

Rang D;
Bang D, 0

S
[—y
| Q]
| S

1. Rang Dy = 0 és rang D, = 0, ezért P és P, két fix pont, azaz az
Osszes iranyegyenesek egybeesnek. A hozzatartozd differencidlegyenlet

y = const.

448



~
6 \/\/\/ /\< <\ k4 Y v N [NV A
0 Ly) (f) < Y —f A
AL N Y2 al
7 Z /S A "2
S X, N /
\ P v I \
< 7 4 3
d \..‘j‘}( p ! ¥ ,
A \( \ /\ \ A \ ' \
// Y / D 4 R
L~ VAN
—t — WA - 21X
'
/ <. « 2

2. Rang Dy =0 és rang D, =1, vagy forditva. Py(u; = const,

v; = const) egy rogzitett pont. Az iranyegyenesek P,-vel e ponton at

sugarsort képeznek. A P, pont pedig egy gorbén helyezkedik el. Emel-
lett a kovetkezé a), b) és c) esetet kiilénboztetjlik meg.

a) Uy = wy(x), vy = vy(x). Az irdnysugar csak az x filiggvénye. Az

iranymez6 nomogrammja egy P; fix pont és egy x szerint sza-

mozott fliggvényskala. A hozzatartozé differencialegyenlet pedig

vy — V(X))
up — u(x)

- f(x)
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b) wy = uy(y), v2 = vy(y). Az elézbvel analég eset.

) up = us(t), vy = Vy(t).

3. Rang D) = 0 és rang D, = 2 vagy forditva. Py ismét egy fix pont
az iranyegyenesek serege egy sugarsort képez. A differencidlegyenlet
a kovetkezé alaku:
uy — wy(x, Y,

vy — VX, Y)

Az ui{x,y), vix, y) leképzbfiggvények pedig egy vonalsereges norno-
grammot hataroznak meg.

4. Rang Dy = 1 és rang D, = 1. Itt meglehetdsen sok eset adddik.
Py és P, vagy csak x, vagy csak y, vagy x és y fliggvénye. Az Osszes
P, pontok egy gorbén fekszenek és az Gsszes Py pontok egy méasik gorbén
és a két gorbe mindegyike lehet x és y szerint skdlazva, vagy t = ¢(x, ¥)
szerint. Ebbe a csoportba tartozo differencialegyenletek koziil kilono-
sen fontos az

V(%) — va(Y)

uy(x) — wH(Y)

tipusu. A gyakorlatban leginkabb eléfordulé differencidlegyenletek ebbe
sorolhatok. A nomogrammok alkalmazasa itt kiilénosen nagy elényt biz-
tosit a grafikus integraldssal szemben. A fliggvényskaldk sok esetben
egyenesek és az iranymez6t igy klilondsen egyszerli eléallitani.

5. Rang Dy = 1 és rang D, = 2 vagy forditva. Az idetartoz¢ diffe-
rencidlegyenlet iranymezejét jellemz6 nomogramm egy gorbébdl és egy
gorbehdalobol all.

6. Rang Dy = 2 és rang D, = 2. A nomogramm itt két gorbehalo-
bol all.

Emlitésre mélté még, hogy minden y" = f(x, y) differencidlegyenlet

oo YY) Y
wx,y) —a

alakra is hozhat6. Ezen Osszefliggés alapjan az irdnymezd jellemzése az
up=ux,y) ; v = v,y

és U, =x vy =Y

leképezofiiggvények segitségével torténik. Az iranymez6 P pontjal egy-
attal a P, pont szerepét veszik at és a Py pontokkal egytitt a P(x, y) pon-
tokhoz tartozé iranyegyeneseket hatarozzak meg.

A problémahoz tartozik még annak a vizsgdlata, hogy a differen-
cialegyenlet jobb oldalanak a megvaltoztatasa milyen valtozast eszkozol
az iranymez6ben. Ennek a valtoztatasnak két igen fontos esete a ko-
vetkez6:

a) Legyen a(x, y) és b(x, y) két tetszbleges fliggvény.
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Tegylik fel, hogy
ui(x: y) = ui(x) y)+a(‘r1 U)

_ i=1,2
vi(x, y) = vix, y)+ba, y)

v, Y) VA, Y)

akkor az Yy = —

wy(x, y) - usx, y)

differencialegyenlet Uj abrazoldsat kapjuk. Az irdnymezot most az u, v
sikban

w=u(x,y) ; v=0vzx,y) Py képpontok
és U= ux,y) ; V= Eg(x, Y) Py képpontok

leképzésével dbrazoljuk. Az a és b geometriailag azt jelenti, hogy min-
den Py, P, pontpart a Py, P, megfeleld pontjaibol parallel eltolassal kap-
juk. Mivel pedig a és b mindkét pont ugyanazon eltolédasat eszkozli,
ezért a 511;.3 és PP, irdnyegyenesek parhuzamosak.

A D és D leképzdématrixok kiilonbozé ranguak lehetnek. Jelsljiik

da 0ou
dx 9y
A
db 0b
‘ox 0y
o(u- a) o(u--aq |
N D . s e
akkor 9 -4-b) 0 b) |
N oy brtbe by~ by
Uy Uy Uy ay
D .- 4
Uy Dy by by

N s

Tehat érvényes a D = D+ 4 matrixegyenlet.
J
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A leképzddeterminans pedig

_ Ug+ A Uy -+ ay Uy Uy ar d(a, v) d(u, b)
det D = = + o
Ur4by vy by Vr Uy by by d(x, y) 8(:::, y)
. — o(a, v) d(u, b)
vagyis a det D = det D+4det 4+

o, y) o y)

cgyenletet kapjuk. Jelentéktelen, ha a = const és b = const, akkor
ugyanis B B
det D = det D, illetve D= D.

Tehat semmi valtozdst nem eszkozol. Gyakran eléfordul azonban, hogy
a differencidlegyenlet jobb oldalan csak a szamlalot, vagy csak a neve-
z6t akarjuk Atalakitani. Ez megfelel annak az esetnek, hogy vagy

a(x, y) = 0 vagy b(x,y) = 0.

Ha a = 09
d(u, b)

akkor det D = det D+ ———~
a(x, y)

éS ha b == 0 )
0(a, v)

akkor detD = det D+
d(x, J)

b) A masodik lehetséges atalakitas a multiplikator segitségével tor-
ténhet. Ha m(x, y) egy tetszés szerinti nem azonosan nulla fliggvény, ugy

wi(x, ¥) = m(x, ¥) wlT, y)

’ - t=1,2
€es Ui(x: y) = m(x: y) ’Uj(x', y)

Uj(x Y) — v, Y)

ul(xJ y) o u?(‘x: y)

iranymezejének az abrazolasat adja, amelyet az u, v sikban az

u=wx,y) ; v=uvwy P i=12

?

képpontokkal abrazolunk.

Az atalakitas geometriai jelentése egy, a nullpontbdl, mint kozép-
pontbol kiindulé hasonléségi transzformdacié, mely a Pj, Py pontpéart
a megfelelé Py, Py pontparba transzformalja, mégpedig olymddon, hogy
a PP, és PyPy egyenesek irdnya azonos.
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A leképzés itt is a leképzématrix rangjanak a megvaltoztatasit esz-

1

kozli
o(m-uy od@n-u):;
* Iz oy
Do o(w-m) o(m-p)
_ﬁ_ ox o ay
dot I — S U - Ug M M U= Uy )

VI, 0 - U m

milm

[ RIS jm_r

m.-<m ~ -1
] Ve Uy

N

Uply — Uy uy) ~-u ‘mr Uy Uy ny,) -~ (ml__ Uy - Uy MYy

Mmy v —-0v,m ‘

my my |

e uy |

m”l,
|

Uy

d(m, v) d(m, u)]
- l)

mim-det D -1

d(x, y)

vagy mas alakban

— d(mu, mv)

det D .- —
a(z, y)

o, y)J
m g, my|
m{—u u,

—0U vy Yy

Az m = const eset azt jelenti, hogy az u,v sikban minden iranyban

egyenld mértékvaltozas toérténik.

m 0 0
det D - mi--u u, Uy | — m®-det D
voovy D,
vagy _
D = m2D.
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Magatol értetédik, hogy egy differencidlegyenletben a két atalaki-
tast egyidejlileg vagy egymasutan is végrehajthatjuk. Ebben az esetben
a leképzdditerminansra azt kapjuk, hogy

m my; my 1 m, my
. d(mu-a, mv--b)
det D — - = mi--Uu Uy Uy|l+{ u a, d,| 7T
a(x, 1) ' v
o Uy Ty == b.z: 1)_1,

o{a, v) Cm o, b)

m- - m - ,
ax, ) a(z, y)

amely m = 1 esetén az eltolasnak és a = 0; b — 0 esetén a hasonlosagi
transzformacionak felel meg.

Példak: 1.
y @

Az f =
Y y+2x

differencidlegyenlet iranymezejet az
U =y s vy =y vagyls vy = uy
= —2x; v»y=2x vagyis vy = —x

leképzbtfiggvények segitségével egy x és egy y szerint szamozott pont-
soros nomogramm jellemzi.

2.
. dxr—y + 7
2x +y--1

Az : Yy

differencidlegyenletet
oy (—4x—)

Yo Yy a1

alakra hozva az iranymezejét az

u =1y; vy = — Yy Uy = —2x + 1, Vy = - 4dx - T

leképzétliggvények segitségével két filiggvényskalaval abrazolhatjuk,

amelyek a Dy = — Uy és Ve = 2us — 9
egyenesek.
3.
xP—y —13
AZ :U' = y

mE
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differencidlegyenlet nomogrammija egy

Uy = uyp+12 egyenes
és az U = — v parabola
up = —y° , Uy = a°— 25
mely az és az R
vy = Y vy =x>- 13

leképzéfiiggvények segitségével nyerheto.

4.

B R
Az = =
xt—y

iranymezejét szintén két pontsoros nomogrammal jellemezhetjik, ahol

ILL:A'Z U~
9

vy = x° Vs

N

I

y?
Yy

azaz ve =t ju,

Az emlitett példak természetesen mas osztalyokba is sorolhatok.
Az abrakon nomogrammok segitségével megrajzolt integralgdrbék is 1at-
haték elsé megkozelitéshen.
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