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HAROMSZOGEK SZOGEINEK LINEARIS
FUGGETLENSEGEROL

H. MOLNAR SANDOR

Ismeretes, hogy ha egy ¢ természetes szam primhatvanytényezés felbonta-
saban nem szerepel 4k + 3 alaku primszam paratlan hatvanyon, akkor ¢ fel-
irhato két négyzetszam 0Osszegeként: ¢ = u? 4 v? (lasd pl [1] 102—105. oldal).

Ha uv > 0 akkor a = 2uv, b = u?— v?| és ¢ oldalakkal egészoldalu derék-
sz0gd haromszog szerkeszthetd., Az ilyen tulajdonsagu szadmharmast a tovabbi-
akban (aj, b;, ¢j)-vel jelsljiik, az a;, by, ¢, egészoldalu derekszogl haromszog
egyik hegyesszdgét pedig

a; bi
.-vel | &, — arclg vagy 4, = arctg - -
. by Ay

A tovabbiakban feltessziik, hogy az a, bj, ¢; egészek relativ primek. Ha
¢ =4k + 1 alaku prim, akkor pontosan egy (a, b, ¢) szamharmas van fenli
tulajdonsaggal, mert szempontunkbodl (a, b, ¢) és (b, a, ¢) egyenlének te-
kinthetd.

Tekintsiik a 4k + 1 alakt primek egy n elem(i halmazat és a hozzajuk
mint atfogdkhoz tartozd egészoldali derékszégd haromszogek egy-egy ©; he-
gyesszogét. S. Chovla, P. Hartung és G. Sterling {2]-ben a koévetkezd kérdést
vetette fel. Teljesiil-e

>0, =0 1)

i=1

raciondlis r, szdmokkal a trividlis ri=0{1=1,2,...,n) eseitsl eltekintve?
A problémaéara a valaszt is megadtak. Az n = 2 esetben bizonyitottak, hogy ha
) és Oy egy p, illetve g atfogdju egészoldalu derékszégl haromszoég hegyes-
szoge, ahol p és g kiilonbozd 4k -+ 1 alaku primszamok, akkor ©&y és s lineari-
san fiiggetlenek a racionalis szdmok teste f616tt, vagyis ry @y 4+ ry ©; = 0 racio-
ndlis 7y, ry esetén akkor és csak akkor teljesiil, ha ry = ry = 0. Utalnak r4, hogy
tetszbleges n > 2 esetén analég modon lehet bizonyitani.

A [3]-ban olyan egészoldali derékszdgli haromszogek hegyesszogeivel
foglalkoztunk, melyeknek az &tfogoi nem feltétlentl primszamok. Megmutat-
tuk, hogy a [2]-ben felvetett problémaéra a valasz nem nyilvanvald. Bizonyitottuk
ugyanis, hogy ha k és m tetszllegesen adott pozitiv egészek, akkor a
k G4 — m & = 0 egyenletnek végtelen sok @y, (&» megolddsa van az egész-
oldalti derékszdgli haromszigek hegyesszigeinek a halmazaban. Megmutattuk,
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hogy ha az adott r(, 7, ..., 7, racionalis szamok k&zdtt van pozitiv is és regativ
is, akkor (1) megoldhatd az egészoldalil derékszogli haromszoégek hegyesszigei-
nek a halmaziban. Bizonyitottuk azonban azt is, hogy paronként relativ prim
atfogok esetén (1)-bdl ry =0 (i=1,2,...,n) kovetkezik, ami a [2]-ben megfc-
galmazott tétel altaldnositdsa. Az n = 2 esetben megmutatuk, hogy a feltétel
egy gyengébbel helyettesithetd, nevezetesen: Legyen & és (s az (a), by, ¢),
illetve az (as, bs, c) egészoldali derékszdgli haromszog egy-egy hegyesszoge.
Ha van olyan p primszam, mely a c¢| és ¢y atfogdk koziil pontosan az egyiknek
osztdja, akkor &, és @, linedrisan fliggetlenek a racionalis szamtest felett.

A [3]-ban még nem adtuk meg annak sziikséges és elégséges feltételét,
hogy két egészoldall derékszégli haromszidg egyv-egy hegyesszoge linearisan
fliggd legyen a raciondlis szamok teste fellett. A kritériumot jelen dolgozatban
kozoljuk. Altalanositjuk tovabba a [3]-ban elért néhany eredményiinket. Elég-
séges feltételt adunk arra, hogy két egészbefogoju derékszégli haromszog (me-
lyek atfogojanak mérdszama lehet irracionalis szam is) egy-egy hegyesszige
linedrisan fliggetlen legyen a racionalis szdmok teste f5lott.

Elégséges feltételt adunk tovabba arra, hogy két egészeldald, nem feltétlen
derékszogi hdromszog egy-egy 90°-t6l kiilonbozd szoge linearisan fliggetlen
legyen a racionalis szamok teste felett.

A tovabbiakban (a, b, c)-vel, illetve (a;, bi, ¢;)-vel jeldljik azt a harom-
szoget, mely oldalainak mérészamai a, b, c, illetve a;, by, ¢, fliggetleniil attdl,
hogy a haromszdg derékszogli-e vagy sem, illetve attél, hogy az oldalak mérs-
szama egész szam-e, vagy sem. Nem megy az altaldnossag rovasara, ha feltesz-
sziik, hogy az egészoldald haromszigek oldalainak mérdszamai relativ primek,
tovabbd, ha (a, b, ¢} egy derékszogli haromszdg, melyben a és b egész, akkor
a és b relativ primek.

Az alabbi tételeket bizonyitjuk:

1. Tétel. Legyen ¢, illetve &y az {(a|, by, ¢)), illetve az (as, b,, ci)egészoldala
derékszbgli haromszog ay, illetve a, befogdval szemkozti szége. A & és &
akkor és esak akkor linearisan fiiggd a racionalis szdmok teste felett, ha van-
nak olyan k és m pozitiv egészek, melyekkel:

1°
9

l(kj-:: 2|( gjlil ( l)l{l‘):'lk i 1{((,: JEL‘ MM%Z:,](?J”; | )( ;l(h, )m 2j |( zli, |
“ /2l g Irh k=2ra B T 2l by A,

Zlylenle) ol = 2 vl 1)
30

{ké)’l — m@é” <1

feltételek teljesiilnek, ahol @, az arcsin g'— -nek a [lg k] + 1-dik tizedesjegyig,
1
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mig a (-)’2az arcsin “2-nek a flg m] + 1-dik tizedesjegyig kiszamitott kozelitd
s

2

tizedestartje.

2. Tétel. Legyen 6, illetve &, az (a;, by, ¢y), illetve az (as, by, ) derékszogl
haromszog egy-egy hegyesszoge, ahol az ay, b;, a», by befogék egész szamok,
a ¢y, ¢, atfogdk pedig valds szadmok.

Ha van olyan p péaratlan primszam, mely a C% és ¢ pozitiv egész szdmok
koziil pontosan az egyiknek osztoja, akkor @), és (), linearisan flggetlenek
a racionalis szamtest felett.

3. Tétel. Legyen & = 90° és 6, F 90° az (a), by, c), illetve az (as, b,, c») egész-
oldald, nem feltétlen derékszégli haromszog egy-egy szbge. (Foltehetjik, hogy
A, az ai-el, @, pedig az as-vel szemkozti sz0g.) Legyen

Di+ci—a? s )
Ti)ici—‘z—» ahol (s, t) = 1, (i =1,2).

Ha van olyan p paratlan primszam, mely a t; és ty koziil pontosan az egyiket
osztja, akkor €, és ©, linedrisan fliggetlenek a racionalis szamtest felett.

A tételek bizonyitdsahoz két segédtételre van sziikséglink.

1. Lemma. Legyenek az (a, b, ¢) derékszogli harcmszdg a, b befogbdi egészek,
¢ atfogbdja egy valés szam és (a, b) = 1. Jelolje & a haromszog egyik hegyes-
szOgét. Legyen ¢? = 2%.(, q péaratlan, ¢ pedig nem negativ egész. Tetsz6-
leges k 0 egész szam esetén cos? k @ racionalis szam és redukalt alakjanak
nevezdje paratlan c? esetén cl*l, paros ¢’ esetén pedig 28-q* alakud, ahol g
valamely |a k|-nél kisebb nem-negativ egész.

2. Lemma. Legyen az (a, b, c) egészoldaly, nem feltétlen derékszégii haromszog
a-val szemkozti ® szoge nem derékszog, és legyen

bm+02_ a2 s ( t) _,
2 be Tt * '

Legyen t = 2% - ( ahol g pératlan, u pedig nem-negativ egész szam.

Tetszéleges k == 0 egész szam estén cosk & raciondlis szam és redukalt alak-
janak nevezdje paratlan t esetén t!kl, paros t esetén pedig = 27ql¥l alaku,
ahol f valamely |k «|-nél kisebb nem-negativ egész.

Ratérink a bizonyitasokra.

Az 1. Lemma bizonyitdsa: Feltehetjuk, hogy ¢ az a oldallal szemkozti szoget

jeloli, igy cos & = -b

Legyen el6szor k > 0.
Ismert, hogy

ARl
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(2)

eosk8=t0

k cosk® —(;) cosk~20:in0 + (Eﬂcos k—10sintG—+—...

ahonnan a sin? & = 1 — cos? & osszefiiggés felhasznaldsa utan

+ 25 b P a(b)

08 kO= + 251 c0s*@ + Py _s(cosl) - =

3)

adadik, hogy Py 3 (cos @) a cos @-nak, mig
P’k _s(b) a b valtozdnak k—2-ed foku egész egylitthatés polinomja. (3)-bdl

22 %% 4 9%b¥ ? Py a(b) -+ ¢ PEoalb)

cos’k6 = o )

¢

adodik. Mivel (a, b) = 1 miatt (b% c?) =1, igy legfeljebb 2c¢k-vel, vagy 2-nek
« k-nal kisebb kitevds hatvidnyaval lehet egyszerlsiteni a (4) jobb oldalat.
Tehat paratlan c? esetén (4) redukalt alakjanak nevezdje c¢2«, paros c¢? esetén
a szamlalé minden tagja oszthatd 2-nek valamely pozitiv egész kitevés hatva-
nyaval. A tort egyszeriisitése utan tehat a nevezd 23q% alaku lesz, ahol
0L <ak, ami az 1. Lemmaét igazolja k > 0 esetben.

A k < 0 esetben cos (x) = cos (—x) miatt igaz az allitas.

A 2. Lemma bizonyitdsa: Legyen elészdr k > 0.
Az 1. Lemma bizonyitasanal kapott (3) egyenldség megfeleldje most
cos @ = S{ miatt

k=1 k . 2035
coskO= £2" s j;t P’y —2(s) (5)

alaku, shol P'_,(s) az s valtozonak k—2-ed foku egész egylitthatés polinomja.

Ha t paros az (s, t)=1 miatt, csak 2-nek « k-nal nem nagyobb pozitiv egész
kitevés hatvanyaval lehet egyszerlisiteni. Paratlan t esetén (5) jobb oldalén
cos k & redukalt alakja all. Ebbdl hasonléan, mint az 1. Lemma bizonyitasanal,
mAar kovetkezik az allitas.

Az 1. Tétel bizonyitdsa:
Tegylk fel, hogy

, ) (8)
r1 @1 +r6,=10
by
ahol 7y, 72 zérustol kiilénb6zé racionalis szamok, tovabba cos @y = C—1
b, 3 - ,
cos @ = — , Ekkor vannak olyan k és m pozitiv egészek, melyekkel
"2
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k &) = m 6O, (7)

azaz

cosk &y = cosm 6, (8

Felhasznalva, hogy a haromszdg oldalai relativ primek — s ilyenkor c; és c3

paratlan — a 2. Lemma alapjan cos k 6y redukalt alakja valamely d; egésszel
dy

cosk Oy = —+ \

1 ok )

1

a cos m (&, redukalt alakja pedig valamely d, egésszel

ds
cosm 9y = (10)
Cy
A (8)-bol
di d;
K™ m 11
ct an
adédik.

(11) mindkét oldalan redukdalt tortek allnak, ezért csak akkor allhat fenn
egyenldség, ha

ch=c (12)

s igy 1° sziikségességét igazoltuk.

A k @ = m 0, esetén természetesen sink ) = sinm (), és

cos k & = cos mMq, ami ismert osszefiiggés szerint ekvivalens a 2°-ban
szerepld két egyenlettel. igy 2° sziikségességét belattuk.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

=6 —6' és 07y =0,—-0,

Mivel

0<km®" <1 mert 0< @7 <19-lekl-l
és

0<me” <1 mert 0< (7 <1011 mi-]
és

k@ —mE, = 0, ezért
k@' —m@| = k(0,—O"1)— m ((h—O")| = 1
= Ime"»—kO”] <1
ami 3° sziikségességét igazolja.
Tehat a feltételek valdban szlikségesek. Bizonyitjuk, hogy elégségesek is.
Tegyiik fel, hogy 1°, 2° és 3° feltételek teljeslilnek.
A 2° feltétel ekvivalens a

sink & = sinm @,
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és
cosk @) = cosm ¢

feltételekkel, melyekbél

k@ =m6Ey (mod 2a)

kovetkezik.
Masrészt 3°-bol
(kG—mE,| = |k("’)’|+k(")”1—m(‘;)’:—nl(')”2| =
= k@' —mEs| + k@7 —mE”y] < 141 =3
adddik.
De
k& =mt, (mod 27x)
és

[k & —m @] <2
viszont csak gy teljesulhet egyidejileg, ha
k (")1 =m @2
vagyis ¢ és @, valoban linedrisan fluggéek a racionalis szamtest felett.

A 2. Tétel bizonyitdsa:
r
Tegylik fel, hogy vannak olyan g— és -—

<
zérustél kiilonbozé raciondlis szamok, hogy

Poo+ — en=o. (13)
o] S

Akkor vannak olyan k és m pozitiv egész szamok is (k, m) = 1 feltétellel ugy,
hogy k @y = m O, és igy

cos?k @ = cos?m ;. ‘ (14)
Az 1. Lemma alapjan cos’k @) redukalt alakjanak nevez§je cf Osszes paratlan
primtényezéjével, a cos?m s redukilt alakjanak nevezbje pedig czz Osszes
pératlan primtényezéjével oszthaté. Ekkor viszont nem allhat fenn a cos?k @ =

= cos?m @, egyenlSség, mert redukalt alakjaik nevezdi a tételben szerepld
p tényezdben kiilonboznek.

A 3. Tétel bizonyitdsa:

Tegyiik fel, hogy a zérustol kiilénbézo P és s racionalis szamokkal fennall a
q r

B(")l +192 =0
q 8

egyenldség.
Ekkor talalhatunk olyan k és m pozitiv egész szdmokat, melyek relativ primek
és melyekkel

k @ = m 6,

()]
-J
Do




és igy

cosk @ = cosm ()
teljesl.,
A 2. Lemma alapjan cos k ®, redukalt alakjanak nevez§jét a t; minden péaratlan
primtényezdje, a cos m ¢, redukalt alakjanak nevezéjét pedig t» minden parat-
lan primtényezdje osztja. De akkor a cosk &) = cosm (y egyenléség nem
allhat fenn, mert redukalt alakjaik nevezdi a tételben szereplé p tényezében
kiilonboznek.
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ON THE LINEAR INDEPENDENCE OF ANGLES
OF TRIANGLES

by Sandor Molnar

(Summary)

Let a;, by, ¢; (i=1,2,...,n) be sides of rectangular triangles so that

— 4, by, ¢; are integers and c;, a;, b; are coprime

— ¢’; s are distinct prime integers

— ), is one of the acute angles of a triangle with

sides aj, b, ¢;.

It is shown in [2] that ©®; (i=1,2,...,n) are linearly independent over the
rational field. We studied this problem in [3] when ¢’ s are not necessarily
prime integers.
In this paper — in case n = 2 — we give a necessary and sufficient condition
for the sides so that €’; s are linearly dependent over the rationals. If the ¢;’ s
are not necessarily integers then we prove a sufficient condition for the sides
so that ®; (i = 1, 2) are linearly independent over the rationals.
Among others we prove the following result.

Let ai, by, ¢4 and as, by, ¢z be sides of two arbitrary distinct triangles, let
aj, by, ¢; (i =1, 2) be integers and

bl +el - u?
6, = arc cos ——'2—;1 o b — e cos 4 T 907,

where (s;, tj) =1 (i =1, 2). If there is an odd prime integer p, which divides
exactly one of t; and t), then ®; and @, are lincarly independent over the
rationals.
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