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����� ������� �������� 
������ 4128× 1285- - - - - - - - - - - - '&=
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C-E ��������� �� ��������� ���� ���  .��.� �������� 	���� �

��6���� ������� �������� 
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� �	��������

������ �(������� ����� � �
������ ���� � ��� ������� �� ��
� �(����7

����- ��������� �� ������ �(�������� �� 	� � $���� ��
���� �� ������

��
�7
����� ���������- "� 
�� ���� 	� ���� � 	���$������ �6����$� ������

������$� ������ �� ������� ��������- � ������ �(������� �� � $���	�� 
�����7

����� �� ����$���� ������� ����������� �� ��������������� �� � ����� L'M-

������ �(��������� �� )��� �� ����� ��������� ��$�� �7$��	�� ��

����7

��� ���� � ��
� ����7��7���� ����������- ����� ���� 
�� ���� ��
���
��

������ 	� ������ ��� ������� �� ������ ��� ������ 
���� �� ���*� )����-

�(����
�� � L%M �������� ���� ������ �(�������� ������ � $��� �
������

���� � ��� ������� �� $��	�� ��

������� 	��)�� ����*���- ��� ������ �(7

������� �� � ����*�� ������� ��� �	��� BB ������ �� ��� ������� �6���� AE

������ �� ����
���� �� ��$���� 	� $���� ������� �� ��� = ������ 	�

��� ���*� )����-

9���� ������ �(�������� ��������� ������H�� � ����
���� �6���7���������

���*� ��� ������ ���� ����� ����� ������� �� �������� LAM- ;?������< �� ���� ��7

������� �� � 	���� ������ �(������� ��� ��$�����- �������� ��� ���������

�� ����� �(�������� 
�� $��� 	��)�� ���$������� ��
�� �� ����� �����7

�H� � )��� ���� �� ��6���� �(��������- ��� �(�
���� �$� �� )� ��� ��
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����� )��� ��
���8� ����� )� �� ������H� ��� �����8� ������ �(�������
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���� �� �
��� �������� L'� BM- ���� �������

������ ��� 
�� �	/����$� �� ������ �� ���	��
�- �������
���� ��� ������ ��7

���H���� �� �������� ���� )��� 	���� ����������� �� ��� �������� �� ��� ��

�� ���� �������-

�� ������ ��
�������

��� ���
��� ���� �� ���� �������� �� �� ������ �
���
�� �� �$������ �

�$�� ������ �(������� ��������� �����
 ���� $������ ����������� ������

���������- ���� ���� )��� 	� �����H�� ������� ��� �����)�� �	/����$��:

• �� ��$��� ��� *�)����� � ������ �(������� ��������� 4���5 ���7

��
�-

• ��$������ ��	��� ��
����� $���� ��������� ��� ��� ������� �� �����7

���� �� ������ �(�������� ���
 ������ �
����� �
��� �������� ��

$�����-

• "
���$�� �� ����
�H�� 	��� ������� �(������� �� �������� 
������

��� ������ �(������� ���������-

• �� �$����
� ��
� �� ��� �����$������ �� ��
������� �� �(����� ������

�(������� ��������� 
������-

�"�"� �����	 #��
����

���� ��� ������ ����
��� �� ��)�� ��� �����)�� ��������:

'- 2��� ��� ��� ��$������ �� ���������� �� �(����� ������ ���������

���������N
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��� ���7��������� ��� ������ �(�������

��������� ����� ����
����N

A-  �) �� ����� �) ������� �(������� 
������ ��� ��� �����
 ����

�$����
� ���������� �� �(����� 
������N

@- �� )��� ������ �� ��� �������������� ������� ���� 	� ��
������� )���7

��� �������� ���� �� ��� ������������ ��������N

B-  �) �� �
���$� ��� �(����� 
������ �� ��) �� ����� �) ���������7

��� ���������� ���$���� ������ ��������� �������� �� 	����� ��
7

��������� �,����� )�� ��
����� )��� ��� �(����� ���������N
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�� ������ ������ ��������� ��������� ������� ����� ����������� �� ��� �
7
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����� �� ����- ��� *�� �������� )��� 	� ��

�����$� ����
�� ��� ������
��� $�� ���7���������� ������� �(������� ��
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��� �����������7

���� 4����� �������� �����5 �6��� ��� ��������� �� � ����-

��$���� 
������ ��$� 	�� �������� �� ���� )��� �	�$� ���������- ���

���������7	���� ��������
� �$��� ��,������� � A7� 
������� ���������� ��

�����- �������
���� ��� �� ������ �(������� �� ���� ����� ��� $������� ��

A7� ���������� �6���� ��� ������ ��������� �� 
�*�� ��� 	������ 	��)��

���� �� �7���� ������ ��
���( L%CM- ���������� ��� ���������� ���� ��������

��������
� ��� 
����� ������� ��� � ��������� L%=M- ?�
����� ���������7

���� ��$� 	�� �������� ��� ���� ��������� ������� ��(��7	���� L%A� %@� %EM�

�����7	���� L%>� A&M� ����� ���� �������� LA'� A%M�  ��� )�$����� LAAM ��  ���7

��*� �������� L%B� A@� ABM- 2���� ������� �������� ������������ ����
�� ��� �	��

�� ������ ����� L%A� %@� %EM� ��� ����� �����
� )���  ���7��*� �������� L%B� ACM

��$� ��
�������� �
������$� �
������� ������� � �������� ����� ���� �����7

���- � ����� �� �����������$� ������ ��� �� ���� �
���� �� �������� ��� ���

������� �� ������7	���� ���� ���������- ���
 ��� ��� �� ��������� ����� 
���

������$� �(�
���� �� 	� ������������ �������� 	� ������	��� 
�������� ��7

����� �� ������ ��� ������� ���� �
����- G ��� ����� ���� �� �� ������$���

������ �� ������� �����$� �(�
���� 	� ����
�� ��
���� �
���� )������ ����

�
���� L%@M- �� ���� �������� �� 	� 
���� ���
������ �� � ������ ������7

��� ���	��
� �
����� ��������
� ��$� 	�� �������� �� ���� ����� ������

��
������ L%A� %@� %B� A=M 4�-�-� �������� �� ����������� ������	����5 �� ���7

���
��� ���������� 4�-�-� ����� ��)��*�� ������ ����� ������
���� ������

��)��* �� 2��)�� ������� ����� 9���� ����������� ������� $����� 
������

�� ���9����5- ���������� � ���� ���� �������� �����
 ���� �� 	� ������
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����� �� ������� �
���$� ��� �����
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��� ��
���H���� �� � ������� ���� ������ ��� ���� �� ��(�� ������� $��7

��� L'>M- " ������� ����� ��������� 4���5� �� �� �������� �� �� ���
�� ����

�(����� LAEM- ��� ������� �� ���
�� ���� �(����� � ��� $������ �����7

������ �� ������� �� 	��� ��� �
���� �� ����� ���� �� ������ ��� � ���� ����

�� 
��� ��
����� �� ��
�� �� ��� ������ ���� ��� ���
 ��
���H����- ���


���$���� �� �� �����$� ��������� � ���
�� ���� ��� � ��� �� �
���� ��

�$��� 
���� ���������� �� �������- ����7��
���H���� � �
��� ���������

����)��� ��������� ��
���H�� �� ��� ���� ���
�� ���� �� ��� �
	�� �����


�������� � ��� �
��� ��� ���
��- ?��
���H���� �� ��
���
�� ������ �������

���������- ������� ��������� �� � ��
��� �
��� �����
�� �������� ����

����
��� �� �
���$� ��� ������� �� � �
��� 	� ��������� ��� ���� �� �7

������ $�����- "� �� ����� � ������ ������ �� ��� �
��� ��(�� $�����- ��

������
 ��� ������� ��������� ��������� �� �� �������� �� ������� ��� ��7

��� �� ��)�� ��(�� $���� ��
��� �$�� )���� ��� �
��� �� �� 	� ��
���H��-

G��� ����� ��
��� )��� /��� 	� ��� 
��
�
 �� 
�(�
�
 ��(�� $����� ����

��� �
��� ���� ������� ����)�- .�� xOriginal = {xOriginal[n1, n2, n3]|1 ≤ n1 ≤

N ′
1, 1 ≤ n2 ≤ N ′

2, 1 ≤ n3 ≤ 3} ������ � ������� �
���� )���� N ′
1 ��

N ′
2 ��� ��� ������� ��H� �� �
��� ��$� ���
 ����	��� �� n3 ��������� ���

����� ������ ��
����� 4���� 0���� 9���5 ��� ������ �
����- ��� �
����

x = {x[n1, n2, n3]|1 ≤ n1 ≤ N1, 1 ≤ n2 ≤ N2, 1 ≤ n3 ≤ 3}� ��������� � ���7

��� ���� �
��� )���� ��� ������ ��� ���� �� ���) � ������ %-A4�5- ���

����7����� �
����� ����� �� � ������ ��
������ xOriginal[n1, n2]- ��� 8 	���

����7����� ���� �
����� x[n1, n2]� ��� ��)�� �� ��� ����� ��
��� ��� ��
����

0 �� 255� ��������$���- ��� ��
����� ���� �� ��
���H���� ��� ���� ��� �
7

��� �� �� ��� ��)��� �� ������� ��(�� $����� �������� ������ � ��� �
���-

��� ���� ��(�� �� ������ �� �) $���� 	�

xnorm[n1, n2] = (x[n1, n2]− xmin)(
255− 0

xmax − xmin
) + xmin 4%-'5
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xmax = max
∀n1,∀n2

{x[n1, n2]} 4%-%5

xmin = min
∀n1,∀n2

{x[n1, n2]} 4%-A5

)���� xmin �� xmax ��� ��� ��)��� �� ������� ��(�� $����� �������� ������

� ��� �
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��� ��

� ���������� �� ��� ������ ������� �(������� ��� ���

���������7	���� 
������ �� ��� ���
����� �������7	���� 
������ LA>M- "

���������7	���� 
������ ������ ����
���� �	��� ��� �
��� ��(��� �� ���

���� ��� ���� �� ���� ��� ������ �(�������- " ���
����� �������7	���� �����
��


�/�� ���� ��
����� ��K�� ������� ����� ��� ���� ��� ������� �(�������-

��� ���������7	���� 
������ �� ���
����7	���� 
������ ��� �������� �

������ %-B-' �� � ������ %-B-%� ��������$���-

�","� ��������-���� �
	��

G� �� ��� 
������ �� �(����� ��� �������� ���
 �
���� ��� ����
���� ������

�(������� ��������� �����
 �� ��� ���������7	���� ��������- �� ������

�������� ����� ��� 
������ ���� �������� ������ �(�������� 	���� � ��� ������ ��

��� ���� ��(���- ���������7	���� ��������
� ��� )���7����� �� ������ ��7

����� O�)� �������� ��
���� ������� 4���5� �������� ��
���� ���7

���� 4"��5� ����� ������� ������� 4.��5� ����� ������
��� ������� 4.��5

�� �
��� ������ L@&M- ��� �����)�� ��	������� ������ � �
	�� �� ���


)���� ��� ���������� )��� ��� �����
�-

5�	���� #���

G� �� ��� �������� ��$������ ���������7	���� 
������ �� ��� �����
 )��

������� O�) ������� L@'� @%� @AM- G������ O�) ������� ����$���� �� ����*

�	/��� 
�$�
�� )���� � �
��� 	� ����H�� ��� ����� � ��(�� ������� ��

���� �
��� ������� [n1, n2] �$�� 
������� ���
�� � � ��
� ������� �������-

��� ������ �� � ������� O�) ��
������� ��� � ���������� �
��� �� � $��7

��� [vn1 ,vn2] ��� ���� ��(�� � ��� ���� �
���+ vn1 �� vn2 �������� ���


�������� �� ��� �
��� $��������� � ��� n1 �� n2 ���������� ��������$���-

��� v = [vn1 ,vn2] $������ �$�� 
������� ��(�� �������� �� 	� ��
	��� ���

������� $������ �� ��� ��������� �� � ���������� ������ �(�������- �������
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$������ 	���� � ����� O�) �� ������ �� ��� �
��� $��������� �� ������ �������

����� �� �� O�) ����� ��
����� �$�� ����� �
��� �������-


������� .�������	 ��������
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�� ��� ����
����

��� �� ����
���� �� ��� ��(�� $����- ��� �������� 
�� 	� �(������� ���
 �

��(�� ��� 	� 
��� �� �������� ������ �� �������- �$� �� ��) ����������

��� �
	�� �� ��(��� � � ���� �
��� �� � ��� ����� �� �������- !����$���


�� �� ��� ��(��� � ������� $����� 
�� ����� ������ ����
���� )���� ��

������ ��� ���������- "� �� �����	��� ��� �(�
���� ���� ��(��� ������� � ������

������ �� ��� ���� 
�� �� ����� ���
 �� ������ �(������� �� ������� ����

������� ������� ��� ����������� ��������� �� ��� ������� $�����- ������

�����	����� �� ���� �� ��(�� $���� � ��� ������� $����� 
���� 	� ��
�������

������� � ����� ��(���- " 	��� ������ ��� ������� $����� ������ �������

����
���� �� ������������ ������
��� 
���� �
���$� 	� ��
�$�� ���

�����O���� ��
�����-

G� �������� �� ���� )��� ��� ���	��
 �� �(�����$� ��
��������� �� ��

������ ��� ��
��������� 	� ����� ��
	��� �������� L@@M- ��� ������� ��
7

������� �� � ����� 
����� )���� ���/���� ��� ����7��
������ ���� ���

� ��)�� ��
������ �����- ����� ��� ��$���� ���������� �� ���� �6����$�

����� �������
�����- �������� ��
���� ������� 4���5 ���*� � ���/��7

��� ���� 	��� ��������� ��� ������� ���� � � �����7������� ����- ��$����

���������7	���� ��� �����
� ��� �������� ��
���� ������� 4���5 �����

�� �(������� ������������ L'� '%� @BM- 0�$� ���� ���� ������� $������ z� ��

� ����
 $����� �� !7��
����� �� !7���
���� ��� �� ������� � ��� �� Nf

������� $������� ���
�� � ������� 
����( )��� �� ������� $����� ��� ����
-

z = {z[m,n]|1 ≤ m ≤M, 1 ≤ n ≤ Nf} 4%-@5

��� ��� L@@� @CM �� 	� ���� �� �� � ����� �������
���� 
����� ��� ����7



������� �� 	�� ����� ��!��" 'C

��� M7��
������ ������� ����� ��� L7��
������ ������� ��	������ )����

��
���� L << M - ��� �) ������� $������ ��� ����� 	�:

y = {y[m′, n]|1 ≤ m′ ≤ L, 1 ≤ n ≤ Nf} 4%-B5

��

y = wT
pcaz 4%-C5

)���� wpca �� ��� ����� M × L �������
���� 
����(� ��� ����������� T ��7

���� ��� �������� �� � 
����( �� ��� ����
� �� wpca ��� ��� L ����$������

���������� )��� ��� L ������� ����$����� �� ��� ��$������ 
����( c )���� ��

��$� 	�

c =
1

Nf

Nf∑
n=1

(z[m,n]− zμ[m])(z[m,n]− zμ[m])T 4%-=5

��

zμ[m] =
1

Nf

Nf∑
n=1

z[m,n] 4%-E5

)���� zμ[m] ��� 1 ≤ m ≤ M � �� ��� 
�� �� ��� ������� $������- ������ %-@

���)� � �(�
��� �� �)� �������� ��
����� 4���5 ��� ����
 ����-

����������

��������� ����� �� � ���������7	���� �������� �� ���� ��������� ���� ���*�

�� ������� ��� $������� � � ��������� �� ���� �
���� �� ���� ���� ����
����

�� ����� �� ��
���� �
���� �� ���$����� ����� � � �������� 4�� ������� ��

� �����7	���� �� �������7	����5 
���- ������������ ��� ��������� ��� ���

�������� ��
����� 4���5 �� � ������	���� �� ������ �� ����$������� ���

����$������ �� ��� ��$������ 
����( �� ��� ��� �� ���� �
����� )���� � �
���

)��� N ��(��� �� ��������� � ���� 4�� $�����5 � ?7��
������ �����- ���

���� �� ���� �������� ��
����� �� �������� ��
� ����� )�� ��$������ 	�

����$��� �� F��	� L@=M �� ���� 	� ���* �� ������ L@EM ��� ���� ��������

�� ���������-
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��

��� �������� �������� �� ��������� 	� 
�� �� 	� ��� ���� )��*�� ��7

���� ��������� ��������� L@EM �� �� ��� ���$�� �� ��� 	���� ��� �� �� ���

��� ��

������ ���� ��������� ��������� ��������- ���� ��� ������ ��$����7


�� �� ��	�������� ����� ��$� 	�� 
�� �(������ �� ��� ������� 
�����

�� 
�� �) ��$����
��� � ����
���� ���� ��������� �����
�- ��������


����� �� ����� ���� ��������� �� � 	������ 
����� ��� ��
������ �� ��
�7

������ ��� 
��
�
 �(������ ������
��� �� ���� � �����
- ��� 
���$����

	���� ��������� �� �� �� )���� �������� ��� �
������ ��� ������������ ��
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)���� ��� ��- ���� ������� ������� ��� ��
��������� �� ��� ������ ����

���$�� ��� ����� �������� ���� ��� �������� ��� ������������- ����$������

�� ����$����� ��� ��
����� �� ��� ��$������ 
����( �� ��� ������ �
7

����- ��� L ������� ����$������ ��� *���- ������� ��� *�) ���$������ ���

���/����� ��� ��� ���� ����� �� ����� )������ ��� ������- ��� �
���� ���

��$����� ���
 �)�7��
������ 4%7�5 
����( �� N ×N ��(��� 4x[n1, n2]5 ���

� ��7��
������ 4'7�5 $����� 4xf [•]5 �� ��H� N2- ���� ��$����� �� ����7

���� 	������ � %7� ������ 
����( �������� �� ������� $������ �� �������� ��

��
���� ����$������- ��� ��������� ��� ��
����� ��� �������� �� ��� ��

��� ���� �
���� �� �� �����)�:

• ��� ��� 
�� �� Ns ������ ������� $������

xf = {xf [•, i]|1 ≤ i ≤ Ns} 4%->5

xf
μ =

1

Ns

Ns∑
i=1

xf [•, i] 4%-'&5

• ���� ������ ������� $����� ��6��� ���
 ��� �$����� ������� $����� 	�:

xf
d [•, i] = xf [•, i]− xf

μ 4%-''5

• ��
���� � ��$������ 
����(� c� ��� ��� ������ ���:

c =
1

Ns

Ns∑
i=1

xf
d [•, i]x

f
d [•, i]T =

1

Ns

AAT 4%-'%5

)���� N2 ×Ns 
����( A = [xf
d [•, 1],x

f
d [•, 2], · · · ,x

f
d [•, Ns]]-

• ��� ��� ����$������� uk� �� c ���� ��� 
�(�
�
 ����$����� 4λk5 ��	7

/��� �� ��- 4%-'@5:

λk =
1

Ns

Ns∑
i=1

(uT
k x

f
d [•, i])2 4%-'A5



������� �� 	�� ����� ��!��" '>

uT
l uk =

⎧⎨
⎩

1 "� l = k

0 G����)���
4%-'@5

"� �� �
��������� �� ��������� ��� ��$������ 	���� � ��- 4%-'%5- ��� 
�7

/�� ��,������ )��� ���� �� ���� ���� ��
������� )��� ������� � ����� �
	��

�� ����$������ 4N2 × N25- ��� � 256 × 256 �
��� ���� 
��� ���� �� 
���

��
���� � 65536 × 65536 
����( �� ��������� 65536 ���������- ��
����7

�������� ���� �� �� $��� �,���� �� 
��� �� ����� ��������� ��� �� ������ ���

������������- � �$�� 
����� )�� ��������� 	� ���* L@EM 	���� � ��� ���

�� ��������� ��� ��$������ ��� ���������- ��� ��$����� �� ���� 
����� �� ����

�� ��� ���� �� �$������ Ns ������ �� N2 ���
���- #������� Ns << N2

�� ��� � ��) �������� ��
����� 4���������5 )��� 	� ����$��- ��� �
���

�� ����������� �� 	� ������
�� �� ������� ���
 ��� �
	�� �� ����$������

4N2 × N25 �� ��� �
	�� �� ������� $������ � ��� ������ ��� 4Ns5- .��

c′ = ATA� )���� c′ �� � Ns×Ns 
����( �� ν ��� Ns ����$������ �� c′- ���

��������� ��� ��$� 	�

ul =
Ns∑
k=1

νlkx
f
d [•, k] 4%-'B5

)���� ul ��� 1 ≤ l ≤ M � ��� ���������- ��� ������ �� �������� 
����� ��

�(������ � ������( �-

!���������	 .�������	 ��������

" ���� ��� ���/������ �� ���� ���� ��� �������� ��
����� ��� ������7

������ 	�� ���� ��� �� ���������� ������������� ��������-  ���� ������

������7����� �
��� ���������� ���� �� ������ ���� 
�� ��
�� ������ ���

���� ��
����� �$� ����� ��� �� ������
�� L'M- "������� ��
����

������� 4"��5 �� � �������� ��� ��
�$�� ���� ���������� ���
 ��� ����

���� ��� L@>M- " ������� �� ���� ��� �������� ��
����� �� "�� ���

�������� ��������- ����� )�� ���� "�� ��� ��
���� �������� �� � ���7



������� �� 	�� ����� ��!��" %&

���� ���� � 
����� �� ������� 
��� 	� ����� �(������� �� ��� ������� ��

��� ��� �� ��
�����- G� �����	�� 
����� �� ��� ����� ������
��	������ �����

�� ��� ����� �� ��� 	��)�� ����� �� )���� ����� $������ �� � ��������

��
���� )�� ������� �� ��� ������ ��� L'M-

�","� .� 
���-���� �
	��

!�� 
���� ��� �����
� ��� ��� ���
����� �������� �� ������ *�� ������

����� �� )��� �� ����� ����8� ������$� �������� �� ���� ����� �� ��� ���� ���7

���� $�����- ���� ��� �����
� ��� �������� �� ���
����7	���� �����
�- ���

*�� ������ ����� )���� �������� ��� ������H�� ��� *�) �� ������� ����� ��

��� ����- ���������� ����� ���� �������� ��� ������� ���� ��� ����� ���	��)��

��� �� 
����+ ��)�$��� ��
� ��� �����
� ��� ��H�� �� ������� �����

������	���� �$�� ��� ����� ����- ��� 
���$���� ��� �
������ � ���
����7

	���� 
����� �� ���� ������ �(�������� �6��� ��� ������$� ������� �� ��H�

�� $������ ������ �������� �� ���� 	� 
������� ��� 
�$�
�� �� ������ ��7

���� ������ ��� �������� ������ �(������� �� 	� �����
���- " ����� ���

���
����� 
������ �� 	� �6����$�� ��� �������� �� ����� ������� ����� 
���

	� �����
��� ��������� ��� � ����7��
� �����
�� ���� 
��� ���� 	� ����

����*��- I������ 
������ �(��� )���� �� ������ ��� ���� �� ��� ������ ����

�� ������� ����� 
������� ����$� ��������� !����� 4��!5 LB&M �� �������

O�)- !�� ��� �����
� ������� 
���� ������H���� �� ��� ������ �������� ���

��� ���� ���
� � � $���� ������� �� ����������� ����� ����� �� 	� ����*��

����
��������- G���� ���������� �� ������� ���� ������� �� ��������� ���
 �

���� ���
� �� ��� $����- ��� �(��� ���� �� ������� $����� ���� �� �(������� �

� ���
����7	���� ��� �����
� ������ � ��$���� ����
����� ������� ���

������$��� �� ����*�� ����� � ��� ����� )������ ���� %7� �� A7� ������� ��

����*�� ���� �� ��$����� � ��� �� ������� �������� ��� ��� ������� $�����-

���� �� ����� ����
����� ��� ��� ��$����� �� �����$�����- ��� ������� ��

����*�� ����� ��� ��$����� �� A7� ������� ���� ����*�� �� ���� ��� ��������

��� �����
� ��� 
��� ��	��� �� ���7��7���� ���� ������� ��� %7� �����
�-



������� �� 	�� ����� ��!��" %'

��� �����$����� �� ���� ����� A7� �������� 
��� ������� 	� ��7����������

���
 %7� �
��� ����+ ��� ��������
� ���� �� ����* ������� ����� ��� ����


��� ��
���( �� ���)��- " ���
� �� ������� �(������� L'%M� ��� 
��� �����7

������� ������ � ��� ����� �� ���
����7	���� ��� �����
 �� ��) ��� ��� ��

������ ������� $������ �� ��$����� ��� ��������- ��� ��
����� *�� �� �������

$����� � ���� �����
� ������ ������ ��� ������$� �������� �� ��6���� ������

���
��*� �� ��� ��������
��� �� ��� ��
� ������� ����� 	��)�� ���
�� �

� $����- " ��� ���
�� ����� ������$� �������� ��� ���� ��
���H�� 	� ��� ����

��H� �� �
���$� �������H���� ������
��� ������ ��6���� ��
� ��	/����-

��� �����)�� ��	������ ������� � ��$��) �� ���
����7	���� ��� �����
�

	���� � ����$� ��������� !�����-

��	��� �����
���� )�����

��� ����$� ��������� !���� 4��!5 �� � ��)����� 
����� ��� 
������ �

��
	��� 
���� �� ����� �� ��(���� ��� ������ ������� ����� �������� LB&M-

" ��� ��!� ��� ����� $�������� ��(���� $������� �� ����� ������������

��� 
������� ���� ����� ����� �����
� ��������$���- ��� ����� 
����� xs ��

��(���� 
����� xt� �� 	� ����������� �� �����)�:

xs = xμs + Escs 4%-'C5

xt = xμt + Etct 4%-'=5

)���� xs �� ��� �������H�� ������ xt �� ��� �����7���� ��(����� xμs �� ��� 
��

����� �� xμt �� ��� 
�� ��(���� � � 
�� ������ �����- Es �� Et ���

��� 
������� ������	�� ��������$���� ��� 
���� �� $������� ����$�� ���
 ���

������ ���� cs �� ct ��� ��� $������ ���������� ��������$���� ��� �������H��

����� �� ��� ����� ���� ��(����-

�� �������� � ��!� � ��	����� ������ ��� �� ����� � )���� ����

�
��� �� ����
����� 	� ���� ��������� ��� ���������� �� ���
��* �����



������� �� 	�� ����� ��!��" %%

����� ��� 
�� ������ ��������- ��� ��������� 
���� �� ��� �	����� 	�

���������� � ����� 
���� ���� ��� ��������� ���� �� � ��(���� 
����

���� 	��� ��� �
��� ���� �� ��� ��������� ����- ����� �	����� ��� �����

�� ��� ��(���� 
������ � ��
	��� ��������� 
���� �� �	����� 	� �������

�������� ��
���� ������� 4���5 �� ��� ����� �� ��� ��(���� ���,�����-

��� ����������� 
���� �� ��� ��$� 	�:

x′
s = x′

μs
+ Φsc

′
s 4%-'E5

x′
t = x′

μt
+ Φtc

′
t 4%-'>5

)���� Φs �� Φt ��� �������� 
������� ������	�� ��� �������� 
���� ��

��
	��� ��������� $��������� )���� ��� ����$�� ���
 ��� ������ ���- x′
μs

�� x′
μt
��� ��� 
�� ����� �� ��� 
�� ��(���� �� ��
���� � ��� ������

���- c′s �� c′t ��� ��� $����� �� ��������� ����
����� ��������� ��� �����

x′
s �� ��� ��(���� x′

t ��
����������- ������ %-B ���)� ��� ������� ���� �

��� ���� �
��� ����� ��� 
�� ������ ��������-

������ %-B: �����
� ������� ��
 ��&�
�� ��	
������� 2

��, "�	���� ���������

��� ������� �������� �� ��� �������� �� �������� � ��	��� �� ����$�� ��������

��� 	������ ��	��� ������ 
�����- "� ��� � �6��� � 	��� ��� ��
���������

��
���(��� �� ��� ������� �� ��� ������������ ������� � ���
� �� ���������

������� ��	� 
	�������� ��������



������� �� 	�� ����� ��!��" %A

���� �� ����� ����- "� �� �������� ���� ��� ����
���� ������� � ��� ��������

�������� �� ��,���� �� �����
�� ��� ���� ����� ���������- ��� 
�� ��������


�� ����������� ������� ��� ��
���(��� �� ��� ������ �� ������������

���*�� )������ ���� �������� �� �������� 
�� ��$� � �����
���� �6��� � ���

������������ �������- ������� �������� 
������ ���� ��� �������� ��� ��
���

������	����� �� ������� 	������ �� ��6���� ������� ���� � ������������ ���*�

)��� 
��� ��
���( ������	����� �� �$�������� 	��������- ����� ��� �)�

������ ���������� �� ������� ��������: ������ �� )������� L%&� B'M-

��� ����� 	���� ���������� ��
 �� ��*�� �������� �� ������� ��	���� �7

��������� �� ��� ��������� 4���������5- ���������� ��� ������������ �������

��� �� ��*� ��� ������ ����� ��� �������� �������- ��� )������7	����


������ � ��� ����� ���� ������ � ����
�� ��	7��� �� �������� 	� 
��
�H7

�� ��� ������������ ����� L%&M- 2������ 
������ ��������� ������� �(����$�

��
������� �� ������ ��� ��� 	��� ��������-

��� ��	��� ���������� ��� �	/����$� �������� ���� ��*� ��� ������ ���

����7����� �� ����7����� $�������� �� )��� �� ��� ������������ �������- ���

�����7	���� ���������� ��� �� ��� ����� ��
��������� ��
���(���� )������ ���

)������ �� ��� ��	��� 
������ ��� 
��� ��
���( �� 
��� ��
�����������

��
����- ��� ���������� ��� ���) � ����� ����������� �� �� ����������

������� �������� 
����� LB%M� ��)�$��� �� �7�(������$� ������ 
����� ����

�� �������� �� �� ��� ����
�� ������� ��� �� ������� ���$���� � ������	��

����� ����
�
- !������ 	���� � 
������� ���� �� ���������� ����
� �����

���������� 	��)�� ���� �� ���� ����� ��	������ �������� 	��)�� ���

������ ���������� �� ��� ��6���� �������- ��

��� ���� ���� ��������

��������� ��� �� �$����� ���� ����� �������
����� ���� �� ���� ������

���� � ��� ���7��������� �����- ��6���� ������� �������� �� ��������


������� ������� ��� ��� L@CM� ��� !����� "���
���� 4!"5 LBAM �� ���	��

����
�H���� ��������
�� �-�-� ������ ��������
 40�5� �� ����� ����
�H����

4��G5� ��� 	�� ���� ��� ������� �������� L%&M-



������� �� 	�� ����� ��!��" %@

��- ��	���.�	����

� )��� ���� �� ���������� ��$� 	�� ������� �� ��� ����
���� �(������� �����7

���� ���	��
 L@A� B@� BB� BCM- F7?������ ?����	���� 4F??5� 9������ ������7

���� !����7����� .�� ���������� ������� $����� 
����� 4�I!5� ����� ��)��*

4??5 ��� )����� ���� � ����������� ������ ��� ������������- ��� F?? ����7

����� �� �I! ��������� ��� �������� � ��� �����)�� ��	�������-

�"/"� 0-*���
 *��	���� ������1�

��� F7?������ ?����	���� 
����� �� � ��������� ������������ ��������
 )����

��� ���� ������� $����� �� ��������� 	���� � ��� ����� ���������� 	� ��� 
�7

/����� �� ��� F ������ ������� $������ �	����� ����� ��� ������ ������� LB=M-

0�$� � ���� ������� $������ ��� ��������
 ��� F ������� ������� $������

���������� ��6���� �(��������- ��� �������� $����� ������� 
������ ��

���� L��- 4%-%&5M- ��� �(������� ���������� 	� ��� 
�/����� �� ��� F ���7

��� ������� $������ �� ������� �� ��� ���� $�����- ��� �������� �������

4||xf − yf ||5 	��)�� ���� ������� $����� 4xf = [xf
1 , x

f
2 , · · · , xf

n]
T 5 �� ���

������ ������� $����� 4yf = [yf1 , y
f
2 , · · · , yfn]T 5 �� ����� 	�

||xf − yf || =

√√√√ n∑
i=1

(xf
i − yfi )

2 4%-%&5

�"/"� ������
 2�
�� ���	��

"
���$�� ��������� �6����$���� ��� 	�� � ���� �� �����$� 
����� ������

�������� �$�� ��� ���� �)� ������� �� ���� )��* ��� ��� �� � �) �������� ��

�����7��7���7��� ����������� ���� �� ������� $����� 
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X = {(xf
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)���� xf
i ��� ��� ������ ��
���� �� ci �� ��� ����� ��	�� �� x

f
i - ��� �����

��������� 4h(xf )5 ��������� ��� �� �� � ������� ������ ��$� 	�

h(xf ) = sgn(〈d,xf〉+ z) 4%-%%5

��

sgn(τ) =

⎧⎨
⎩

1 τ ≥ 0

−1 τ < 0
4%-%A5
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j ||2
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 ���� �� ��� )����

����� 4Wj5 L��- 4A-'5M �� ��� ��(�� ��
 �� ���� ���������� ����� �������

�� 	� �	����� 	� ������� �
����- ������ A-%4	5 ����������� ��� ��
�������

������� ���� ������� 
�����-

Vh =

Nb∑
i=1

(Bi)−
Nw∑
j=1

(Wj) 4A-'5

)���� Vh �� ������� $����� Nb �� Nw ��� ��� �
	��� �� ��(��� � 	���* ��

)���� ������ ��������$���- ��� ������� �
���� ������ xsum[n1, n2]� �� �������

[n1, n2] ������ ��� ��
 �� ��� ��(�� $����� �	�$� �� �� ��� ���� �� [n1, n2] ��

���) � ������ A-%4�5-

xsum[n1, n2] =

N ′
1∑

n1=1

N ′
2∑

n2=1

xOriginal[n1, n2] 4A-%5



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% A@

��� ���

������ A-%: ��� $�� �	
���� ����
�� ������ ��� +��������� ������ �� ��� 	���� ���

�� �	
���� 
������� �����
��

)���� xOriginal[n1, n2] �� ��� ��(�� $���� �� ���� �
��� xOriginal- ��� ������� �
7

��� �� 	� ��
����� � ��7���� �$�� ��� �
��� ���� ��� �����)�� ���������

������� L%BM:

xcum[n1, n2] = xcum[n1, n2 − 1] + xOriginal[n1, n2] 4A-A5

xsum[n1, n2] = xsum[n1 − 1, n2] + xcum[n1, n2] 4A-@5

)���� xcum[n1, n2] ������ ��� ��
�����$� ��) ��
 ��

xcum[n1, 0] = 0, xsum[0, n2] = 0 4A-B5

0�$� ��� ������� �
���� ��� ��
 �� ��(�� $����� )���� � ���������� �����

�� ��� �
��� ������ )��� ��� ��������� �(�� �� 	� ��
����� )��� ���� �����

��������� 4�-�-� ������ ��
�5- ��� �(�
���� �� ��
���� ��� ��
 �� ����� �

� ������ A-%4	5� ��� �����)�� ���� ��������� ��� ��������: A4+A1−(A2+A3)-

0�$� � ��
��� �
��� �� 24 × 24 ��(���� ��� �(������$� ��� �� ����
����7

�H��  ���7��*� �������� 4�� ��6���� ������� �� �����5 �� $��� ����� 4�	���

160, 0005- ������� �� 
��� �� ��� ����� ��������
� ���� ��� �� ����� �����

��������� 4�-�-� ����� ��)��*� �� ������� $����� 
������ L%A� A=M5� ����



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% AB

���� � ���
	�� �� )��* ���������� )���� ���� �� �� ���������� 	� ������7

����� �� ��  ���7��*� �������- ��� )��* ���������� ��� �������� �� )�������

���� ��� ���9���� ��������
- ���� ����� �� � ����� �
	�� �� )��* ������7

����� � 
����� �� �������� �� ��* ����� ���������� ��� ��$���� �������� ����

� ��� �� ����
�H���� ��������- 2���� ���� ������ � ���
	�� �� ��$���� )��*

���������� �� ������ ���� ��� ���9���� ��������
-

.�� xh
i ������ ��� ��
���� ������� ���� �� �7���� �
����- ��� ��7

�9���� ������ ��������
 �� ���) � ��������
 '- � ��� �� Ns ��	�����

������ �(�
���� �� ��$� �� {(xh
1 , y1), · · · , (xh

Ns
, yNs)}� )���� yi ∈ {+1,−1}

�� ��� ����� ��	�� ���������� )��� ith �(�
���� xh
i � ��� 1 ≤ i ≤ Ns- Dt(i) �� �

)����� �� ith �(�
��� xh
i - ��� )������ ��� �������H�� 	� D1(i) = 1/Ns- ���

��� ����� ��������� H(xh) �� � ����� ��
	����� �� )��* ����������:

H(xh) = sgn(

Nc∑
t=1

αtht(x
h)) 4A-C5

��

αt =
1

2
log(

1− εt
εt

) 4A-=5

)���� ht(x
h) �� ��� )��* ���������� Nc �� ��� �
	�� �� ����������� αt ∈ R ��

εt �� ��� )������� ����� ���� �� ��������� ht(x
h)

��� 
���$���� 	���� ��� ������� �� ���������� �� ���� ��
��� ����������

�� ����� ����� �� ����� ��� 
��� �����$� �(�
���� �,������ �� �������

���������� �� ����� ����� ��� ��� �������� �� ���� )��� ������� ���� ���*

��*� �����- ��� ��� ��������� � AE ����� ������� �� ���������� )��� C�&C&  ���7

��*� ��������� ��
�������� �
������$� ����7��
� ������
��� )��� ������ ����

�������� �� ��) ����� ������$� �����- ��$���� �(������ �� ������ ����� �


������� $��)� ��$� 	�� �������� LACM- � �
���
������ �� ��� ���9����7

	���� ���� �������� LA@M �� 	� ���� � ��� "��� G���I ��	����- ������� ���

�(������ ��7��
� ������
��� �� 	������ ������� ���������� ��� ������ ��
�

�� ���� � �����
 �� ������ ������ L%BM- " �������� ��� ��������� ������� �� �

�(�
��� �� ��������� ������� ���� )��� � �	������ ���� ��� 4�-�-� � �
���



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% AC

����
�	*�  9��
�� 	
�����
� ����� � (��-����

!���	?

0�$� �(�
��� �
���� (xh
i , yi), · · · , (xh

Ns
, yNs)� yi ∈ {+1,−1} ��� ���� ��

�7���� �(�
���� ��������$���-
!��	����:�	���?
Dt(i) = 1/Ns

��
 t J ' �� Nc ��

'- ��� ���� �������� ��������� � ������� $���� 4Vh5-
%- ���� � )��* ��������� 	���� � � ��
	����� �� ��������- ��� �����
�� �$������� )��� ������� �� Dt(i)�
εt =

∑Ns

i=1Dt(i); yi �= ht(x
h
i )

A-������ ����
�� ht �� 
��
�H� ��� �����-
@-#����� ��� )������:
Dt+1(i) =

Dt(i) exp(−αtyiht(xh
i ))∑

i Dt(i) exp(−αtyiht(xh
i ))

��� ��


G�����: ��� ��� ����� ��������� 	���� � ��- 4A-C5

��� �� ������$� �(�
���� �� � ���� ��� �� �����$� ���5- ?�
����� ��������
�

��$� 	�� �������� �� ������� ����� ������ �� �(����� �� ������ ����� �


������� $��)�- �� ����� ��� ���

���� 	��)�� ��� ������$� �� �����$�

���� ����� I���� �� 3��� �������� ��� ���

����� ���9���� ��������
 LA@M

)���� *���� 
��� �� ��� )������ � ��� ������$� �(�
����- ������ A-@ ����������

��� ������� ��������� ��� ���� �������� 	���� � I����73��� 
�����-

������ A-A: $�� ��� 
��������
 0��
"��1� �����
�� ��
 ���� ��������



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% A=

������ A-@: +������ ���1 ������2�
� ��
 ���� ��������

4"�"� ����	�������� �
	��

��� ����	���� )���� ��� ���� ��� ���� �$��������� ��� )���7�����- ����


��� ���� ���� �
���� ��$� ������� 	�� ������ �� 	��*������ �� �
����

��� ���� )������ �� ��(����- ���������� ���� �������� �� 	��	 ������� ��

	� ���� �� ������ ��� ����- ��$���� *�� �� ������ ��� ���� �� �� ��� �������

�
���- ��	�� ����� �� ���� ��
���( ��� ����� ������ ��*� ��� ����� �� ����


��� ���������- " �������� ��� ��
� ������� ��� ��	�� ����� �� '& ��
�� ������

��� ��� ����� L'>� BEM-

��� ����� �� �
���� ���� ������� �������� �� ��� ���� �
���� �� �����

����� ��� �(������� ���� ��� ��	�� �������� L'>� @@M- ��� ��	�� ��������

������� �� � ���� �� 3× 3 ��$������ *����� ���) � ������ A-B- ��� *����

Gy �� *���� Gx ������� 	� 90 deg-

������ A-B: ( 	��
 �� ��� ����� ��%������ 1�
����

��� ��	�� *����� )��� ������� �� ������ 
�(�
���� �� ����� ����

$��������� �� ����H������ ������$� �� ��� ��(�� ����- " ������ A-B� *���� Gx

���)� ��� ������� ������$��� ���� ��� ����H���� ��������� )������� *����



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% AE

Gy ��� ��� ������� ������$��� ���� ��� $������� ��������- ��� *����� �� 	�

������� ���������� �� ��� ���� �
���� �� ������� �������� 
������
��� ��

��� ������� ��
���� Gx �� Gy � ���� ���������� ��������$���- �����

�� ��� 	� ��
	��� �������� �� �� ��� �	������ 
������� �� ��� �������

�� ���� ���� �� ��� ��������� �� ���� �������- ��� ������� 
������� ��

� ��$� �
���� xOriginal[n1, n2]� �� ����� 	�:

|xOriginalG | =
√
x2
OriginalGx

+ x2
OriginalGy

4A-E5

)���� xOriginalGx
�� xOriginalGy

��� ��� ����H���� �� $������� ����$���$� ��7

���(�
����� ��$� 	�

xOriginalGx
= Gx ∗ xOriginal, xOriginalGy

= Gy ∗ xOriginal 4A->5

)���� 4∗5 ������ ��� %7� ��$������ ��������- ����� ���� ��� �������

�� ��� �
���� ��� ���� �� ������ 	���� � 	��	 ������� L'>� CAM- " �
���

���������� � 	��	 �� ����� �� � ����� �� ������� ��(���- ��� 	��	 ���7

���� ��������
 �������� ����� ������ � � �
��� �� ������ ���
 � �� ��

�)� ����������: ��� ��������� 4��������� ��(��� )��� � �7H��� $����5 �� ���

	��*����� 4��(��� )��� � H��� $����5-

��� ���� �� ��� �
���� ��� �� ����� �� ���� )��� 	� 
����� � ������� ���7

����- �� �$����
� ���� ���	��
� ��� �������� �� ��� ������� �
��� ��� �(��7

������� 	���� � ������� �������� LCAM- ������� �� � 
������������ ��������

���� �� ����� ��� �������� �� � �
���- ��� 	���� �6��� �� ���� ��������

� � 	���� �
��� �� �� ��������� ������ ��� 	�������� �� ������ �� ����7

����� ��(���- ���� ����� �� ��������� ��(��� ���) � ��H� )���� ����� )����

����� ������ 	���
� �
�����- ��� ���� ���������� � ���� 4���������5 )��

������� ����
�������� ���
 ��� �
���- ��� ��������� ���� �� �(���������

�������� ��� ��� ����� �� ��� ���� ���� ��� �
	��� ��� ���������- ������

��� ���� ���������� � ���� 4���������5 �� ������� ����
�������� ���
 ���

�
��� 	���� � ���������- ������ A-C �� ���) ��� ������� ��� ���� ��������-



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% A>

������ A-C: ���� �������� ����� � ����� �	�
���
 �� ���� ��������

��� "	��	� 0��������

G� �� ��� ������ ��� ���7��������� �� � ������� �� �
���� �$��$�� ��������

�� � �
��� )���� ������� ������ �(������� )��� ��� 
�(�
�
 ��$�� �� �������

4�(������� �������5- ��� �$�� 
����� �� �������� )���� �� ������ ������

�������� ���� ��� ����7���
� 
����� ����
���� �������� L''M- ��� ����

���
�� ��� 
����� ����
���� 	��)�� ��� ������ ���
� �� ��� ������ ���
�

�� ���������� �� ��� ���
� )��� ��� 
��
�
 
����� ����
���� �� ��������

�� ��� ���
� ���� ��������� � �(������� )��� ��� 
�(�
�
 ������� L��-

4A-'&5M-

Fintensity = argmin
Fj

{I(Finitial;Fj)} 4A-'&5

)���� Finitial �� � ������ ���
� )���� ������� � ��
�� ���� �
��� )������ ��

�(�������� Fj ������ ����� ���
�� )��� ��6���� �(�������� �� I(Finitial;Fj)

��������� ��� 
����� ����
���� 	��)�� ������ ���
� �� ����� ���
��- ���

������ �������� ��
���� �� ��� ���� ��� ������� �� �
����-

��� "	�� ��(%����� 0��������

" ���� ������� ��� ���� �� ��� ������ �
��� )���� ��$��� ��� ����� ���� �� ����

��� ��� ��� �����
- ���� ������ �(����� ��) �� �� ��� ���� ������- ���

���� ����� �������� ���� 
���� LC@M �� ���� �� �(����� ��� ���� �� 
����

���
 ��� ���� �
���- ��� ������� �� ���� �� 
���� �� ��� ��
��� �� ����



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% @&

�� 
����� �
���� ��� ���) � ������ A-= �� ������ A-E-

������ A-=: ���� ���	���� ���� ��
 ���� �� ����� ��������� 6

���

���

������ A-E: ��� ��� ������ ���
���� �� ���� ������ ��� ����� ������ ���
����

�� ���� ������ 7

���$� �	��% &� �"'��
�(�&�&��% &����� ��	� 
	�������� �������� �����



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% @'

��+ 2�	�*��	�� "	��	� !(	�� 3��(	�� 	����

" ��� ���� ���� �� �
��� ���7���������� ��� ����7��� �
���� ��� ��
���H��

���� ��- 4%-'5 �� ���
���� ��� ����
����� �6��� L'>M- �������
���� ��� ����

�
���� ��� ������ �� � ��
���H�� ��H� ��� ��6���� �(����
��- ������ A->

���)� � �(�
��� �� �
���� ����� ���7��������� �����-

������ A->: ���� ������ ����
 	
�"	
������� ���	�

��, ������ "	��	� !(	�� )��*%���������

0�������� ��� �
��� ���7��������� ��������� �� � $���� ����� � ������ �����7

���� �� ��
����� $���� L'>M- ��� ������ �
����� ��� ���7��������� ����

����
�� �� ������ ��� ������� �� ����
����� �� �� ������� ����� �����7

������� �� ������ �
��� 	���� � 
����7����� �
��� �������-

4"7"� ���
������ ��������

"
���� ��� �������� ���
 ��� ��������� �� 
������� ������� ������� �� ����

���������� ����
����� �� �
����- ������ �
���� ��� �����
��� 	� ������

���
���� 4������ �(�������5� ��� ���� �� ��� ���� ������$� �� ��� ��
����

��� ������� �������� �� ��� ��
��� �
������- .���� 
������ �� ��

������ ��� 
����7������ �
��� ���
	��� ��
�������- �� �$����
� ���� ������



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% @%

��� ������ 
������ ��$� 	�� ������
�� 	���� � 
����7����� ����	�� LCBM-

!��������� ����	�� �$��$�� ��� ������ �������H���� �� 
�������- 2������


������� ��� ����� ��������� ����� �$�� � $����� ������ ����� �������H������

�������� �� �� ������� ���� 
����7����� ��������� �$�� � ��� �� $����� ������-

 ���� ��� ����	�� �� ������7����� ������� ��	��
�� ����� ����	��� 
��������

$������ �� ������� �� � ������� ����- !��������� ����	�� ���$�� �� � ����7

�� 
����
������ ���
�)��* �����	�� ��� ��������� � $������ �� ���������

���	��
� � �
��� ������ �� $����� ��
�����- ��� 
����7����� ����	����

���
�)��* �� 	� ������� �� ��� ��������� ������� �� ��������� �� �
7

����- 2���� ���� 
����
������ ���
�)��*� ��� �
��� ���
	�� �� ������� ��

���������� �� � ������7����� ������ )���� 
��� 	� ����
����� � ����� ��

�������� �� �����
������� �������� ��� ��������� �������- � ����� �� �

������7����� �������H���� �� � 
����(� $����� �� ������- 9��������� ������

�� 	� ��������� �� � 
������
������ ����� �� �
	���� )���� ��� *�)

�� ;��
�����<- ��� ������ �� ���� � ����� ��� ��
	�������� ������ 	�

��� �
� �� ��� ����� )��� ������ ��$�� ��� ������� � ��� �����- ��� �����

�
	�� �� ������ �� ����� �� ��� ��
���� �� ��� ����� �� �� ������ ��� ��7

��� �� ��� ��* �� ��� �����- ��� ��
����� �� � ����� n ����� T )����

	� ������ T ∈ R
∏n

1 Nn � �-�- ��� ��6���� ��
����� �� ��� ����� ��� ������


���� 4n5- 3��� ��*� ��� ��
����� �� � $����� ����� )�� ��� 	���� �� ���

$����� ����� �� ������� ��� ��
����� �� � ����� ���� ����� ���� ����

� �������
����- ��� ����� �� 	� ��� �� �������H����� �� $������ 4����

����� ������5 �� 
������� 4����� ����� ������5- "� �� ��

� �� ����� �

����� ���� �� �� ��� n′ ≤ n ��
����� �� �	��� � 
���7 
����( $�����

�� ��� �����- ��� ����� ����� n = 3 �� T ∈ R
∏3

1 Nn � ��� ����� �����	��

������� 
������� ��� �� �����):
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T ∈ R

∏3
1 Nn → T (n′=1) ∈ R

N1×(N2×N3) 4A-''5

T ∈ R

∏3
1 Nn → T (n′=2) ∈ R

N2×(N1×N3) 4A-'%5

T ∈ R

∏3
1 Nn → T (n′=3) ∈ R

N3×(N1×N2) 4A-'A5

4"7"� ������ ) �� ��������

� ������ �
��� �� � �
��� )���� ������� ������ ����
���� ��� ���� ��(��-

��� ���� ��(��� �� �� ��
��� ��,���� �� ���$��� ����� ������ ������- �����

������ ������ ����� ����� ��
����� �� ���
��� ������ � � ������� �
���

���� 
�*� �� � ���� ������ �
���- ����� ��� ��$���� ������ ������ � �
���

���������- ��� �09 �
��� ��� ����� ������: ���� ���� �� 	���- �09

������ ������� �����) ��� ������ ��������� � ��� ��
� ��� �� ��� ����

� ��
����� �������� �� �
��� ������ L'>M- ��� �09 ������ �� � ������$�

������ � )���� ���� ���� �� 	��� ������� ��� ����� �������� � $������ )���

�� ��������� � 	���� ����� �� �������- " ���� ������ ��� �09 ������ ���

���� �� 
�*� ��� %7� 
����( �� ����� ��� ���� �
���- � )���7*�) �
���

������� ��
���H���� 
����� �� ���� �� ��
�$� ��� �6��� �� ����
����� ��

������� � ��� �
���- 0�$� � ���� �
��� �� N1 ×N2 ��(��� ���������� �

��� RGB ������ ������ x[n1, n2, n3]� ��� ��
���H�� $������ xnorm[n1, n2, n3]�

��� ����� 	�:

xnorm[n1, n2, n3] =
x[n1, n2, n3]∑3

n3=1 x[n1, n2, n3]
4A-'@5

)���� xnorm[n1, n2, n3] ��� n3 = 1, 2, 3 ����������� �� ���� ���� �� 	��� 4��

�� 0 �� 95 ��
����� �� ��� �
���� x[n1, n2, n3]� ��������$���� 1 ≤ n1 ≤ N1,

�� 1 ≤ n2 ≤ N2- "� �� �	$���� ����

3∑
n3=1

xnorm[n1, n2, n3] = 1 4A-'B5

����� ��
���H����� ��� �
��� �� ������� �� %7� 
����( ����� LCB� CCM- �

����� �� � ������7����� �������H���� �� � $����� 4���� ����� �����5 �� �



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% @@


����( 4����� ����� �����5- ������ ��� 
����7����� 
������ �$�� � ��� ��

$����� ������- 0�$� � ������ �
��� x[n1, n2, n3]� )��� ����� ������ ������

4n3 = 35� ��� ������� �� ���� �
��� �� 	� � ����� ��6���� ��
�����-

" ���� ������ ��� �
��� xN1×N2×N3 �� ������� �� xN1×N2N3 )���� �� ������

����H���� �������- ���� ��� �
��� �� 	� ������� �� xN1N3×N2 )���� ��

������ $������� �������- ������ A-'& ���)� ��� ��������� �� ������� ��

������ ������ �
���- ��� �������� ��� �(������� ���
 ����� ������� ������

�
����-

���

���

������ A-'&: 0�
� ���� ������� �� ������ ��	
����� ������

��- !(	�� 3����

"
��� ���� �� � ����
� ������� �)����� $������� � 	�������� �� ������

����
���� � � �
��� L'>M- "� �� ���� � �
������ ����� � ������ ������7

��� �� ��
����� $����- "
��� ����
����� ���� 
�� 	� ������ 	� $������

�������� ���� �� ��� ������ �����
�� ��������� 
������ � ��� $������ �� ���

�����$��� �)������ �������� � ��)�� ����� ������� � ��� ��
������� ��
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$������ ���������� �)������- ���� ���� �� ����
����� ���� �� ���� 
��7

����� �� ��� �
����� ���� LC=� CEM- ��� �
����� ���� �� ���� 	� ���������

��� �
���� ����� ���������� �� ��� �
����- ��� �(�
���� ��� �
����� ����


�� 	� ��������� ����� �������� ���������� � ����7���� 	����� ��������

����*- ��� �)� 
��� ��

� �
����� ���� ����� ��� �(��7$���� �
�����

���� 4���� *�) �� ��� ����7��7������ ����5 �� ����
7$���� �
�����

���� LC=� CE� C>M- ��� �����)�� ��	������ ������	�� ��� �
�����$� ���� )����

�� ���� ��� ������ �(������� ���������-

4"/"� ���
-���-���� *���

��� �(�� $���� �
�����$� ���� �� ��
���
�� ������ ����7��7������ ���� ��

���*� ����- ��� ����7��7������ �
����� ���� �� 	� $��� )��� ����� )���

	� ��� ��*7����� ���������� $����� �� � �
��� ��� 	� 
�� ����� �����

���������� $�����- � �
��� ������� ����7��7������ ���� )��� ��$� ���*

��(��� � 	����� ������ �� 	����� ��(��� � ���* ������- ���� ���� �� ����

�� 	� ������ 	� ���� ��(���� �������7��7������� ��$����� ������� 	�� ������ �

����
�����- ����7��7������ ���� �� � 
���� ������� ��������� �� ��
�����

�
�����$� ���� � �������� �
����- .�� x[n1, n2, n3] �������� ��� RGB 4����

0���� 9���5 ��(�� $����� �� � ������ �
���� )���� 0 ≤ n1 ≤ N1� 0 ≤ n2 ≤

N2� 1 ≤ n3 ≤ 3 �� N1 �� N2 ��� ��� ����� �� ��� )���� �� ��� �
���

��������$���- ����� ��� �)� ���������� �������� � ��� ���������� �� 
���� ���

�
����� ���� ��� ������ �
���- ��� �
����� ���� ��������� �� ������ �
����

� ��� RGB ����� �� �(������� 	� �� �� ����� 
����$������ 
����� LC=� CEM-

xsp[n1, n2] =

⎧⎨
⎩

s[n1, n2] )��� ���	�	����� 1− pI

nT [n1, n2] )��� ���	�	����� pI
4A-'C5
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xsp[n1, n2] =

⎧⎨
⎩

s[n1, n2] )��� ���	�	����� (1− p)3

nt[n1, n2] )��� ���	�	����� 1− (1− p)3
4A-'=5

)���� s[n1, n2] �� xsp[n1, n2] �������� ��� ������� �� ��� �	���$�� ��(��

$����� ��������$��� �� ��� $���� �� nT [n1, n2] �� nt[n1, n2] �� �������� 	�

��	�������� �� ����� �� ������ ��
���� �� ��� ��(�� s[n1, n2] 	� � �������

$���� d � 	��� ��- 4A-'C5 �� ��- 4A-'=5- " ��- 4A-'C5� pI �� ��� �
����� ����

�����- "� �� ����� �� �� ��� ����� ��
����� �� ��� ��(�� �� ��������� 	� ���

�
����� ����� ��� ��
���� ����7���� ��
����� )��� ��$� � B&P ���	�	�����

�� 	� ��������� LC>M- ��� ����� �������� ��- 4A-'=5 �� � 
��� �������H��

�
����� ���� 
���� �� ������ �
����� )���� p = pr = pg = pb �� ��� �
�����

���� ����� ��� ���� ����� �� � ��������� ������ �
���� ����
�� ���� ���

�
��� �� ��������� 	� ��� �
����� ���� � � ����� �������� 
���- "

	��� ��- 4A-'C5 �� ��- 4A-'=5� �� ��� ��
���� $���� 4d5 �� nT [n1, n2] ��

nt[n1, n2] ������ ��� 
�(�
�
 �� ��� 
��
�
 $���� �� ��� ������� �
��� 4�-�-�

0 �� 255 ��� � E7	�� ����� �� ��� %@7	�� ������ �
��� � ��� RGB �����5�

��� �
����� ���� �� �������� �� �� ��� ����7��7������ �
����� LCEM- ���� ��(��

�� ��� �
��� 
�� 	� ��������� 	� ������ ��� ������ �� ��� ���� �
����� )���

������ ���	�	�������- ��� ����7����� �
���� x[n1, n2]� �� ���� ��� �(����
��-

������ A-'' ���)� � �(�
��� �� �
���� )��� ��6���� ����7��7������ �����-

��/ !(	�� '��	����

��� ������� �������� ������
� � ���
����� �������
 )���� 
��� ��� ����7

��� [n1, n2] �� � ������� ���
�� � � ���� �
��� ��� � ������� [n′
1, n

′
2]

� � ������ �
��� 	� ������� �� ������� � ����7�������� ���� θ- " 
���

�
���
�������� ������ �������� [n′
1, n

′
2] )���� ��� ������� ��� 	������ ��

��� �
��� ��� ������- ������� �� 
��� ��

��� ���� �� �
���$� ��� $�����

��������� �� � �
��� L=&M� �������� �� �� 	� ������ �� � ������������ � ��7

��������� )���� ���������� ��������� ��� �$��$��- ������� �� � ������� ����



������� #� 	����$ � �%� &��'���������% @=

������ A-'': ���� �
���� )��� ����7��7������ ����- 8

�� �,� �������
����- ��� ������� �������� ������
� � �������
���� ��

��� ���
:

⎡
⎣n′

1

n′
2

⎤
⎦ =

⎡
⎣cosθ −sinθ
sinθ cosθ

⎤
⎦
⎡
⎣n1 − n10

n2 − n20

⎤
⎦+

⎡
⎣n10

n20

⎤
⎦ 4A-'E5

)���� [n10 , n20 ] ��� ��� ���������� �� ��� ����� �� ������� 4� ��� ���� �
���5

�� θ �� ��� ���� �� ������� )��� ����*)��� �������� ��$�� ������$� �����-

?��� ���� ���� �
��� ���������� ��� ����� �� ��� n2 �(�� ���� ��))���-

��
���� ������� ���
��� �� 	� ����� ��� )�� ��� n2 �(�� ���� ��)���-

�$� 
��� ��� ��� �������� ��������� ��� ������� �������� �������� ������

�������� [n′
1, n

′
2] )���� �� �� �� )���� ��� 	�������� �� ��� �
��� 4�� �����

	� ��� ��
����� �� ��� ������� ���� �
���5- " ���� ������ ���������

���
��� )���� ��$� 	�� 
����� ������� ��� �
��� ��� ������ 	� 
���

�
���
�������- ��(�� �������� ��� �� )���� � �
��� ��� 	�� ������� ���

������� ����� � )��� 	���* ��(���- ������ A-'% �� ���) ��� �
��� )��� ��6����
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����������-

������ A-'%: ���� �
���� )��� ��6���� ����������- 8

��1 ��((	��

" ���� �������� ��� �$��$��) ������������ �� � ������ �(������� ���������

�����
 �� ������	�� ���� )��� ���������� �
��� ���7��������� ���������-

������ A-% ������� 	��� ��� I����73��� ���� �������� ��������
 �� ���

�$�� 
������������ ���� �������� 
�����- ��� ��$����� �� 
������������


����� �� ���� �� �� ���� ��
���( � ���
� �� �
���
������ �� ��
� ���7

������ ��� ����� 
������- � �$�� ������ �������� 
����� �� ������	�� �

������ A-A ��� ������� �
����- "� �� �
������ �� ��� �����
 �� ������ ���

�
��� ���
�� )��� ������ �(������� �� ���� ���� �
��� ��� ������� �������7

��- " ������ A-C� � �$�� ������ �
��� ���7��������� �������� �� ���������

��� ������ ������ �(������� �
����- ��� ������ )��� 	� �������� � ������� =-

�(�&�&��% &���� ��	� 
	�������� �������� �����
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��� �
�����$� ���� 
������� �� �
��� ������� �� ��������� � ������� A-=

�� A-E- ��� �
��� ���7��������� 
����� �� ������� �� ������� ��� �
��� ���

��� ����� ��������� ���� �� ������� �(�������- ��� �������� ���*� ����� �

)��� *�� �� ���� �� ����� 	� ������� �(�������- ?�(� ������� )��� �������

�	��� ������� �(������� ���������-



Chapter 4

����� 
����� ���������  ��!���

�� !�����������

�� �����$� 	����� ��	������ �� ��������� 	����� ��� ��
���H�� ������ �
����

��� ��� ��� ���������� ���� ��� ���/����� ��� ��
� ������� ������ � )�����

���������� ��� ����� ��� 
��� ������	�� L@@� BE� C@M- " ��� �����
� ��� �������

�(������� 
����� �� ���� �� ������
 ���� ���/����� L'%� ='M- ������� �(����7

��� �� � �������� ���7��������� ���� �� ������ ��������� �� 
�����

������ ���	��
� L%&M- ������� �(������� �$��$�� ������� ��� �
��� ��

��������� �������� �� ������	� � ����� ��� �� ���� ����������- 2�� ������
��

������� �� ��
���( ����� �� �� ��� 
�/�� ���	��
� ���
� ���
 ��� �
	��

�� $����	��� �$��$��- ������� )��� � ����� �
	�� �� $����	��� �������� ��7

������ � ����� �
��� �� 
�
��� �� ��
������� ��)�� �� � ������������

��������
 )���� �$����� ��� ������ ��
��� �� �������H�� ������ �� �)

��
���� LAB� @@� BEM- ������� �(������� �� � ������ ���
 ��� 
������ �� ��7

�������� ��
	������ �� ��� $����	��� �� ��� ����� ����� ���	��
� )���� �����

������	�� ��� ���� )��� ��,���� ��������-

��� ������� �(������� ������� ��$���� ��(�� ���� ��� � ������7��$�� ���7

��������� �� ������ 
����� ������� ��(���� �� ������� ���������� �� ���

���� �� ��� ��
�����- ��� �(������� ������������ �� ���� ��� ��	������

������������- ������� �(������� �������� ������� ��� ��
��������� �� ���

���� �����- ��� �������� ��������� ������ 4�������5 ����� �������� ����
�7
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������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ B'

��� ��������� ���� ������
����� ��)�� �� ���� ���	����� L%%M- ���� �������

��$��)� ��$���� ��������
� �� ������� �(������� ������� 0�	�� ������� .��7

0�	�� ������� ��������� �������
� ����� 	���� ������ ��������� �� 1���*�


�
���- " �������� �� ������	�� � �
	�� �� �$�� ������� �(������� 
���7

��� �������  .��.� 
������ ��	��� .0��� 
����� �� ��	��� ���� �����


����� ��� ��� �����
�-

��� 2	��� 4	����� "������

!��� �������� 
������ 	���� � 
����7��������� �� 
����7����� �������

���� �� )�$���� �������
 �� 0�	�� ������ ��$� ����� � ��� �� ������� ���

������� �(������� �� ������� ����������� L'E� =%M- ��� )�$���� �������


����
����� ��� ��$� �
��� ��� ��� ����� ���������� ��
������ �-�-� ���7

�H����� �������K���������� �� $������� ������ ��	 	��� � ��� ��������

�� 0◦, 45◦/135◦ �� 90◦� ��������$���� ����� ���
 ��� �����(�
���� ��	7	��-

���� ��
��� ��� ���������� �� ��� )�$���� �������
 ��� ������� �(������� ���


�
��� � ��� ���������- ������� �(������� ���� 0�	�� ������� �� 
���$����

	� ��� ���� ���� ����� ������ �� 	� ��������� �� ��������� �� ����� ��7

�	�� ��������� L=AM- 9��������� 0�	�� ������ ��� � ����� �� )�$������ )��� ����

)�$���� �������� ����� �� � ������� �������� �� �� � ������� ��������� ��

��������- ����� ��� ��$���� ���������� �� ������� �(�������� ���� 	�*� ��

0�	�� ������ )��� ��6���� ����� �� ��������� L'%� =%� =A� =@M- ��� 0�	�� ��7

���� ���$��� ����
��  ����	��� /��� ��������� � ����� �� �������7��������

�� �� ��� 	�� ���) ���� 0�	�� ������ �(��	�� ������� �������� ��
���� ��

�������$� ���� ������� � 
�

���� $���� L=AM- "$���������� ��$� ���� ���7

��������� �
������ 0�	�� ������ � � )��� ���� �� �
���7��������� �������7

����� ������� ��(���� ���
������� ����
�� �������� �
��� ������ �
���

�� $���� ������� ������� ������
��� ������ ��������� ������� ��
���� 
��7

����
��� ���� ��������� ��� ����������H���� L=%� =B� =CM-

0�	�� ������ �� 	� ������� �� �
���� �� �(����� �������� ������ �� ������7



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ B%

���� ����� 4����������5- 0�	�� ������ ������� ����
�� ������H���� ����������

� 	��� ������� �� �������� ��
��� �� ���� ��$� 	�� ������������ ����

� 
�� ������ ��������� ����������� L=@� ==� =E� =>M- ��� 
��� �
���7

��� ����
����� �� � 0�	�� ����� ��� ��� ��������� �� ��������- ������

�������� ���� ����� ��
���� ��������� �� �������� �� 	� �������� �� ����

�� ��6�������� 	��)�� ��6���� ������ �(�������� �������� � �
����- � 0�7

	�� ����� �� � ������ �	����� 	� 
�������� ��� �
������� �� � �������

)��� � 0������ ������- 0�	�� ������ ��� ������� �� 
�
�� ��� ������� ��

��
��� ����� � ��� $����� �����(- ��� $������ �)� ��
������ �������$�7����

������� ��������� � ���������� �� ��
��� ����� � ��� $����� �����( ��� )���

������	�� 	� � ����
�� ��
��� �� �)�7��
������ 4%7�5 0�	�� ������ L'%M- �

���
����� '7� 0�	�� ����� �� 	� ���������� 	�:

g(t) =
1√
2πσ

exp[−1
2
(
t− t0
σ

)2 + j ωt t] 4@-'5

)���� ��������� � 
�������� ������� �� � ��������� )�$� �� �������� ωt

�� � 0������ �$����� �� ������� σ �������� �� ����� t0- ��� ��� ��

�$� ���� �� ��� '7� 0�	�� ����� �� 	� ����$�� ���
 ��- 4@-'5:

g(t) = geven(t) + jgodd(t) 4@-%5

)����

godd(t) =
1√
2πσ

exp[−1
2
(
t− t0
σ

)2] sin(ωtt) 4@-A5

geven(t) =
1√
2πσ

exp[−1
2
(
t− t0
σ

)2] cos(ωtt) 4@-@5

������ @-' ���)� ��� ��� ���� �� ��� �$� ���� �� ��� '7� 0�	�� ����� 	����

� ��- 4@-A5 �� ��- 4@-@5-

� �)�7��
������ 0�	�� ����� �� �(������� �� � 0������ 
�������� ���7

���� � ��� ������� ��
�� �� �� � ������� 0������ � ��� �������� ��
��-

����� ������� � 
������� �� $����� �������� ����� L=@M ������� � ���� 	��7



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ BA

��� ���

������ @-': ��"��������� 3���
 2���
 ��� ��� 	�
� ��� �%� 	�
�� �t0 = 04 σ = 1
�� ωt = 5��

���� ����� 	�* ���������- ����� ������ ��� ���� �� ��$� 0������ �������

������� � ��� �������� ��
��- ��� "$���� ������� �������
 �� �����

������� ������� ��� ��������������� ������� ����
	��� 0�	�� ������- � )���

������� 0�	�� ����� 	�* �� ������� ��� ����$�� �������� �������
 �

��� ���������- " ��� ������� ��
��� � 0�	�� ����� �� � ��
���( �(�������


�������� 	� � 0������ ������ L=%M- � �(�
��� �� ��� 0�	�� ����� 	�*

������� �
���� �� ���) � ������ @-%-

� %7� 0�	�� ����� �� 	� ���������� 	� ��� �����)�� �������:

gnw,no[n1, n2] =
1

2πσn1σn2

exp[−1
2
(
n′2
1

σ2
n1

+
n′2
2

σ2
n2

)]× exp[j
2πn1

′

λ
] 4@-B5

)���� ⎡
⎣n′

1

n′
2

⎤
⎦ =

⎡
⎣ cosθ sinθ

−sinθ cosθ

⎤
⎦
⎡
⎣n1

n2

⎤
⎦ 4@-C5

*�)�� ���� [n1, n2] �� ��� ��(�� ������� � ��� ������� ��
��� λ �� ��� )�$�7

����� 4� ���������� �� ��������5 � ��(���� θ �� ��� ��������� �� � 0�	��

����� �� σn1 , σn2 ��� ��� ������� ��$����� ���� ��� n1 �� n2 ���������

��������$���-

" 
��� ������ � 0�	�� ����� 	�* )��� �$� ���������� �� ����� ����7

������ �� ���� �� �(����� ��� �������� ��� � ���� ������������ L'%M- ��� �$�

)�$������� 4����������� �� ����������5 λnw=1,··· ,5 �� ��� ����� ���������



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ B@

������ @-%: -�1 �� 3���
 2���
� ���� 5 �
�*������ �� 6 �
���������

����� θno=1,··· ,8 ��� ���������� ��:

λnw = λmax × 2
1
2
×(nw−1) 4@-=5

θno =
π

8
× (no − 1) 4@-E5

)���� λmax = 4- ��� � ��$� ���� �
���� x[n1, n2]� ��� 0�	�� ����� ������

xG
nw,no

[n1, n2] �� �	����� 	� ��� ��$������ �������� �� �����)�:

xG
nw,no

[n1, n2] = gnw,no[n1, n2] ∗ x[n1, n2] 4@->5

��

gnw,no[n1, n2] ∗ x[n1, n2] =

M−1∑
p=0

N−1∑
q=0

gnw,no[p, q]x[n1 − p, n2 − q] 4@-'&5

)���� ��� ��
	�� ;∗< ������ ��� %7� ��$������ �� M �� N ��� ���



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ BB

������ �� )���� �� ��� 0�	�� ����� 
��*- ��� ��$������ �������� �� 	�

������
�� ���������� ��� ��� ���� �� �
������ ���� ��:

Re{xG
nw,no

[n1, n2]} = x[n1, n2] ∗Re{gnw,no[n1, n2]} 4@-''5

Im{xG
nw,no

[n1, n2]} = x[n1, n2] ∗ Im{gnw,no[n1, n2]} 4@-'%5

���� �� �����)�� 	� ��� �
������� ����������:

|xG
nw,no

[n1, n2]| =
√
Re{xG

nw,no
[n1, n2]}2 + Im{xG

nw,no
[n1, n2]}2 4@-'A5

� �(�
��� �� ��� 0�	�� ����� 	�* ������� �
���� �� ���) � ������ @-A-

��� ���

�$�

������ @-A: ��� ���� 	�
� �� 3���
 2���
 ��� )�����
� 	�
� �� 3���
 2���
 ���

�������� �� 3���
 2���
�



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ BC

" ��������� ��� ��
� ��� ������
�� 0�	�� ������� �(������� �� $��� ���

�� ��� ��
���� �� ��� 0�	�� ������� $����� �� �����	���$��� �����- �� ������

��� ��H� �� ������� $������� ��) ��
���� �� 	� ������
�� )������ �����

�
������ ����
����- " ���� ������ �� �� �������� �� �$����� ��� 0�	��

����� 	�* �������� 4�0�5 L==M� )���� 
��� ������� ��� @& ������� �
����

�� � ����� �$����� ������� �
��� L��- 4@-'@5M-

xAGF[n1, n2] =

∑5
nw=1

∑8
no=1 |xG

nw,no
[n1, n2]|

8× 5
4@-'@5

���

���

������ @-@: ��� 78 3���
 2���
 ��1 �����
� ������ ���������� ��
 ��� ���� �����

�
�� '(��� ��������� ��� ( �%�
���� �����
� ���
���� �� ��� 3���
 2���
 ��1�



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ B=

��� ���	����(�� 2	��� "������

0�	�� ������ ��� ��

��� ������H�� �� �� �� ��� 	��� ������� ��� �	�����

������H�� �������� ����
����-  �)�$��� ���� ��6�� ���
 �)� 
�/�� ��
���7

����- ��� 
�(�
�
 	��)���� �� � 0�	�� ����� �� ��
���� �� �����(�
�����

�� ����$� �� 0�	�� ������ ��� �� ����
�� �� �� �� ���*�� 	���� ��������

����
���� )��� 
�(�
�� ������� ������H����- �� � ��������$� �� ��� 0�	��

������� ��� .��70�	�� ������ )��� �������� 	� ����� LE&M- .��70�	�� ������

�� 	� ���������� )��� ��	������ 	��)����� )���� �� 	� ����
�H�� �� ���7

���� � ����� )��� 
��
�� ������� �(���- ��� .��70�	�� ������ 4.0�5 � ���

�������� ��
�� �� 	� ����� � ����� ���������� 	� ��� ������� ������

H(f, θ) ���������� �� � ������� H(f, θ) = Hf × Hθ �� ��� ������ ��
��7

�� Hf ��������� ��� 	��)���� ���� ��� ����� ������� �� �� ��� ������

��
���� Hθ� ��������� ��� ������� ��������� ���� ��� ����� ������� ��-

������ @-B ����������� ��� �$�7��

����� ��
���� �� ���7��

����� ��
7

���� �� .��70�	�� ����� � ��
� ��
��-

��� %7� .��70�	�� ������ �� 	� ���������� � � ����� ���
 �� �����)�:

H(f, θ) = exp{
−[ln( f

f0
)]2

2[ln(
σf

f0
)]2
} exp{−(θ − θ0)

2

2σ2
θ

} 4@-'B5

)���� f0 �� ��� �����8� ����� �������� �� θ0 ��� �����8� ��������- ���

������ σf ����� ��� ������ 	��)���� B � ����$�� �� ��� ������ σθ�

����� ��� ������ 	��)���� ΔΩ � ������:

B = 2

√
2

ln 2
× | ln(σf

f0
)|; ΔΩ = 2σθ

√
2

ln 2
4@-'C5

" ��� ����� ������	�� ����� ��� ����� σf/f0 �� *��� ������ ��� $�����

f0, B �� ��� �� �� ����$� �� ��� ������ 	��)���� �� ��� �� ΔΩ = π/4

������- ���� ���� ��� σf �� 	� �����
��� ��� � $����� $���� �� f0- ��$�

������ �� ����� ���������� ��� �
���
���� �� �(����� �������� ���
 ����

�
����- ���� ��� �� @& ����� ������� �������� {H1, H2, · · · , H40}� ��������7
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��� ���

�$�

������ @-B: � �(�
��� �� .��70�	�� ����� 4�5 �$�7��

����� ��
����
4	5 G��7��

����� ��
���� 4�5!������� �� .��70�	�� �����

�� ��6���� ������ �� ����������- ��� �
��� ������� �� ������
�� � ���

�������� ��
�� 
�*�� ��� ������� ������ ��
����� )��� ��� ����� ��
��

��$������- ����� ��� %7� �������� ������� �������
 4���5� ��� �
��� ��7

���� x[n1, n2] ��� �������
�� ��� ��� �������� ��
�� 
����( �������������

X� )���� �� 
��������� 	� ��� .��70�	�� ������� ������� {H1, H2, · · · , H40}�

�������� 40 �������� ������������� ��� ���� �
���- ����� ������� �
���� �

��� �������
 ��
�� ��� ��� �������
�� 	��* �� ��� ������� ��
�� $�� ���

%7� �$���� ���- ���� ������� �������� � �����	���$��� ����� �
	�� �� ���

������� ������-

� �(�
��� �� .0� �������� �� ���) � ������ @-C- ��� ����� ������ ��



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ B>

������ @-C: ��
��� �� .��70�	�� ������ )��� C ���������� �� @ ����������
� �������� ��
��-

������ ����� ��� ��
�������� ��� ������ �
��������� LE'M- " ����� �� �
���$�

��� ��
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∑
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(p−1) 4@-'E5



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ C=

��

Pn = {(n1p, n2p)|
√
(n1p − n1c)

2 + (n2p − n2c)
2 = R, 1 ≤ p ≤ P} 4@-'>5

)���� x[n1c , n2c ] ������ ��� ���� $���� �� ��� ����� ��(���� x[n1p , n2p] �����7

���� ��� ���� $����� �� ��� ��������� ��(��� �� Ib �� ��� 	���� ������

���� �(������� 	�:

Ib(x[n1p , n2p]− x[n1c , n2c ]) =

⎧⎨
⎩

1, x[n1p , n2p ]− x[n1c , n2c ] ≥ 0

0, x[n1p , n2p ]− x[n1c , n2c ] < 0
4@-%&5

"� ��� 	�� ���) ���� ������ 	�� ����� 
��� ����
���� ��� ������

LECM- ���������� �� �� �����	�� �� ��� ��� � ��	��� �� ��� 2P .9� �� ������	� ���

��(���� �� �
����- ����� ����
���� ������� ������ �����
 ������� LE=M-

� .���� 9���� ������ �� ������ �����
 �� �� ������ �� 
��� �)� 	��)���

��������� ���
 0 �� 1 �� $��� $���� )�� ��� 	���� ����� �� ��������� ���7

�����- ��� �(�
���� 00000000� 001110000 �� 11100001 ��� �����
 �������-

"� �� �	���$�� ���� �����
 ������� ������ ��� ����� 90% �� ��� ������� �

��� (8, 1) ����	������� �� ��� �	��� 70% � ��� (16, 2) ����	������� �

��(���� �
���� L��� ������ @-'AM- ����
������ ��� ������� )���� ��$� 
���

��� % ��������� ��� � ����� 	� ������ � .9� ��������� ������ LBP u2
P,R

)��� ���� ��� 2P 	��- ��� �(�
���� ��� �
	�� �� ��	��� ��� � ����	�������

�� E ��(��� �� %BC ��� ��� ������� .9� 	�� B> ��� LBP u2-

LBP u2
P,R 
��� ���� ��� �������� � � ����	������� �� P ��
���� �����

� � ������ �� ������ R- ����������� u2 ����� ��� ���� �����
 ������� ��

��	����� ��� ��
���� ������� )��� � ����� ��	��- " ���� )��*� LBP u2
8,2 ��

������� �� �(����� .9� ���� ��� ���� ��(�� �� ���� �
����� �������� .9�

��������- ��� ������� $����� ��� �������� ��� B> 	�� �������� �� �����


��������- ��� .9� ���� ������ ����
���� �	��� ��� ������	���� �� ���

����� 
����7�������� ���� �� ������ ����� �� O�� ����� �$�� ��� )���� �
���-



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ CE

������ @-'A: ����� �(�
���� �� ��� �(����� .9�: ��� �������� (8, 1) ����7
	�������� ��� �������� (12, 1.5) ����	������� �� ��� �������� (16, 2) ����7
	�������� ��������$���-

���� �
���� �� 	� ��� �� � ��
������� �� 
����������� )���� �� 	�

�6����$��� ������	�� 	� ��� .9� ��������-  �)�$��� � .9� ��������
 ��
7

����� �$�� ��� )���� ���� �
��� ������ ��� ��� ���������� �� ��� 
�������7

���� )������ �� �������� �	��� ����� ��������- ��������� ����� ����
�7

��� �� ������ ���� �
���� ��� ��$���� ��� �
��� ������ {xr0 ,xr1, · · · ,xrk} ��

�(����� .9� ��������- � ������� ��������
� )���� ���������� ��� ��������
�

�� ��� ��� ��	7������� �� �
������ �� �������� ��� ���� L��� ������ @-'@4	5M-

��� ������� ��������
 ������ 	��� ��� ��������� �� ��� ������� ��������

�� ������ ������- ��� ������� ��������
 4Hsb5 �� ��� ���� �
��� �� ����������

��:

Hsb = {HLBP (xri)|i = 1, · · · , k} 4@-%'5

)���� HLBP (xri) ������ ��� ��������
 �� ��� .9� ������� �(������� ���


��� ��	7����� xri - ��� �(������� ������� ��������
 ��������� ��� ����� ��(7

���� �� ���	�� ����� �� ���� �
����- ��
� ����
����� �� 	� ����
�H�� ���

	����� ������� �(�������- G� �� ��� .9� �������� �� ��� ����� �� ��� �
	��

�� ������ ��$����- ��� B>7	� LBP u2
8,2 �������� �� �������� �� ��� ���� �
����

��� ��$���� ��� '&& ������� ��$�� � ���� �����7�6 	��)�� ��������� ���7

���
��� �� ������� $����� ����� LE=M- �� ������� ��� ������� $������ ���

���� �
���� ��� ��$���� ��� '&& (10× 10) ������ �� ���) � ������ @-'@4	5

�� ���������� 	� ��� .9� ��������
� LEE� E>M- ��� ������� $������ xf
LBP� ���



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ C>

���

���

������ @-'@: ��� )�����
���� �� ��� ����� 9-: �	�
���
���� ( ������ ����� �� ��%����

��� ;88 ����� 
����� �
�� ����� 9-: ������
��� �
� ���
����� �� ����������

��� � ����� ������
���

������ �(������� �
��� �� ��$� 	�

xf
LBP = {HLBP (xri)|i = 1, · · · , 100} 4@-%%5

��, 6����� ����� �%����	

������ ���� �� ������� �
��� ��� �������� 
���������� 	� �����
� )��� �7

����� ���
��� ��� �� � ������� �	$������ 
��� �� ���
 ��� �70������- "�

��� ��������� �� ����� ������� �� ���� ������ ��� �� 	� �
���$��� 
��� ��

��� ����
���� �$����	�� � ��� ����� 
��� 	� ���� �� ��� ����� ������7�����

���������� 4 G�5 
��� 	� �(�������- ��� �������� ���� �� ���������� ���$����


�� ����� �� ����� ����
 ������- " ����� ���������� ���� �� ����� ��7

��� ���������� ��$� ����� �������� �
������� L>&M-  �)�$��� 
�� �������



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ =&

���������� )�� �� ��
�� �� ������������ ���� 	� �(�
��� �������� 	�

����� ����� ����������� 
������ L>'M- ��� ���� ����� ������7����� �����������


������ ��$� 	�� ��$������ ����� ��� 20th ������-  �����7����� ����������

��������� ��$� 	�� ������� �� ���� ����� ��������� ���	��
� �� �(���

��� ��6���� ����� ���� �� ����
���� ������� ����
�� ���� ���������� ����
�

�������� ������ �� �
����-  G� 
������� ��� �(������ �� �����7�����


������� 4���� �� ��� �������������� ������ �� ��)�� �������
5 �� ������

������- ��� ����� ����� 
������� )��* �� �� ��� ����� ��� � 0������ 4��7


��5 ���	�	����� ������ ������ 4���5� 	�� �� 
������ �	�$�� 
�� ����7

���� ������ ��� �70������- " ���� ������� ������7����� ����� ��������������

4 .��5 �������� ��� ���� ��� ������� �(�������- ���  .�� �� ��������� �

��� �����)�� ��	������-

'"7"� 9��	�-:��� ����� ��
�������
���

���  .�� ��������� � �(����� �� �������������� �������� 4�����7�����

����������5� ��� 	���� �  G�- ��� �������� ��� �������� ���� ������7�����

����� ��������������- ��� dth7����� �������������� �������� �(������ ��

�������������� �������� ��� ����� �� LECM:

xhlac(a1, a2, ...., ad) =

∫
x(z)x(z + a1) · · ·x(z + ad)dz 4@-%A5

)���� x(z) ������ ��� ������� �� ��� �	���$�� ��(�� z �� a1, a2, · · · , ad ���

d ��������
���-  .�� �������� ��� ���
���$� �
��� �������� 	���� � ��-

4@-%A5 L>%M- ����� ������ �� ��������
��� ��� ��	������-  �)�$��� ������7

����� �������� )��� � ����� ��������
�� ����� 	���
� �(���
��� �
�����-

 ���� ��� �������  .�� �������� ��� ���������� �� �� ��� �����7����� 4�����7

���� ��������5 �� )���� � 3× 3 ��������
�� �����- ���� ��� ����������

	� %B 
��* ������� )��� &� ' �� % ��������
��� L%B 
��* ������� � ������

@-'B4�5M- ���� 
��* ������ �� ����� �$�� ��� ����� �
��� �� ��� ����

�����	�� �������� ��� ������� �� ��� ��(��� 
��*�� � )���� �� ��
�����-



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ ='

��� ��� �������� ����������� �� � 
��* ��� ��� ��

�� �� �� �� ���$���

�� �������- ���� �������� �� ������
�� ���� %B ��6���� 
��* ������ ��

������ ��� ������� $����� ��� ���� ������ �
���- ���� ������� $���� ���������

��� ��)�� �������
 �� ��� 
��* ������� )���� ���������� �� � 	���� �������

�� �������� ������� L>AM- �� � ����� ��
������ )��� � ������� �������
�

��� 
��* ��H� ���������� �� ��� �������� ��
���� �� ��� ������	���� ��

��� ��������
��� ���������� �� ��� �������� ��
����- ���� ���  .��

�������� ��� ��� ����
���� �� �)�7��
������ ������	����� �� )��� �� ���

���������� ���� ����H� ��� �
��� 
��� �������-

�������
���� ����� 
��* ������� ��� ���� �� ������� ����� ��������
��

������ L������ @-'B4	5M �� �(����� ��� �������� �� ��) ���������� �� ��) ���7

�������-

��- ��	������	� ��(����

!�
�� ������� ��� �������	�� �� 
�� ��6���� ������� �� �
��� �������7

��� ����� ���
 �$����� ������ ��������� �� �
��� ������ �� ����

����
���� LBE� >@M- 2�� ������� �� �
����� ���� ������	� ��� �
��� �����

4�� ������	����5 )��� ������� �� ��� �(��- ���� ��� ������� �� ������� 	���

���	�� �� �������� ���
����� ����
���� �	��� ��� �
���- " ���� ������ ����

��� ���� �� ����������H� � ���� ��$�� �
��� �� �� �� �(����� ���������� ���� ��$�

�������� � ���������� �� 
�������- 0�������� ����� �������� ��� �$����� �7

��� �
��� ���������� ����� ��
���H���� �� ������� ��� )�� ���� ���

��
����� ���
 ��� ������� �7��������� ������� �)�7��
������ �
���- "

��������� �� �	���$�� ��� ������H��� �����H�� �� ���� ���� $����� �� ���

�
��� �� ��� �$������ ���������� ��� �������� ��� �����(�
�����- ����7

��� 
�
��� ��$� 	� ��� 	�� ��� 
��� ������� ���� �� 
�
���- ���� ���

����� ��� ������� �
��� �� L>@� >BM:

mpq =

N1∑
n1=1

N2∑
n2=1

np
1n

q
2x[n1, n2] 4@-%@5



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ =%

���

���

������ @-'B: 4�5 %B 
��* ������� �� ���  .�� �������� 4A(A5- 4	5 � �(��7
��� ��  .�� ��������-

)���� mpq �� ��� (p+ q)th ����� 
�
�� �� ��� ������� �
��� ������ x[n1, n2]

�� N1 �� N2 ��� ��� ������ �� ��� )���� �� ��� �
��� � ��(���-

��$� ������ ������� ����� � ������� 
�
��� )���� ��� ������7

���� ����� �� ������� �$����� ��� ��������� 	�  � L>CM- ����� ��$� ����

���������� 
�
�� �$�����- ��� ������� �� ������� 
�
��� ��� ��� ���


�� ���/����� �� x[n1, n2] ������ ��� ��� 
��
��� n
p
1n

q
2- #����������� ���

	���� ��� np
1n

q
2 �� �� ���������- ����������� ��� ����$��� �� �
��� ���


����� 
�
��� �� ����� ��,���� �� ��
����������� �(����$�- !����$���

�� �
����� ���� ��� ����
���� ������ �� mpq ��$� � ������ ������ �� ��7



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ =A

������- �� �$����
� ��� ���	��
� ���������� )��� ��� ������� 
�
����

� ��������� 
�
�� 	���� � ��� ������ �� ��������� �����
���� ���

��������� 	� ������ L>@M- ��� �����
����� ������� .������� 1���*� ��

������71���*�� ��$� 	�� ���� �� ������� 
�
��7	���� �������� )���� ���

�$����� �� �������� ��H� �� ������� L>=M-

1���*� 
�
��� 41!5 ���� � ���� ����� ��� � ����� �� ���� ���������


�
���- ��� ����� ��� �������� ���
 ���
 �
�� ��� ����� ���������


�
��� �� ���� ���� ������� � ������ ������� �$������ ��������- �������

��� �
��� ���� �� ����� ��� 
�������� �� ��� 1���*� 
�
���-  ���� ����

����� 	� ���� �� ������� �$����� �������� ��� �
��� ������������- �����

�������� ����� ������ 	� ���������� �� � ��	������ ���� �����-  ���� 1���*�


�
��� ���� � $���� ���� � ������� �(������� �� ������� �
����- ����� 1���*�


�
��� ��$� ���$�� �� 	� 	����� � ���
� �� ����� ������� ������������

����	������ ������� �$������� ���� ��
�������� 
����7��$�� ������������

��� ������	�� ��� ������ �� ������� �� ��) ���� ������$��� L>E� >BM- " ���

�����)�� ��	������� ��� 1���*� 
�
��� ��� ������	�� )��� ��� ����������

��� �(������� ��� �������� ���
 ���� �
���-

'"/"� ;���8 �� �
�

��� ��$������ �� ��������� ��������� 
�
��� ��� ���� ���� ��� ������

������� �� ����� �$����� �� $��� ��	��� � ��� ������� �� ����- ���

�$����� ���������� �� 
�
��� ��� �����H�� �� ������ ������$� �������� �

������������ �� ��������� ����������� L=� >E� >>� '&&� '&'M- 1���*� 
�7


��� ��� ������ ����� � ������ ��������� �� �
��� ������� ��� �� �����

������������ �� ������� �$������ ��������- ��� *���� �� 1���*� 
�
���

�� � ��� �� ��������� 1���*� �����
���� ����� �$�� ��� ����� ���������

����� ����� � ��� ������- ��� 1���*� �����
��� �(������� Zo,m(r, θ) �� �

��
���( �����
��� �(������� ���������� � ��
����� ��������� �����
 �

� ��� ������- "� �� ����� �� L>EM:



������� (� 	����$ 	������ �)�������� *������ =@

Zo,m(r, θ) = Ro,m(r)e
jmθ, 0 ≤ r ≤ 1 , 0 ≤ θ ≤ 2π 4@-%B5

)���� o ������ ��� ������ m ��������� ��� �
	�� �� ��������� )���� ��������

��� �������� ���� o−|m| �� �$� �� |m| ≤ o� r =
√

n2
1 + n2

2 �� ������� ���


��� ����� �� θ = tan−1(n2

n1
) �� ��� ���� �� ��$����� )��� ������� �� ��� n1

�(��- Ro,m �� �������� �� �� ��� ���� $����� ������ �����
���� )���� ��� ��$�

	�:

Ro,m(r) =

o−|m|
2∑

s=0

(−1)s (o− s)!

s!(o+|m|
2
− s)!(o−|m|

2
− s)!

ro−2s 4@-%C5

	���� � �	�$� ��������� ��� ��
���( 1���*� 
�
��� )��� ����� o �� m

��������� �� � ������ x(r, θ) ��� ����� ��:

So,m =
o+ 1

π

∫ 2π

0

∫ 1

0

x(r, θ)Z∗
o,m(r, θ)rdrdθ 4@-%=5

)���� ��� �������* ������ ��
���( ��/������- ��� �������� �����(�
����

�� ��� �������� 1���*� ������� 	���� � ��- 4@-%=5 ��� �
��� ������

x[n1, n2] )��� ������� ��
���� N1 ×N2 )����� �� �����)�:

xZ
o,m =

o+ 1

π

∑
n1∈Cr

∑
n2∈Cr

x[n1, n2] Z
∗
o,m[n1, n2] 4@-%E5

)���� Cr = {[n1, n2]|n2
1 + n2

2 ≤ 1}- ������ @-'C ���)� � �(�
��� �� �������

�(������� ���
 ���� �
���-
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��
� �� 
�	�"

�������

��� ���� �� ��� ���� '&7����� 1���*� 
�
��� �� ��$� � ��	�� @-'- ���
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������� $������ xf
Zernike �� ��$� 	�

xf
Zernike = {xZ

o,m| 0 ≤ o ≤ 10, 0 ≤ m ≤ 10} 4@-%>5

��	�� @-': ��� ���� '&7����� 1���*� 
�
���-

�
��
 #����������� <�
�1� ������

8 ; xZ0,0
; ! xZ1,1
! 7 xZ2,04 x

Z
2,2

/ = xZ3,14 x
Z
3,3

7 > xZ4,04 x
Z
4,24 x

Z
4,4

5 ;! xZ5,14 x
Z
5,34 x

Z
5,5

= ;= xZ6,04 x
Z
6,24 x

Z
6,44 x

Z
6,6

? !8 xZ7,14 x
Z
7,34 x

Z
7,54 x

Z
7,7

6 !5 xZ8,04 x
Z
8,24 x

Z
8,44 x

Z
8,64 x

Z
8,8

> /8 xZ9,14 x
Z
9,34 x

Z
9,54 x

Z
9,74 x

Z
9,9

;8 /= xZ10,04 x
Z
10,24 x

Z
10,44 x

Z
10,64 x

Z
10,84 x

Z
10,10

��/ 6�&��" �����������

���  .�� �������� L'&%M ��� ���
���$� �
��� �������� 	���� � ��- 4@-%A5 ��

���� ��� ��� ��
���( �� �(����� ��� �������� ���
 �
����- ��� �������  .��

�������� ��� ���������� 	� 
��* ������ )��� ��6���� ��������
���- " ����

������� � �$�� ������7����� ����� �������������� ��*� �������� 4 .��.�5 ��

�������� ��� ��� �����
- ��� �
���
������ ��  .��.� 
����� �� �����

��
��� �� �� ��� 	����� ������� ������������ ��� ����� ������� �(�������


����� ��� ������ �(������� ���������- ���  .��.� ������ �� ����� ��:

xhlaclf =

N2−W∑
n2=W

N1−W∑
n1=W

x[n1 ± ai, n2 ± aj ]; i, j ∈ {1, · · · , d} 4@-A&5

)����W = �w+1/2�� w×w ������ ��� )���) ��H� 4w ∈ {3, 5, 7}5� x �� � ����

�
���� [n1, n2] ��� ��(�� �������� ����������� [ai, aj ] ��� %7� ��������
�� ��

N1 × N2 �� ��� ��H� �� �
���- #��� ��- @-A&� ���� 
��* ������ �� �����
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�� �� �� �� ������� � ������� $�����- � �(�
��� �� ��$�

� ������ @-'=-

120 250 200 180 242 65 30 50 53 6980100

30 50 53 69 131 63 93 110 56 15065242

93 110 56 150 85 96 111 205 18 2963131

111 205 18 29 100 80 120 250 200 1809685

120 250 200 180 242 65 30 50 53 6980100

30 50 53 69 131 63 93 110 56 15065242

93 110 56 150 131 63 93 110 56 15063131

111 205 18 29 85 96 111 205 18 299685

120 250 200 180 100 80 120 250 200 18080100

+ + +

+ + +

+ + +

f11

f12

f13
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����� �� ���) � ������ @-'E-
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x = xLGF

⋃
xCT 4@-A'5

)����
⋃
������ ��� /�� 	��)�� �)� ������� $������-
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���� �������� L��- 4@-A%5M-

xHFR = xEyes

⋃
xMouth

⋃
xFace 4@-A%5
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��� ����������H���� �� ���� �� ��������� � ��$���� �����7��7���7��� ���7

�������� L'&B� '&C� '&=� '&EM- " $��) �� ���
� �� �� �����	�� �� ������	� ����

����������H���� �� � ������ ���	��
 � ��� ���������� ����� �� �����)�:

• ������ G����H����: 0����� �������� )��� )���� ��� ����� �� ������7

���� �� �(������- ���� �������� �� � ������� �� ��� ������ �� ����������

�(������ )��� ������� �� ����� ����� �
	��-

• 0������� �� ����������: !������
 	� )���� �����	�� $������ 4���7

������ ���������5 �� ��� ������ ���������� ��� ��������-

• �$������� !������: ������ 	� )���� ��������� ��������� ��� �$���7

����� ����)�� �� ��
���� ��6���� ���������� �� ����� ��� ������ ���7

����-

,"�"� .���� $�
�� ���
��� ��	 �

��� ����������� 	��)�� � ��� �� ��� ������ ����� �� �$������ ��� ���7

������ �� ��� ������� �������� ������� �� ��*� ����� 
�� ���
�: �
	������

����� �� )������-

• �
	����� �������� : ��� ������ ��� ��� �) ��� 4������ �(������

�� �
������5- ��� 
������ �� ����� ������� ��/������ ���$��� �

�(�
��� �� ���� �
	�����- G���� ���������� 
����� ������ �����

���� �� ������� ����� �� ��������� ����� ��)��*� ��� ������� � ����

����
� L'&>M-

• ������ �������� : "� ��� ������� �������� ������� ��*�� ����� 	����� ���

������� ����� ��� ���
�� �� 	� ��� �� � ����� �� �7������ ��������

����� �� �������- " � ������ ����� �� �� 	� ��������� �� � ������7

���� ���� �� ��� �
	����� ����
� � )���� ������� �������� �� ���� ��



������� +� 	������ ��$������ EA

� ���7���������- ��� ����� ����
�� ��� �������� �� ��� �������

��������
-

• 2������ �������� : " ���� ����
�� ��� ����������� �� ��*� ��� �����

)�� ������ �-�-� �� �� ��� ��� ���� ���� ��� ������ ��������
 �� �

��	������ L''&M- ��� ������ ����
�� � ��$��� �� ���� ����
� �� ��

�������H� ��� 	��� �� 	��� ��� ��� �� ��� ������ ��������
 ����

)��� 	� ���� ����� � �� ������ ��� ������� �� ��� �������- ��� 
��

�����$����� �� ��� �������� �� ��� ��
��������� 	���� ���� ��
��

���
 ������ ��� ������� ��������
 �� �$������ ���� ��	��� �� ���������

��������-

+�� "����� 	%%��	��

��� �������� ���������� �� ������� �������� )���� 
����� ������ )��� �����


������- ������ 
������ ��� ����������� ���������� �� ��� $����	��� �� ����� ���

������ ����
���$� $����	���- ���� �� ��� 	����� ������� �� ������������

��������
- ��� ������� ������� $���� ����
������� 4�I�5 �� ��������

��
���� ������� 4"��5 ��
�� ������� 
������ �� ��
�� ��� ��
����

�� ������� 	�� ����� �)� 
������ �� �� ��)��� ����� ����$�� �������� ��

$����	��� L'''M- ������������ �� ��$���� �,���� ������ ��� 	�� �������� ��

��
�$� ������$�� �� ������� �������� �� ��� ��� �� � ��
	�������� ���7

���� �������� ��������
 ��� ���$���� ������� �����$�� �������� ��������

�� ��
����� ������$�� ���� �������� �� ������������ ��������
� � ���� ����

���	��
� �� �
��� ��������� L''%M- � 
�(���� 
���� )��� � ����
���� ���

�������� �� � !��*�$ 9��*�� �������� 
����� ��$� �������� �� ����� $���

��) ��
����� L''AM- " ��� �����)�� ��	�������� �)� ��6���� ������� �����7

��� 
������ ��� ������	�� 	���� � ����� �������� ���� 
����� ����
����

LBA� %'M-
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���� ������ ���$���� ����������� ����� �� ������� ��� ��������� ��

����
 ���������� �� ��) 
��� ����
���� �� ������ 	� � ��) �� ���
 LBAM-

��� 
��� ����
���� ������ � ����
���� ������ �� ��� ������ �� � ��7

��
 $����	��� )���� �������� ��� ��������� �� ��� $����	��- ��� ���������

������ �������� ��� ��
���� ��������� �� �)� $����	��� )�� �� �� ���


�� *�)- "� ����� $����	��� ��� ��������� ��� ��������� ������ �� �����

�� ��� ������ ������-

!����� ����
���� �� ��������� �� � ���� �������� �� ����$��� 	��)��

�)� ����
 $����	��� LBAM- �6���� �� ����� 
����� ����
���� � �������

�������� ���	��
 �������� � � ������ �� �������� ��	�������� LBA� %'M- 9�7

����� ��� ��
������� �� 
����� ����
���� 	��)�� �������� $����	��� ��

� $��� ��,���� /�	 �������� ���	�	����� ������ ������� 4���5 �� �$��$��

��������� �� ����� �������� 
����� ����
���� ������� �������� 4!"��5

LBA� ''@M �� ��� $������ ���� ��������
� � �����(�
���� ��� ���� �� �$���

����� ��
���(�����- ����� ��� ������
��� �� 	� �������� �� � ������ �� �����

������ � ����
���� ��� 
����� ����
����- " �������� !"�� 
������ ��$�

������ ��
������ � ���� ����� 
������ �� �� ���$��� � ������ 
������ ��

/���� )������ �� ��� ��������� �������� �� ��- !��� ������ ���������� �� 
�7
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����� ����
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��� 
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��� � �)� �������� ����
 $����	��� ��� Vt �� Vs �� �� �� ��$� �� LBAM:

I(Vt;Vs) =
∑

vt∈Vt

∑
vs∈Vs

p(vt,vs) log
p(vt,vs)

p(vt)p(vs)
4B-'5

��

vt = [v1t , v
2
t , · · · , vNt ]T , vs = [v1s , v

2
s , · · · , vNs ]T 4B-%5
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)���� vt �� vs ��� ������� �� ��� �������� ����
 $����	�� Vt �� Vs�

��������$���- p(vt,vs) �� ��� /��� ���	�	����� ������	���� ������ 4���5 ��

Vt �� Vs� p(vt) �� p(vs) ��� ��� 
������ ���� �� Vt �� Vs� ��������$����

1 ≤ t ≤ Nf � 1 ≤ s ≤ Nf �� Nf �� ��� ���� ��
��������� )���� ������ ���

�
	�� �� �������� � ��� �������- ��� !" �� 	� ���� �(������� � ���
� ��

��� ������:

I(Vt;Vs) = H(Vt)−H(Vt|Vs) 4B-A5

H(Vt) = −
∑

vt∈Vt

p(vt) log p(vt); 4B-@5

H(Vt|Vs) = −
∑

vt∈Vt

∑
vs∈Vs

p(vt,vs) log p(vs|vt) 4B-B5

)���� H(Vt) �� ��� ������ �� � ����
 $����	�� Vt �� H(Vt|Vs) �� ���

��������� ������- 9����� ��� ������� �������� �������� ���� ������� $��7

��� v[n] = [v1, v2, · · · , vn]T �� ��$����� �� � 	����7$����� $����� ���� ���

�����)�� ���
���:

v[n] =

⎧⎨
⎩

1 vn ≥ τ

0 vn < τ
4B-C5

" ��- 4B-C5� vn �� ��� nth ��������� �� ��� ������� $����� f �� τ �� �

��	������ ���������� )���� �� ���������� �� � 
���� $���� �� ��� ������� $�����

����������-

0�$� � ������ ������� ����� F )��� NF ������� $������ �� � ��� ��

�������� C = {c1, c2, · · · , ck}� ��� ��
 �� !" ������� �������� �������� �� ��

�� ��� ��	��� S ⊂ F )��� NS << NF ������� $������ ���� 
�(�
�H� ���


����� ����
���� I(C;S) 	��)�� ��� �������� ������� ��� S �� ��� �����

���- ��� 
����� ����
���� ������� �������� 4!"��5 ��������
� �������� 	�

9������ � LBAM� �� ������� �� ������
 ��� ������� ��������- " ���� ���������

������� ���
 � �
��� ���� ��� 	��� �$����	�� ������� $������ ��� ������ ��

	� �� �� ��� �������� ������� ���� ���� ��� ��H� �� ��� ��� ������� ��� �������
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$���� �� NS- ��� ��������
 �������� � ��� �����)�� �����:

�	��  7 "������H����-

• ��� F ←− ;������ ��� �� NF ��������<� S ←− ;�
��� ���<-

�	�� " 7 ��
������� �� ��� !" )��� ��� ������ �����-

• ∀Vi ∈ F � 1 ≤ i ≤ NF � ��
���� I(Vi;C) 	�

I(Vi;C) = H(C)−H(C|Vi) 4B-=5

)����

H(C) = −
Nc∑
k=1

p(ck) log(p(ck)) 4B-E5

H(C|Vi) = −
Nc∑
k=1

∑
vi∈Vi

p(ck,vi) log(p(ck|vi)) 4B->5

)���� H(C) �� ��� ������ �� C� H(C|Vi) �� ��� ��������� ������ �� C �

Vi �� Nc �� ��� �
	�� �� ������� 4��( �(��������� Nc = 65-

�	�� & 7 �������� �� ��� ���� ������� $�����-

• ��� ��� �������� �
	�� j ←− 1 �� �� ��� ������� $����� Vd ����

����:

Vd = argmax
Vi

{I(Vi;C)} 4B-'&5

• ��� Sj ←− Vd� S ←− {Sj} �� F ←− (F − S)

�	�� ( 7 �������� ������� $������-

• ��� j ←− j+1 �� ������ ���� ��� ��H� �� S �� ����� �� ��� ������� $����

�� NS-

• ∀Vi ∈ F � ��
���� ��� /��� !" 	��)�� $����	���� I(C;Vi|Sj)� )����

I(C;Vi|Sj) = I(C;Vi)− β
∑
i,j

I(Vi;Sj) 4B-''5

• ��� ��� ������� $����� ���� ����

Vd = argmax
Vi

[I(C;Vi|Sj)] 4B-'%5
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• ��� Sj ←− Vd� S ←− {S1, · · · ,Sj} �� F ←− (F − S) �

�	�� + 7 G����� ��� ��� S ������� ��� �������� ��������-

��� ���� ���
 I(C;Vi) � ��- 4B-''5� ��������� ��� 
����� ����
�7

��� 	��)�� ��� ������� $����� Vi �� ��� ����� ��	��� C- ��� ����� ���
∑
i,j I(Vi;Sj) ��������� ��� ��
 �� 
����� ����
���� 	��)�� ��� ��������

������� $����� Vi �� ���� �� ��� ������� $������ ���� 	���� �� ��� ��������

��	7��� �� ������� $������ Sj- " ����� )����� ��� ������� �������� ���
��� �

��- 4B-''5 �������� ���� ��� ��	7��� S �� ������� $������ �� �������� �������

� ��
�������� 
�(�
�H���� �� ��� 
����� ����
���� 	��)�� ��� ��������

������� $������ � S �� ��� ����� ��	��� C �� 
��
�H���� �� ��� 
�����

����
���� 	��)�� ��� �������� ������� $������ )���� S- �� � ������� �

����
�� ��	7��� S ⊂ F �� 
������� �������� �� ������ �����������$� ���7

���� $������ �� �	�����- ��� �
��� �� ��������� 	��)�� �������� �������

$������ �� ��������� 	� ��� ������ $���� β-
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	�� �� �������� ������� � ��� ������� ��� �� ��� 	� ��
�
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���$�� L%'M� �-�-� �� ��� ������� �� ��*�� ���� ��� ��� ������������ ���*� �����

�������� ������ ���������� )��� ���� ������� ��� ���� ��*��� �� 	� �������� 	� ���

����� 
�����- "� �� ��������� �	���$�� ���� ��
��� ��
	��� � $��� �6����$�

������� )��� ������ $��� �6����$� ������� ���� ���� �� ���
 � 	����� �������

���- G� ����� �� ���� ����� �)� �������� ����� 	� ������ ����������- ����

������ ��� ����� �� ;��������< �� ������� ���- ��� ����
���� ���	��
 )���

�������� �� ���� ��� ������� ��� �� �� � ��
�������$� ������������ �� ���

��������������� �� ��� ������ ���������- ����� ��� �)� ������� �� ���� ���	��


L%'M:

'- �,�����: "� � ��� �� �������� ������ ����� � �
	�� �� 
�������
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������ ���������� �������� 4�-�-� %&&5� ��� ���� �������� �� �������7

����$� �������� ��� 
��� ��*��� 
��� ��)�� 4�-�-� B&5- ��� ����� ������

���������� �������� �� ������ )������ �6����$��� ������� ��� ������7


��� �� ��� ���������� )���� �
����� ���� 'B& �������� � ��� ��� ���

���������� )�����-

%- 9�������: 9������ ��� �������� ��� �������� �������� �� ����� ������
7

����$� ��)���� ���� ��� �� 
�(�
���� �����������$� �� ��� �������

����� ��$���� 	� ��� ����� �������-

��� ������� ��� 
�� �������� �� �� ��$���� ��
��� ��������������� ��

��� ������ ���������� 	�� ����� ����� ����� 	� ����) ������ �� ��� ����$��

�����- ����� ��� �������H���� �	����� �� ��� ������� ��� ����� 	� ��
����-

9���� � ����� �	���$������ ��8� �������� �� �(��� ��� �����������$� ��)��

�� ��� ������� ��� 	� �������� ���� �������� ��� 
�(�
���� �����
���� �� ����

������ ��� �(�
���� ����� 
����� �������� �������� ��� 
�(�
�H��� �� �����

����7)��� ����������� ��� 
��
�H��- ����� 
��
�
 �������� ��������

��� ������
���� 	� ��� ����� 
�(�
�
 ����$��� �������� ���� �� 
�(�
��


����� ����
���� )��� ��� ������ ���������- ���������� ���� �������� ��

������ ��� 
��
�
 ��������7
�(�
�
 ����$��� 4!�!�5 ��������- ���

	����� �� ���� �������� �� 	� �����H�� � �)� )���:

'- 2��� ��� ��
� �
	�� �� ��������� ��� !�!� ������� ��� �� �� 	�


��� �����������$� �� ��� ������ ���������� ��������� ������ �� 	�����

�������H���� ��������-

%- #��� �
����� !�!� ������� ��� �� �6����$��� ��$�� ��� ��
� ����� ��

� ������ ��$������ ������� ��� ����-

" ���� ��	������� ��� �
������� �� 
��
�
 �������� �� ������ ���

� ������� �������� �� ��8� ���$���� � ��
�������$� �����-

)�	��� !���
��	��� <��	���	

� ������� �������� 
����� 	���� � ��� 
����� ����
���� ������� 4!"D5

L%'M �������� �� �$���������- "� � ������� $����� ��� �(�������� ����
�� ��
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�����
�� ������	���� � ��6���� �������� ��� 
����� ����
���� )��� �����

������� �� H���- "� � ������� $����� �� ������� ��6���� ���
 ����� �������� ���

��6���� �������� �� ������ ��$� ����� 
����� ����
����- ��� ���� �� 
��
�


�������� �� �� ������ ��� ������� $������ ���� ���� ���� ��� 
������� 
�(�7


���� �����
����- !��
�� �������� )��� 
�*� ��� ������� ��� � 	����� ���7

��������� �� ��� ����� ���� ���- .�� F ������ ��� ������� ������ S ������

��� ������� ��	��� �� �������� � C ������ � ��� �� ������� C = {c1, c2, · · · , ck}

�� vs ������ ��� $����� �� N �	���$����� ��� ���� �������

vs = [v1s , v
2
s , · · · , vNs ]T 4B-'A5

)���� vs �� � ������ �� ��� �������� ����
 $����	�� Vs- ��� 
��
�


�������� ������� �� ��$� 	�:

Rmin = argmin
Vs

{fredundancy} 4B-'@5

��

fredundancy = { 1

|S|2
∑

Vu,Vs∈S
I(Vu;Vs)} 4B-'B5

)���� I(Vu;Vs) �� ��� 
����� ����
���� 	��)�� Vu �� Vs� |S| �� ���

�
	�� �� �������� � S �� S̄ �� ��� ��
���
�� ������� ��	��� �� S- ��


������ ��� ��$�� �� ������
��� ��)��� �� �������� )�� ���� ��� ��6���7

������ �(������� ��� ��6���� �������� �������� ��� 
����� ����
���� I(Vu;C)

	��)�� �������� ������� �� �������� ��� ���� �� ������� ��� ����$��� �� Vu

��� ��� ������������ ���*- ���������� ��� 
�(�
�
 ����$��� ������� �� ��


�(�
�H� ��� ����� ����$��� �� ��� �������� � S �� ����� 	� :

R′
max = argmax

Vu

{frelevance} 4B-'C5

��

frelevance =
1

|S|
∑
Vu∈S

I(Vu;C) 4B-'=5
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��� 
��
�
 ��������� 
�(�
�
 ����$��� ������� ��� �� �	����� 	�

����
�H�� ��� �������� � ���- 4B-'@5 �� 4B-'C5 ��
����������- G���
�H�7

��� �� ����� �)� �������� �������� ��
	��� ���
 ��� � ����� ��������

������ �� �����)�:

Vd = argmax
Vu

{ frelevance
fredundancy

} 4B-'E5

" ���� ��������
� ��� ���� ������� �� �������� �������� �� ��- 4B-'C5� �-�-�

��� ������� )��� ��� ������� I(Vu;C)- ��� ���� �� ��� �������� ��� ��������

� � ����
���� )��� �-�-� ������� �������� �������� ��
�� � ��� ������� ���-

������� M �������� ��� �������� ��� ��� ��� S� ��� ��������� �������� ���

�������� ���
 ��� ��� S̄- ��� !" 	��)�� 	��� �������� �� ����� ��	�� ���

����
�H�� 	���� � �����)�� �)� ��������:

max
Vt∈S̄

I(Vt;C), min
Vt∈S̄

1

|S|
∑
Vs∈S

I(Vt;Vs) 4B-'>5

9���� � ��-4B-'>5� ��� �������� 4Vd5 ��� ������� ������� ��	���� S� �� ���

���
 〈S; c〉 )���� S ∈ F �� c ∈ C ��� �������� 	���� � ������� �� �����)��

���	��
:

Vd = argmax
Vt

{ I(Vt;C)
1
|S|

∑
I(Vt;Vs)

}, Vt ∈ S̄,Vs ∈ S 4B-%&5

)���� S̄ �� ��� ��
���
�� ������� ��	��� �� S� |S| �� ��� �
	�� �� �������� �

��	��� S �� I(Vt;Vs) �� ��� !" 	��)�� ��� �������� ������� 4Vt5 �� ���

�������� ������� 4Vs5- 9���� � ��- 4B-%&5� ��� !" 	��)�� �������� �������

�� ����7����� �������� �� 
�(�
�H�� )������ ��� !" 	��)�� ��� ��������

������� �� ����7����� �������� ��� 
��
�H�� ��������$���- ����� �������� ���

���� ��� �(������� ������������-

+�� 4�	%%�� 	%%��	��

��� ����� �������� 4�-�-� )������ 
������5 �� ��
����������� ��
�����

	�� ���� �� 
��� ��������- � )������ ��������
 �(������ ��� ����� �� ��������
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��	���� �� ����
�H� ��� ������� ��������
 ���� ���� ��� ��	��� ��� �������7

�����- ����� 
������ 	���� � �����H���� ���� � ��
	�������� ��������

)�� ��� ��� �� $����	��� ��� � ������� ����� �� )�� ��� ������ 
��� 	�

��� �$�� ��� ��	���� ���� 
�� ���	��
� ������� �� ������� �(������� ��$�

	�� ���) �� 	� ?�7���� L''BM- ���������� ����
���� ������� ����� �������7

��� �� $����	�� �������� ���
 � ����� ��� ��� 	���
� � ����$� �������� ����-

��� ������� ����7���������� ���������� ��$� 	�� 	���� ��������$��� ���������

����������� ���������� ���� �� ����������� �� �
������� ���	�	������� � ����� ��

�����$� ���� ������
��� ���������� LA=� ''CM- " � ����� )��*� ��� 
�����

����
���� )�� ���� �� �������$��� ������ �������� �� �� �	��� ������
���

�� ���� �� ���� �	����� )��� � 	������ ��������
 LA%M )��� ��)�� $����	���-

������ �������$� �������� 
����� )�� ���������� �� ����
�H� �������H����

�	����� )��� � ������� ������ ��������
 � ��� 
���� �� ������� I����� ����7

������- ������ �6����$� �������� �� ��� ����
���� ����$��� �����
�����

4���5 )���� ��������� � ������ ������������ ����� �$�� )������ � � 9������

?��)��*� )���� )������ ������� �� ������$�� �������� ��� ����
�������� ��7

���H�� ������� ����� �O���� ��� H���- ������� � ��	��� )������ �� �����

�������� )�� �������� � L'&@M �� ����� ������ �������� �� �������$� �������

���� ��������� � �
������� ���� ������ �� � ����� $���� �� ������
 �

�������$� ��*�� 
����� ��
	��� )��� 	��*)��� ���
����� �� ���)���

��������-

,"'"� :�
� �+�
��� ������
	 

0����� ��������
� ��� ������$� ������ ��������� 	���� � ��� ��������� ��

������ �������� � 	������ L''=� ''EM- ���� �
���� � ��������� �� ��
�����

�������� �$��$�� �$�� ��
� �� ��$���� �� � ����
�� �������- �6����$���� ���

������� ����� �� �������� � ��������� )���� ����� � �$����� ����� ����
�-

��� ������� ��������� � ������� �� ��������� � �(�� ����� 	���� ����� ���7

������� � ������� ��	���- ��� $���� �� ���� ������� � ��� ����� ���������

��� ������� �� �	���� �� � ���������� �������- ��� ��������
 �� � �������$�
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������� )���� ���� ��������$� �������� �� �������� 	� ������� ������ ����7

����� ���� �� ������$�� �� 
������ �� ��� 
�
	��� �� ��� ������ ��������-

!������ ������ ��
� �� ��� $����� 4���� ����� �� ������� ��������5 � �

��	��� ����
��- ������$�� ��
	��� ��6���� �������� ���
 � ���� �� ��	����

��� � �) ��	���- ��� ���������� �� ������ ��������� �� ��������� 
�
	���

�� �����
��� 	� ����� ����� 4��) ���� � ������� ��	��� �� )��� ������� ��

� �$������� ��������5- 9����� ������� ��	���� ��$� � ������� ����� �� 	���

�������� �� ���
 � �) ��	��� ������� ������$�� �� 
������- " ���� 
����

���� ��	���� ��� �$��$�� �$�� ��
�- ��������
 % ���)� � ��
��� ������ ������

��������-

����
�	*� " ���	�� ������ ���
�� ��
�����

'- 9��� 	� ����
�� �������� � ������ ��������� �-

%- ��������� e(x) ��� ���� 
�
	�� x ∈ P -

A- ���� � ���	�	����� ������	���� � �$�� ��� 
�
	��� �� �-

@- ������ �)� ��������� 
�
	��� ( �� � )��� ������� �� �-

B- ����� ������$�� �� ( �� � �� ������� �) ��������� 
�
	��� x′ ��
y′-

C- ����� 
������ �� x′ �� y′-

=- "���� x′ �� y′ ��� P ′ 4��� �(� ��������5-

E- "� |P ′| < |P |� ���� @-

>- .�� P ←− P ′-

'&- "� ����� ��� 
��� ��������� �� �������� ���� %-

''- ����� x ∈ P ��� )���� e(x) �� �������-

"������H���� �� ��� ��������� �� ��

��� ��� 	� ������ ��� ���������

)��� ����
 $�����- ��� ����� $���� �� ����������� �� ��� ������
���


������
�� �� ��� ������ 	��� ����
�H��- ��� ���������� �� ����� $�����

�� ����������� ��
���- "� ��� ��)�$��� 	� ����� ��
���( �� �
���
�� � �

)�� ���� ����
�H�� ��� �,����� �� ��� 0�8� ������ �� ��� ���	��
 �����- "�

�� ���� ����� ���� ������ ��� ������ �� ��� ���	��
 �����-

����� ����� ����������� ��� �(� ���� �� �����������- ����������� ��
7
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� ����� �
	�� �� ����7
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��� 	� �������� ���
 
�
	��� �� ��� ������ ��������� ���� � �������7

��� ������� ���� �� )������� 	� ���� �� ����� ����� $�����- ��� ������ ���

������ ��� 
��� ��*��� �� �� ���� ��� ����
���
� )��� 	� �������� ��� ��� �)

��������- G� ��

��� ���� )�� �� � ;�������� )����< ��������� ���� ��7

���� � ������ �� � �������� )���� �� ���� ��������� 
�
	�� )���� ��� ��H�

�� ��� ������ �� ����������� �� ��� ����� $����- ���� ��������� �� ���� ��
7

	��� )��� ��� ������� ��������� )���� ������ ���� ��� ����
���
� )��� ���

������� ����� �� ��)��� ������ ��� ��� �(� ��������- ��� �(� ��������

�� ������ ������$��- �� 
�� �$��������� ��
������� ������������� ������$��

�� )��� ������������ � 0� ���
 ����� �$��������� ��
������� �������
�-

������$�� �� ��� ������� �� �(������ ������� �� ��� ������ �� �)� ;���7

��< ����
���
��- � �$����� ���	�	����� �� ������� �� ��� ������$�� ��������

)���� �� ��� ���	�	����� ���� �� ��$� �)� ������� ��� ������$�� ������� )���

�����- ��� ��� �������� � ��� ������� 0� ��������� �� 
������- !���7

��� ������� �� ������ � ���
��8� $���� �� ����
� ���� )��� � ������

���	�	����� ��� ���� ���
�� � ��� ���������- ��� ���	�	����� �� 
������

�� $��� )����� �������� �� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ��� �����

�(������� ��� 0� L''>M-

6���	�� ����
�	*� #�
 #��	�
� �����	���

��� 0� �� � ���������� ���	�� ������ 
����� ���� 
�
��� ��� 
������� ��

������ 	��������� �$������ L'%&M- ����� ��������
� ��� ������ ������� ����7


�H���� ��������
� )��� � ���	�	������� ��
���� ���� ���$��� � 
��� ��

������ ������ ���������� ��������� ������- 0�8� )��* )��� � ��������� ��

����� ������ ��� � ����� ����- ���� ;����< �� � $����� � ���������� ���7

������� �� �������� 4�� ��������5 ������� �� ��� ����
�H���� ���	��
-

� ��������� ��� ����� /��� � ���
	�� �� ��� �� ���������� $������- ����

$����� �� ������ � ����
���
� � ��� ���������- ��� �
	�� �� ���
��� �

���� $����� 4����
���
�5 ������ � ��� �
	�� �� ����
����� � ��� ��7
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-  �) �� ��������
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 �� � ����� �� ���
��� �� �� �� ��� �������� ������� � ������������

������� � 0� 4�� ����� �$��������� ��������
5 �� � ���	��
 L'%&M- � ���	��

����
�H���� ��������
 	���� � ������ ��������
 �� ������� �� ������� �

��� ������� �� ��� ����
�� ������� �������� ��� ��� ������������ �� ������ �(7

��������- ��� 	���* ������
 �� ��� )������ �������� �� ����������� � ������

B-'-

������ B-': �	����� �����
� �������� ���� ��� �
�		�
 �		
�����

��� �	/����$� ������ ���� � ��� �������� ������� �� ��� ������������

����� �������� 	� ���������- ��� ������������ ����� �� �������$��� �������- ��

���� ��������� ��� ����
�H���� ��������� �� �������� � ��	7��� �� �������� ����

��� �������� �
����� ������������ ����� ��
����� )��� ��� ���$���� �����7

���- ��� ���� �� ��� ������� ����� ����� ����� ��� ������ �� ���������

�(��������� )��� ��� �������� �
	��- �� ��� 	����� �� ��� ��������
� �

)��� ���� �� ��� ������� ����� �� ����� �� ��� ��������
 ����)� ��������

�� �������� ���� �������� ��� �	/����$� ������ $���� �� )��� �� �������� ����

��$� � �
��� ������� �� ��� �	/����$� $����- �� ��� ��������
 �� ��
�� ������

�� ��� ��� �������� ��� ���	�	����� �� �������� �������� ������ �� ������

$����� �� ��� �	/����$� ������ �� ��������� ������� �� H���- �� ��� ��
�

��
�� ��� ������ ���� �� ���������� ������ �� � $��� �
��� ����� �����

��� ��� �������- ��� ������� �������� ������
 �� ���) � ������ B-% 	����

� ����
�H���� ��������
-
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�� �����	���� �� ���� ������� �� �� �
���� ����� 
������

��� ��� �����
- ��� !"�� �� ��� !"D ��������
� ��� ������	�� � ���7

���� B-A-' �� B-A-%- ��� 
��� ������
����$� �������� ��� �������� 	���� �
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�H�� ��� !" 	��)�� ����7����� �������� �� �������� ��������� �� 
�7

�
�H�� ��� !" 	��)�� ����7����� �������� �� �������� ��������- ��� )������

��������� ��� ������ ��������
 �� �������� � ������ B-@- ��� �������� ���

�������� 	���� � 0� ����
�H���� ��������
- ��� )������ �������� �� 
���

��
���( ��� ����� �������� � ���
� �� �
���
������ �� ��������� ��
�-

�� �$������ ��� ������
��� �� ���� ������� �������� 
������ ��� �������� ���7

����� ��� ��� �����
 )��� 	� ��������� ���� ��$���� ����������- ?�(� �������

������	�� ��� ������������ ������� �� ��$�� ��� ��
����� �(����
���� �������

��� ������ �(������� ���������-
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���� ������� ����� )��� ��� �
���
������ �� ��� ������������ 
�����- "


����
������ � ������������ ������
 ��)��� ��� ������������ ���	��
 ;2���

��� ��� �	/���� �� � ��$� ����� �� �� ��
� ����$�����N<- "� ��$�� � �7

������� ��
������: ���� �	/��� �� ����$���� �� �(����� �� �����- "

������ ���������� ����� ����
�� ������� ��	��� �� ��������� � ��������� ��

	� ������� ���� $������ ����������- 0�������� ����� ��� ����� ��6����

���������� ��� ������������ ������- ��� ���� �������� �� ��� ��
����� ��

��� 
��� ������$� �������� )���� �� 	���� � ��� ������ �� ��
������� 4�-�-

��
����� 
������5- ��� ����� �� �� � ���	�	������� ��������- "� �������


������ 	���� � 9���� ������� ����� ��� 
�(�
�
 ��*������� �� ������ ����7


����� ������� F??� ���H� )���) ���������� 	����7��7	��� 
������

4995 �� ?��$� 9������ ��������� 4?95- ��� ����� �������� �� �� ��������

������� 	�������� �������� 	� ����
�H�� ������ ����� �������� 4�-�-� ������8�

����� ������
���� !.�� ������� ���� �� �I!5- " ��� �����)�� ��������

��$���� ���������� ��� ������	�� ���� ��� ���� ��� �(����
���-

7"�"� *5 ������1�

��� ?9 ��������� �� � ���	�	������� 
����� ���� ��� 	�� ���) �� 	� �6����$�

� 
�� ������������ ���	��
� L@@� '%'M- "� ����
�� ���� ��� ������� 4��

>C
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���*5 �� � ���������� ������� �� � ����� �� �������� �� ��� ������� 4�� ���*5

�� �� ����� �������- .�� C ������ � ��� �� �������� C = {c1, c2, · · · , ck}� ��

xf = [xf
1 , · · · , xf

m]
T �������� ��� ������� $������ ��� ������������ ������� ��


��� 	�:

Cnew = argmax
k
{p(ck)

m∏
i=1

p(xf
i |ck)} 4C-'5

��

p(ck) =
Ns

NT
4C-%5

)���� Ns �� ��� �
	�� �� ��
��� � ���� ����� ck� NT �� ��� ����� �
	��

�� ��
����� p(xf
i |ck) ��� ��������� ��	��� 4�� ��������� ������5 ������ �

������ ���� �(�
���� �� m �� ��� ����� �� ������� $�����- ������� ���

��������� ����
����� ?9 ��� 	�� ���) �� ��$� $��� ���� ������������

������
��� ��� 
�� ���� ���� ���� � ��� )��� 
�� 
��� �������������

����������- ��� ����� �� ��� ��- 4C-'5 �� 	� ���� � ������( 9-

7"�"� ���
�-����� �(� ������1�

��� ����� ��������� 	���� � ������
��� ������� �� ���� �� �������� ��� ��(

��6���� �(��������- � ������ �(����� �� ������ .���� ������
��� 4�.�5

���� ����� )��� 
��� ��� �)� ������� �(���� L@@M� )���� ���� 
������� ������
7

��� ������� 4������( �5- ��� ���/����� �� ���
 � ���� ��
������ �����

�� � ��) ��
������ ����� �� ��� �������
���� ������ �� ��� �� ����


�(�
�H�� ��� ����� �� ����7����� ������� 4Sb5 �� ��� ����7����� 4Sw5 �������-

��� 
�(�
�H���� �� ������
�� �
�� ��$���� ��
����� �������- ��� Sb ��

	� $��)�� �� ��� 
�� ������� 	��)�� ��� ��6���� ������� �� Sw �� 	�

�������� �� ��� �$����� �����7������� ��$������- ��� ����7����� 4Sb5 ��

����7����� 4Sw5 
������� ��� ������� $����� 4xf5 ��� ��$� 	�:

Sb =

Nc∑
i=1

mi(x
f
μi
− xf

μ)(x
f
μi
− xf

μ)
T 4C-A5



������� ,� 	����$ �)�������� �$����-������ >E

Sw =
Nc∑
i=1

∑
xf∈ci

(xf − xf
μi
)(xf − xf

μi
)T 4C-@5

)���� Nc �� ��� �
	�� �� ������� 4�-�-� ��� ��( �(��������� Nc = 65� mi �� ���

�
	�� �� ������ ��
���� ��� ���� ������ ci �� ��� ����� ��	��� xf
μi
�� ��� 
��

$����� ��� ���� ����� ��
���� 4mi5 �� xf
μ �� ����� 
�� $����� �$�� ��� ������

��
���� 4m5 ����� 	�:

xf
μi

=
1

mi

∑
xf∈ci

xf 4C-B5

xf
μ =

1

m

Nc∑
i=1

mix
f
μi

4C-C5

����� �	����� Sw �� Sb� 	���� � ������8� �������� ��� ����� ����7

���
����� WLDA� �� 	� �	����� 	� ���$�� ��� �������H�� ����$���� 4λ5

���	��
:

WT
LDASb = λWT

LDASw 4C-=5

G�� ��� �������
����WLDA �� ��$�� ��� ������������ �� 	� ������
��

� ��� �������
�� ����� 	���� � �������� ������� 
������ ���� �� ���

�������� �������� || • ||- ��� �) ������� xf
n� �� ��������� ��:

cn = argmin
i
||WLDAx

f
n −WLDAx

f
μi
|| 4C-E5

)���� cn ������ ��� ��������� �����7��	�� ��� xf
n �� xf

μi
�� ��� ������� �� ith

�����-

,�� ��������	� ��(��	���� ��	���.��

7"�"� 5��8������
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������� 
����� ��

��������- ��� ���������� ��
������� 4��"!5 ���( �� � 
����� ��� 
�������
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��� �� ��������- ��� ��"! �� ������� �� �
���$�

� ���������� 
������ ���� �� ��� ���* �����7��7���� ����� 4��?�5 �� ���


�� ������� ����� 4!��5� )���� ��$� ���$�� �� 	� ��������� )��� ��
�

$����� ���������- ��� ��"! )�� �������� ��� �
��� ������� ������
�� L'%%M-

��� 
���$���� 	���� ��� ���������� ��
������� �������� ��� 
������� �
���

������� �� ���� ���  �
� I����� �����
 4 I�5 �� �� ������� ��� ��������

�
���������� �� ;������< � �
����- "������ ���  I� ��� �$��$�� �� ����

�� �� ������
 $����� ������ ��������� � ����� �� 	� �	�� �� �(����� ���

��������� �� ���������� �� ������ �
����- ���������� � ������ ����������

������� 
����� )���� �
�����H� ��� ��������� �� ����� �$�� ��� ������� �6����-

��� ���������� ��
������� �������� �� 
����� �������$� �� ��� ���������� ����

������� ������ 
�� ������� �-�-� ������ � ��� 
�� �� ������� �� � �
7

���-  �)�$��� ��"! �� ������$� �� ���������� ���� 	���* ��) ������ �������

���������� �� � �
���� ���� �� 	���� 	���* ��
������� ��������� �� ����-

��� ��"! ���( 4�!5 	��)�� �)� �
��� ������� x �� y �� �(������� ��

L'%%M:

SM(x,y) =
(2μxμy +K1)(2σxy +K2)

(μ2
x + μ2

y +K1)(σ2
x + σ2

y +K2)
4C->5

)���� K1 �� K2 ��� �)� �
��� ������$� �������� μx, μy ��� ��� 
��� �� x

�� y �� σx, σy ��� ��� $������� �� x �� y� ��������$���- "� �� 	� ���)

���� ��� 
�(�
�
 ��"! ���( $���� �� 1 )�� x = y L'%%M- ����� ��������

���)�� ���� �� �� �����������)��� �� �
���
�� � ���������� ��
������� 
�����

� ����� ��
��� L'%A� '%@M- ��� ������� ��
���( )�$���� ���������� ��
����7

��� 4�2��"!5 �� ��������� �������
 ���������� ��
������� 4����"!5 )���

������� ���� ��� ������ ��������� LE� '%@M- " ��� �����)�� ��	������� ���

0���"! 
���������� �� ������	�� �� ��� �(����
���� ������� ��� ��������

�� )���-
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" ��� �������� 0���"! ��������
� ��� ��
���( 0�	�� ���,����� ��� �������

��� ������������- ����� ��� 0�	�� ������ ��� 	������ ������ L'EM� ���� ��$�

� ������� �� H��� �������� �� ��� 
�� �� ��� 0�	�� ���,����� �� H���

4μxG = μyG = 05- ����������� ��� ���
� 42μxGμyG+K15 �� 4μ2
xG+μ2

yG+K15

� ��- 4C->5 )��� 	� �������� ���- �������
���� ��� $������ �� xG� σ2
xG � ���

$������ �� yG� σ2
yG �� ��� ��$������ 	��)�� xG �� yG� σxGyG � ��� 0���"!

�� 	� ���������� ��:

σ2
xG =

1

M

M∑
i=1

(xG
i − μxG)2

μ
xG

=0
−−−−→ σ2

xG =
1

M

M∑
i=1

(xG
i )

2 4C-'&5

σ2
yG =

1

M

M∑
i=1

(yG
i − μyG)2

μyG
=0

−−−−→ σ2
yG =

1

M

M∑
i=1

(yG
i )

2 4C-''5

σxy =
1

M

M∑
i=1

(xG
i − μxG)(yG

i − μyG)
μ
xG

=0
−−−−→
μ
yG

=0
σxy =

1

M

M∑
i=1

xG
i y

G
i 4C-'%5

?�) ���� ���- 4C->5� 4C-'&5� 4C-''5 �� 4C-'%5� ��� 0���"! ���( 4GS5

	��)�� �)� ��$� 0�	�� ���,����� xG �� yG 4���� ��������� �� �
���

������� x �� y5 �� 	� �	����� ��:

GS(xG,yG) =
2|
∑M

i=1 x
G
i y

G∗
i |+K∑M

i=1 |xG
i |2 +

∑M
i=1 |yG

i |2 +K
4C-'A5

)���� K �� � �
��� ������$� �
	�� 4K < 0.15 �� ∗ ������ ��� ��
���(

��/�����- ��� 0���"! ��������
 ��� ������H�� ������ �(������� �
���� ��

��
�������� � ��������
 A- " ���� ��������
� ��� 0���"! 	��)�� ������

0�	�� ��������� xG
cj
� )���� j �� ��� �
	�� �� ��
���� � ���� ����� �� c �� ���

����� ��	�� �� ���� ��
��� �� ���� 0�	�� ��������� XTest� ��� ����������- ����

� 	�* �� 0���"! ������ 4Gcj5 ��� ����$��� )���� �� 	� ��������� �� �������

��� �(�������- ��� ��� ���� �� �� �� ��� 
�(�
�
 
�� ���
 0���"!
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������ �� ��( �(��������- ��� ���( �� ��� 
�(�
�
 
�� �����
��� ���

����� c �� ��� ���� �
��� 4xG
k 5-

����
�	*� & 3���)� ����
���� ��
 ��� ������

������ ���� ��� �� 0�	�� ���,����� ��� ���� �(������� ��� 4X 5-
X = {xG

ci
|1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ c ≤ 6, (i, c) ∈ N}-

������ ������ ��� �� 0�	�� ���,����� ��� ���� �(������� ��� 4XTrain5-
XTrain = {xG

cj
|1 ≤ j ≤M, 1 ≤ c ≤ 6}-

������ ������ ��� �� 0�	�� ���,����� 4XTest5-
XTest = {xG

k |k �= j}-

��
 c J ' �� C ��
��
 j J ' �� ! ��

��������� ��� 0���"! 4Gcj5 	��)�� ���� ������ ��
��� �� ������
��
���-

Gcj = GS(xG
cj
,xG

k )-

��� Gcj � Dcj

��� ��

��� ��


��
 c J ' �� C ��
��� ��� 
�� �� 0���"! ��� ������ ��
���� �� ���� ����� ��	��
μc =

1
M

∑
j∈c(Dcj)

��� ��


��� 
��
�
 �� 4μc5 �� ��� ����� ��	�� 4c5 �� ���� ��
���-
c = argmin

c
(μc)
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���������� ��� ����������� � ������ C-' )��� ��6���� �?��-

������ C-': :�
������ �� �%�
��� 
�������� 
��� ��
 ��&�
�� ���� ��
 �����

+��",���� �� '(��� ���������

��� ��������� ���� ��� ���� ���$����� �(������� �� ���) � ��	�� C-'

�� ��	�� C-%- " �������� ��� �$����� ��������� ��
�� )�� ���������� ���

�I! �� 0���"! ��������
 )��� ��# ����� %-@ 0 H �� %09 ��!- ���

�$����� ��������� ��
� �� ������H� ��� �(������� �� �� ��
��� �
��� �� 0.20

����� ��� �I! ���������� )������ ��� �$����� ��
� ��� 0���"! ��������


�� �	��� � �����7��7
������� ����� ������������ 0.025 �����- �������
����

��� �������� ��������
 �� ��
����� )��� ��6���� �����7��7���7��� 
������

�������: 0�	�� ������ 4E ���������� �� B ������5� .9� �������� 4��$����

��� �
���� ��� 10 × 10 ��(�� ������5 ��  .�� )��� �I! ��������� L>� '%M-

��� ��������� ����� ��� ����������� � ��	�� C-A ��� ������ �
���� 4128× 128

��(���5 ���
 ���7F���� ����	���-

�� � ������� �� 
�� ������� ���� 0���"! ��������
 ��� ��
��*�	�� �
7

���$�
�� � ������ �(������� ��������� � ��) �?��-  �)�$��� ��� ��) ����7
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��	�� C-': �(������� ��������� ���� 	���� � �I! ��������� ��� ��6����
���������� )��� �?� = 35dB ���
 
�(�� ���7F���� �� 3���� ����	���-

���������� 16× 16 32× 32 64× 64
���� =&-'P =B-&P =E-%P
������� CA-&P CB-&P =@-%P
���� =&-%P =E->P E@-&P
 ���� =C-CP EA-&P EB-AP
��� =A-@P ==-%P =@-'P

�������� EC-'P EE-@P >B-@P

��	�� C-%: �(������� ��������� ���� 	���� � 0���"! ��������� ��� ��6����
���������� )��� �?� = 35dB ���
 
�(�� ���7F���� �� 3���� ����	���-

���������� 16× 16 32× 32 64× 64
���� EA-@P E=-BP E=->P
������� =A-'P =C-&P =E-=P
���� =@-=P =C-%P E&-%P
 ���� >'-AP >B-EP >C-AP
��� ==-BP E&-AP E'-&P

�������� >'-AP >B-@P >C-&P

����� �
���� )��� ������ �?�� 4>'B �95� ��� �I! ��������� ��������� ����

���)� ��
� �
���$�
��� ��
����� )��� ��� �������� 0���"! ��������
-

����������� ��� 0���"! ��������
 ��������� ��)�� ��
���(��� � ������� ��

������� ��������� ��
� ��
����� �� ��� �I!- ����� ��$������ 
�*� ���

0���"! ��������
 
��� 
��� ���� �6����$� �� 
��� �����	�� � ����
�����

�� �
���� 4$���� ��������5 �$�� ���� ��

������� ������-

��	�� C-A: ��� ��������� ���� �� ��6���� �����7��7���7��� 
������ ��� ���7
F���� ����	��� �
���� 4128× 1285-

�(������� 0�	�� .9�  .�� 0���"!
���� EA-AP E%-%P EC-=P EE-'P
������� E>-EP E=-CP >&-CP >'-%P
���� EB-EP EC-BP EB-%P E=-CP
 ���� >C-AP >@->P >C-%P >C->P
��� EB-%P E'-AP E%-BP E'-%P

�������� '&&P >E-'P >E->P >E-%P
���
��� 0,@ --�(@ 0,@ 0,�+@
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,�� #$%������� '���������� '������

������ �(������� ����	���� ��� �������� �� ��
���� ��� ��
��������� �,7

����� �� ��� �����
- " ���� ������ 3���� �� ���7F���� ����	����

L'E� 'AM ��� ���� �� ���� �� ���� ��� ������ �(������� ��������� �����
-

���� ���� )�� ������
�� ����� ��
�� ���� ����
�� �������� ������ �� ����7

�� ���� �� � �$����� ������ )�� ����������- ��� ��	/���� ���������� �

��� ������ ��� )��� �� ������� � ��� ������ ��� �� �
����� ���� ����7

�� � �����7�������� ������������ �� ������ �(��������- � ����
����

���� �������� L%BM �� ������ �������� L''M )��� ���� �� ��� ����� )��� ����

������- ��� ������ �
���� )��� ��������� ���� ��$���� ������� �(������� ��

����������- �������
���� ��� ��,���� ���	��
 �� ������H�� � �(������� �

��6���� ���������� )�� ���������-

7"4"� .���� $��
� %&��� �
�

��� @& 0�	�� ������ ��� ���� ��� ������� �(�������- ��$���� ������� ��������


������ ��� ���� ��� ��
������$� �$�������- ��� ?9 ��������� �� ������
��

��� 	��� 3���� ����	��� 4%'B �
����5 �� ���7F���� ����	��� 4AEE �
7

����5- ���� ���� �� ������
�� A ��
�� ���� ����
�� �������� ������ ��

������ ���� �� � �$����� ������ �� ����������- ��� ��	/���� ���������� �

��� ������ ��� ��� �� � ��� ������ ���- ��� �������� ������� ��� ��
�7

������� � ��	�� C-@- ���
 ��� ��	��� �� �� 	� ��� ���� ��� 	��� ������
���

�� ��$� 	� ���� ��� !"D 
������ )������ ��� ��� ���� �������� ��� ���

)���� ������
��� ��� ������ �(������� ���������-



������� ,� 	����$ �)�������� �$����-������ '&B

��	�� C-@: ��������� �� ��������� ���� ��� 0�	�� ����� 	���� � ��6����
������� �������� 
������ 4128× 128 ��(���5-

��� 
	�������� !�������

�0�R ��� !"�� !"D 0�
���� CB-% C@-> CE-% =B-% C>-%
������� C@-' C&-% ==-E =E-' =C-'
���� CC-% B=-E =B-' =>-A =&-'
 ���� E%-' EC-A >B-% >C-B >@-@
?������ =%-' C&-% =A-@ E=-' =C-A
��� CE-A BE-% =B-' EA-% =B-@

�������� >&-% E>-% >&-A >C-% >A-%
���
��� 1"�% %-� 10�& -+� 10�"

��� ����� !�������

�0�R ��� !"�� !"D 0�
���� =B-' =@-C =E-B E'-A =>-'
������� =@-B =A-> ==-E E%-A =E-A
���� =&-E C>-B =B-' E&-B ==->
 ���� =&-= CE-E >B-% >E-C >C-%
?������ ==-& =&-= =E-% E=-' E&-A
��� =B-@ ='-@ =C-E EA-% ==-E

�������� >C-% >%-A >C-% >E-A >B->
���
��� 11� 1(�+ -"�+ -1�& -&�%
�)�*+ �,����� )��	� ����-���

7"4"� ���-.���� $��
� %&��� �
�

" ����� �(����
��� ��� .��70�	�� ������ ��� ���� �� �(����� ��� ��������

���
 ������ �(������� �
���� �� ��6���� ������� ��������K�������� 
������

��� �
������- ��	�� C-B ���)� ��� ��������� ���� ���� .��70�	�� ������ ���

������� �(�������- %@ .��70�	�� ������ ��� ���� ��� ������� �(������� ��

?9 ��������� �� ���� ��� �(������� ���������- �� � ������� .��70�	�� ������

��$� 	����� �������� ��� 0�	�� ������ �� ���������� ���� ��� 
��� �6����$�

��� ��������� �(�������-
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��	�� C-B: ��������� �� ��������� ���� ��� .��70�	�� ����� 	���� � ��6����
������� �������� 
������ 4128× 128 ��(���5-

��� 
	�������� !�������

�.0�R ��� !"�� !"D 0�
���� CC-@ CC-' C>-@ =C-@ =&-@
������� CB-A C'-@ =>-& =>-A ==-A
���� C=-@ B>-& =C-A E&-B ='-A
 ���� EA-A E=-C >C-B >=-E >B-=
?������ =A-A C'-@ =@-C EE-@ ==-B
��� C>-B B>-@ =C-A E@-@ =C-C

�������� >'-B >&-B >'-C >=-B >@-B
���
��� 1&�- %0�& -,�+ -%�& -,�+

��� ����� !�������

�.0�R ��� !"�� !"D 0�
���� =B-@ =@-> =E-E E'-C =>-@
������� =@-E =@-% =E-' E%-C =E-C
���� ='-' C>-E =B-@ E&-E =E-%
 ���� ='-& C>-' >B-C >>-& >C-C
?������ ==-A ='-& =E-B E=-@ E&-C
��� =B-= ='-= ==-' EA-B =E-'

�������� >C-C >%-= >C-C >E-= >C-A
���
��� 11�( 1(�- -"�0 -1�1 -(�,
�.)�+ �,����� .	�)��	� �&%����

7"4"4 �5� :���
�� %&��� �
�

" ����� ��������� ��� �������� )��� �������� 	���� � .9� ��������- ���

�������� ��� �������� 	���� � !"D 
�����- ��� ������� ��� ��6���� �������

�������� 
������ ��� ���) � ��	�� C-C- ?9 ��������� �� ���� ��� ������������

�������-
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��	�� C-C: ��������� �� ��������� ���� ��� .9� �������� 	���� � ��6����
������� �������� 
������ 4128× 1285-

��� 
	�������� !�������

!"�� !"D 0�
���� C=-& =A-> CE-&
������� =C-B =C-E =@-E
���� =A-E ==-> CE->
 ���� >A-C >@-E >%-E
?������ =%-' EB-C =B-&
��� =A-E E'-E =@-'

�������� EE-E >@-C >'-C
���
��� 11�0 -&�% 11�0

��� ����� !�������

!"�� !"D 0�
���� =B-> =E-C =C-B
������� =B-% =>-C =B-=
���� =%-C ==-E =B-A
 ���� >%-' >B-A >A-&
?������ =B-C E@-% ==-=
��� =@-A E&-B =B-%

�������� >A-& >B-' >%-=
���
��� 10�- -(�( -,�0

7"4"' 9��� %&��� �
�

��� ��� ����� �(����
��� ��� �������� ��� �(������� ����  .�� ��������-

���� ��� 
��� ������
����$� �������� ��� �������� ���� 	��� 
����� ����7


���� �� ����
�H���� ��������
- " ���� �(����
��� ��� ?9 ��������� ��

�
������ �� ������H� ��� �(��������- ��� ������������ ������� ��� ���) �

��	�� C-=-

��	�� C-=: ��������� �� ��������� ���� ���  .�� �������� 	���� � ��6����
������� �������� 
������ 4128× 1285-

��� 
	�������� !�������

!"�� !"D 0�
���� ='-B =E-B =%-B
������� E'-' E'-@ =>-@
���� =E-@ E%-C =A-@
 ���� >E-C >>-> >=-E
?������ =C-= >&-B =>-C
��� =E-@ EC-B =E-=

�������� >A-= >>-C >C-C
���
��� -"�% --�( -"�%

��� ����� !�������

!"�� !"D 0�
���� E'-% E@-& E'-E
������� E&-B EB-& E'-&
���� ==-E EA-% E&-C
 ���� >=-E >E-% >=->
?������ E&-> E>-E EA-&
��� =>-B EB-> E&-B

�������� >E-C >>-' >E-=
���
��� -+�" -0�& -%�"

7"4", 9����$ %&��� �
�

" ��� ���� �(����
��� ��� �������� ��� �(������� ����  .��.� 
����� ��

!����7����� .�� ��������� �� �
������ ��� ������������- ��� ������� ����������
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� ��	�� C-E ��� ��6���� ������� �������� 
������- ��� ������� ��������

�� 91.8% ��� ���7F���� ����	��� �� 93.3% ��� 3���� ����	���- "�8�

�������� ���� ���  .��.� �� ��� !"D ��������
 �� �6����$� ��� �(�������

���������-

��	�� C-E: ��������� �� ��������� ���� ���  .��.� �������� 	���� � ���7
����� ������� �������� 
������-

��� 
	�������� !�������

!"�� !"D 0�
���� =E-= EC-% EA-@
������� E>-% E=-A E>->
���� EC-A EC-' E@-@
 ���� >E-= >>-= >E-E
?������ =>-C >A-E E%-C
��� E'-A E>-E E'-C

�������� >=-' >>-E >E->
���
��� -1�& 0 �- --�+

��� ����� !�������

!"�� !"D 0�
���� EC-' E>-' E=-B
������� EB-A >&-' EC-=
���� E%-B EE-% EC-A
 ���� >E-E >>-% >E->
?������ E'-= >B-% EA->
��� E&-A >'-' E'-A

�������� >>-C >>-> >>-=
���
��� -1�- 0&�& -0�"

��� �$����� ������������ ������� ��� ���) � ������ C-% ��� ��6���� ����7

������ ���
 16× 16 �� 128× 128- �� � ������� ��� ��������� ���� �� �������

	� ������ ��� ����� �� ��� �
���- ��� �������� 
����� 40�	��� .��70�	��

������5 ��$� 	����� ������
��� ��� ����� 
����� ��� ��) ��������� �
����-

��� ����� 
������ ��*�  .�� �� .9� ��$� ��
������$� ������
��� � ����

��������� �
����- ���  .��.� ��� ��� ������� ���� ��� ���� ��������� �
7

����-

��	�� C-> ���)� ��� ��# �(������ ��
�� ����������� �� ��6���� ������

�� ��� ������������ �������- ��� ��
�� ��� ��$� 4��# ����� %-@ 0 H ��

%09 ��!5 ��� ��6���� ������� �(������� 
������-

��	�� C->: ��
������ �� ��� ��# �(������ ��
�� 4���5-

3���
 9��"3���
 9-: 09(+ 09(+9�

:
�":
������� ;�85

�����
� ���
����� ;5�5 ;8�? 8�;? =�? ;�;

+�����2����� 8�5=

���
� :
����� ;?�; ;!�/; ;�?6 6�/; !�?;
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������ C-%: ��������� �� ������� ��������� ���� ��� ��6���� �
��� ������7
����-

7"4"7 ;���8 �� �
� %&��� �


������ �(����
�� �� ���� 1���*� 
�
��� 41!5 �� ������� �(�������- ��

��������� � ������ @-=� 1! �������� ��� ��	��� � ������� �� ��� ���� ��

���� ������� �$�����- ��	�� C-'& ����������� ��� ��������� ���� ��� ��6����

�������� �� ������ �(��������- ��� �� �������� ���� 1���*� 
�
�� ��������

� ����� ������ ���� ��� 
������� �� � ������� �
��� ��
��� �������� �� ����

	����� �������- ��� ���� ������ ��� .�� ��������� �� ���� �� ������H� ���

��$� �(��������- �� � ������� ��� 
�(�
�
 ���� �� 1! ����� 10 )���� ��

73.2% �� ����� ���� ��� ��������� ���� �� ������� 	� �������� ��� ������-

���������� ��� 1! ����� 10 �� �������� ��� �������� ����� �(����
���-



������� ,� 	����$ �)�������� �$����-������ ''&

��	�� C-'&: ��������� �� ������������ �� 1���*� 
�
��� ��� ��6���� ����7
������ �� ��6���� ������ 4���7F���� ����	���5-

�
��
 0o 30o 45o 60o 90o 120o 135o 150o 180o

/ /!�7 /!�6 /;�6 /!�7 /!�7 /;�/ /;�6 /!�7 /!�7
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;8 ?/�! =? ?!�; =5�> ?/�! =6�! ?!�; == ?/�!

��	�� C-'': ��������� ������� ��	�� 	���� � 10th7����� 1���*� 
�
���-
��� 
	�������� !�������

���� ������� ����  ���� ?������ ��� ��������
���� C>-% 'B-@ & & & 'B-@ &
������� %%-% =& & & & =-E &
���� & E-A EA-A & & E-A &
 ���� B-E '-> '>-% =' & %-' &
?������ '-' C-> >-B & =A-' >-B &
��� '=-> >-' & & & =A &

�������� @-% E-A @-% %-' & E-A =%->
���
��� 1&�"

��� ����� !�������

���� ������� ����  ���� ?������ ��� ��������
���� =&-% 'B-% '-% & & 'A-@ &
������� >-% =E-' & & B-% =-B &
���� E-% '-A ==-A & =-E B-@ &
 ���� B-& A-> @-' E&-% B-C '-% &
?������ @-E C-% & & =>-% >-E &
��� A-% =-& B-E & C-B ==-B &

�������� '-& C-> & %-' @-' & EB->
���
��� 1-�(
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��� =-C & & & & >%-@ &
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���
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��� ����� !�������

���� ������� ����  ���� ?������ ��� ��������
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?������ & & & B-A >'-% A-B &
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�������� & B-@ & @-B & & >&-'
���
��� 0,�&
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���� E%-& >-B & & & E-B &
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��� RGB ������ ����� �� �� ��)��� ��� 
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 � ���������� ������

����� ���� ������ $����� �� ����
����� �� �$��������� �� ��������� �

����� ���������� ������ ���
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���H���� ������� �� �������� � 	�������� ���
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n3=1 x[n1, n2, n3]
4=-'5

)���� xnorm[n1, n2, n3] ��� n3 = 1, 2, 3 ����������� �� ���� ���� �� 	��� 4��

�� 0 �� 95 ��
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3∑
n3=1

xnorm[n1, n2, n3] = 1 4=-%5
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���� �� )��� ��� ������ ��� ���� ������ � )��� ������ ����� �� 	��� ����-

����� ��� ��$���� �
��� ������������ 
����� � ��� ������ ������ ���� ���

�
��� ��������� L'>M- ��� �����)�� ��	������� �(���� ��� ������� �� ������

��$������ �� ���������� ������ ������-



������� .� ��$��� 	�� ����� ''>

/"4"� ������ ���� ����������

��� RGB 4���� ���� �� 	���5 ������ ����� �� ��� ����
���� ������ �����

)���� ��� 
����� ���� � �
��� ��������� �� ������ ��������� �����
�-

� ������ � ���� ����� �� ���������� 	� � ������� �� $����� ��������� 	��)��

H��� �� �� �� �� ������� ������ 	� %BB ��� � E7	�� ������������- ����

������ �� 	� 	��*� ��) ��� ��� ������$� ������� � ��� ����� ���
�����

����������� �� ��� �������� ������� �� �� �� ��� ����� ����� �� ���� ������

� ��� ��
� ���: ���� ���� �� 	���- ���������� ���� ������ ����� �� ���� ��

������� ����� ��6���� ������ ���
���- ��� Y CbCr ������ ����� �� � �������

�� �6��� $����� �� ��� Y UV ���� 	� ��� ��. $���� ������� L'>M- ���

��$����� ������� 	��)�� RGB �� Y CbCr �� ����� 	�:

⎡
⎢⎢⎢⎣
Y

U

V

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

65.481 128.553 24.966

−37.774 −74.159 111.934

111.958 −93.751 −18.207

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎣
xnorm[n1, n2, 1]

xnorm[n1, n2, 2]

xnorm[n1, n2, 3]

⎤
⎥⎥⎥⎦ 4=-A5

⎡
⎢⎢⎢⎣
Y

Cb

Cr

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
16

128

128

⎤
⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎣
Y

U

V

⎤
⎥⎥⎥⎦ 4=-@5

)���� xnorm[n1, n2, n3]� 1 ≤ n3 ≤ 3� )�� ����� � ��- 4=-'5 �� ��� ����7�����

�
���� xGray[n1, n2]� �� ��� Y ��
���� �� Y CbCr ������ �����-

/"4"4 ����
��� ������ �����

��� ������ ������������ � ��� RGB ����� �� ������$� �� ��� $��)�� �����7

���� �	/��� ������� ���������� ����
����� ��������� ����
����� ��������

����
����� ������ �� ����7��O�����- �������
���� ��� RGB ������ �����

�� �� ��������� �� ������ ��6������ �� ������$�� 	� ��
�� L'A'M- �� �$��7

��
� ����� ������� ��� �"� �������� ��� ������������ �����
 ������ ������-

� �����
 �� ������������ �����
 �� � �
��� ������	���� �� � ��
���� $����

�� �����(�
����� ������� ��������	�� ������ ��� ���� �� ���� $���� L'A@M- "



������� .� ��$��� 	�� ����� '%&

'>=C� ��� �"�.�	 �� �"�.�$ ������ ������ )��� ����

���� �� ��������

	� ��� �"� L'A'� 'A@� 'ABM- �� ��$��� ���
 RGB �� ���������� ������ ������

4CIELab �� CIELuv5� ��� RGB ������ ����� �� ��$����� �� XY Z ������

����� )���� �� ��� ��$����� �� ���������� ������ ������- ��� ��
����

L �� ��� ��
� ��� 	��� CIELab �� CIELuv ������ ������- ��� ��$�����

��������� �� �� �����)�:

⎡
⎢⎢⎢⎣
X

Y

Z

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
0.431 0.342 0.178

0.222 0.707 0.071

0.020 0.130 0.939

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎣
xnorm[n1, n2, 1]

xnorm[n1, n2, 2]

xnorm[n1, n2, 3]

⎤
⎥⎥⎥⎦ 4=-B5

L =

⎧⎪⎨
⎪⎩

116× ( Y
Yn
)
1
3 − 16 Y

Yn
> 0.008856

903× ( Y
Yn
) Y

Yn
≤ 0.008856

4=-C5

a = 500× (f(
X

Xn

)− f(
Y

Yn

)) 4=-=5

b = 200× (f(
Y

Yn

)− f(
Z

Zn

)) 4=-E5

)���� Xn, Yn �� Zn ��� �������� )���� ������
���� $���� )���� ��� �����

� �"� ����
������� ������
 L'>M ��

f(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

t
1
3 t > 0.008856

7.787× t+ 16
116

t ≤ 0.008856

4=->5

��� u �� v ������ ��
������ ��� ��$����� �� ����� 	�:

u = 13× L× (u′ − u′
n) v = 13× L× (v′ − v′n) 4=-'&5

��� �������� ��� u′ �� v′ ��� ��$� 	���):



������� .� ��$��� 	�� ����� '%'

u′ =
4X

X + 15Y + 3Z
4=-''5

v′ =
9Y

X + 15Y + 3Z
4=-'%5

��� ��������� u′
n �� v′n ��� ��� (u′, v′) ����
������� ���������� �� �

�������� )���� �	/��� )���� ����� 	�:

u′
n =

4Xn

Xn + 15Yn + 3Zn
4=-'A5

v′n =
9Yn

Xn + 15Yn + 3Zn
4=-'@5

-�� ������*�	��� ������ !(	�� �����������

/"'"� <���� ������ ) ���

���� ������ �
��� �� 	� ���������� �� � �����7��
������ 4A7�� �-�-� ����H�7

���� $������� �� ������5 ���� �����- ����� �� � �������� �������� �� �������

)��� ������� � %7� ������� ������� �� � A7� 
����( )���� ��������� ���

������ �
���- "� �� ������ ������� � ����� ����� �� ��� ������ �
��� 4�-�-�

��
���� �
���5 �� ������
 ��� ������� �������� � ���� ������ �����

���$�������- ��� ������ �������� �� �� �
���� ��� %7� ������ ����� ��
�� �$��

����� ��
���� �
���� ��������$���- "����� �� �
���
���� ��� ����� ���

���� ��
���� �� ��� ������ �
���� � ����� �� ��� ������ �
��� �� ��������

�� ��� ������� �������� �� �������� ������� �� ���� ����� LC� CB� CCM- � �����

�� � ������7����� �������H���� �� � $����� 4���� ����� �����5 �� � 
����(

4����� ����� �����5- ������ ��� 
����7����� 
������ �$�� � ��� �� $�����

������- � ������ �
��� ���������� 	� T �� � ����� �� ����� 3 �� T ∈ R
∏3

1 Nn

)���� N1 �� ��� ������ �� ��� �
���� N2 �� ��� )���� �� ��� �
��� �� N3

��������� ��� �
	�� �� ������ ������- " ���� ������ N1 �� N2 $��� ���


16 �� 64 �� N3 �� 3- ����� �� 	� ������� �� 7
��� 
����
������ �	/����-

" ���� ������ ����� ��� ����� 
���� ��� ����� T (n−mode) )���� ����� 	�:



������� .� ��$��� 	�� ����� '%%

T ∈ R

∏3
1 Nn → T (1) ∈ R

N1×(N2×N3) 4=-'B5

T ∈ R

∏3
1 Nn → T (2) ∈ R

N2×(N1×N3) 4=-'C5

T ∈ R

∏3
1 Nn → T (3) ∈ R

N3×(N1×N2) 4=-'=5

��� A7� ������ �
��� �� ������� �� �	��� %7� ������ 	���� � 
����7�����

������� �������� LCBM� )���� ��� �����	�� ��� %7� ������� �(������� ������- �����

������ ��� ���� ��� ������� �(������� �� ������������- ��� 
���� ��� ������

�� ��� 	��� �� �� ������� 
��� ' 4��- 4=-'C55- " ���� ������ ��� �
���

xN1×N2×N3 �� ������� �� xN1×N2N3 )���� �� ������ ����H���� �������- ������

=-% ���)� ��� ������� �� ������ �
���� � ��6���� ������ ������-

/"'"� ��� �
�
��
���� ��������

�� ��
������� ��� ���� �� ������ ����
���� � �(������� ���������� ���

������ �6��� � ��� ��������� ������
��� �� �$������� 	���� � ������ ���7

����� L@&� BEM )���� ����� 	�:

J =
trace(Sb)

trace(Sw)
4=-'E5

)���� J ��������� � )���7������
����$� ����	����� �� ��� ������� ��	����� ���

������������ ���*�� Sb �� ��� 	��)��7����� ������� 
����(� Sw �� )����7�����

������� 
����( L@@M �� trace(Sb)� trace(Sw) ��� ����� �� 	� ��� ��
 �� ���

���
��� � ��� 
�� ������� �� Sw �� Sb� ��������$���- ��� Sb �� Sw


������� ��� ������� $����� 4x5 ��� ��$� 	�:

Sb =

Nc∑
i=1

mi(xμi
− xμ)(xμi

− xμ)
T 4=-'>5

Sw =

Nc∑
i=1

∑
x∈ci

(x− xμi
)(x− xμi

)T 4=-%&5



������� .� ��$��� 	�� ����� '%A

��� /)�

��� 0
�
�

�$� 
��.��

��� 
��.-,

������ =-%:  ���H���� ������� �� ������ �(������� �
���-

)���� Nc �� ��� �
	�� �� ������� 4�-�-� ��� ��( �(��������� Nc = 65� mi ��

��� �
	�� �� ������ ��
���� ��� ���� ������ ci �� ��� ����� ��	��� xμi
�� ���


�� $����� ��� ���� ����� ��
���� 4mi5 �� xμ �� ����� 
�� $����� �$�� ���

������ ��
���� 4m5 ����� 	�:

xμi
=

1

mi

∑
x∈ci

x 4=-%'5



������� .� ��$��� 	�� ����� '%@

xμ =
1

m

Nc∑
i=1

mixμi
4=-%%5

��� ������� �� ��- 4=-'>5 �� ��- 4=-%&5 �� 	� ��������� ��������$��� ��

k × k 
�������

Sw =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sw11 sw12 · · · sw1k

sw21 sw22 · · · sw2k

. . · · · .

swk1 swk2 · · · swkk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

4=-%A5

Sb =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sb11 sb12 · · · sb1k

sb21 sb22 · · · sb2k

. . · · · .

sbk1 sbk2 · · · sbkk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

4=-%@5

��� ����� �� ����� 
������� ��� ��$� 	�:

trace(Sw) =
k∑

j=1

swjj, trace(Sb) =
k∑

j=1

sbjj, 4=-%B5

)���� swjj �� ��� ����� ��

���� �� $������ �� ��
��� $����	��� � ��� �������

�� sbjj �� ��� ����� 
�� ��

���� �� $������ �� ��
��� $����	��� � ���

�������- ���� � ������ �
��� ��� ����� ��6���� ��
����� )������ � ����7

����� �
��� ��� ��� �� ��
����� �� �� ������ 	� ���$� ���� ��� ������ ��

������� ������ �
��� ��� 
��� ��)�� ��� ����7����� �
���- " ����� )�����

��� $������ �� ��� �������� �� �(���� ��� ����� $����	����� � ��� ��������H��

������� )���� 
���� 	� � ������	�� )�� �� ������ ��� ��
����� �� ��������

���� ���� ��������- 9���� � ��� �������� ��
���� �������� ��� $������

���������� 	� ��� ����������� �������� ��
���� �� ���� �� ���) ���� ���

����� $������ �� ��� ������� ����� �� ������ ��� ��6���� ������ ����� �
����-

��� ������ ����� �� ��� ���� �� ��8� �� ��� ������ ��� ��� 16×16� 32×32 ��

64 × 64 ��������� �
���� ��� ���) � ������ =-A ��� ��6���� ������ ������-

�� � ������� ��� ����� $������� ��� �������� )�� ��� ������ ��
����� ��

��� �
��� ��� ���������- ��� ����� ���� ���)� ���� ��� ������	���� �� ���



������� .� ��$��� 	�� ����� '%B

������� ����� �� 	� �(������ �� ���� �� >&P � Y CbCr ����� ��
����� )���

=BP )�� ��� ��
���� 4����7��$��5 �� ���������-

��� �"1�"

��� �#1�#

�$� "'1"'

������ =-A: ����������� �������� ��
���� $������ � ��6���� ������
������-

/"'"4 $����� %&������� ) ��� 6��� )��� ���
���

��� �"� 4"��������� ��

����� � "���
�����5 ������
���� �����
 ���7

����� ��������$� ������ ������ � ���
� �� ��� ����� ���������� ������� ���7

���� � ������� ����
���� �� � �������� ������ L'%>M- ��� �"�.�	 �� ��

�� ������
����� ������ ������ )���� ��������� � ��
���� $����	�� Q.8 ���


�)� ������������ �����
 ����
������� $����	��� 4Q�8�Q	85 L'%>M- ��� �"�.�	



������� .� ��$��� 	�� ����� '%C

�� )����� ���� � ��$���� �
��� ��������� ����������� ������: ����������

�
��� ������� ������
��� ���� ��������� �*� ��������� �
��� ���
������

L'%C� '%>M- ������� ��� 
�� ��$������ �� ���� ������ ������ �� ��� ������

	�� ���� � ������ ���������- " ���� ������ ��� ������
��� �� ��� ���

�����
 � 	��� �"�.�	 �� �"�.�$ ������ ������ ��� �$���������-

� ������ ������ �
��� x[n1, n2, n3] ���� ����
����� ���� ��� .�
	�����


���� L=&M �� ����� 	�:

x[n1, n2, n3] = R[n1, n2, n3]× Iu[n1, n2, n3] 4=-%C5

)���� Iu[n1, n2, n3] �� R[n1, n2, n3] ��� ��������$��� ��� ����
����� �� ���

��O������ �� � ������� [n1, n2] � n3 ������ �����- ��� ��	��� ������ �����7

���� ���� $������ ����
����� ��������� ���R[n1, n2, n3] �� ��� *�� �������

��� �� ��� ���	�����- ����� ��� 
������������ 
��� ������ ������� 	��)��

��O����� �� ����
������ �� �� � ���	��
 �� �(����� *�� ������ �������� 	�

���$�� ��- 4=-%C5 ��������-  ���� � ��

� ����
���� �� ���� Iu[n1, n2, n3]

������ ���)�� �� R[n1, n2, n3] $����� �	������� ���� ��� Iu[n1, n2, n3] �� ��7

������ �� ��� ��) �������� �� ��� �
��� x[n1, n2, n3] �� R[n1, n2, n3] �� ���

���� �������� )���� �� 	� �������� �� ;����< � � ���� �
���- " L=&M�

��� ��������
 �������� �� ���� �� 
�*� ��� ������� ����� �� ��� �����

��� ��) ���� ����� 4.��5 �� ���� ���� ����� 4 ��5 �� �������� ��� ����
��7

��� ���
 ��� �
���- #������ ��� ��
�
������ ����� �� ���� �� �������� ���

��O������ �� ����
����� L'>M-  �)�$��� ��� ��������� ��� ����� �� �� ��7

���� ��� �� $������� �� ����
�����- " �������� ���� ����� �� ������ �����

�� 
�*�� ��� ��
��������� ��
���( �� ��� �����
 ����- ���������� �� ��

��
����������� 
��� ������ �� ��� ���� ����� ��� ��� �����
- � ��������$�

�� �����( ������ �
��� �����
�� ��������
� )���� ������ 
����� ��� ��7

���� �� $����� ������� �� ����� � ������ ��������� �� ��
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&-A& B@-A= CA-@C C@-C% =>-=' =>-E'
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&%%����$ &8 #����5	��

9���� � � ����������� �������� *�) �� �������� ��
���� ������� 4���5�

��� �
	�� �� ����$������ �� 	� ������� ��� ��� ��$������ 
����( ���
 ?

4��� �
	�� �� ��(��� � � ��$� �
���5 �� Ns 4��� �
	�� �� �
���� � ���

�������5- " ������� ��� �� ���� �� ������	� � ����� ��
������ ����� )���

� ������$� �
��� ��� �� $������- "� �� � ������� �������� ��� ���� �������

� ���� �� ���� ��
����� �� �� ���� ��

��� � 	��� ���� ��������� ��

�
��� ��
�������- ��� �� �������	�� �� ���� ��������� 	������ ���� �
7

���� ������� ��� $��� ��
���� �� ���� ����� 4������$� �� �
���� �� �7�����5

�� ������� ����� ��� ��
� ������ ������ �� ���������- ��� �������� ����

���� ��� Ns �
���� ��� �(���� �� �� ��� ��$� Ns �7���$��� ����$������-

��� ��$������ 
����( 4c5 ��� ��� ������ ��� ��:

c =
1

Ns

Ns∑
i=1

xf
d [•, i]x

f
d [•, i]T =

1

Ns

AAT 4�-'5

)���� A = {xf
d [•, 1],x

f
d [•, 2], · · · ,x

f
d [•, Ns]} ��

xf
d [•, i] = xf [•, i]− xf

μ 4�-%5
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xf
μ =

1

Ns

Ns∑
i=1

xf [•, i] 4�-A5

)���� xf
μ �� ��� �$����� �� ������ ��
����- ��� ����$������ �� c �� 	�

���$�� 	� ��*�� ��� ����$������ �� � �) Ns ×Ns 
����(:

c′ = ATA 4�-@5

9������ �� ��� �����)�� 
��� ����*:

ATAνi = uiνi

AATAνi = uiAνi

4�-B5

)���� νi �� � ����$����� �� c′- ���
 ���� ��
��� ������ �� �� 	� ��� ���� ��

� ����$����� �� c- ��� Ns ����$������ �� c′ ��� ����� ���� �� ���
 ��� Ns

����$������ ul �� c ���� ���
 ��� �������� 	����:

ul =

Ns∑
k=1

νlkx
f
d [•, k] 4�-C5
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�	��������� ��� ���	�	����� 
���� ��� � ��������� �� � ��������� 
����

p(c|xf
1 , · · · , xf

m) 49-'5

�$�� � ������� ����� $����	�� c )��� � �
��� �
	�� �� �����
�� �� ��������

��������� � ��$���� ������� $����	��� xf
1 ������� xf

m- ��� ���	��
 �� ����

�� ��� �
	�� �� �������� m �� ����� �� )�� � ������� �� ��*� � � �����

�
	�� �� $������ ��� 	���� ���� � 
���� � ���	�	����� ��	��� �� ������	��-

���������� ��� 
���� �� �����
������ �� 
�*� �� 
��� ������	��- #��� 9����

������
� �� �� 	� ����� 	�

p(c|xf
1 , · · · , xf

m) =
p(c) p(xf

1 , · · · , xf
m|c)

p(xf
1 , · · · , x

f
m)

49-%5

" ���� ������ ��� �	�$� ������� �� 	� )����� ��:

posterior =
prior× likelihood

evidence
49-A5

" ��������� ��� ��� �
������ �� ���� ������� �� �
������- ���� ��� ��7

�
����� ���� �� ����� � c �� ��� $����� �� ��� �������� xf
m ��� ��$��

���������� ��� ���
����� �� �6����$��� ������- ��� �
������ �� ����$�7
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��� �� ��� /��� ���	�	����� 
����:

p(c, xf
1 , · · · , xf

m) 49-@5

)���� �� 	� ��)����� �� �����)�� ���� �������� ����������� �� ��� �������

�� ��������� ���	�	�����:

p(c, xf
1 , · · · , xf

m)

= p(c) p(xf
1 , · · · , xf

m|c)

= p(c) p(xf
1 |c)p(x

f
2 , · · · , xf

m|c, x
f
1)

= p(c) p(xf
1 |c)p(x

f
2 |c, x

f
1)p(x

f
3 , · · · , xf

m|c, x
f
1 , x

f
2)

= p(c) p(xf
1 |c)p(x

f
2 |c, x

f
1)p(x

f
3 |c, x

f
1 , x

f
2)p(x

f
4 , · · · , xf

m|c, x
f
1 , x

f
2 , x

f
3)

= p(c) p(xf
1 |c)p(xf

2 |c, xf
1)p(x

f
3 |c, xf

1 , x
f
2) · · · p(xf

m, · · · , xf
m|c, x

f
1 , x

f
2 , x

f
3 , · · · , xf

m−1)

49-B5

�� �� �����- ?�) ��� ;��$�< ��������� ��������� ����
����� ��
�

��� ����: ����
� ���� ���� ������� xf
i �� ����������� �������� �� �$���

����� ������� xf
j ��� j �= i- ���� 
��� ����:

p(xf
i |c, x

f
j ) = p(xf

i |c) 49-C5

�� �� ��� /��� 
���� �� 	� �(������� ��

p(c, xf
1 , · · · , xf

m) = p(c)p(xf
1 , c)p(x

f
2 , c)p(x

f
3 , c), · · ·

= p(c)
m∏
i=1

p(xf
i |c)

49-=5
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1 , · · · , xf
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1
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i |c) 49-E5
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f
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"� ����� ��� g ������� ��� 9����8 ���� �� 
��
�H� ��� ����� ����� �� ������������

	� ������� ��� �	/��� �� ����� ��������� ���	�	����� i )���� ��� ��� �������

��������� ���	�	����� )����:

p(i|xf) > p(j|xf); for ∀ j �= i 4�-'5

���� p(i|xf) ���� 	� ���� 4�-�-� ��$� ��� 
������
��� )��� �� ���

���	�	����� �� ��� �����N5 �������� ���
 ��� 
������
�� �� p(xf |i) �� 	�

�	����� 4�-�-� ��$� ��� ������ ��� 
������
�� ��� ���� �� ��
���� ��� ���	7

�	����� ��� ���� �����5� ���������� 9���� ������
 �� ����:

p(i|xf ) =
p(xf |i).p(i)∑
i,j p(x

f |j).p(j) 4�-%5

����� ��� 9����8 ���� 	���
��: ����� ��� �	/��� �� ����� � ��

p(xf |i).p(i)∑
k p(x

f |k).p(k) >
p(xf |j).p(j)∑
k p(x

f |k).p(k); for ∀ j �= i 4�-A5

��� ���
������ ��� 	��� ����� �� ��������� ��� ������$� �� ��� ��
��

���������� ���� ��� ����� ��� �� 	���
�
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p(xf |i).p(i) > p(xf |j).p(j); for ∀ j �= i 4�-@5

"� 
�� ������� ��� �(��� �� 
�� ��
���� �� 
������
�� )���� ����

��
���� )��� ��$� 
�� $������ ��� ��
������� �� ��������� ���	�	�����

p(xf |i) �������� � ��� �� ����- "� �� 
��� ��������� �� ����
� ���� ��� ����

��
� ���
 ��
� ����������� ������	����- ��� 
��� )����� ���� ����
���� ��
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ln(|c|)−2 ln(p(i))+(xf−μi)
Tc−1(xf−μi) < ln(|c|)−2 ln(p(j))+(xf−μj)

Tc−1(xf−μj)
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