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Résumé –La séparation aveugle de sources est souvent menée sous l’hypopthèse que les sources sont statistiquement indépendantes. Cepen-
dant, cette hypothèse n’est pas indispensable, et peut être remplaçée par une hypothèse sur la distribution des sources, même si les sources
sont identiquement distribuées. Les fonctions de contraste sont des critères d’optimisation qui jouissent de certaines propriétés d’identifiabilité.
On définit ici une famille de fonctions de contraste adaptées aux sources discrètes. Parmi les avantages présentés par ces contrastes, on peut
mentionner la possibilité de traiter des sources corrélées, ou déterministes.

Abstract – Blind Source Separation is often carried out under the assumption that sources are statistically mutually independent. However,
this assumption is not mandatory, and can be replaced by some assumption on the source distribution, even if sources are identically distributed.
Contrast functions are optimization criteria that enjoy identifiability properties. A family of contrast functions is defined herein, which is
dedicated to discrete sources. Among others, these contrasts have the advantage to be applicable to correlated, or deterministic sources.

1 Position du problème

L’égalisation et l’identification aveugles ont fait l’objet d’un
intérêt croissant depuis 1975. Un des avantages principaux des
techniques aveugles, en télécommunications par exemple, est
qu’en supprimant les séquences pilotes, on peut augmenter le
débit. Mais il existe d’autres avantages provenant des limita-
tions des techniques classiques. En effet, les techniques exploi-
tant des séquences pilotes sont difficiles à mettre en oeuvre
lorsque les canaux sont de réponse très longue ; la présence
d’un résidu de porteuse peut aussi compliquer l’égalisation. Au
lieu d’exploiter des relations entrée-sortie pour identifier le ca-
nal (approches utilisant des séquences pilotes), on utilise une
ou plusieurs propriétés des entrées (approches dites aveugles).

1.1 Modèle d’observation.

On se limite dans cet article aux signaux linéairement modu-
lés. L’enveloppe complexe d’un signal émiss(t) prend la forme
suivante en bande de base [20] :s(t) =

∑
k g(t− kT ) s[k]. On

remarquera que la distinction entre processus à temps discret
et à temps continu est faite à l’aide de crochets et de paren-
thèses. Après propagation dans le canal et le filtre de réception,
le signal reçu sur l’antenne s’écrit :

y(t) =
∑

k

h(t− kTs) s[k]

où h est la convolution entre le filtre d’émission, le canal, et
le filtre de réception. Si le signal reçu est échantillonné à la
cadence1/Ts, alors :

y[n] def= y(n Ts) =
∑

k

h[n− k] s[k] (1)

avech[k] def= Ts h(kTs). Pour des systèmes à entrées et sorties
multiples (MIMO), le signal émiss[k] et le signal reçuy[k]

peuvent être considérés comme des processus multivariables,
et sont notés en gras ; leur dimension sera notéeP et K, res-
pectivement. Le modèle (1) peut se réécrire

y[n] =
∑

k

H[n− k] s[k] (2)

où la réponse impulsionnelle globaleH[k] est maintenant une
suite de matricesK × P . Sa transformée enz sera notée

Ȟ[z] def=
∑

k

H[k] z−k

Dans le contexte qui nous occupe, les entréessj [k] sont appe-
léessources.

1.2 Hypothèses et taxinomie.

Le but de l’égalisation aveugle est de délivrer une estimée
des séquences d’entréesj [k] à partir des seules séquences ob-
servéesyi[n].
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La séquence émises[n] traverse le canaľH[z], puis est
déconvoluée par l’égaliseurF pour donnerx[n].

L’hypothèse la plus communément utilisée pour l’égalisa-
tion aveugle estl’indépendance statistiqueentre les symboles
successifs :
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Hypothèse H1 Les sourcessj [k] sont toutes des séquences
i.i.d.

Pour des systèmes MIMO, l’indépendance statistiqueentre
sources est souvent utilisée :

Hypothèse H2 Les sourcessj [k] sont mutuellement statisti-
quement indépendantes.

Ces hypothèses peuvent être généralement affaiblies à des pro-
priétés d’indépendance ou de blancheur moins fortes, de par
l’utilisation de moments/cumulants d’ordre fini [7]. Le cas où
les sources sont desprocessus linéairesest couvert par l’hypo-
thèse H1, à cause des indéterminations inhérentes au problème
(cf. section 2.1) ; cette dernière n’est donc pas très restrictive.
Le cas de sources gaussiennes soulève néanmoins un problème.
Dans ce cas, toute l’information est contenue dans les moments
d’ordre 2, ce qui n’est pas suffisant pour établir l’identifiabilité.
Pour cette raison, on a besoins de l’hypothèse suivante, en plus
des hypothèses H1 et H2 :

Hypothèse H3 Au plus une source est gaussienne.

C’est par exemple sous les hypothèses H2 et H3 que l’Analyse
en Composantes Indépendantes(ACI) a été développée [2] [19]
[15] [14] [5] ; voir aussi [8] [2] [18] [6].

Il existe bien d’autres approches du problème, basées sur des
hypothèses différentes, qui ne seront pas abordées dans le pré-
sent article, et donnent lieu à des algorithmes théoriquement
plus simples. En revanche, on s’intéresse ici plus particulière-
ment aux sources discrètes, cas pertinent en communications
numériques. on admettra donc les hypothèses suivantes, à la
place des hypothèses H1 à H3 :

Hypothèse H4 Les sourcessj [n] appartiennent à un alphabet
fini A caractérisé par lesd racines complexes distinctes d’un
polynôme de degréd, Q(z)

Hypothèse H5 Les sourcessj [n] sont “suffisamment excitan-
tes”.

Par suffisamment excitantes, on veut dire que suffisamment
d’états différents duP−uplet s apparaissent dans la matrice
de données. Par exemple, pour des alphabets généraux, il suf-
fit que toutes les séquences binaires soient présentes ; il y en a
C2

d 2P , ce qui donne une borne minimale à la durée d’observa-
tion. Pour les alphabets PSK, la durée d’observation peut être
réduite àdd

2e 2P , où d·e désigne l’arondi à l’entier supérieur.
Cette condition peut sans doute être affaiblie.

Suivant les hypothèses que l’on adopte (indépendance, ca-
ractère discret, SISO/MIMO,P > K ou non...), toute une
variété de problèmes peut être étudiée [7]. A partir de main-
tenant, nous allons nous consacrer essentiellement aux hypo-
thèses H4 et H5, sauf mention contraire, et nous limiter au
cas oùP ≤ K (mélanges sur-déterminés). Lorsque plus de
sources que de capteurs sont présentes, le problème devient
plus compliqué (mélanges sous-déterminés), et des outils spé-
cifiques doivent être utilisés. En particulier, le mélange ne peut
généralement pas être linéairement inversé ; les approches par
contrastes n’ont pour l’instant pas pu être mises au point pour
cette raison.

Le caractère discret a déjà été utilisé pour la séparation de
sources dans [12] [25] [23] [21] [22] [24] [17] [9] [16] [13],

mais pas dans le cadre de maximisation de contrastes. Pour les
mélanges sous-déterminés, nous renvoyons aux références ci-
tées dans [5].

2 Contrastes

2.1 Filtres triviaux.

Le filtre séparateur,̌F [z], s’il existe, vise à délivrer une sor-
tie x[n], qui doit satisfaire aussi précisément que possible les
hypothèsesHi . Mais il est clair qu’il existe certains filtres qui
ne les affectent pas. Ces filtres sont appelés lesfiltres triviaux.
Par exemple, sous les hypothèses H1 à H3, on peut montrer que

Proposition 1 Sous les hypothèses H1 à H3, les filtres triviaux
sont de la forměT [z] = P Ď[z], oùP est une permutation et
Ď[z] un filtre diagonal. De plus, à cause de la propriété i.i.d.
(hypothèse H1), les composantes deĎ[z] doivent être de la
formeĎpp[z] = λp zdp , oùdp est un entier.

Il est donc illusoire de vouloir estimer le couple
(Ȟ[z], s[k]). Il faut plutôt estimer un représentant de la classe
d’équivalence des solutions : une fois une solution trouvée, la
classe entière de solutions peut être générée par filtrage trivial.

2.2 Définition des fonctionnelles de contraste

SoitH un ensemble de filtres, etH·S l’ensemble des proces-
sus obtenus par action des filtres deH sur les processus source
deS. NotonsT le sous-ensemble deH des filtres triviaux, dé-
fini dans la proposition 1. Un critère d’optimisationΥ(H;x),
sera dit contraste défini surH×H·S, s’il satisfait les trois pro-
priétés suivantes [3] :

P1 Invariance :Le contraste ne doit pas changer à l’inté-
rieur de l’ensemble des solutions acceptables, c.à.d :
∀H ∈ T ,∀x ∈ H·S, Υ(H;x) = Υ(I;x).

P2 Domination :Si les sources sont déjà séparées, l’action
de tout filtre doit faire diminuer le contraste :
∀s ∈ S,∀H ∈ H, thenΥ(H; s) ≤ Υ(I; s).

P3 Discrimination : Le contraste maximal ne doit être at-
teint que pour des solutions liées entre elles par filtrage
trivial :
∀s ∈ S,Υ(H; s) = Υ(I; s) ⇒ H ∈ T .

Par exemple, le critère le plus naturel pour mesurer l’indé-
pendance statistique entreP variables aléatoireszp est la diver-
gence de Kullback entre la distribution de probabilité conjointe
et le produit des distributions marginales [2]. Si on adopte la
divergence de Kullback-Leibler, on aboutit alors à l’Informa-
tion Mutuelle (IM) [2]. L’IM est donc un critère de contraste
possible. Cependant, il est difficile à utiliser parce que difficile
à estimer, surtout en grande dimension (e.g. mélanges convo-
lutifs), même si certains algorithmes itératifs ont été proposés
sur cette base [1]. C’est pourquoi on préfère les contrastes sta-
tistiques basés sur les cumulants.

2.3 Alphabets finis

En revanche, sous les hypothèses H4 et H5, il serait assez
naturel de définir le critère d’optimisation suivant :

ΥP (x) = −
∑

n

∑
i

|Q(xi(n))|2 . (3)



Sous des hypothèses pas trop fortes, il s’avère que le critère
(3) est un contraste, comme nous allons le montrer. L’intérêt
d’exploiter le caractère discret réside non seulement dans le
fait que les caractéristiques de la sortie attendue sont plus fi-
nement exploitées, mais aussi dans le fait que d’autres hypo-
thèses peuvent alors être évacuées. Par exemple dans [9], les
auteurs exploitent le caractère discret, mais conservent l’hypo-
thèse d’indépendance des sources. Dans cette section, seules
les hypothèses H4 et H5 sont utilisées.

Les sources peuvent notamment être corrélées et non sta-
tionnaires. En effet, l’approche proposée est entièrement algé-
brique et déterministe, de sorte qu’aucun outil statistique n’est
requis.

Définition 2 SoientA un alphabet fini dans le plan complexe,
de cardinald, etG l’ensemble de nombres complexesγ tels que
γA ⊂ A.

Un premier résultat immédiat est que [6] :

Lemme 3 commeA est fini, alorsG ne contient que des
nombres de module unité.

Lemme 4 les filtres triviaux associés aux hypothèses H4 et
H5 sont de la formeP Ď[z], où les composantes děD[z]
s’écriventĎpp[z] = γ zn, avecγ ∈ G etn ∈ ZZ .

Théorème 5 SoientS l’ensemble des processus prenant leurs
valeurs dans l’alphabetA, etH l’ensemble des filtresP ×P à
réponse finie inversibles (il est non vide pourP > 1). Alors le
critère (3) est un contraste sous les hypothèses H4 et H5.

Preuve. Pour des raisons de place, la démonstration est
condensée ; nous renvoyons à [6] pour une version plus dé-
taillée. Supposons que, pour un certainc ∈ lCP , nous avons
xTc ∈ A, ∀x ∈ AP . NotonsA = {a1, . . . ad}, cT =
[c1, . . . cP ], et1 le vecteur formé deP uns.

Tout d’abord, d’après le lemme 3,
∑

i ci ∈ G et il existe un
nombreγ ∈ G tel queγ

∑
i ci = 1. En posantc′i = γ ci, il est

suffisant de considérer le casG = {1}.
• CommexTc ∈ A pour tout vecteurx contenant des élé-

ments deA, cela reste vrai en particulier pourxT = ap 1T.
Cela implique que∀ap ∈ A, ap

∑
i ci ∈ A. Autrement dit, on

a toujours ∑
i

ci ∈ G. (4)

• Ensuite, pour tout couple de nombre complexes(a, b), on
définit la matriceP×P suivante :B = (a−b) I +b11T. Cette
matrice a un déterminant égal à(a−b)P−1(a+(P−1)b). Pour
a + (P − 1)b 6= 0, son inverse s’écritB−1 = [a − b]−1 [I −
b11T/[a + (P − 1)b]].
• En conséquence, pour tout couple de symboles distincts de

A, (a, b), il existe un vecteurα contenantP symboles deA tel
queBc = α. D’après ce qui précède, on obtient en particulier
que ∑

i

ci = [a + (P − 1)b]−1
∑

i

αi (5)

Cas de symboles réels, avecG = {1}. Notons xm =
min{x, x ∈ A} etxM = max{x, x ∈ A}. D’après (4),

∀a, b ∈ A, ∃αi ∈ A/ αi = ci a + (1− ci) b

Donc ci doit être réel aussi. On peut montrer facilement [6]
queci ∈ {−1, 0, 1}, ∀i, 1 ≤ i ≤ P , sinonA serait infini. Si
ci ∈ {0, 1}, ∀i, alors, encore d’après

∑
i ci = 1, il n’existe

qu’une composante non nulle dansc, etc est finalement trivial.
Supposons donc que∃ci = −1, 1 ≤ i ≤ P . Mais alorsβ =
b + ci(a− b) ∈ A pour tout couple(a, b) ∈ A2 ; en particulier
pour ci = −1, a = xM et b = xm, le symboleβ = xm −
(xM − xm) devrait appartenir àA. Et xM > xm ⇔ β < xm,
ce qui contredit la définition dexm.

Cas de symboles complexes avecG = {1}. Si d = 2, le pro-
blème se ramène à un cas particulier d’alphabet réel (moyen-
nant une rotation), cas déjà traité. Supposons doncd > 2,
et choisissons un symboleb sur l’enveloppe convexe deA.
Commed > 2, b a toujours deux voisins distincts sur l’en-
veloppe convexe. Choisissons un des deux voisins, notéa, de
façon à aussi avoira+(P −1)b 6= 0. Le résultat (5) s’applique
alors. Comme

∑
i ci ∈ G, (5) implique que

1
P [a + (P − 1)b] = 1

P

∑
i

αi (6)

Montrons d’abord par l’absurde queα ne peut pas être propor-
tionnel à1. Supposons doncα = ao 1 pour un certainao ∈ A.
Alors d’après (6),ao = 1

P a + P−1
P b. Donc le symboleao est

aussi sur l’enveloppe convexe deA, et est plus près deb quea
ne l’était. Ceci contredit l’hypothèse selon laquellea était un
des deux plus proches voisins deb.

Supposons maintenant queα contient au moins deux sym-
boles distincts. S’il n’y a que deux symboles distincts, notésa
et b, alors on a nécessairement une foisa et (P − 1) fois b (ou
le contraire), etc est trivial, comme nous l’avons déjà montré.
Si tous les symboles deα sont réels, alors on est ramené au
premier cas étudié précédemment. Supposons donc que le vec-
teurα contient un troisième symbolex distinct dea et b, sans
être une combinaison linéaire dea etb. D’après (5), il doit alors
exister au moins un autre symbolex′ de l’autre côté de la ligne
engendrée par{a, b}. Mais alors l’un d’entre eux se trouverait
à l’extérieur de l’enveloppe convexe deA. Cela contredit le fait
quex etx′ sont tous deux dansA.

2.4 Contrastes PSK

Le cas le plus simple d’alphabet discret est probablement
celui défini par l’équation polynomialeP (z) = zq−1. Ce sont
des sources dites PSK−q.

Théorème 6 Soit S l’ensemble des processus PSK−q, et H
l’ensemble des filtres inversiblesP × P à réponse impulsion-
nelle finie. Alors

Υ(x) def= −
∑

i

∑
n

|xi[n]q − 1|2

est un contraste sous la condition H5 que la sources soit suffi-
samment excitante.

Dans le cas PSK, les filtres triviaux sont de la formeP Ď[z],
où Ďpp[z] sont des rotations dans le plan complexe d’un angle
multiple de2π/q, combinées avec des retards purs, etP des
permutations.



3 Conclusion

La famille de contrastes que nous avons définie permet
d’exécuter une égalisation aveugle MIMO lorsque les sources
sont discrètes, d’une manière déterministe. Comme on n’es-
time pas explicitement de moments des observations, on peut
s’attendre à une convergence rapide de l’algorithme de sépara-
tion, même pour des sources corrélées. On peut aussi s’attendre
à de meilleures performances de séparation que les algorithmes
CMA ou KMA lorsque les sources sont discrètes mais pas dis-
tribuées sur le cercle (e.g. QAM16). Ceci doit toutefois être
confirmé par des simulations informatiques.

Il reste également plusieurs pistes à poursuivre. La première
concerne le calcul de solutions algébriques, de plus en plus
attrayantes dans un contexte de communications TDMA (al-
gorithmes par blocs, ou en ligne). La deuxième concerne la
prise en compte de l’estimation conjointe de la période sym-
bole, problème important lorsque les techniques aveugles sont
utilisées dans un but d’interception. Dans ce cas, si la cadence
d’échantillonnage est de1/T ′ à la réception, l’observation
s’écrit comme la convolution suivantey[n] =

∑
k H(nT ′ −

kTs) s[k], qui n’est plus uneconvolution discrète. La troisième
piste d’intérêt est l’estimation conjointe du résidu de porteuse,
qui peut être représenté par une exponentielle multiplicative en
bande de base. Par exemple pour un canal SISO :

y[n] =
∑

k

h[n− k] s[k] e k δ (7)

où δ est un réel petit, et la racine de−1. Si dans le cas SISO,
l’égalisation aveugle et le résidu de porteuse commutent, il n’en
est pas de même dans le cas MIMO. On doit donc d’abord éga-
liser le canal, et ensuite éliminer le résidu de porteuse, ou bien
faire les deux en même temps.
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