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l.INTRODUCCION

Continuamente todos tomamos decisiones basándonos en nuestras experiencias 
anteriores, en nuestra formación, etc. Pero cuando nos enfrentamos con problemas de 
cierta complejidad en los que la decisión a tomar afecta a varios individuos el asunto se 
complica ya que no basta la experiencia, el sentido común o la intuición de los 
expertos.

Cabe preguntarse si debemos continuar actuando y tomando decisiones basándonos 
únicamente en nuestra intuición o bien en la de aquellas personas que son consideradas 
expertas o si, por contra, debemos utilizar métodos que nos permitan añadir a la 
intuición una contribución de la lógica matemática. Es claro que no se puede 
reemplazar totalmente la intuición por mecanismos de lógica pura, pero aquellos que 
creemos en el estudio científico de las decisiones estamos convencidos de que los 
métodos matemáticos constituyen una herramienta indispensable en el desarrollo de 
estas teorías. Dentro de esta línea, aparecieron en 1944 los trabajos de von Neumann, 
con la idea de hacer compatible la racionalidad científica con la inevitable presencia de 
lo subjetivo. Estos estudios son considerados hoy en día como el punto de partida del 
tratamiento científico de los problemas de decisión individual. A  partir de 1951 , los 
trabajos del premio Nobel profesor Arrow fueron, paralelamente, el origen del estudio 
de las decisiones colectivas.

Expondremos los fundamentos de las principales líneas del desarrollo de los estudios 
realizados por Arrow, los cuales se consideran actualmente como uno de los pilares 
básicos de la Teoría de la Decisión.

2. ELECCION SOCIAL: DEFINICION

La Elección Social es una parte de la Teoría de la Decisión que basándose en aspectos 
cuantitativos y estructurales, estudia la metodología y propiedades de las reglas que 
llevan a un individuo o colectivo a tomar una decisión.

La idea fundamental de esta disciplina científica es buscar buenas decisiones en el 
sentido de que la elección "social" que se tome respete de algún modo las preferencias 
de cada individuo dentro del colectivo que haya tomado esa decisión "social".
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El problema que se nos plantea es el siguiente. Dada una elección social, se nos 
ocurrirían seguramente una larga lista de restricciones para que las reglas a seguir en la 
toma de la decisión fuesen buenas, sin embargo sería muy difícil definir una regla de 
elección que respetase toda esa lista de restricciones. De hecho, puede incluso que no 
exista una regla para una lista de restricciones dada, de manera que toda decisión 
colectiva que se tome tendrá alguna imperfección. Esto nos lleva a replanteamos el 
problema, eliminando algunas de las restricciones de nuestra lista, o al menos 
sustituyéndolas por otras menos exigentes. Por otro lado, como sabemos que toda 
decisión colectiva que se tome tendrá algún defecto, lo que haremos será tratar de 
minimizar los defectos que una regla pueda tener. Aunque una elección colectiva tiene, 
seguro, algo de malo, puede aún tener bastante de bueno y esto es una motivación 
suficiente para su estudio.

3.ANTECEDENTES HISTORICOS

En 1870, Jevons, Menger y Walras dieron lugar a una revolución teórica dentro de la 
economía al afirmar que si prevalecía el equilibrio competitivo, entonces la suma de 
utilidades recibidas por los individuos sería máxima. Más tarde se vio que estaban 
equivocados.

En 1931 salía a la luz el método axiomático de utilidad esperada propuesto por F. P. 
Ramsey donde se comparaban preferencias entre actos cuyos resultados eran inciertos. 
En definitiva, el propósito del estudio era demostrar cómo las creencias pueden ser 
medidas sobre la base del grado para el cual nosotros estamos preparados para actuar 
sobre ellas.

En 1944 Von Neumann y Morgenstem incluyeron en su tratado sobre la Teoría de 
Juegos algunas ideas sobre la teoría de la utilidad, tema sobre el cual profundizaron 
más adelante tomando distribuciones de probabilidad como dadas, siendo conocido su 
enfoque como análisis de la decisión bajo riesgo.

Influenciado por estas ideas y valiéndose a su vez de los trabajos de Ramsey, Savage 
elaboró una nueva teoría en tomo a la decisión, usando un enfoque estadístico, 
conocido como bayesiano.

En 1954 aparece por primera vez en letra impresa la expresión "óptimo de Pareto". 
Para Pareto una configuración económica era óptima si no era realizable ninguna otra
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configuración en la que todos los miembros de la sociedad tuviesen al menos el mismo 
nivel de utilidad y al menos uno tuviese un nivel mayor. Este criterio sólo nos da una 
ordenación parcial de las configuraciones económicas, discriminando muy poco entre 
ellas, es decir, nos proporciona un criterio de decisión muy débil pero teóricamente 
sólido. De hecho, la primera economía del Bienestar se basaba enteramente en éste.

Fueron A.Bergson y P. Samuelson los que introdujeron el concepto de Regla de 
Elección Social o Función de Bienestar Social (FBS). Esta FBS asignaba a cada estado 
realizable un índice de utilidad que representaba las preferencias sociales sobre los 
estados, requiriéndose además que estas preferencias fuesen paretianas.

La obra de K. Arrow empieza donde Bergson y Samuelson terminan, redefinió el 
concepto de Regla de Elección Social de manera que fuese una función que asignase a 
cada esquema de preferencias individuales sobre las alternativas abiertas a la sociedad 
unas preferencias sociales sobre las mismas. En base a esta definición Arrow trató de 
encontrar reglas de Elección Social que verificasen una serie de condiciones que 
nuestro sentido común impondría a cualquier FBS que se preciase de tener "buenas 
propiedades". De hecho, no exigió mucho, tan sólo cinco condiciones que respondían a 
las ideas intuitivas de lo exigible a una regla colectiva. Pues bien, Arrow demostró que 
lamentablemente, si hay al menos tres individuos en la sociedad y al menos tres 
alternativas, no existe ninguna regla de elección social que satisfaga conjuntamente las 
cinco condiciones impuestas intuitivamente.

4. REGLAS DE ELECCIÓN SOCIAL

Daremos una serie de definiciones para el caso finito. Esto no impide pensar en 
generalizaciones a casos infinitos relativos al número de agentes o al de alternativas (o 
a ambos). Las definiciones para casos infinitos aparecen (en la mayoría de los casos) 
como generalizaciones o extrapolaciones de las que se dan para casos finitos.

Supondremos, de momento, una Sociedad que consta de un número finito n de 
individuos a los que llamaremos Agentes {l,_ ,n}. Cada uno de estos individuos debe 
elegir acerca de un conjunto de Alternativas que también supondremos finito {b¡,_,bk}. 
El número k de alternativas puede o no coincidir con el de agentes n..



4.1. Relaciones

Las relaciones más importantes que tenemos son:

I- Relación de preferencia

Una relación de preferencia P  definida sobre un conjunto X  es una relación binaria 
que cumple:

a) Irreflexividad: Para ningún a eX se cumple aPa
b) Asimetría: Va, be  X. nunca pueden darse aPb y bPa simultáneamente
c) Transitividad: Va, b ,c e X, si aPb y bPc entonces aPc
d) Negatividad de la transitividad: Va, b, c e X, si no se da aPb ni bPc entonces 

tampoco ocurre aPc

La notación que emplearemos para designar la relación de preferencia del 
agente i será P¡ i=l

II- Relación de Indiferencia

Asociada a la relación de preferencia P definimos una relación de indiferencia I  (alb: 
a es indiferente a b ) cuando no se verifica ni aPb ni bPa.

Esta es una relación de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva)

La notación que emplearemos para designar la relación de indiferencia del agente i 
será/,, i=l,_«.

El- Relación de Preorden Total Asociado
Asociada a la relación de preferencia P definimos también una relación de preorden 

total asociado R (aRb: a es preferido/indiferente a b ) si se da aPb o alb

R es una relación de preorden total (binaria, reflexiva, transitiva completa) definida 
sobre X.

La notación que emplearemos para designar la relación de indiferencia del agente i 
será R¡, i=l ,_,n.
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4.2.Reglas de elección social

Vamos a definir en lo que sigue una serie de conceptos que son básicos para 
comprender la teoría de Elección Social.

R E P R E S E N T A B IL ID A D

Una relación de preferencia P se dice que es representable por una función de utilidad 
si existe una función numérica f que aplica el conjunto X  en los números reales, tal que: 

aPb si y sólo si f(a)>f(6), Va,b eX

F U N C IO N  D E  U T IL ID A D
Cualquier función de utilidad que represente a P se llama función de utilidad para P.

En el caso finito, toda relación de preferencia es representable por una función de 
utilidad. Si X  es infinito, la relación de preferencia no necesariamente es representable.

P E R F IL  D E  P R E F E R E N C IA S

Un perfil de preferencia es una n-tupla u ={Pu_,P„} o en su caso {Ri,_,Rn}, siendo P¡ /  
R¡ respectivamente las relaciones de preferencia y preorden del agente z'{i=l,_,n}

F U N C IO N  D E  E L E C C IO N

Sea Y  el conjunto de alternativas, una función de elección es una aplicación de f íY ) en 
sí mismo.

(f tY ) es el conjunto de todos los subconjuntos posibles de Y  incluido el vacío)

A G E N D A

Se llama agenda a un subconjunto del conjunto de alternativas Y  (o elemento genérico 
de pC O )
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C O A L IC IO N
Se llama coalición S a cualquier subconjunto del conjunto de agentes.

R E G L A  D E  E L E C C IO N  S O C IA L

Una regla de elección social o función de bienestar social es una aplicación C del 
conjunto de perfiles en el conjunto de funciones de elección, de modo que a cada perfil 
u se le asocia una función de elección que se denota Cu.

Son básicas los siguientes:

REGLA ABSOLUTAMENTE DICTATORIAL
Supondremos que los perfiles de los agentes son órdenes totales, es decir, no hay 

casos de indiferencia (salvo los triviales: todo elemento es indiferente a sí mismo)

La regla absolutamente dictatorial C se define como una aplicación que a cada 
agenda le asigna el elemento más preferido de esa agenda por el primer agente.

REGLA DE MAYORÍA SIMPLE PARA DOS CANDIDATOS 
Supondremos que hay dos alternativas {x,y} y un número finito n de agentes. Aquí las 

preferencias de cada agente pueden ser de tres tipos:

x es preferido a y  
y es preferido a x 
x es indiferente a y

Con el convenio numérico de asignar 1 al primer tipo de situación, -1 al segundo tipo 
de situación y 0 al tercer tipo, un perfil de preferencias puede interpretarse aquí como 
una aplicación de {1,_,«} en {-1,0,1}. En otras palabras, un perfil viene determinado 
por una secuencia de ceros, unos y menos unos . Llamaremos coordenadas de perfil a 
los números de esta secuencia en el orden que aparecen.

Definimos la regla de la mayoría simple para dos candidatos C como aquella 
aplicación del conjunto de perfiles en el conjunto de las funciones de elección tal que 
dado un perfil u, Cu asigna:

-a la agenda vacía la agenda vacía.
-a la agenda {x} la agenda {x}
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-a la agenda {y} la agenda {y}
-a la agenda {x,y} le asigna:

{x} si la suma de las coordenadas es positiva, 
{y} si la suma de las coordenadas es negativa 
{xĵ si la suma de las coordenadas es cero.

REGLA DE MAYORIA ABSOLUTA PARA DOS CANDIDATOS 
Supondremos que hay dos alternativas {x,y} y debe elegirse una sóla de ellas. Sea n el 

número de agentes, si consideramos la definición dada de coordenadas de perfil 
podemos definir la regla de la mayoría absoluta para dos candidatos C como aquella 
aplicación tal que dado un perfil u, C„ asigna:

-a la agenda vacía la agenda vacía.
-a la agenda {*} la agenda {*}
-a la agenda (y} la agenda {y}
-a la agenda {x,y} le asigna:

{x} si la suma de las coordenadas positivas de u es mayor que n/2 
{y} si la suma de las coordenadas negativas de u es.menor que n/2 
La agenda vacía en otro caso.

REGLA DE INDIFERENCIA TOTAL
La regla de indiferencia total, para cualquier perfil, asigna a una agenda esa misma 

agenda de modo que las preferencias individuales (perfiles) no juegan absolutamente 
ningún papel.

5.CONDICIONES EXIGIBLES A  LAS R E G L A S  D E  ELECCION SOCIAL

D O M IN IO  D E  E L E C C IO N

Dada una regla de elección C  y un perfil u, decimos que una agenda a está en el 
dominio de elección de Cu si se cumple que Cu(a) es un subconjunto no vacío de la 
agenda a.
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P R O P IE D A D  D E  D O M IN IO  U N IV E R S A L

La regla C tiene la propiedad de dominio universal si para todo perfil u, cualquier 
agenda no vacía pertenece al dominio de Cu.

C O N D IC IO N  D E B IL  D E  P A R E T O

La regla C satisface la condición débil de Pareto si para todo perfil u={P¡,_,P„}y para 
cualesquiera dos alternativas {x, y} tales que toda preferencia P¡ que aparece en el 
perfil u cumple xP¡y, se verifica que para toda agenda a que contenga a la alternativa x, 
la alternativâ  £Cu(a).

Es decir, que si todo el mundo prefiere x a  y, perteneciendo además x a la lista de 
alternativas finalmente elegidas, no tiene sentido que y esté en dicha lista.

C O N D IC IO N  F U E R T E  D E  P A R E T O

Se dice que la regla C satisface la condición fuerte de Pareto si para todo perfil de 
preórdenes u={R¡,_,Rn} y para cualesquiera dos alternativas x, y  tales que para todo 
preorden R, que aparezca en el perfil u se cumple que xR\y existiendo al menos un i tal 
que xP¡y se verifica que para toda agenda a que contenga a la alternativa x, la 
alternativa y g C„(a).

Si una regla cumple la condición fuerte de Pareto, también satisface la condición débil.

O P T IM O  D E B IL  D E  P A R E T O

Dado un conjunto X  con una relación de preferencia P en él definida, im elemento 
x e X  se dice que es óptimo débil de Pareto si no existe ningún otro elemento y e X  con 
yPx.
Esta propiedad se transmite a todos los elementos de la clase de indiferencia de x

O P T IM O  F U E R T E  D E  P A R E T O

Si además de verificarse las condiciones de óptimo débil de Pareto, para algún zeX se 
cumple xPz, entonces x es óptimo fuerte de Pareto.
Esta propiedad se transmite a todos los elementos de la clase de indiferencia de x.
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D O M IN A N C IA  D E B IL  D E  P A R E T O

Dado un perfil de preferencias u ={Pi,_,Pn} sobre un conjunto X  y dos elementos 
x,_yeX se dice que para dicho perfil x tiene dominancia débil de Pareto sobre y si no 
existe ninguna preferencia P¡ de dicho perfil tal que yP¡x-

D O M IN A N C IA  F U E R T E  D E  P A R E T O

Si además de cumplirse las condiciones de dominancia débil de Pareto, existe alguna 
preferencia P} en dicho perfil tal que xPjy, entonces se dirá que x tiene dominancia 
fuerte de Pareto sobre y.

C O N D IC IO N  D E  IN D E P E N D E N C IA  D E  A L T E R N A T IV A S  IR R E L E V A N T E S  (.T A I)

Una regla de elección social C cumple la condición de independencia de alternativas 
irrelevantes (IAI) si para cualquier agenda w y cualesquiera perfiles u, v, cuya 
actuación sobre la agenda sea idéntica se cumple que : Cu(w) = Cv (m>) . Es decir que la 
ordenación social relativa de cualquier par de alternativas sólo depende de su posición 
relativa en las preferencias individuales. Así, si para dos N-tuplas de preferencias las 
ordenaciones individuales de, digamos, la alternativa x respecto a la y coinciden, 
entonces la ordenación social de x respecto a y coincide.

La fuerza intuitiva de esta condición es muy grande: si la sociedad está obligada a 
escoger entre las alternativas x,y entonces la elección debe ser independiente de las 
preferencias sobre alternativas que no son realizables.

F U N C IO N  D E  E L E C C IO N  R E P R E S E N T A B L E

Una función de elección F admite una representación si existe una relación binaria T 
sobre el conjunto de alternativas X  tal que para cualquier agenda v se verifique:
F(v)={x / x elemento de v, x T y, Vyev}

Se dice además que F admite una representación transitiva si existe una relación 
binaria S, reflexiva, transitiva y completa (preorden completo) que representa a F.

R E G L A  D E  E L E C C IO N  S O C IA L  R E P R E S E N T A B L E

Una regla de elección social C se dice representable si para cualquier perfil u la 
función de elección Cu admite una representación.
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Se dice que es transitivamente representable si para cualquier perfil admite una 
representación transitiva.

Esta condición exige consistencia en la elección social en el siguiente sentido: Cuando 
elegimos algo, antes hemos de ordenado de algún modo el conjunto de alternativas (de 
acuerdo a nuestras preferencias). Esta condición exige a las preferencias, funciones de 
elección y reglas sociales un comportamiento similar.

C O A L IC IO N  L O C A L M E N T E  D E C IS IV A

Dada una regla de elección social C actuando sobre un conjunto de alternativas X, una 
coalición S es localmente decisiva para la alternativa x frente a la alternativa y si para 
cualquier perfil u que cumpla:

xRy para todo individuo de S
xPy para al menos un individuo de S
yPx para todo individuo que no esté en S

se verifica que para cualquier agenda v que contenga a x, y no pertenece a C„(v), es 
decir, que bajo las condiciones mencionadas la sociedad verifica xPy .

C O A L IC IO N  G L O B A L M E N T E  D E C IS IV A

Dada una regla de elección social C actuando sobre un conjunto de alternativas X, una 
coalición S es globalmente decisiva para la alternativa x frente a la alternativa y si para 
cualquier perfil u que cumpla:

xRy para todo individuo de S  
xPy para al menos un individuo de S

se verifica que para cualquier agenda v tal que x e  v, y&Cu(v), es decir, que bajo las 
condiciones mencionadas la sociedad verifica xPy .

En el caso de que una coalición sea globalmente decisiva para cualquier par de 
alternativas, entonces diremos que es decisiva.



D IC T A D O R  L O C A L
Cuando una coalición localmente decisiva S se reduce a un sólo elemento {/} se dice 
que el agente i es un dictador local.

D IC T A D O R
Cuando una coalición decisiva S se reduce a un sólo elemento {i} se dice que el agente
i es un dictador

R E G L A  D IC T A T O R IA L

Una regla de elección social C se dice d icta to ria l si existe un dictador para dicha regla.

fi FT. T E O R E M A  D E  IMPOSIBILIDAD DE A R R O W

ó.l.Modelo de Arrow

El modelo de Arrow es aquel que trata de encontrar reglas de elección social 
verificando las cinco condiciones siguientes:

Propiedad de dominio universal
Condición fiierte de Pareto
No existencia de dictador
Independencia de las alternativas irrelevantes(IAI)
Representatividad transitiva

Estas condiciones responden a nuestra idea intuitiva de lo exigible a una regla 
colectiva. Arrow probó que si hay al menos tres agentes y al menos tres alternativas, su 
modelo es vacío. Es decir, no existe ninguna regla de elección social que satisfaga 
conjuntamente las cinco condiciones anteriores.

Obviamente este resultado tuvo un gran impacto en la teoría de Elección Social, ya 
que nos lleva a pensar que no podemos fiamos de ninguna regla de elección colectiva.
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Así mismo, nos obliga a replanteamos nuestra propia idea de sentido común en cuanto 
a

elección social se refiere, tratando de diseñar nuevos modelos de elección social a cuyas 
reglas, por un lado se les exija casi las mismas restricciones (lo más próximas posibles) 
que en el modelo de Arrow, pero que por otro lado sean no vacíos, dando lugar así a 
resultados de posibilidad (existencia de alguna regla).

6.2.L a  elección p o r m ayoría  sim ple y  el criterio  de Co n d o rcet

Los requerimientos mínimos que en base a su intuición Arrow impone a las reglas de 
Elección Social son en realidad una abstracción de propiedades que tiene el sistema de 
mayoría simple, de ahí que analicemos éste con algún detalle.

La elección por mayoría simple entre dos alternativas a y b se caracteriza por las 
siguientes propiedades:

I) Neutralidad respecto a las alternativas: Si en sus preferencias todos los individuos 
intercambian la posición relativa de a y b, la posición relativa de a y b se intercambia 
también en la ordenación social

II) Neutralidad respecto a las personas: La ordenación social entre a y b es 
independiente del nombre de los individuos. Es decir, si se realiza una permutación de 
las preferencias entre los individuos las preferencias sociales no varían

ni) Respuesta positiva : Si a y b son socialmente indiferentes (empate) y un 
individuo pasa de ser indiferente a preferir a (b) no variando las preferencias de los 
demás individuos, entonces la sociedad pasa a preferir a (b) sobre b (a))

Supongamos ahora que tenemos tres alternativas a, b, c. La generalización natural de 
la mayoría simple consistiría en que la ordenación social entre cada par de alternativas 
se determinase por mayoría simple entre ellas. Obviamente esta regla satisfaría:

IV): Independencia de Alternativas Irrelevantes ÍIAI) La ordenación social relativa 
de cualquier par de alternativas sólo depende de su posición relativa en las preferencias 
individuales. Es decir, si para dos N-tuplas de preferencias de ordenaciones
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individuales de digamos, a respecto a b coinciden, entonces la ordenación social de a 
respecto a b coincide

Esta última condición junto con la I, II y III anteriormente citadas, predicadas de cada 
par de alternativas, caracterizan la regla que estamos contemplando que es la 
generalización natural de la mayoría simple para tres alternativas. El problema es que a 
diferencia del caso donde sólo teníamos dos alternativas, esta generalización no es una 
regla de Elección Social cuando tenemos tres, ya que las preferencias sociales 
generadas pueden no ser transitivas. A  modo de ejemplo citaremos la llamada 
PARADOJA DEL V O T O :

Supongamos que las preferencias que tres votantes tienen sobre tres candidatos 
{A,B,C} son:

Para el primero A  es preferido a B y B a C
Para el segundo C es preferido a A  y A  a B
Para el tercero B es preferido a C y C a A

Entonces la relación de mayoría simple estricta (comparación dos a dos) resulta no ser 
transitiva ya que obtenemos:

-A vence por mayoría simple a B
-B vence por mayoría simple a C
-C vence por mayoría simple a A

En contradicción con la hipótesis de transitividad. De hecho, la situación es peor, no 
sólo las preferencias individuales no son transitivas sino que obtenemos un ciclo. Para 
las preferencias individuales consideradas no hay ninguna alternativa que domine a las 
demás por mayoría simple.

Esta paradoja fue constatada por el marqués de Condorcet en 1785. Con ella se llegó a 
la conclusión de que este procedimiento de voto puede producir ciclos cuando los 
votantes tienen preferencias estrictas y votan sinceramente.

Los resultados obtenidos por Arrow enlazan naturalmente con las obras pioneras de 
Borda y Condorcet. Su descubrimiento en 1950 de que en condiciones mucho más 
generales que las de Condorcet tampoco puede evitarse el problema de los ciclos, es un 
resultado que se mantiene en pie por su profundidad y por su gran influencia en trabajos 
posteriores.
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6.3.Teorema de imposibilidad de Arrow

El núcleo de la aportación de Arrow es una investigación en profundidad de la 
paradoja de Condorcet. ¿Hasta qué punto es ésta una curiosidad propia del sistema de 
voto y hasta qué punto es algo más fundamental? Podría pensarse que es peculiar al 
sistema de voto ya que las condiciones I, II y ID son muy fuertes y restrictivas. Arrow 
demuestra que esto no es así. Su intuición básica fue que la fuente de la paradoja está 
en la condición de Independencia de Alternativas Irrelevantes (la cual aparentemente no 
tienen nada que objetar). Arrow probó que la condición IAI junto con versiones muy 
débiles de condiciones como la II y la IE bastan para obtener la paradoja. Es decir: no 
existe una regla de Elección Social que sea satisfactoria. Este es el contenido del 
Teorema de Imposibilidad de Arrow. Más específicamente, existen reglas de lección 
Social que satisfacen la condición IAI, como por ejemplo la regla absolutamente 
dictatorial o la regla costumbrista (en las que las preferencias sociales vienen dadas por 
la costumbre y son las mismas cualesquiera que sean las preferencias individuales) Sin 
embargo, ninguno de estos ejemplos es atractivo. El primero es incompatible con 
cualquier postulado democrático y el segundo contradice la condición fuerte de Pareto.

Si suponemos que hay más de dos alternativas y al menos dos individuos el Teorema 
de Imposibilidad de Arrow dice:

"Si una regla de Elección Social satisface la condición IAI y la condición de Pareto, 
entonces existe un dictador"

Equivalentemente:

"No existe un modelo de Elección Social con al menos tres agentes y tres alternativas 
y cuyas reglas de elección satisfagan las condiciones de dominio universal, condición 
fuerte de Pareto, independencia de las alternativas irrelevantes, no existencia de 
dictador y representabilidad transitiva"

6.4.Demostración del teorema de imposibilidad

La plena comprensión del sorprendente teorema de Arrow requiere un buen 
entendimiento de su demostración, sólo esto puede poner de relieve la fuerza
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combinada de sus hipótesis. Además la evidencia de su simplicidad hará patente hasta 
qué punto lo realmente importante en el Teorema es su concepción.

Supongamos que el conjunto de individuos que forma la sociedad es n. Los conceptos 
clave serán los de conjunto localmente decisivo y globalmente decisivo.

3'€OR¿MJ
Supongamos un modelo con al menos tres alternativas y una regla de Elección Social 

C que satisface las siguientes condiciones:

Dominio universal 
Condición fuerte de Pareto 
IAI
Representabilidad transitiva 

Se cumple lo siguiente:

" Si una coalición S es para la regla C localmente decisiva para una alternativa x 
frente a otra y, entonces S es globalmente decisiva para cualesquiera dos alternativas 
distintas"

DEMOSTRACION TEOREMA 

Para probar este resultado necesitaremos tener en cuenta los dos lemas siguientes:

i m J t
Bajo las mismas hipótesis del teorema se cumple que:

" Si S es una coalición localmente decisiva para la alternativa x frente a la alternativa y, 
entonces S es globalmente decisiva para x frente a cualquier alternativa z"___________

DEMOSTRACION LEMA1 
Consideramos S como la unión de dos conjuntos disjuntos SI y S2 tales que todos los 

agentes de SI verifican que xPz y todos los agentes de S2 verifican que xlz.
Sea entonces un perfil u tal que:
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-Para todo individuo de S (es decir de SI y de S2) se tiene xRy, existiendo al menos 
un
individuo para el cual xPy

-Para todo individuo que no está en S se tiene: yPx 

Esquemáticamente: _____________________
SOCIEDAD
S S

SI S2

yPx
xRy

xPz

xRy

xlz

Consideramos ahora un perfil auxiliar u' tal que:
-Para todo individuo que no está en S se tiene: y?x y además yPz.
-Para todo individuo de SI se tiene: xPy, además yPz 
-Para todo individuo de S2 se tiene :xly, además y lz
-Se mantenga entre las alternativas x, z la misma relación de preferencia que para el 

perfil u

Esquemáticamente:

SOCIEDAD
S S

SI S2
xPy xly
xPz xlz yPx

yPz ylz yPz

Esta última condición tiene gran importancia, ya que como las preferencias de los 
individuos de la sociedad respecto a las alternativas x, z son exactamente las mismas en 
los perfiles uyu', por la propiedad IAI de la regla de elección social C, la preferencia
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de la sociedad respecto a las alternativas x, z será la misma para los perfiles u y u .  
Estudiaremos por tanto la preferencia social para u' respecto a las alternativas x, z al 
aplicar la regla C.

S localmente decisivo para x frente a y 
Condición fuerte de Pareto _______

La sociedad cumple: xPy 
La sociedad cumple: yPz

Transitivida 1

La sociedad cumple: xPz

Además no se cumple zPx, ya que si esto fuese cierto, como la sociedad prefiere y a z  
(por la condición fuerte de Pareto), se obtendrá aplicando la propiedad transitiva que la 
sociedad prefiere y a x lo cual entra en contradicción con el hecho de que S sea 
localmente decisiva parax frente ay.

J ¿ W U 2

Bajo las mismas hipótesis del teorema se cumple que:

" Si S es una coalición localmente decisiva para la alternativa x frente a la alternativa y  
entonces S es globalmente decisivo para cualquier alternativa z frente a la alternativa y

DEMOSTRACION LEMA 2 
Consideramos S como la unión de dos conjuntos disjuntos SI y S2 tales que todos los 

agentes de SI verifican que zPy y todos los agentes de S2 verifican que zly.

Sea entonces u un perfil tal que:

-Para todo individuo de S (es decir de SI y de S2) se tiene xRy, existiendo al menos 
un
individuo para el cual xPy
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-Para todo individuo que no está en S se tiene: yPx.

Esquemáticamente:

SOCIEDAD
S S

SI S2

yPxzPy
xRy

zly
xRy

Consideramos ahora un perfil auxiliar iT tal que:
-Para todo individuo que no está en S se tiene: yPx y además zPx.
-Para todo individuo de SI se tiene: zPx, además xPy 
-Para todo individuo de S2 se tiene :zíx, además xly
-Se mantenga entre las alternativas y, z la misma relación de preferencia que para el 

perfil u

Esquemáticamente: _____________________
SOCIEDAD
S S

SI S2
zPy zly yPx
xPy xly zPx
zPx zlx

Esta última condición es muy importante, ya que como las preferencias de los 
individuos de la sociedad respecto a las alternativas y, z son exactamente las mismas en 
los perfiles uyu', por la propiedad IAI de la regla de elección social C, la preferencia 
de la sociedad respecto a las alternativas y, z será la misma para los perfiles uyu'.
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Estudiaremos por tanto la preferencia social para u' respecto a las alternativas y  , z al 
aplicar la regla C.

S localmente decisivo para x frente a y 

Condición de Pareto ____________

Además no se cumple yPz, ya que si esto fuese cierto como la sociedad prefiere xa y  
(por ser S localmente decisivo para x frente a >’), se obtendrá aplicando la propiedad 
transitiva que la sociedad prefiere x a z lo cual entra en contradicción con la condición 
de Pareto.

El teorema enunciado se prueba ahora trivialmente. Es decir, se cumple que si una 
coalición S es localmente decisiva para x frente a y es globalmente decisiva para 
cualesquiera dos alternativas vyw. Tenemos los siguientes casos:

-Caso 1: x=v y y¿w. Aplicar el lemal

-Caso 2: x?v y y -w . Aplicar el lema2

-Caso 3: x=v y y=w. Sea u una alternativa distinta de v y de w, por el lemal, S es 
globalmente decisiva para v frente a u, pero como globalmente decisiva implica 
localmente decisiva, S es localmente decisiva para v frente a u. Por el lema 1, S es 
globalmente decisiva para v frente a w.

-Caso 4: x^v y y*w. Por el lema2, S es globalmente decisiva para v frente a y, en 
particular es localmente decisiva para v frente a y. por el lema 1 S es globalmente 
decisiva para v frente a w.

La sociedad cumple: xPy 

La sociedad cumple: zPx

Transitivida 1
s/

La sociedad cumple: zPy
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Para una sociedad con al menos tres agentes que definen sus preferencias sobre un 
conjunto de al menos tres alternativas, no existe ninguna regla de elección social que 
satisfaga simultáneamente las condiciones de:
-Dominio universal 
-Fuerte de Pareto 
-No existencia de dictador 
-IAI
-Representatividad transitiva____________________________________________

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ARROW

Sea una sociedad con n individuos que definen sus preferencias sobre un conjunto de 
alternativas X. Supongamos que existe una regla de elección social C que verifique las 
cinco condiciones del modelo de Arrow y veamos que llegamos a una contradicción.

En efecto, por la condición fuerte de Pareto, hay coaliciones globalmente decisivas: al 
menos la totalidad de agentes lo será . Sea S una coalición decisiva cuyo número de 
agentes sea mínimo. Como C no es dictatorial, S debe tener al menos dos elementos. 
Elijamos un elemento {i} en S. Notemos que S-{i} sigue siendo no vacío. 
Consideremos tres alternativas (distintas dos a dos): x, y ,z. Consideremos ahora un 
perfil u que restringido al conjunto{x,y,z} verifique:
-El agente {i} cumple: xPy,yPz.
-Todos los agentes de S-{i} cumplen: yPz, zPx.
-Los agentes que no pertenecen a S cumplen: zPx, xPy.

Esquemáticamente: ___________________
SOCIEDAD
S S

S-{i} {i}

yPz yPz zPx
zPx xPy xPy
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Se deduce entonces que la sociedad tiene las siguientes preferencias:

Esto se deduce inmediatamente del hecho de que S sea globalmente decisiva y todos 
sus individuos verifiquen que yPz.

2)xR£
Esto se prueba por reducción al absurdo. Si la sociedad cumpliese que yPx, aplicando 
IAI se verificaría que S-{i} es localmente decisiva para y frente a x (ya que verifican 
xPy mientras que la sociedad cumple >>Px). Teniendo en cuenta ahora el teorema 
anterior, S-{i}sería globamente decisiva para y frente a x. lo cual entra en
contradicción con el hecho de que S es una coalición decisiva mínima.

3)xPz
Esto se deduce sin más que aplicar la propiedad transitiva a (1) y (2): Como la sociedad 
cumple xRy, yPz deducimos que xPz. Además no puede ocurrir que la sociedad cumpla 
zPx, ya que si esto fuese cierto , junto con (2) xRy se deduciría que zPy (transitividad), 
lo que entraría en contradicción con (Y)yPz.

De todo esto deducimos que {i} es localmente decisiva para x frente a z (ya que para 
{i}: xPy, yPz así que por la transitividad se cumple que: xPz, por otro lado para todos 
los agentes de S-{i} y S se tiene que: zPx, mientras, la sociedad cumple: xPz). 
Aplicando el teorema anterior sabemos que {i} es globalmente decisiva para 
cualesquiera dos alternativas. Es decir {i} es un dictador. Esto contradice las hipótesis 
de que C era una regla no dictatorial.

7.CONCLUSION

El gran número de problemas reales de decisión existentes ha hecho que sea 
absolutamente necesario el esfuerzo de muchos matemáticos, psicólogos, economistas, 
etc que trabajan con el objetivo común de conseguir una sucesión de. esquemas 
coherentes para la toma de decisiones. Estos esquemas son cada vez más amplios, pero 
siguen siendo insuficientes. Se avanza progresivamente hacia modelos válidos para 
problemas cada vez más realistas, y por tanto más complejos, métodos que aborden 
criterios múltiples para tratar correctamente los problemas de decisión.
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Para avanzar es necesario crear metodologías en las que los conceptos se seleccionen 
cuidadosamente con el objeto de que sean asequibles para todas las personas, de 
manera que sea fácil adquirir unos conocimientos básicos y provechosos de la Teoría de 
la Decisión.

Sabemos que en las condiciones estudiadas por Arrow no existen reglas de Elección 
Social, pues bien, esto supone que debemos de buscar nuevos modelos en los que las 
restricciones sean lo más próximas posibles a las del modelo de Arrow, pero para los 
que sí exista alguna regla de Elección Social.En definitiva, aunque el resultado 
obtenido por Arrow puede ser algo frustante y descorazonador, un espíritu científico 
encontrará que su mayor importancia del teorema radica en que constituye la vía de 
acceso a un largo camino del cual aún queda mucho por recorrer.
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