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1.- Programacion Matematica y Teoria Econdémica.

El problema basico de la ciencia econémica consiste en adecuar la distribucién de

recursos —escasos y de usos alternativos— entre objetivos que compiten entre si.

La Economia debe analizar la “mejor” asignacién de esos bienes entre los distintos
fines o metas que se quieren alcanzar; surge asi un nuevo problema, el de “seleccionar el
criterio” con el que llevar a cabo esta labor. Dicho criterio tiene que caracterizarse por
ser “racional”, entendiendo por eleccién racional no sélo la que se realiza de forma “cohe-

rente”, sino también la “mejor” de todas ellas.

En este sentido Lange [18] establece el principio de explotacion econdmica racional

en sus dos vertientes:

1. El principio del efecto mayor o principio de mayor rendimiento que se cumplira

cuando con un gasto determinado se obtiene el grado maximo del objetivo asignado.

2. El principio del gasto minimo o principio de ahorro de los medios disponibles, con
el que se trata de lograr un cierto grado prefijado de realizacion del objetivo a partir

de un gasto minimo de medios.

La forma de utilizacién de los recursos conforme a este principio es “6ptima”
respecto al aprovechamiento de los mismos. Una actividad no éptima podria dar lugar a
un consumo de los recursos de modo que no se obtenga el grado maximo de realizacién del
objetivo perseguido o a que se consiga un nivel determinado del mismo mediante un gasto
de recursos mayor de lo necesario. Ambas situaciones implican la utilizacién inadecuada

de los medios, es decir, el “despilfarro”.

La formulacién matematica de esta conducta optimizadora plantea ciertos tipos
de problemas de cuyo estudio se ocupa la Teoria de la Optimizacion que se define como
la eleccién de valores de ciertas variables de tal modo que maximicen o minimicen una

funcion sujeta a restricciones.

Muchos autores han considerado que la optimizacién sujeta a restricciones define
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la naturaleza esencial de la ciencia econémica. Asi, para Lange [18], la optimizacién
constituye la teoria matemadtica del principio de explotaciéon econémica racional y para
Robbins {17] la Economia es practicamente una formulacién del problema general de la
optimizacion:

“La Economia es la ciencia que estudia el comportamiento humano como
una relacién entre fines y medios escasos que admiten usos alternativos”.

En términos matematicos, cada distribucion particular de los recursos viene
determinada por la eleccion de un vector de variables de decision; la escasez de los recursos
estd representada por el conjunto factible que refleja las restricciones que pesan sobre las
decisiones; y la competitividad entre los fines esta recogida en la funcién objetivo la cual

indica el valor asignado a cada una de las posibles alternativas.

En el tema que presentamos, centraremos nuestra atencion en aquella parte de
la Teoria de la Optimizacién que se ocupa de los problemas estaticos deterministas con
un tnico decisor y en los que las restricciones son del tipo de igualdad: PROGRAMACION

MATEMATICA CLASICA CONDICIONADA.

Los programas matematicos con restricciones de tipo igualdad forman parte, junto
con los programas sin restricciones, de la denominada Teoria cldsica de la Optimizacion.
Especialmente importante es el papel instrumental que ha desempefiado esta teoria en
el desarrollo de la microeconomia y en particular en el estudio del comportamiento del

consumidor y de la empresa.
2.- Programacion Clasica Condicionada.
2.1.- Introduccién.

El objetivo del tema es resolver el problema general de Programacién Matematica

con restricciones de igualdad.

El estudio de este problema presenta tres aspectos claramente diferenciados:

1. Obtencién de condiciones (teoremas de realizacién) bajo las cuales podemos ase-
gurar que existe un punto que es solucién del problema. Un ejemplo es el Teorema

de Weierstrass que nos proporciona condiciones suficientes, pero no necesarias, de
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existencia de maximos globales.

2. Bisqueda de formulaciones alternativas con el objeto de hacer mas facil la deter-

minacién del maximo o el estudio de sus propiedades.

Como veremos, esta cuestion se aborda introduciendo la “funcion lagrangiana”, que
facilita el estudio del problema restringido al permitir extender conceptos analogos
de los problemas libres, como son las condiciones de primer y segundo orden, que

nos caracterizan los puntos optimos.

3. Calculo del punto de maximo. Proceso que, en la actualidad, se ha visto potenciado
con la aparicién de los ordenadores que han hecho posible la aplicacién practica de

los algoritmos de resolucién.

Trés esta breve introduccion, y siguiendo las consideraciones que en ella hemos

recogido, desarrollaremos el resto del tema en los siguientes epigrafes:

En primer lugar, expondremos el planteamiento matematico del problema, desta-
cando los elementos fundamentales que intervienen en él. Presentaremos, a continuacion,
los distintos métodos de resolucién de un programa con restricciones de igualdad, centran-
donos en el “Método de Lagrange” que, si bien aumenta el nimero de variables del pro-
grama, es uno de los mas eficaces y ademds aporta una valiosa informacion sobre el grado
de sensibilidad en el éptimo de la funcién objetivo respecto a cambios en las constantes de
restriccién que, como veremos, tiene interesantes interpretaciones econémicas. Finalizare-
mos la exposicién analizando cémo el estudio realizado proporciona la base matematica
a las teorias neoclésicas del consumidor y de la empresa, desarrollando, como ejemplo, la

teoria de la elecciéon del consumidor individual.

2.2.- Modelo Matematico.

FORMULACION DEL PROGRAMA.

La formulacién general de un programa matematico con restricciones de igualdad

es la siguiente:
Maximizar f(X)
(IT)

sa. g(X)=Db
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~ donde:
f:DCR*—- R, g:DCIR"— R"

g=(g1,g2,...,gm), B=(b1,b2,...,bm)

La funcién f, es la “funcidn objetivo”, es decir, la descripcién matematica del
objetivo final del problema planteado. La variable X, es un vector n-dimensional a cuyas

componentes les llamaremos “instrumentos”.

Llamaremos “conjunto de oportunidades” a la interseccion de los conjuntos que
satisfacen las restricciones y del dominio de la funcién objetivo. Sus puntos los llamaremos
“factibles” o admisibles: M = {)'c €eD/g(x) = B} ; siendo by,by,...,b, las “cons-

tantes de restriccion”.

Se supone que el nimero m de restricciones de igualdad es menor que el nimero
n de instrumentos, siendo la diferencia n —m el nimero de grados de libertad del

problema. Vamos, entonces, a definir mdzimo condicionado.

Geométricamente, cada una de las restricciones de igualdad,
gj()-()=bj’ j=1,2a"',m

define un conjunto de puntos en el espacio IR". Econdémicamente, una restricciéon repre-

senta la limitacién de los recursos disponibles propia de las actividad econdémica.

En el estudio de los problemas con restricciones de igualdad se aplican técnicas
y conceptos del calculo diferencial por lo que es imprescindible la nocién de “localidad”

aplicada al problema en estudio.

Definicién 1.- Diremos que la funcién f posee un mdaimo local sobre M en un punto
%° € M si existe un entorno del punto X° en el que la funcién toma valores menores o

iguales que f(X°) para todos los puntos factibles del mismo.

Diremos que la funcién f posee un mdzimo global sobre M en un punto X° € M

cuando

JER<F(R) VxeM

Si las desigualdades se verifican estrictamente, los maximos seran estrictos.
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La obtencién de condiciones de optimalidad global y el disefio de métodos de
célculo que permitan localizar éptimos globales sélo es posible en programas con una
caracteristica muy concreta: la converidad. La convexidad de un programa implica un
conjunto de propiedades de las funciones y de los conjuntos que intervienen en su for-
mulacién. La verificaciéon de estas propiedades supone un conocimiento adicional, muy
importante, del problema tratado puesto que tales propiedades garantizan que cualquier
éptimo local es también global: Teorema local-global. Estas condiciones de convexidad
del programa son especialmente importantes porque la mayoria de las funciones tipicas a

maximizar en Economia las satisfacen.

Por otra parte, sabemos por el Teorema de Weierstrass que, al ser la funcién
objetivo continua y el conjunto de oportunidades cerrado, existe una solucién éptima

condicionada global si el conjunto de oportunidades es no vacio y acotado.

RESOLUCION DEL PROGRAMA.

Conocidos los aspectos generales de un programa con restricciones de igualdad
vamos a ocuparnos, en esta seccién, de la resolucién del mismo. Para resolver (II) parece
natural intentar reducir el problema a otro problema de maximizacion no restringido.
Vamos a referirnos, en primer lugar, a un método de resoluciéon asociado directamente al

hecho de la pérdida de grados de libertad de un problema restringido clasico.

Método directo de solucién por eliminacién de variables.

Si el jacobiano de la funcién g tiene rango m en M y podemos despejar m varia-
bles en funcién de las n — m restantes y sustituirlas en la funcién objetivo entonces (II)
queda reducido a otro programa sin restricciones y con n — m variables cuya resolucion

podemos abordar con los resultados ya conocidos.

Este método de sustitucién directa presenta importantes problemas respecto a
la informacién, bien porque se pierden condiciones iniciales que aparecian implicita o
explicitamente en el problema inicial o porque se generan otras que no son ciertas.
Ademids, no puede aplicarse en muchos problemas con restricciones no lineales al no ser
posible despejar las variables. Por otra parte, al calcular la solucién —como se han elimina-

do las restricciones y se ha resuelto un problema libre— no se genera informacion adicional
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rjue permita valorar econémicamente el efecto de la existencia de las restricciones. Por
llo, si bien en ocasiones es comodo de aplicar, estudiaremos otra alternativa mejor para

resolver (II).

Método grafico de resolucion.

Cuando tenemos un programa matemético con dos o tres variables de decision,
su resolucién grafica nos informa sobre la existencia o no de solucién y, en caso de que

ésta exista, de su localizacién y de si dicha solucion es local o global.

El método de resolucion grafica presenta un importante problema de cara a su
aplicacién: la representacién grifica de las funciones que aparecen en el mismo sélo es

posible para n =1, 2.

Maximo libre
(p. Q) 4:
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Cuando no es posible utilizar el método de eliminacién de variables o el método
grafico podemos plantearnos la forma alternativa mas “razonable” de abordar el problema.
Si el sistema de ecuaciones formado por las m restricciones verifica el Teorema de la
Funcién Implicita en un entorno de la solucion éptima, puede realizarse una generalizacién

del método de sustitucion directa.

Método de los multiplicadores de Lagrange: LA FUNCION DE LAGRANGE.

A partir del programa (II) construimos una funcién que llamaremos funcion de
Lagrange como:
L(%,X)=f(%)-X[g(x) —b]
donde % toma valores en M y X en JR™. Hemos introducido m nuevas variables, };, una

por cada restriccion, llamadas multiplicadores de Lagrange asociados a las m restricciones.

Obsérvese que, si X es un punto factible, coinciden los valores de la funcién

objetivo y de la correspondiente funcién de Lagrange.

Teorema 1.- (Teorema de Lagrange). Sean f y g de clase C' en D y sea X° un punto
interior de D. Si el punto X° € M es un éptimo local de f sobre el conjunto M y ademds
el rango de la matriz jacobiana de la funcién g en el punto X° es m, entonces existen
m tnicos nimeros A9, 9,..., )\ tales que en (29,29,...,29,A9,19,...,12) se anula el

gradiente de la funcién de Lagrange!. Es decir:

VzL (%, X0)
0=vL(x,X) = =
VL (%0, X°)
Vf(x0) - fj \Vg; (%°) o,
= =1 = (1)
~g(x")+b O

1L es de clase uno por serlo f y g.
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Obsérvese que, si calculamos el vector gradiente de esta funcién y lo igualamos a

cero, obtenemos el siguiente sistema de n + m ecuaciones con n + m incégnitas:

_gj()—()+bj = 0 j:1,2,...,m

3f 2, 295 (5 o (2)
a% 2; i P, X)) =0 i=1,2,...,n

Por tanto, si un punto X° es solucién de (II), es preciso que sea solucién de (2)

obteniéndose de esta forma sus multiplicadores de Lagrange asociados.

Las condiciones (1) que se obtienen en este teorema se conocen con el nombre de
“condiciones necesarias de primer orden de Lagrange”. Los puntos X° que las verifican,
entre los que se encuentran las soluciones de (II), se denominan ”puntos criticos” del

programa.

Interpretacién geométrica del Teorema de Lagrange. Consideremos un programa

cldsico con dos variables de decisién, (z1,z;), y un grado de libertad:

La restriccién genera un curva en el plano {(z1,z2) € R?: g(z1,z,) = b} . Sobre

el mismo plano dibujaremos las curvas de nivel de la funcién objetivo
{(er,02) € B: f(w1,00) =k}, k€ IR

Obsérvese que si X° = (29, 29) un punto que cumple las condiciones necesarias de La-
1) %2

grange:

g—; (m?,mg) = /\ngi (m?,m%) 1=1,2

despejando \° se cumple:

A0 = 58301 — %332
gy (#98) 5 (had)

(3)

0zq 0z
_ =
7oy (0st) 5 (o)
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es decir, la curva de la restriccién y la curva de nivel de f que pasa por el punto X° son

tangentes en dicho punto, como podemos observar en el grafico.

®. 9

VE(x, y)

Vg (x, y) g(xy) = O

Condiciones suficientes de optimalidad de segundo orden.

Una vez obtenidas las condiciones necesarias para la existencia de 6ptimos locales
restringidos, hemos de encontrar condiciones suficientes que nos permitan distinguir, entre
los puntos que verifican las condiciones necesarias cuales son éptimos y de qué tipo. Como
veremos en el Teorema 2, estas condiciones se reducen al célculo del signo de una forma
cuadratica restringida: se exige que el hessiano de la funcién de Lagrange, respecto a
las variables de decisién, sea definido negativo, no en cualquier punto préximo a X° sino

tinicamente en los puntos factibles.
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VE(x,y)

Vg (x,y)
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iinicamente en los puntos factibles.
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Necesitamos, por tanto, caracterizar los movimientos a partir del punto critico

que no cambien el valor de la funcién g, es decir, que mantengan la factibilidad.

Proposicién 1.- Una condicién necesaria y suficiente para que g ()‘(0 + ﬁ) = b, con

g(X°) = b y h suficientemente pequefio es:
g

Teorema 2.- Sean f y g funciones de clase C? y sea X° un punto interior de D que
satisface las condiciones necesarias de primer orden de Lagrange del programa (II). Una
condicién suficiente para que la funcién objetivo f posea un méaximo local estricto en X°

es que la forma cuadréatica

FltHiﬁ()_co,:\O) h = i Xn: 3

restringida a

Jg () h=0 Vh#D

sea definida negativa, siendo X° el vector de los multiplicadores de Lagrange asociado
aXx' y Hzx L ()'co, /_\0) la submatriz de la matriz hessiana de £ que corresponde a las

derivadas parciales segundas respecto a las variables de decision.

Las condiciones suficientes de optimalidad local plantean el problema de la ob-
tencién del signo de una forma cuadritica sujeta a un sistema de restricciones lineales.
Con la aplicacién de lo estudiado acerca de formas cuadraticas restringidas, en el pro-
grama de Algebra Lineal, se resuelve el problema en términos de los signos de los menores
principales de la hessiana orlada o bien de forma directa mediante el calculo de los valores

propios.
Proposicién 2.- En las condiciones del Teorema 2 son equivalentes:

1) Vh #0, h € R" tal que Jz (X°) h =0 se verifica

h! Hxz L ()—(o,/_\o) h<0
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2) Los tltimos n — m menores principales de la matriz hessiana orlada:

=~ _[(Om | T
H‘(Jg | Hﬁc)

m+1

son de signos alternos, siendo el signo del primero (—1)

3) Si las raices de

He L-AT ¢

jg Om

son negativas.

Tanto las condiciones necesarias de Lagrange como las que acabamos de obtener
se apoyan en el célculo diferencial por lo que, como ya habiamos comentado al principio,
son condiciones de optimalidad local, que en los casos de existencia de 6ptimo global, nos
conducirian a la localizacién del mismo a partir del andlisis de todos los 6ptimos locales
obtenidos tras la aplicacién de estas condiciones y de los posibles 6ptimos de frontera. Si
estamos interesados en localizar 6ptimos globales directamente e hipétesis bajo la cuales

sean suficientes las condiciones necesarias, necesitamos que el programa sea convexo.

Condiciones de optimalidad en programas convexos.

Teorema 3.- Sean f, g y X° como en el Teorema 1. Supongamos ademas que f es una
funcién céncava en D y M = {i €eD/gx) = b} es un conjunto convexo. Entonces %°
es solucién de (II) si y sélo si X° satisface las condiciones necesarias de primer orden de

Lagrange.

La condicién necesaria de este teorema es evidente a partir del Teorema de La-

grange por lo que nos faltara probar que también es suficiente:

Por ser M convexo sabemos que

Vie(0,1], VheR*" VXM talque X°+heM = =x°+theM
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y por tanto,
gj(io+tﬁ):gj(io):bj J=L2,...,m

luego

Vg;()h=Dg9;(x%) =0 j=12,...,m (4)

Finalmente, por ser f céncava, por lus condiciones necesarias de Lagrange y por

(4), tendremos
fE+h) - fE) < VfE)h=XVgE)h=0 Vh:x°+heM
esto es, X% es un miximo global de f sobre M.

Por tanto, para programas convexos, la condicién necesaria de optimalidad local

se convierte en una condicién necesaria y suficiente de optimalidad global.

El método de los multiplicadores de Lagrange, ademads de resolver el problema de
optimizacién clasica, proporciona un analisis de post-éptimo que nos permite estudiar, a
través del valor de cada uno de los multiplicadores, el grado de sensibilidad, en el 6ptimo,
de la funcién objetivo frente a cambios en la constante de la restriccion correspondiente;

este analisis de sensibilidad tiene gran importancia en el contexto econémico.

3.- Interpretacion econémica de los multiplicadores
de Lagrange.

En los problemas econémicos de optimizacién, las funciones que aparecen depen-
den de ciertos parametros (precios, niveles de realizacion, etc.) que se mantienen cons-
tantes durante el proceso de optimizacion perc que cambiaran dependiendo de la situaciéon

P * . (e N 7 e Id .
econémica. Surge entonces una importante cuestion: sQué sucede con la solucion dptima
st la sttuacion econdmica cambia?, para responder a esta pregunta vamos a analizar que
ocurriria si suponemos que las constantes de las restricciones son parametros variables.
Tratamos de encontrar una medida de la variacién inducida en la solucién del programa

(II) debida a cambios de los valores de b;, j =1,2,...,m.

Consideremos el programa (II) y supongamos que, aplicando las condiciones

necesarias y suficientes a la funcién de Lagrange, obtenemos que el punto X° es solucién
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éptima de dicho programa. En general, X° dependera de los valores de by, bs,...,by; se

puede demostrar aplicando el teorema de la funcién implicita al sistema:

Fj(B,:\,f():gj(i)—ijO j=1,2,...,m

893 _ .
Z)\ Bm, =0 1=12,...,n

i (B, X, )'()

que X° y A% se pueden expresar como funciones diferenciables de b en un entorno del

punto optimo:
%0 =5 (b)

% = % (5)
entonces los valores de la funcién objetivo y de los multiplicadores de Lagrange asociados

a X° también dependeran de b:

F() =1 (= (B)) = 1 (B) | )

donde f? es la funcién objetivo indirecta.

Si derivamos2 (5), respecto a b, k=1,2,...,m
af° (b n 9f (x° (b)) 929 (b
—f—(-l=z S (b)) 22t (B) k=1,2,...,m (6)
Bbk i=1 8:13,' abk

Por las condiciones necesarias de Lagrange en X° y teniendo en cuenta que

n dg; (% (b)) 8a? (B) :{ 1 j=k

2

1=1

obtenemos finalmente:

af°(b) af(x°(b .
ab(,,. ) _ (abk( )) Y (b) k=1,2,...,m (7)

2Como fyx (B) son funciones diferenciables podemos aplicar la derivacién de la funcién compuesta

la regla de la cadena.
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que nos indica que los multiplicadores de Lagrange miden la sensibilidad de la funcién

objetivo en el 6ptimo respecto a las variaciones en las constantes de las restricciones.

Observacién: Para llegar a este resultado ha sido necesario suponer que X° cumplia las

condiciones suficientes de Lagrange, es decir, la matriz orlada

es una matriz regular en el punto critico (io, /\0) y con esto se cumplen las hipotesis del
Teorema de la Funciéon Implicita. Esto no siempre es asi, ya que las condiciones suficientes

no son necesarias y puede haber 6ptimos que no las cumplan.

A menudo, en los problemas econdmicos, las restricciones nos expresan limita-
ciones en las cantidades de los recursos disponibles para su utilizacion y la funcidén objetivo
representa beneficios, costes, ..., por lo que suele venir definida a partir de precios o costes
unitarios multiplicados por cantidades; esto justifica que al multiplicador de Lagrange, A;,
asociado a la j-ésima restriccién se le denomine precio sombra o valor marginal asociado
a una unidad de ese recurso ya que, al medir la variacion del valor de la funcién obje-
tivo (precio x cantidad) respecto a la constante b; (cantidad), tiene dimensién de precio

(pseudo-precio).

Evidentemente no se trata de precios de mercado, sino de precios de oportunidad
para el sistema que utiliza estos recursos limitados, en el sentido de que no reflejan lo
que cuestan tales recursos sino lo que “valen”. Si los precios de mercado son superiores a
estos precios, no resulta interesante afadir mas cantidad del recurso analizado al proceso
productivo, puesto que lo que obtendriamos de su utilizacién 6ptima no compensaria el

coste adicional en el que incurririamos.

A partir de esta interpretacién econémica de los multiplicadores de Lagrange, se

obtiene que las condiciones necesarias de optimalidad:

gf( ") = ZAoagéLl) i=1,2,...,n

no son mas que la exigencia de que, en un maximo condicionado, el “beneficio marginal”
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de cada una de las “actividades” sea igual al “costo marginal” atribuido a esa actividad.

4.- Programa dual.

Llamaremos al programa (II), consistente en maximizar la funcién objetivo some-
tida a ciertas restricciones, problema primal. Este planteamiento corresponderia al
principio de mayor rendimiento. Si nos apoyamos en el principio de gasto minimo o de
ahorro de los medios disponibles, podemos plantear este problema como el de minimizar
la suma de las restricciones para obtener un valor dado de la funcién objetivo, que ahora
actuard como restriccién. A este nuevo programa lo llamaremos programa dual de (II)

y tendra la siguiente forma:

Minimizar u ()‘(, X) = i Aj lg; (%) — by
j=1 (IV)

sujeto a  f(X) = 2o

Las restricciones representan, como ya hemos mencionado, cantidades de recursos
o medios, por lo que vendrin expresadas en distintas unidades y, en principio, no es
posible realizar una suma de las mismas; es necesario introducir un “peso” asociado a cada
restriccién que las unifique respecto a las unidades para poder sumarlas. Utilizaremos para
ello los multiplicadores de Lagrange que, como hemos visto, ponderan la importancia de

las restricciones en el programa y tienen dimensién de precios.

La funcién u(X,\) “mide”, en cierto modo, la cantidad total de los gastos-de
medios, z1,Z3, ..., T,, Necesarios para alcanzar un cierto grado de realizacién de la funcién

objetivo, f, de ahi que la denominemos funcion de gasto de medios.

Esta claro que ambos problemas, primal y dual, son las dos variantes del principio
de explotacion econdmica racional 18] para un mismo programa clasico condicionado. Por

lo tanto podemos afirmar que:

“maximizar la funcién objetivo para un determinado gasto de medios,
expresada por las restricciones, es equivalente a minimizar la funcién de
gasto de medios para un nivel determinado de realizacién de la funcién
objetivo”.
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Examinando la funcién de gasto de medios se observa que ésta es nula para los
puntos del conjunto factible de (II). Sélo en el caso de que no se cumplan las restricciones

la funcién u es no nula.

Si g; (X) —b; > 0 diremos que el limite de disponibilidad del recurso j-ésimo se
ha rebasado; el multiplicador A; imparte un peso determinado a este rebasamiento. Asi,
la funcién u es la suma ponderada del rebasamiento de los limites de disponibilidades
de los recursos, siendo los multiplicadores de Lagrange los coeficientes de ponderacion

correspondientes al rebasamiento de los distintos limites.

Si u es positiva, nos indica la utilizacién no 6ptima de los recursos y, por tanto,
podemos interpretarla como la medida del “despilfarro” que se produce por alcanzar el

minimo fuera de la regién factible M.

5.- Aplicacién econémica:
LA TEORIA DEL CONSUMIDOR.

De entre las aplicaciones de la Programacion Cldsica nos centraremos en la teoria
de la conducta del consumidor. Se supone que todo consumidor, bajo las hipétesis de
racionalidad habituales, intentara maximizar su utilidad dentro de sus posibilidades pre-
supuestarias. Un desarrollo anélogo se podria hacer para la teoria de la produccién donde
el empresario pretende maximizar su beneficio condicionado por las restricciones técnicas

impuestas por su funcién de produccion.

Vamos a analizar la modelizacién de la elecciéon del consumidor individual en-
frentado a una serie de bienes y que dispone de una renta monetaria determinada para
gastar en su adquisicién. Esta eleccién se estudiara en términos de un marco institucional
“especifico en el que las acciones del consumidor no afectan a los precios del sistema que

constituyen, para él, datos.

Supondremos ademaés que el consumidor tiene libertad plena para adquirir las

cantidades que desee de los bienes y que no existen costes de transaccién®.

3La no existencia de costes de transaccién implica una simplificacién de la restriccién presupuestaria
que sera un hiperplano al no existir ni descuentos por cantidades, ni costes por elegir entre distintas
calidades, etc.
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La funcién de utilidad.

El punto de partida en la formulacién del problema de la eleccién del consumidor
es el postulado de su racionalidad: se supone que el consumidor escoge, entre todas
las alternativas de consumo posibles, aquella que le proporciona la maxima satisfaccion.
Toda la informacién relativa a la satisfaccién que el consumidor obtiene de las diferentes

cantidades de bienes por él consumidos se halla recogida en su funcidn de utilidad®.

Sea U (X) = U(z1,72,...,2,) la funcién de utilidad de un consumidor que
consume n articulos, siendo X = (y,2,,...,2,) €l vector de las cantidades consumidas

de los n bienes.

Supondremos que:

1. UX®) > U(RY) siy sélo si X° es estrictamente més deseable para el consumidor
que X', U(X%) = U(X!) si y sblo si X° y X! son indiferentes, es decir, igualmente

deseables para el consumidor.
2. U €(C?,

3. Un aumento en z;, ¢ = 1,2,...,n incrementara el valor de la funcién de utilidad®:

U es mondtona creciente respecto a cada una de sus variables.

4. U es estrictamente céncava®. De esta forma los conjuntos {X/ U(X) < U(X°)} son

convexos.

Las propiedades de la funcién de utilidad reflejan que se trata de un indicador

ordinal del grado de satisfaccién que al consumidor le reportan las distintas combinaciones

4Hay infinitas funciones de utilidad, lo tnico que se precisa es una representacién de las preferencias
que preserve el orden de las mismas; el andlisis del comportamiento del consumidor no se ve afectado por
la funcién de utilidad elegida.

SEl consumidor no se sacia con ningin articulo, por tanto, las utilidades marginales son positivas sobre
el dominio, sobreentendiéndose que sus magnitudes no tienen sentido, sélo sus signos.

Bastarfa con que i/ fuese estrictamente cuasicéncava, es decir, que cumpliese:

UAR) + (1 = A)X2) > min(U(X1),U(X2)), Y A€(0,1)
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de bienes. Las propiedades 3.- y 4.- implican que las curvas de indiferencia del consumidor
son estrictamente convexas’. Supondremos también, que estas curvas no tocan a los ejes
de coordenadas; de esta forma evitaremos que la cantidad empleada de uno de los bienes

sea nula.
Equilibrio del consumidor.

El consumidor busca aquella combinacién X° de bienes con la que obtenga el nivel
de satisfaccién mas alto: su problema es, pues, de maximizacién condicionado al gasto de

la renta disponible. Si

P= (Pl,pz,--',Pn) tal que p; > 0Vi= 1,25"'771'

es el vector de precios de los bienes e y la renta del consumidor. Para unos valores dados

p° e y°, el problema sera:

Maximizar U (X)

(V)
sa. p°x =1y°
cuya funcién auxiliar de Lagrange es:
L(%A) =U (%) =) (p°% —1°) (8)

siendo A el multiplicador de Lagrange. Las condiciones necesarias del problema (V) son:

UR) - Apl =0 i=1,2,...,n
(9)
~p*X+y°=0

sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas que nos permiten despejar los valores

de equilibrio de X y A.

Las ecuaciones (9) son las condiciones de equilibrio del consumidor de las que se

obtienen 1 (30 1 (50
A0 = "(;‘)= J'(ff) i=12...n (10)
pP; pP;

"Principio de relacién marginal de sustitucién decreciente, lo que significa que las cantidades en que
hay que disminuir X; ante aumentos iguales y sucesivos de Xj son cada vez menores para mantener el

mismo nivel de utilidad.
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o bien U (_0) 0
s X7 Py i (<0
T " T RSM; (%°) (11)

RSM; (%°) es la relacion marginal de sustitucién entre los bienes i-ésimo y j-ésimo en el

prnto de equilibrio.

La expresion (10) se conoce, en Microeconomia, con el nombre de “ley de la igual-
dad de utilidades marginales ponderadas” y nos dice que, en el equilibrio, la aportacién que
a la utilidad total hace la \iltima unidad monetaria gastada en la adquisicion de un bien
debe ser igual para todos ellos. Esto es evidente ya que, si el consumidor pudiese obtener
mayor satisfaccién gastando una unidad monetaria adicional en un bien X; en vez de
en Xj, no estarfa maximizando su utilidad. Podria aumentar su satisfaccion trasladando

parte de su gasto de Xj a X;.

La (11) nos indica que, en el equilibrio, la relacion de intercambio subjetiva entre
dos bienes, es decir, la relacion marginal de sustitucion entre X; y Xj, debe igualarse a

la relacién real de intercambio determinada por el cociente entre los precios.

En el caso de dos bienes Xy y X9 podriamos representar graficamente las curvas
de indiferencia del consumidor (curvas de nivel de la funcién de utilidad, U(zq,2;) ) ¥y
la recta presupuestaria pyzy + pazs = y° . La relacién [11] nos indica la igualdad en el

optimo de las pendientes de ambas:

es decir, su tangencia.
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Puesto que p; es proporcional a U;, en el equilibrio, las condiciones suficientes

son: oo

d*U = Z Z Zx{ijh,'hj <0

=1 j3=1
sujeto a:
du=3Y Uh;=0 h#0, he R"
=1
Vamos a analizar algunas propiedades que se obtienen a partir del equilibrio

obtenido:

Propiedad 1.- Aplicando la interpretacion del multiplicador de Lagrange sabemos que
el multiplicador de Lagrange representa la “utilidad marginal de la renta”.

dURX) _
dy "= A

Propiedad 2.- Las cantidades demandadas de cada bien y el multiplicador de Lagrange

son funciones de los precios y de la renta monetaria en el 6ptimo.

Consideremos los precios y la renta como variables exdgenas y X y A como varia-
bles endégenas del modelo. Fijando los valores de las variables exégenas p° e y° en el

maximo local X° expresaremos las condiciones de equilibrio como:
Ilpi()_co,/\oaf)oayo) zui()—CO)_)\Of)O =0 = 1a2a"'an

n (12)
wn+1(ioa /\Oa f)oa yO) = - ZPE'CE? + yo =0
i

Sabiendo que X° satisface las condiciones suficientes (Teorema 2) de las que se
deduce la regularidad del jacobiano relevante para aplicar el Teorema de las Funciones

Implicitas al sistema (12) en un entorno del punto (X°, A% p°, y°) tendremos que:

Existe un entorno (n+1)-dimensional B(p° y°) y un conjunto de funciones

diferenciables definidas sobre B(p°%,y°) tal que
Xj = Xi(pay) L= 1a2a'-',n

A= A(P,y)
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Las ecuaciones X; = X;(P, y) son las funciones de demanda del consumidor (mar-
shallianas) que nos indican la cantidad de un bien que éste comprara en funcién de los

precios de todos los bienes y de su renta.

Las funciones de demanda son homogéneas de grado cero en (p,y); si conside-

ramos nuevos precios y renta monetaria:

AR N

como la restriccién presupuestaria es la misma, las condiciones de equilibrio no resultan
alteradas, siendo A* = kA°. Por tanto, si todos los precios y la renta varian en la misma

proporcién, las cantidades demandas permanecen invariables.
La dualidad en el consumo.

El equilibrio del consumidor se ha planteado como el resultado de la maximizacion
de la funcién de utilidad, U(X) sometida a la restriccién de balance. Si fijamos a priori un
determinado nivel de utilidad, ¢4°, podemos plantearnos el problema dual, es decir, cual
sera el gasto minimo en que se habra de incuvrir para alcanzar ese nivel de utilidad. Este
nuevo problema puede formularse como:

Minimizar p°%
(VI)
sujeto a U(X) =U°

cuya funcién auxiliar de Lagrange es:

(13)

de donde se obtienen las condiciones (10), es decir, la ley de la igualdad de las utilidades

marginales ponderadas.

Igual que en el problema primal, de las condiciones de optimalidad del dual se

desprende que existiran funciones de demanda (hicksianas) del tipo:

x; =h(p,U) i=12,...,n (14)
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no observables, que nos indican las cantidades de bienes que se demandaran para alcanzar
un nivel de satisfaccién determinado a unos precios dados de forma que el gasto sea
minimo. Si en (14) consideramos que el coste de adquisicién es la renta que el consumidor
ha de tener para poder acceder a dicha combinacién de bienes, estd claro que (14) mide
los efectos de una variacién compensada de los precios o el efecto de sustitucién cruzado.
Esta es la razén por la que se llama funcion de demanda compensada. Al igual que en el
caso primal, resulta evidente que las funciones de demanda compensada son homogéneas

de grado cero respecto a los precios.

De todo lo anterior se deduce facilmente que primal y dual utilizan la misma
combinacién de bienes para obtener sus respectivos éptimos, U° e y°, siempre que las
relaciones sean las adecuadas, es decir, si para unos precios y rentas dados (p°, y°) el nivel
de utilidad méxima alcanzable en el primal es U(X°) = U°® y para los mismos precios y

un nivel de utilidad U°, el gasto minimo en que se incurre en el dual es y°.
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