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Tiivistelma

Téassd Pro Gradu-tutkielmassa esitellddn Fourier-analyysin keskeisimpid tu-
loksia, sekd joitain sovelluksia. Lahtien liikkeelle kompleksisten eksponentti-
funktioiden ortogonaalisuudesta, paastddn luontevasti maéritteleméin seké
kompleksinen etta reaalinen Fourier-sarja. Ennen sarjojen suppenemiseen pe-
rehtymista tutustutaan lyhyesti myos tarkeimpiin Fourier-kertoimien ominai-
suuksiin, kuten Parsevalin kaavaan ja derivaattafunktion Fourier-kertoimiin.

Suppenemiskysymystd lahestytddn klassisten Dirichlet’n ehtojen kautta, ja
pisteittiiselle suppenemiselle esitetdén Dirichlet’n ytimen ominaisuuksiin tu-
keutuva todistus. Tasainen suppeneminen todistetaan jatkuville funktioille,
joilla ainakin ensimmaéinen derivaattafunktio on jatkuva. Lisdksi tutkitaan
epadjatkuvien funktioiden Fourier-sarjoissa esiintyvad Gibbsin ilmiGté.

Fourier-muunnoksiin edetéén laajentamalla vililla [— L, L] muodostettu Fourier-
sarja koko reaaliakselille. Tama johtaa Fourier-integraaliin, jonka todistetaan
suppenevan alkuperiiseen funktioon. Fourier-muunnokset maaritellaan ensin
L'-avaruudessa, jonka jilkeen tarkastellaan L2-avaruutta hieman tarkemmin,
kunnes saadaan todistettua kuuluisa Plancherelin Lause, jonka mukaan jo-
kaisella L2-funktiolla on olemassa Fourier-muunnos, joka lisiksi kuuluu ava-
ruuteen L2. Tamin jilkeen tarkastellaan vield Fourier-muunnosten sovellet-
tavuutta konvoluutioiden ja differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen.

Lopuksi esitellidn Fourier-analyysin soveltamista yksiulotteiseen lampd&yh-
taloon kolmessa erilaisessa tilanteessa. Jonkin funktion f madraédmassa alku-
lampdotilassa oleva eristetty sauva on ensimmaisessi tapauksessa ddrettoméan
pitkd, toisessa tapauksessa direllinen ja sauvan pait pidetddn lampotilassa
0°, ja viimeiseksi tarkastelussa on dérellinen sauva, jonka molemmat paét on
myoOs eristetty.
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1 Johdanto

Fourier-sarjojen teoria syntyi 1800-luvun alussa, kun ranskalainen matemaa-
tikko ja fyysikko Jean Babtiste Joseph Fourier tutki lammon johtumista ai-
neessa. Tarkasteltava tilanne on yksiulotteisessa tapauksessa seuraavanlai-
nen:

Ymparistostadn eristetty homogeeninen sauva, jonka pituus on [ pidetdin
paistadn lampotilassa 0°, ja ajanhetkelld ¢ = 0 sauvan lampotila pisteessi x
on f(x). Limmon johtumista téssa tilanteessa kuvaa osittaisdifferentiaaliyh-
talo

9, Ou(x,t)

au(m, t) — « e

missi « on aineesta riippuva positiivinen vakio, ja u(x,t) kertoo lampétilan
pisteessa x hetkelld . Lisiksi on vield reuna- seki alkuehdot

=0, O<z<l, t>0, (1.1)

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
u(z,0) = f(z), O0<z<l

Ratkaisu saadaan tavallisilla differentiaaliyhtaloiden ratkaisumenetelmilla
muodossa

u(x,t) = Z by, sin nlﬂe_o‘(%) K

ilman, ettd alkuehtoa oltaisiin vield sovellettu. Sen avulla pitéisi pystyé tés-
mentdmain ratkaisua, mutta alkuehdosta seuraa ainoastaan

u(z,0) = f(z) = an sin #

Vakiot b, pystyttiin ratkaisemaan tilanteissa, joissa alkuhetked kuvaava
funktio f oli dérellinen sini- ja kosinifunktioiden lineaarikombinaatio. Kui-
tenkin, mikéli funktio f oli jotain muuta, kuten polynomi- tai eksponentti-
funktio, ei ratkaisua saatu vietyd loppuun.

Fourier-analyysin voidaan sanoa ldhteneen liikkelle juuri tdmén kysymyk-
sen dareltd. Fourier paatyi viittamadn, ettd ldhes kaikki funktiot voidaan
esittdd sini- ja kosinifunktioiden lineaarikombinaatioina. Naistd tuloksistaan
hén julkaisi vuonna 1822 kuuluisan kirjansa Théorie analytique de la cha-
leur (Analyyttinen ldmpoteoria). Viite oli tuolloin niin yllattavé, etenkin
kun se koski my6s epajatkuvia funktioita, ettd aluksi se sai monilta tunne-
tuimmilta matemaatikoilta taystyrméyksen. Ennenpitkdé tulokset kuitenkin
todettiin oikeiksi ja niiden kayttokelpoisuus alkoi valjeta, jonka seurauksena
Fourier-analyysi levisi hyvin nopeasti useille eri tieteenaloille.



Perustavanlaatuisin idea Fourier-analyysin taustalla on hyvin yksinkertai-
nen. Tunnetusti esimerkiksi vektorin x € R? esitys kantavektoreiden avulla
on x = Z?:1<X> e;j)e;. Se toimii, koska kantavektoreiden eq,es ja es vélinen
sisatulo on nolla, eli ne ovat geometrisesti kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Samaan tapaan, jos funktioista muodostuvassa vektoriavaruudessa voidaan
madritelld sopiva sisdtulofunktio (-,-) ja l6ydetdén sopiva joukko {e;} siten,
ettd (e;,e;) = 0 < i # j, voidaan kyseisen avaruuden alkio f esittdd tillais-
ten ‘kantafunktioiden’ lineaarikombinaationa, f(x) = > 272 (f(¥), ej)e;.

Tassa tyossa pyritdan esittelemadn Fourier-sarjojen teorian keskeisimmat
tulokset. Etenkin Fourier-sarjojen suppenemisen tutkiminen on todella mo-
niulotteinen prosessi, eikd tdssi pyritd antamaan siihen tyhjentidvia vastauk-
sia. Yleisimmaét ehdot kuitenkin esitetdin, joilla Fourier-sarja suppenee hyvin
suurelle joukolle funktioita. Fourier-muunnosten puolella keskitytiin L'- ja
L2-funktioihin, ja lopuksi esitelliéin Fourier-analyysin sovelluksia.

2 Tarpeellisia lauseita ja maaritelmia

Téssd luvussa esitetddn Fourier-analyysin kannalta valttamattomia tuloksia.
Luku voi osittain olla puuduttavaa luettavaa, mutta tarpeellisia méaaritelmia
ja lauseita on useita, joten ne taytyy esittdd mahdollisimaan ytimekkaasti.
Lauseet todistetaan niiltd osin, kun todistus ei vie liikaa tilaa.

Maaritelma 2.0.1. Trigonometrinen polynomi on muotoa

N
f(z) = Z <an cos ? + b, sin ?) ; (2.1)

n=0
missd L > 0, a, ja b,, ovat vakioita ja n € N.

On helppo osoittaa, ettd tallaisella polynomilla on jaksona 2L. Sijoituk-
silla x = m2L, m € N, jad argumentteihin 27:n moninkerta, joka on sinin ja
kosinin jakson pituus.

Trigonometriselld sarjalla tarkoitetaan muotoa (2.1) olevia sarjoja, joissa
N — o0.

Mé&éritelmé 2.0.2. Funktion f sanotaan kuuluvan luokkaan C*(I), jos f
on jatkuva vélilla [ kaikilla luvuilla n = 0,1, 2, ..., k. Talloin sanotaan, etta
f on k kertaa jatkuvasti differentioituva.

Mikéli vali I = [xg, z,] voidaan jakaa dérelliseen moneen osavéliin pisteil-
14 g < 21 < ... < x,, ja jokaisella osavalilla [z;_1, x;] funktion toispuoleiset
rajacarvot f(x ) ja f(z;) ovat olemassa, sekii f(z) € CFlz;_y1,z;] kaikil-

laz = 1,2,...,r, sanotaan ettd funktio on k kertaa paloittain jatkuvasti
derivoituva vililla I. Tétd voidaan merkitd f € C';al(l ).



2.1 Sisatuloavaruus

Luonnollisin ymparisto Fourier-analyysille on tdydellinen sisdtuloavaruus, eli
Hilbert-avaruus. Sen maarittelemiseksi taytyy ensin esitelld muutamia perus-
késitteitd. Seuraavissa madritelmissd merkitddn joukkoja R ja C yhteiselld
symbolilla F. Kompleksisista maaritelmista reaalisiin padstddn huomioimal-
la, ettd * = z, jos ¢ € R.

Maéritelma 2.1.1. Vektoriavaruus on joukko V' varustettuna vektorien yh-
teenlaskulla + : V XV — V ja skalaaritulolla- : FxV — V siten, etta kaikille
x,y,z €V jaa,be T pitee

a) r+y=y+uz;

b) (z+y)+z=z+ (y+2);
c) 30 € V siten, ettd 0 + 2z =2+ 0 = x;

d) Vx 3 —x € V siten, ettd x + (—x) = 0;

)
)
)
) a-(b-x)=(a-b)-x
)
) a
)

@

f) (a+b)-x=a-z+b-ux;

g)a-(z+y)=a-x+a-y;

h) 1.-2z=

Madritelma 2.1.2. Olkoon V' vektoriavaruus. Normi avaruudessa V on
funktio || - || : V' — R siten, ettd kaikille x,y € V ja a € F pétee

a) |lz|| > 0;
b) Jlz]l = 0 & o = 0;
¢) [laz|| = |al||z]];

d) [lz +yll < llzll + llyll

Télloin pari (V)] - ||) on normitettu vektoriavaruus tai lyhyemmin normiava-
FUus.

Maiéritelmé 2.1.3. Jos (V.| - ||) on normiavaruus, niin etdisyys normin || - ||
mielessd on ||z — y||. Lukujen z,, € V jono suppenee normin || - || mielessd

lukuun x € V, jos
lim ||z — z,|| = 0.
n—o0



Maaritelmi 2.1.4. Olkoon V normiavaruus ja x,, € V. {x,}>2, on Cauchyn
jono, jos on olemassa luku N. siten, etté kaikille € > 0 pétee

|z — Tl <e, kunmn,m > N..

Normiavaruus V' on tdydellinen, mikili jokainen Cauchyn jono suppenee ky-
seisen normin mielessd johonkin alkioon x € V. Téydelliset normiavaruudet
ovat Banach-avaruuksia.

Maiéaritelmi 2.1.5. Olkoon V' vektoriavaruus. Sisdtulo on funktio (-,-) :
V x V — F siten, ettd kaikille x,y,2z € V ja a € F pétee

a) (r,y) = (y, z);
b) (azx,y) = alx,y);
¢) (z+y,2) = (2,2) + (y,2);

=0, josz=0
d) <ZE’:)3>{>O, kun x # 0.

Talloin pari (V) (-,-)) on sisdtuloavaruus.
Sisdtulon avulla saadaan aina muodostettua normi seuraavalla tavalla:

Lemma 2.1.6. Jos V on sisdtuloavaruus, niin funktio || - || : V — Ry,
[zl = v/ (z, )

mdadrittelee normin avarvudessa V. Tdlldin voidaan sanoa, ettd normi || - ||
on sisdtulon (-,-) indusoima.

Lemman 2.1.6 mukaan siis sisdtuloavaruus on my6s normiavaruus.

Maééritelmé 2.1.7. Olkoon V sisdtuloavaruus. Vililld [a, b] mééritellyn reaali-
tai kompleksiarvoisten funktioiden joukon, {¢,(z)} € V,n € Ny, sanotaan
olevan ortogonaali valilla [a, b], jos minki tahansa kahden funktion sisétulo
on

0, kun n #m

||¢1’n||2 >0, kunn:m (n’m:()?laQ?---)' (22)

(6nsm) = {
Maaritelma 2.1.8. Ortogonaalisen funktioiden joukon {¢,(z)},n € Ny,

sanotaan olevan ortonormaali, jos ||¢, ()] = 1 kaikille luvuille n. Jos {¢,(z)}

llonl

on ortogonaalinen, niin on ortonormaali.

Maaritelma 2.1.9. Jos sisdtuloavaruus V' on téydellinen, sanotaan, ettd V'
on Hilbert-avaruus.



2.1.1 Trigonometrinen systeemi

Sisdtuloja voi konstruoida monellakin tapaa, mutta tdmén tyon ajan sisatu-
lolla on seuraava maarittely.

Maéritelma 2.1.10. Olkoon reaali- tai kompleksiarvoisten funktioiden jouk-
ko V' vektoriavaruus ja olkoot funktiot ¢,, ¢, € V, ¢ : F — F, vililla [a, b|
madriteltyjé funktioita siten, ettd niiden tulo ¢, ¢,, on integroituva kyseisell&
valilla. Maaritellaan sisatulo (-,-) : V x V — F,

b

<¢nv¢m> = /¢n($)¢_m($)d$ (2.3)

a

janormi || - || : V xV — Ry,

[6n(@)| = v/(Bns fu)- (2.4)

Trigonometriselld systeemilld tarkoitetaan jompaa kumpaa joukoista
{e"i"},n € Z tai {C,cos 2= sin "2} n € N. Seuraavaksi osoitetaan kah-
della esimerkilld, ettd ne ovat ortogonaalisia vélilld (—L, L). Ensin tarvitaan

kuitenkin muutama apulause.

Lemma 2.1.11. Jos valilli [—L, L] integroituvalla funktiolla f on jaksona
2L, niin f on integroituva jokaisella suljetulla vililld ja

L c+2L

/f(x)da:: / f(z)dz, ceR. (2.5)

—L c

Todistus. Olkoon ¢ € R. Talloin

chf(x)dx = 7Lf(x)dx—/cf(x)dx

L c+2L

:/f(g:)d:)s+ / f(x)dx—/cf(f)df’f



Siispa

c+2L L c+2L c
f@yde — [ f@)de = [ fde— [ fl)de
e e
~——
sij. x=t+2L

- /cf(t+2L)dt—/cf(93)d5’3

~ [e+2n) - swla=o,

L
koska f(t +2L) = f(t). 0O
Lemma 2.1.12. Jos f on

a) parillinen funktio, niin f_LL f(x)dx = QfOL f(x)dx.

b) pariton funktio, niin f_LL f(z)dx = 0.

Todistus. Triviaali. O
L L
Lemma 2.1.13. /sin ?dw = /cos n_zxdx =0, neZ\{0}.
“L “L
Todistus. Triviaali. O

Esimerkki 2.1.14. Funktiot

Tr . T 2rx . 27z
C’,cosf,smf,cosT,smT,...

missd C' # 0 on vakiofunktio, ovat ortogonaaliset milld tahansa 2L:n pitui-
sella valilla.

Todistus. Riittdé osoittaa, ettd funktiot ovat ortogonaaliset jollain 2L:n mit-
taisella valilla. Taman jalkeen viite seuraa Lemmasta 2.1.11.

Lemman 2.1.13 nojalla

L L

/Ccoswdaj:/Csinwdw:O, n=123....
L L

-L -L

6



Koska kosini on parillinen ja sini pariton, niiden tulo on pariton ja Lemman
2.1.12 b) nojalla

L
/cosn—zxsinmzzdxzo, n,m=1,23....
-L

mT('fE

Integraalien [ cos " cos
1 L
miseksi sovelletaan kaaVOJa

dr ja I, = f , sin 22 sin 2y Jaske-

cosacos 3 = ;[COS( — B) + cos (o + )]
sinasin § = %[cos (a — ) — cos (a+ S)].

Jos n # m, saadaan

L

L
1 — 1

-t / cos M= MITT oy L / cos M G 040 =0 (Lemma 2.1.13)
2 L 2 L
L —-L

[ (n—m) [ (ntm)

1 n—m)mTx 1 n—+m)nx

I, = §/COS Tdm—§/cosTd:£—O—O—O (Lemma 2.1.13)
L L

Jos taas n = m # 0, niin

L L
1 1 2mnzx
I, = - — =L
1 2/COSOdZL'—|-2/COS 7 dx
—k < _
—0
(Lemma 2.1.13)
1 [ 1 [ 2
1225/0080 d:c—ﬁ/cos nzwxd:c:[/.
L —L

S

~~

=0
(Lemma 2.1.13)

Viimeiseksi, jos n = m = 0, tarkastellaan vakiofunktiota ¢¢(z) = C, jonka
Mééritelméin 2.1.10 mukaisesta integroinnista tulee 2C2L. Siis systeemi
T . TT 2rx | 2mx

C, cos o Sin -, c08 ——,sin ——, ...



on ortogonaalinen, ja

Il = 2C%L, kunn =0
nib L, kunn e N.

O

Esimerkki 2.1.15. Funktioiden joukko {e'“Z" } on myds ortogonaalinen mil-
14 tahansa 2L-mittaisella vililld. Kyse on oleellisesti samasta joukosta kuin
edellisessé esimerkissd, mutta laskuista selvitddn lyhyemmin, joten esitetdian
ne tassd kokonaisuudessaan.
Otetaan tarkasteluun jakson mittainen véli [, a+2L], o € R, mutta mer-
s

kitdén ensin luettavuuden parantamiseksi 7 = w, jolloin joukko on {etmwel,

Nyt Madritelméan 2.1.7 integraalista saadaan, kun n # m,

a+2L a+2L

/ einwxe—imwxdx _ / eiwx(n—m) dr
a+2L 6iwx(n—m) 6iw(a+2L)(n—m) 6iwa(n—m)
n / iwn—m)  iwn—m)  iwln—m)
eiwa(n—m)+iw2L(n—m) _ eiwa(n—m)

iw(n —m)

wa(n—m)

_ € w2L(n—m) __ 1 ss _ z
o= (e ) (sij. w L)
eiwa(n—m)

_ 2r(n—m) __ 1
iw(n —m) (e )

iwa(n—m)

€
iw(n —m) ( )
Jos taas n = m, niin
at+2L a+2L a+2L
/ einwxe—inwxdl, — / einwx—inwxdx — / dr = 2L.
Siis
a+2L
W ,—imwx _ 0, kun n 7é m
/ e"e dr = {2L, kun n = m, (2.6)

a

joten Médritelmin (2.1.7) mukaan funktioiden {¢""Z" } muodostama systeemi
on ortogonaalinen kaikilla 2L:n pituisilla véleilla.



2.1.2 [P-avaruudet

Seuraavaksi tarvitaan kasitteitd nollamittainen joukko ja ess sup f, jotka
ovat késitteitd mittateorian puolelta. Ne pystytddn madrittelemdan varsin
jarkevésti perehtymattd mittateoriaan sen tarkemmin.

Maaritelma 2.1.16. Joukko A C R"™ on nollamittainen, jos jokaiselle ¢ > 0
on olemassa kokoelma ([)reny kompakteja véleja I, € R™ siten, etté

AcUnh ja D I <e

keN keN

missd () on vilin I ‘koko’. 1-, 2- ja 3-ulotteisissa tapauksissa se on vas-
taavasti pituus, pinta-ala ja tilavuus. n-ulotteisessa tapauksessa puhutaan
n-ulotteisen laatikon tilavuudesta.

Esimerkiksi luonnolliset luvut ovat nollamittainen joukko. Kun ympé-
r6idddn jokainen luonnollinen luku vililld I,,, jonka pituus on I(1,) = 557,
saadaan valit

€ € € €

e £
L=1—=-,14-=], Lh=12——2+—]|, =3—— —,...
1 [ 87 _'_8]7 2 [ 167 _'_16]7 3 [3 3273_'_ 32]7

Vilien pituuksien summaksi saadaan

S E0 e

n=2 n=0

3

Selvisti N C (J,,eny In ja D ,en 1(1n) < €.

Maaritelma 2.1.17. Jonkin ominaisuuden sanotaan patevan melkein kaik-
kialla, lyhennetiddn yleisesti m.k., jos niiden pisteiden joukko, jossa ominai-
suus ei pade, on nollamittainen.

Esimerkiksi funktiolle f : R — R,
x, kun x € N
f@*‘{ammxeR\N
voidaan sanoa f(z) =0 m.k. .

Madritelma 2.1.18. Jos funktiolle f : R — R on olemassa luku b € R siten,
ettd f(r) < b m.k., voidaan funktion f oleellinen supremum madritella

ess sup f =inf{b | f(z) <bmk.}

Funktion f voidaan sanoa olevan oleellisesti rajoitettu, jos on olemassa b
siten, ettd |f(z)| < b m.k. .



Oleellisinta jatkon kannalta on, ettd funktiolla voi olla tavanomaisesta
maéaarittelysta poikkeavia yksittaisia pisteitéd, mutta niilla ole merkitysta funk-
tion ominaisuuksien kannalta. Talloin myds kaksi funktiota f ja g mielletdin
oleellisesti samoiksi, mikéli joukko {z | f(x) # g(x)} on nollamittainen, eli
f(x) = g(x) m.k. . Kahden funktion yhtdsuuruus tulee jatkossa késittaa aina
néin, ilman erillistd mainintaa.

Maaritelmi 2.1.19. Jollekin luvulle 1 < p < oo, vililld I = (a, b) mééritel-
lyn funktion f p-normi on || - ||,,

P

I = | [Ir@rds ) - 27)

Funktion f sanotaan kuuluvan joukkoon LP(I), jos pétee

[ f]lp < oo. (2.8)
Luvulle p = oo, funktion f sanotaan kuuluvan joukkoon L*°(I), jos pétee
ess sup|f| < oo. (2.9)
xel

Vili I voi olla my6s déreton ja jos I = R, on tapana merkitd LP(R) = LP.

k

o (1), missé I on ddrellinen ja k € Ny,

Huomion arvoista on, ettéd jos f € C
niin f € LP(I), 1 <p < 0.

LP-avaruudet ovat kaikki Banach-avaruuksia (todistus sivuutetaan), jois-
sa on normi || - ||,. LP-avaruuksista tirkein on L?) silli normi || - || on M&éi-
ritelmén 2.1.10 mukaisen sisitulon indusoima: ||f]ls = +/(f, f). L* on siis

sisatuloavaruus ja Banach-avaruutena se on taydellinen.

Lause 2.1.20. L? on Hilbert-avaruus, eli jokainen Cauchyn jono {f,}%,,
fn € L%, suppenee normin || - || mielessd tasaisesti funktioon f € L.

2.2 Integraaleja koskevia tuloksia

Tama luku on luettelomainen, eikd sisdlla muuta kuin tuloksia, joihin myo-
hemmin viitataan. Tulokset on koottu téhin kirjasta [5].

Lemma 2.2.1. Fatoun Lemma
Olkoon f1, fa, ... jono epinegatiivisia funktioita valilld (—oo, 00) ja lim, . fr =
f(x) > 0 melkein kaikilla x. Tdlloin

[e.e]

[ s@ie <t [ gty

n—o0
—00
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Lause 2.2.2. Olkoot funktiot fi, fo, ... integroituvia vililli (—oo, c0). Jos
|ful@)| < F(x) m.k.,
jollekin integroituvalle funktiolle F', ja jos

lim f,(z) = f(x) m.k.,

nitn silloin f on integroituva ja
o

7}1—{& fo(z)de = /f(:v)d:z.

Lemma 2.2.3. Riemann-Lebesguen lemma
Olkoon f € L. Silloin

‘ l‘im / f(z)e ™ dx = 0. (2.10)
w|—00
Lisdksi

| 1|im /f(x) coswrdr =0 ja ‘ l‘im /f(:c) sinwz dr = 0.

w|—00 w|—00

Todistus. Todistetaan vair} ensimmainen vaite. Kaksi muuta ovat sen eri-
koistapauksia. Merkitddn f(w) = fR f(z)e™™? dx. Koska e = —ei@+m),
niin

—flw) = 76_i“(x+5)f(:):) dr = ]Oe—wf (1’ - g) dz. (2.11)
Laskemalla f(w) — [—f(w)] saadaan
2f(w) = ]o e [ f@) — f (2= =) da (2.12)
joten h N
2fwl < [ |f@) =7 (2= T)|as (2.13)

11



Nyt, koska f € L', on [, f(x — I) rajoitettu. Lauseesta 2.2.2 seuraa

o oo1 T
) < 1 1 B T _
Jm frs tm [ lfw =g (- F)lar=0 e
miké todistaa vaitteen. ]

Lause 2.2.4. Cauchy-Schwarzin epdyhtdlo
Jos V' on sisdtuloavaruus ja f,g € V, pitee

[(F ol < 1L fIHlgll-

Lause 2.2.5. Fubinin Lause

Jos kaksoisintegraali
/ /f(x,y)dxdy

—00 —0O0

suppenee itseisesti, silloin
o
/ flz,y)dy
—o0

on olemassa ja on muuttujan x suhteen integroituva funktio. Lisdikst

]odx]of(x,y)dyz oo7J““(x,y)dfcdy-

Lause 2.2.6. Tonelli-Hobsonin Lause
Jos toinen integraaleista

]deff(af,y)dy, ]Odyff(:r,y)dx

suppenee itseisesti, nin myos

]O]Of(fv,y)dxdy

—00 —O0

suppenee itseisesti ja kaikki kolme integraalia ovat saman arvoisia.

12



2.3 Konvoluutio

Konvoluutio on matemaattinen tyokalu, jolla on sovelluksia esimerkiksi tilas-
totieteessd, signaalinkdsittelyssé ja differentiaalilaskennassa. Fourier-analyysissa
se esiintyy Fourier-sarjojen pisteittaisen suppenemisen todistuksessa, mutta

palataan siihen luvuissa 3.4 ja 3.5.

Mairitelma 2.3.1. Kahden funktion f, g konvoluutio on
frg= ]of(t)g(ﬂf —t)dt.
Lemma 2.3.2. Jos f,g € L', niin integraali
7 f(t)g(x —1)dt

on olemassa ja se kuuluu luokkaan L*.

Todistus. Kaikille luvuille ¢ patee
[ lota = tlaz= [ lgtwlde < oc

ja siten

[e.e] o

—00

Lauseen 2.2.6 mukaan kaksoisintegraali

7 7f(t)g(x —t)dxdt

—00 —0O0

suppenee talloin itseisesti. Nyt viite seuraa Fubinin Lauseesta 2.2.5.

[5, s.19]
Lause 2.3.3. Konvoluution ominaisuuksia:
1. fxg=gxf

13
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2. hx(f+g)=hxf+hxg
3. (fxg)xh=fx(g=*h)
4. a(fxg)=(af)xg=fx*(ag)

Todistus sivuutetaan.

Koska Fourier-sarjojen teoria kisittelee jaksollisia funktioita, on paikal-
laan tutkia hieman konvoluution jaksollisuutta. Otetaan jotkin jaksolliset
funktiot f ja g, joilla on jaksona T'. Niiden konvoluutio on

(f * 9)a /f (&~ t)d

Suorittamalla integorinti jakson 7" mittaisissa osissa, saadaan

M to+(k+1)T

fro@) =Y / F(t)g(x — tydt

k=—oco | to4kT

0o [ to+T
S / £+ FT)g(x — t — KT)dt
k=—o00 | 4o
[ to+T

=3 | [ gt v

k=—o00 L io

Hakasulke1ssa oleva lauseke ei sisélld endd indeksié &, joten sarja hajaantuu,
jos ft°+T g(x —t)dt # 0. Olennainen tieto onkin se, ettd kun reaaliakseli
on jaettu Jakson mittaisiin véleihin, saadaan konvoluution arvo kertomalla
vélien lukuméaara konvoluution arvolla yhden jakson yli. Toisin sanoen konvo-
luution arvo jokaisella jakson mittaisella vililla on sama. Joten jos funktioilla
f ja g on jaksona T, myos niiden konvoluutiolla on jaksona 7.

3 Fourier-sarjat

Ortogonaalisten systeemien merkitys on seuraava:

Olkoon V sisétuloavaruus ja {¢,(x)} C V vililld [a, b] ortogonaalinen joukko.
Oletetaan, etté

codo(x) + c101(x) + ...+ cpdn(z) + .. ., (3.1)

14



missi cg, ¢1, ¢9, . . . ovat vakioita, suppenee vilill [a, b] kohti jotakin funktiota
f(z) € V. Kun kerrotaan yhtdlon f = coog + ¢1¢1 + ... molemmat puolet
funktiolla ¢,, ja integroidaan termeittiin yli vilin [a, b], saadaan Miiritelmiin
2.1.7 nojalla

/mmmwm=%%¢m+m+%ww@»+u+M%¢m+m

¢{/fwwmmwx=0+u~+aMWMF+-H+O+~.

1 / —
& Cm = ma/f(:v)gbm(x)dx (3.2)

Talla tavoin madrittyjd vakioita ¢, sanotaan (yleistetyiksi) Fourier-ker-
toimiksi ja sarjaa (3.1) funktion f (yleistetyksi) Fourier-sarjaksi tarkastelta-
van ortogonaalisen joukon suhteen. Témé lihdettd [8] mukaileva péadttely ei
ole taysin eksakti, mutta antaa hyvan ldhtékohdan Fourier-sarjojen teorian
kehittdmiselle. Se johtaa tarkastelemaan seuraavanlaista ongelmaa:

Olkoon f(z) maaritelty vélilla [a, b] ja luvut ¢, laskettu kaavan (3.2) mu-
kaisesti. Kirjoitetaan

f(z) ~ cogo(r) +erp1(x) + ..., (3.3)

4

jossa symbolia ‘~’ kiytetadn siitd syystd, ettd ei vield tehda olettamuk-
sia oikeanpuoleisen sarjan suppenemisesta, saati siitd, ettd sen summa olisi
f(z). Oleellinen kysymys kuuluukin: Mitd ehtoja vaaditaan, ettd sarja (3.3)
suppenee ja sen summa on funktio f(x)? Annetaan kuitenkin méa#ritelmat
kompleksiselle ja reaaliselle Fourier-sarjalle, ennenkuin paneudutaan suppe-
nemisen tarkasteluun.

3.1 Fourier-sarjan mairittely

Pitaydytaan tista eteenpidin Maaritelméan 2.1.10 mukaisessa sisdtuloavaruu-
dessa, ellei erikseen muuta mainita. Kompleksinen trigonometrinen systeemi

S NTIT

(" | n=0,+1,4+2,..} (3.4)

osoitettiin ortogonaaliseksi jo Esimerkissd 2.1.15. Edella esitetyn padttelyn
mukaisesti padstadn siten suoraan seuraavaan méaaritelmaan.
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Madritelma 3.1.1. Olkoon funktio f mééritelty ja integroituva valilla
[—L, L] ja tdimén vilin ulkopuolella siten, ettd f(z + 2L) = f(x). Funktion
f(z) kompleksiterminen Fourier-sarja systeemin (3.4) suhteen on

i el T, (3.5)

missd vakiot ¢, ovat kompleksitermisid Fourier-kertoimia,

L
1 ez
—L

Jos on tarvetta erikseen ilmaista, minké funktion suhteen Fourier-kertoimia
ollaan laskemassa, merkitddn sita c,[f].

Kirjoitetaan seuraavaksi Eulerin kaavan avulla

nma nmx nww
€L =cos— +isin—, 3.7
7 7 (3.7)

jolloin kaavasta (3.6) saadaan

L
1 nmt . . nmt
cn—ﬁ/f(t) (COST—ZSIIIT) dt

L
1 (1 [ 1 [
=3 Z/f(t)cos%rtdt—iz/f(t)sin%rtdt
L —L
1
= S(an =), n=0,£1 22, (3.8)
missa
. L
t
ay, = Z/f(t) cos n%dt (3.9)
“L
. L
by = Z/f(t) sin "Lt (3.10)
“L

Yleensa on kuitenkin luonnollisempaa, ettd n ei saa negatiivisia arvoja,
joten madritellddn (3.8) uudelleen:
1

1
en = 5(an —iby) ja cn = 5(an +iby), n € No. (3.11)
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Tarkastellaan seuraavaksi sarjaa (3.5), merkitdin jéilleen T = w ja jirjes-
tetdan termit seuraavasti:

co+(c1e™ +c_1e7 )+ (e +e_pe TP b (cpe ™ e M) L

(3.12)
Sarjan n.:s termi (n # 0) on nyt, ottaen huomioon (3.11),
_ 1 0N 1 0N
1, . , 1. . .

2 2
1 . ) 1 . )
= a,— W —inwx bn_ mwr _ —inwe
n (e +e )+ 5 (e e )
= a, cos nwx + b, sin nwx
nm nmx
= a, b, sin—— (n=1,2,3,...). (3.13
i COS —— 4+ b,sin 7 (n ). (3.13)

Kun n = 0, saadaan yhtéldistd (3.11) ¢o = 3ao (koska by = 0). Nyt (3.12)
voidaan muotoilla

1
500 + (a cos% + bgsin%) + ...+ (a,cos nL + b, sm?) oo (3.14)
Esimerkissa 2.1.14 osoitettiin, ettd trigonometrinen systeemi
2 2
C,cos%,sin%,cos%,sin%,... (3.15)

on ortogonaalinen milld tahansa 2L:n mittaisella vililld. Niinpd sarja (3.14)
esittdd Fourier-sarjaa ja saadaan

Maiéritelmd 3.1.2. Olkoon f(x) médritelty ja integroituva valilla [—L, L]
ja tdmén vélin ulkopuolella siten, ettid f(z+2L) = f(x). Funktion f Fourier-
sarja reaalisen trigonometrisen systeemin suhteen on

1 o
500 + ngz:l (an cos n_zx + by, sin n_zx) : (3.16)

missd Fourier-kertoimet a, ja b, on mééritelty kaavoilla (3.9) ja (3.10).
Fourier-sarjan osasummaa merkitdan

kmx . kmx
Sp(z) = —a0+z (ak CO8 —— + by, sin T) (3.17)
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8, ss. 5-7]

Mikéli funktio f on parillinen, f(t)sin %™ on t&lléin pariton ja Lemman

2.1.12 nojalla kertoimet b, ovat télloin kaikki nollia. Liséksi f(t)cos ™ on
parillinen, joten kertoimet a,, voidaan laskea kaavalla

nmt

f(t) cos A dt. (3.18)

Ap =

I
St~

nmt nmt

Parittomalle funktiolle f pétee, ettd f(t) cos *F= on pariton ja f(t)sin “f* on
parillinen. T&ll6in a,, = 0 kaikilla n > 0 ja vakiot b, saadaan kaavasta

F(t)sin "™ a. (3.19)

b, =
L

o

St~

Maaritelma 3.1.3. Parillisen funktion f kosiniterminen Fourier-sarja on
% +;an cos ?, (3.20)

missé vakiot a,, saadaan kaavalla (3.18).
Parittoman funktion f siniterminen Fourier-sarja on

3 busin T, (3.21)

missd vakiot b, saadaan kaavalla (3.19).

Jatkossa Fourier-sarjalla tarkoitetaan aina Fourier-sarjaa joko systeemin
(3.4) tai (3.15) suhteen. Koska siirtyminen esitysmuotojen (3.5) ja (3.16)
vililla on edelld esitetyn mukaan pelkistdan tekninen suoritus, voidaan naisté
kahdesta muodosta milloin tahansa valita se, kumpi soveltuu tilanteeseen
paremmin. Kuitenkin, jos x € C, kilytetaan vain esitysta (3.5).

3.2 Fourier-kertoimien ominaisuuksia

Besselin epdytdlon mukaan, jos {e, } on ortogonaalinen jono Hilbert-avaruudessa
H siten, etté ||le,|| = ||e]| kaikilla n € N, pétee

Z [z, en)|* < e HQHCL‘H2 (3.22)

n=—oo
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missd x € H. Tastd saadaan helposti Fourier-kertoimille

L
_Z |en|? < i / fx)¥de. (3.23)
— A

Yhtasuuruus on voimassa ainakin, jos kertoimien méaarittdmiseen kiytetty
joukko on {e"Z"}. Tésti seuraa merkittivi tulos L?-funktioiden Fourier-
kertoimille:

Lause 3.2.1. Parsevalin kaava
Jos Fourier-sarja Y. c,e" T esittid funktiota f € L*(—L, L), pitee

= 2 1 2
Y e = STACARLER (3.24)

n=—oo

Todistus.

@)= Y e

& fl@) = ) efla)e i
L B L
@/f(:z)zdzv = Z cn/f P da
gy n=—oo
= Z cp2le,
1 r _°°
o [ @R = S Jel
gy n=—0oo
O
Reaalisille Fourier-kertoimille Parsevalin kaava on
||f )2 = +Z (a2 +02). (3.25)

Jos f € L'(—L, L), niin Riemann-Lebesguen Lemman mukaan Fourier-
kertoimien jono {c,} ldhestyy nollaa. Fourier-sarjan termit on havainnol-
lista ajatella harmonisiksi varahtelijoiksi, joiden amplitudi ¢, pienenee kun
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taajuus “F kasvaa. Vakio ¢g = 9 puolestaan voidaan jo maarittelynsa,

3= f_LL f(z)dz, puolesta tulkita funktion f keskiarvoksi yhdelld jaksovalilla.
Fourier-kertoimien ja funktion f derivaattojen valiltad l10ytyy myos hyo-
dylliseksi osoittautuva yhteys.

Lause 3.2.2. Oletetaan, ettd f on 2L-jaksollinen funktio ja f € C*(—~L,L).

Talloin . .
d inT
n {ﬁf} = (T) Cn[.ﬂ (3-26)

Todistus. Tutkitaan aluksi funktion f ensimmaistd derivaattaa, josta saa-
daan osittaisintegroinnilla

L

alf(0) = 5 [ £/

L
1 _in‘rrt mm 1 _,lnrrt
—ﬁéf(t)e LQL/f dt

1 —inm inm inm
= 2—L[f(t)€ F@)e™ ] + —=cal f(1)]
mnm
= Tcn[f(t)] (3-27)
Viite saadaan soveltamalla tatd menettelyd k kertaa. 0]

Reaalisille Fourier-kertoimille saataisiin vastaavasti

anlf'(8)] = bl (1) (3.28)
ja nm
bl (1)) = = anl (1)) (3.20)

Soveltamalla néitd kaavoja kahdesti, saadaan esimerkiksi

n2m? n2n?

Wl "0 = ="Falf0] Ja blf @] =~ (330

Lause 3.2.2 on hyodyllinen, silld sovellusissa torméatdin toisinaan integraalei-
hin, jotka ovat muotoa

ok k
%Sﬂl%d %cos%dm (3.31)
0 0
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tai mikii on vakiota vaille sama asia kuin funktion f®)(z) sini- ja kosiniter-
misen Fourier-sarjan kertoimet:

Sal/OOlL  ShlOw) (332

|6, ss.74-76]

3.3 Fourier-sarjan suppeneminen

Fourier-sarjojen suppenemisen seikkaperdinen tutkiminen on varsin pitki ja
mutkikas prosessi, joten suuri osa siitd joudutaan tissa yhteydessa sivuutta-
maan. Tésséd luvussa esitetddn kuitenkin ne ehdot, joilla funktion f Fourier-
sarja saadaan suppenemaan kohti arvoa f(z), ja ndytetdan kuinka viitteen
todistaminen viime kidessi tapahtuu.

Maaritelma 3.3.1. Dirichlet’n ehdot Funktion f sanotaan toteuttavan
Dirichlet’n ehdot valilla I = (a,b), kun seuraavat ehdot toteutuvat:

1. f on rajoitettu valilla [.

2. I voidaan jakaa dérellisen moneen osaviliin, joissa jokaisessa f on mon-
otoninen.

Jos vili I on ddrellinen, niin ehdoista seuraa suoraan, ettd funktio f on
Riemann-integroituva ja integraali on dérellinen. Tallainen funktio my6s kuu-
luu luokkaan LP(I) kaikilla luvuilla 1 < p < oc.

Vili I voi olla my0s dareton, mutta talloin ehdoista 1. ja 2. ei automaatti-
sesti seuraa kuuluminen mihinkdin muuhun LP-avaruuteen, kuin avaruuteen
L silla

[fllee < b < o0,

missd ylaraja b on olemassa ehdon 1. perusteella. Témén takia, jos I on
ddreton, vaaditaan ehdon 1. lisiksi, ettd f € L', silli timi takaa funktion f
integroituvuuden yli vélin 1.

Dirichlet’n ehdot sisaltyvéit myos esimerkiksi oletukseen f € C;al(l ). Vaa-
timus 2. nimittdin takaa toispuoleisten raja-arvojen olemassaolon kaikissa
osavilien paatepisteissi. Esimerkiksi funktio sin% ei tayta vaatimusta 2. va-
lill4 (0, 1), silld funktiolla on &éreton madrad ddriarvokohtia vélilla (0, ), eikd
raja-arvoa f(0T) ole olemassa. [6, s.9]

Seuraavaksi osoitetaan, ettd ylldolevat ehdot riittavit Fourier-sarjan sup-
penemiseen. Tata varten joudutaan kuitenkin todistamatta esittamain muu-

tamia tuloksia, joita jatkossa tarvitaan. Tulokset koskevat niin sanottuja Di-
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richlet’n integraaleja. Nimitystd kdytetddn usein muutamallekin eri integraa-
lille, joista yksinkertaisin on seuraava integraali:

/Slm dz = g (3.33)
0

X

todistus esimerkiksi [1, $s.202-204]. Tamén avulla voidaan edelleen johtaa
seuraavat tulokset.

Lemma 3.3.2. Dirichlet’n integraalit

b (Z[f(0Y)+ f(07)] ,a<0<b
i T £t -0 b
1. lim f(a;)sm'ux dr = ¢ ?Tf( _) , a <
preo x 5£(07) ,a<0=5b
’ L0 , ab> 0
b (Z[fOF)+ f(07)] , —m<a<0<b<m
‘ T F(+ _ b
2. tim [ f() SR gy = 2 T0O7) pa=0<b<n
prroe Sm.x 5£(07) , —m<a<0=b
’ \O s ab > 0.

Integraalien arvot on koottu tdhéan kahdesta lihteestd, [6, s.14] ja [1, s.219
ja 5.227|. Kirjassaan |1, $s.219-225 ja 227-229|] Carslaw kisittelee néité inte-
graaleja integraalilaskennan toisen viliarvolauseen avulla, jonka mukaan

B 3 B8
/ o(2)h(x)dz = $(a) / S@)dr + B(57) / (), (3.34)
[e% o f

missi ¢(z) on rajoitettu ja monotoninen valilla («, ), ¥(x) on rajoitettu
ja integroituva, ja a < ¢ < (. Madritelmén 3.3.1 ehdot periytyvit itsea-
siassa juuri tidmén Lauseen kdyttdmisestd. Lemman 3.3.2 funktioista %
ja % ovat selvésti rajoitettuja ja integroituvia koko reaaliakselilla (raja-
arvoksi saadaan L’Hospitalin sd&nnén nojalla p, kun = — 0), joten ne téytté-
vt vaatimukset funktiolle ¥ (x). Funktion f(z) tdytyy olla integroimisvélilla
rajoitettu ja monotoninen, jotta viliarvolausetta voidaan soveltaa. Maaratty
integraali voidaan kuitenkin laskea osissa, joten viliarvolauseen kiyttamisek-
si riittad, ettd vili (a,b) pystytdén jakamaan osiin, joissa f on rajoitettu ja
monotoninen. Tamé toisaalta tarkoittaa, ettd f toteuttaa Dirichlet’n ehdot.
Talloin Integraalilaskennan toista valiarvolausetta voidaan soveltaa kuhun-
kin véliin erikseen, ja Lemman 3.3.2 tulokset ovat voimassa.
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Lause 3.3.3. Oletetaan, ettd funktio f toteuttaa Dirichlet’n ehdot valilld
(=L, L), ja on jaksollinen siten, etti f(x + 2L) = f(z). Tdlloin funktion f
Fourier-sarja suppenee ja sen summa on

o f(x), kun f on jatkuva pisteessi x € (—L, L);
L %[f(iﬁ) + f(z7)], kun = on epdjatkuvuuskohta.

Ennen todistuksen esittamisté tarkastellaan lahemmin summaa D,,(x) =
> e’** joka nousee esiin Lauseen 3.3.3 todistuksessa.

3.4 Dirichlet’n ydin
Funktiota "
D, (z) = Z ekt =14 QZ cos kx (3.35)
k=—n k=1

kutsutaan Dirichlet’n ytimeksi. Sen summa voidaan méaaraté esimerkiksi seu-
raavasti: Jos x # m - 27,

) ) 1— ez(n—l—l)x 1 — 62(n+1)m — 14 el
E elkng ek 1= - 1= .
k=1 k=0 L L=
giln+le _ eim e g( i(nt3)e _ o ;) eilnti)r _ if
e 1 62(62—6 2) 2i8in 5

cos(n+ )z +isin(n+ 3)z —cos £ —isin &

—
27,81112

sin(n+3)z 1 cos(n+ 3)z —cos 2

2 sin % 2 27 sin g

Kun verrataan vasemman ja oikean puolen reaaliosia ja kerrotaan puolittain
kahdella, saadaan

Re

n n . 1
e | _sin(n + 5)x 1
Ze ] —Zcosk&:—72sm£ 5
k=1 k=1

2

u sin(n + 3)x
& 1+ 2; coskr = D, (z) = W (3.36)

Dirichlet’n ydin on jaksollinen funktio, jonka jakson pituus on 27. Fourier-
sarjojen kannalta oleellisinta on, etta

s

L [ D @)yde = 1. (3.37)

o

—T
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Tamén todistaminen on helppo lasku:

™ m

% D, (z)dx = % (1+ 2;008 kx)dx
= % d$+%;/coskxda:
o B
(Lemma 2.1.13)
1
= o =1. (3.38)

Kuvassa 1 ndkyy Dirichlet’n ytimen kuvaajan kehittyminen, kun n saa yha
suurempia arvoja.

i

Kuva 1: Dirichlet’n ytimen kuvaaja n:n arvoilla 1,4 ja 7.

Lisdksi L'Hospitalin sdannolla ndhdaan helposti, etta

lim D, (z) = 2n + 1, (3.39)

xz—0

ja jos n — 0o, niin D,, — co. Kuitenkin aina lim, o 5= [7_ Dy (x)dz = 1.
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3.5 Lauseen 3.3.3 todistus

Lauseen 3.3.3 todistus voitaisiin esittdé koskien vélid (—L, L), mutta mitdin
ei menetetd, jos oletetaan, ettd L = m. Tarkastelemalla vilid (—m, 7) saadaan
kaavat pidettya siistimpind.

Todistus. Merkitddn

n

Sn(x) = Z cre™®, (3.40)

k=—n

missd vakiot ¢, ovat funktion f Fourier-kertoimet tapauksessa L = .
Sijoittamalla kaavaan Fourier-kertoimien lausekkeet, saadaan luvun 3.4
mukaisesti

&@yzfjii/j@amﬁ e

=—n

_ Z/f ek a0 g

k——n g

“wf[E ]

- /f Lz —1)d (3.41)

Fourier-sarjan n. osasumma voidaan siis esittda konvoluutiona

5u(2) = 5-(f * D) (@)

Tehddén muuttujanvaihto © — ¢ = —t, jolloin lausekkeesta (3.41) saadaan
Dirichlet’n ytimen parillisuuden perusteella

o [ faropi-tat =5 [ e ropii (a2

Kuten luvussa 3.4 todettiin, on 5= [* D, (u)du = 1. T4llin kiinteille z:n
arvoille pitee, jos = ei ole epdjatkuvuuskohta,

:%jﬂﬂ)
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Siispa Fourier-sarjan n. osasumman ja funktion f erotukselle voidaan kirjoit-
taa

™

Su(x) — F(2) = = [[f(x+1) — F@)Da(t)dt

27
— L it - oyt 2y
_ % / Q1) sin(n + %)tdt, (3.43)

missi Q(t) = LW jun ¢ £ 0 ja Q) = f'(z), kun t = 0. Mutta

2sin &
esitys (3.43) vastaa funktiolle Q(t) laskettuja Fourier-sarjan kertoimia b,,
joten Lemman 2.2.3 nojalla se ldhestyy nollaa, kun n — oo. Siispa

™

lim |S,(x) — f(z)] < lim % Q(t) sin(n + %)tdt =0,

miki todistaa, ettd

lim Sy, () = f(x),

n—oo

jos f on jatkuva pisteessi x.
Koska askeinen tulos péatee kaikilla kiinteilld z:n arvoilla, kaikille luvuille
e > () patee myos

nh_)rgo Sn(xog—¢e) = flxzg—e) ja nh_)rgo Sn(xo+¢€) = f(xog+e), (3.44)
missi xg on funktion f epadjatkuvuuskohta. Fourier-sarjan osasumma on kui-
tenkin kaikkialla jatkuva funktio, joten kun ¢ — 0, osasumman S, (x) kuvaa-
ja ldhestyy pystysuoraa hyppéaystd funktion vasemman- ja oikeanpuoleisten
raja-arvojen etaisyyden, |f(xz~) — f(2™)|, yli. Hyppy on symmetrinen epé-
jatkuvuuskohdan molemmin puolin, josta seuraa

lim S,(z0) = ~[f(23) + f(zp)] (3.45)

n—00 2

[4, ss.31-33]
Tama ei kuitenkaan ole taysin eksakti perustelu, joten esitetdén tuloksen
(3.45) todistamiselle my6s tédsmallisempi versio. Korvataan yhtalossa (3.41)
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D,,(z) summalla (3.36), ja kirjoitetaan

1 /f(t)sm L2n+1)(t — )

Snl) = 2 sin 3(t — x)

dt. (3.46)

—T

Jaetaan luvulla x € (—m, 7) integroimisvili kahtia: (—m,z) ja (z,7), ja suo-
ritetaan muuttujanvaihto. Integraalin ensimmaéiseen puoliskoon sijoitetaan

1
t —x=—2qa; dt =-—2da; integroimisvili: (-7, z) — (§7r + 5% 0),
ja toiseen puoliskoon
. P 1 1
t —x =2q; dt =—2da; integroimisvili: (z,7) — (0; 57~ §:E)
Talloin summa S, (x) saa muodon
sn (2 +1 t—x) sn 2n+1 t—
Sule) = /f i L /f : N9
sin 1 (¢t — x) sin 5 (t — x)
Lo (20 -+ 1)(~a)
sin(2n + 1)(—«
- —9 —2d
27 / J(x = 2a) sin(—a) (=2da) +
rba
1o 1,
1 sin(2n + 1)a
= / flz 4+ 20) ——— 2da
2w sin av
0
1 e in(2 1
— 2 [ s B gy
T sin «v
0
11,
1 sin(2n + 1)a
R / flz+20)———— da. (3.47)
T sin «v
0

Jos x € (—m,m) ja f(x) toteuttaa Dirichlet’n ehdot véililléi (—m, 7r), niin a:n
funktio f(z — 2a) toteuttaa Dirichlet’'n ehdot vélilla (O im 4 1x). Vastaa-
vasti f(z 4 2a) toteuttaa Dirichlet'n ehdot vililld (0; 37 — ). Liséiksi cen
funktioille patee lim, o+ f(z — 2a) = f(z7) ja llma_,0+ flz +2a) = f(ah),
mikili f(x):n toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa.
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Nyt Lemman 3.3.2 tuloksesta 2 seuraa, ettd kun = € (—m, ) ja f(z7)
sekii f(zT) ovat molemmat olemassa,

1
lim S, (x) = —[5 (") + 5 f(a7)]
= 21+ F)) (3.18)
joka on yhtékuin f(z), jos f on jatkuva kohdassa x. [1, ss.230-232] O

3.6 Suppenemisen laadusta

Ylldoleva tarkastelu osoittaa, ettd jos f toteuttaa Dirichlet’'n ehdot valilla
(=L, L), S,(x) suppenee pisteittin arvoon f(x), kun n — oo. Seuraava Lause
takaa Fourier-sarjalle tasaisen suppenemisen, jos f € C*(—L, L), k € N.

Lause 3.6.1. Oletetaan, f on 2L-jaksollinen, etti S,(x) suppenee pisteit-
tdin arvoon f(x), ja etti f € C*(—L,L), k € N. Tdllgin suppeneminen
on tasaista ja lisiksi erotuksella ||.S, — fllo on suuruusluokkaa n="*2 oleva
yldraja.

Todistus. Huomioidaan, etté oletuksista seuraa, ettid f € L?(—L, L). Epéyh-
taloiden

[(u, v)| < [ullllv]l  (Schwarz) (3.49)
ja
> 1
2 2
3l < 571l (Besel (3.50)

avulla voidaan arvioida erotusta Sy(x) — Sy(z), N < M < oo seuraavasti.

|Sn = Sul = YooalfleE < Y el
[N|<n<|M| IN|<n<|M]|
Lause:3.2.2 Z ‘Cn[f(k)” ‘(T)_k
[N|<n<|M| L
: :
Schwarz L 2k
< S lealf @) > (E)
|N|<n<|M| |N|<n<|M]|
Bessel 1 Lk 1 2
< —lf P = 51
ST ((% — 1)N2k—1) ’ (3:51)
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missé on lisdksi arvioitu

1 1 71 1
Z 2k < —k <2 —k = yN2h-1" (3.52)
N

_ 1
|IN|<n<|M]| |N|<n 2
Jos merkitddin C' = L, niin
27k (k—%)
1Sw () — Su(x)] < C || f® ;N3 (3.53)

Koska my®s || f* ||, on vakio, ja k > 1, pitee

Cllf Ml N 42 < e, (3.54)
kun N > N,.. Siten kaikille luvuille z € R

|Sn(z) — Sy ()| < e, (3.55)

kun N, M > N.. Viite seuraa, kun annetaan M — oo. |4, 5.33] O

3.6.1 Gibbsin ilmi6

Mikali funktiolla f on epdjatkuvuuskohtia vélilla (—L, L), ei suppeneminen
koskaan voi olla tasaista. Syy tdhén on Gibbsin ilmid, jota havainnollistetaan
seuraavalla esimerkilla.

Esimerkki 3.6.2. Muodostetaan kanttiaallon

—k, —nm<x<0
f(fv)—{ ko 0<z<, (3.56)

missi f(z) = f(x + 27), Fourier-sarja. f on pariton funktio, joten vakiot a,
ovat kaikki nollia. Vakioiksi b,, saadaan

s

2 2k 7
b, = —/k:sinm:d:vz ——/cosnx
T n /

0

2k
= 1—(=1)"
(1 -1y
i—’;, kun n on pariton,
0, kun n on parillinen.
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Kanttiaallon Fourier-sarjaksi saadaan siten

fla) = n;) ﬁ sin(2m + 1)z (3.57)
I

1 1
= ?(sinx+ gsin3x+ gsin5x+...)

Kuvassa 2 nikyy kuinka sarjan (3.57) osasummat ldhestyvét funktiota f, kun
indeksin n = 2m + 1 arvot kasvavat.

n=3
n=9
n =23

Kuva 2: Sarjan (3.57) 1. osasumma

Kuvasta 2 ndkyy myos Gibbsin ilmiond tunnettu Fourier-sarjojen on-
gelma, joka esiintyy aina sielld, missd funktiolla f on epdjatkuvuuskohta.
Téllaisessa kohdassa Fourier-sarjan osasumma joutuu tekeméan ‘hypyn’, ja
vaikka osasumman kuvaajan muu heilahtelu pieneneekin mukavan nopeas-
ti, kun n — oo, ensimmadiset huiput téallaisen hypyn molemmilla puolella
eivit kuitenkaan pienene. Molemmilla puolilla epdjatkuvuuskohtaa Fourier-
osasumman arvo eroaa funktion arvosta noin 9%:lla hypyn suuruudesta. Il-
mi6 havaittiin kokeellisen fysiikan parissa 1800-luvulla, mutta sitd luultiin
koe- ja mittauslaitteiston epatarkkuuksista johtuvaksi virheeksi. J. W. Gibbs
kuitenkin osoitti, ettd kyseessd on nimenomaan matemaattinen ilmio, mista
nimityskin on periisin. Ilmio periytyy Fourier-sarjoihin Dirichlet’n ytimelta,
joka suurilla indeksin arvoilla heilahtelee erittdin voimakkaasti pisteen z = 0
laheisyydessa.
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Kuva 3: Dgy(x)

Kun indeksin arvot kasvavat, Dirichlet’n ytimen kuvaajan suurimmat hui-
put ldhenevit loputtomasti kohtaa x = 0. Samaan tapaan Gibbsin ilmiosséi
epdjatkuvuuskohdan x( viereiset huiput siirtyvit lahemmais kohtaa xq. Té-
méin seurauksena on mahdollista osoittaa, ettd myos epédjatkuvien funktioi-
den Fourier-sarjan suppeneminen on tasaista kaikkialla muualla paitsi epéa-
jatkuvuuskohtien mielivaltaisen pienissa ymparistoissa. Esimerkiksi kyseessé
olleen kanttiaallon tapauksessa suppeneminen on tasaista vileilld [—m+¢&, —¢|
ja e, m —¢], kun € > 0. |7, $5.93-95]

Silloin kun Fourier-sarja suppenee tasaisesti, voidaan perustellusti itegroi-
da sarjaa termeittiin, mitéd tehtiin aiemmin Fourier-sarjojen teoriaa kehitet-
tdessd. Vaikka Fourier-sarja ei suppenisikaan tasaisesti, on termeittdin in-
tegrointi silti mahdollista. Tdmén osoittamiseksi oletetaan, etti f € L'(—m, )
ja tarkastellaan sen Fourier-sarjaa

i ™ (3.58)

n=—oo

tietaméttd sen enempad siitd, milla tavalla se suppenee. Raja-arvo

lim / D caedr = / flx (3.59)

r [n|<N
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on kuitenkin olemassa, silla

/ Z cp,e™dr = CO/d:L"—I— Z cn/ei"xdzv
S InlsN S 1<n|<N 2
=0
= 2mcy = /f(x)da: (3.60)

Raja-arvon (3.59) olemassaolo mahdollistaa L'-funktion Fourier-sarjan in-
tegroimisen termeittéin. [9]
Esimerkin 3.6.2 sivutuotteena saadaan myos seuraava mielenkiintoinen

tulos. Lauseen 3.3.3 mukaan funktion (3.56) arvo pisteessd r = 7 saadaan
sarjan
= 4k ™
————sin(2 1)= 3.61
mzzo(2m+1)7rsm( me >2 (3:61)

summana. Toisaalta f(3) = k, joten saadaan

4k . 7w 1 . 37# 1 . bmw

k:?(sm§+§sm7+gsm7...)
RENE N S O
4 3 5 7

Fourier-sarjojen avulla voidaan siis tehda johtopédatoksia myo6s tillaisten ‘ta-
vallisten’ sarjojen summista.

4 Fourier-muunnos

Jos Fourier-sarja suppenee, sen esittdmé funktio on aina jaksollinen. Siispa
jos f on koko reaaliakselilla méaritelty jaksoton funktio, niin Fourier-sarja

i et (4.1)

esittad funktiota f ainoastaan vélilla (—L, L). Mutta mihin pdédytdén, kun
annetaan L — o0o? Osoittautuu, ettd se johtaa Fourier-muunnosten teoriaan,
yhteen integraalimuunnosten téarkeimmista osa-alueista.
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4.1 Fourier-integraali

Jotta tarkastelu olisi ollenkaan jérkevi, on téssd vaiheessa pakko olettaa, et-
ta f_LL f(z)dz pysyy rajoitettuna, kun L — oo. Olkoon siis f € L. Sijoite-
taan Fourier-kertoimien lauseke sarjaan (4.1) ja merkitdén w, = =7, jolloin
saadaan

fl@)= Y e

n=—oo

L

N / F(t)etntdt]ens

n=—00 I

L

_ 1 = —iwnt iwnpT
= 5r Z Aw/f(t)e e dt, (4.2)
—L

n=—oo

e _ _ (n+D)m nrTr __ 0w
missd Aw = Wy —wy, =~ — F = T.
Lukua w, voidaan ajatella fysikaalisessa mielessd taajuutena. Fourier-

sarjoissa summan termien taajuudet kasvavat luvun Aw = Z verran, kun

n kasvaa yhdelld. Téssd mielessi rajaprosessin L — oo seurauksena 7 — 0
ja taajuden spektristd tulee siten jatkuva. Koska Aw — 0, lauseketta (4.2)

voidaan ajatella Riemannin summana, joka approksimoi integraalia

oo

% 70 dw / F(t)e ™t dt. (4.3)

—00

Siten rajaprosessi L — oo voisi johtaa esitykseen

o0

fla) = % / / F(£)e“@ D dt duw (4.4)

_ \/%7 / V%_W / [f(t)e~ ! dt]e™" duw.

Integraalia (4.4) kutsutaan Fourier-integraaliksi ja se antaa olettaa, ettd f
olisi palautettavissa omasta integraalimuunnoksestaan

N 1 F; —iwx
fw) = Eé f(@)e = da (4.5)
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kaanteiselld muunnoksella

1 i £ iwz
f(x):\/—Q_W_é Flw)e“w du. (4.6)

Midritelmi 4.1.1. Jos funktiot f(w) ja f(z) on annettu kaavoilla (4.5)
a (4.6), ne muodostavat Fourier-muunnos -parin. Funktio f on funktion f
Fourier-muunnos ja f on funktion f kddnteinen Fourier-muunnos. Naita

merkitisn usein F(f) = f ja F1(f) = f.

Huomautus 4.1.2. Fourier-muunnoksen méaarittely kirjallisuudessa vaihtelee.
Fourier-muunnos -pari voisi olla miké hyvinsa seuraavista:

= fR f(l‘)e_iwx dx’ f(g;) = % fR f(w>eiwx dw

; w) = fR f(x)e—%riwx dz, flz) = fR f(w)e%riw:c dw

fw) = o f@eerdn,  f(a) = S [ fw)e e dw

Fourier-integraali johdettiin lihtien sarjasta, jonka summa on %[f(ﬁ) +
f(z7)], ja osoittautuu, ettd integraali suppenee samaan arvoon. Tamén osoit-
tamiseksi tarkastellaan reaalista Fourier-integraalia, joka saadaan Eulerin
kaavan avulla esityksestd (4.4). Funktio f(z) voidaan nimittiin esittdd muo-
dossa

f(z) = 1 / /f )e @ dt duw
= 1 /f COS W x—tdt—i—z/f sinw(z —t)dt | dw
_ % (F(w) +iG(w)) dw,

—00

ja on helppo todeta, ettd F'(w) on parillinen funktio ja G(w) pariton. Edelleen,
Lemman 2.1.12 nojalla

fo) = = 70 Fw)dw,

™

_! 7 7 f(t) cosw(x — t)dt dw, (4.7)

™
0 —
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joka on Fubinin Lauseen mukaan sama asia kuin

% ]odw 70 f(t) cosw(x — t)dt. (4.8)

Tutkitaan liahdetta [6, ss.15-16] mukaillen aluksi erotusta

ff(t)dt/mcos w(r —t)dw — /mdw ]Of(t) cosw(z — t)dt,

0 0

ja oletetaan, ettd f € L!. Jakamalla integroimisvili nollasta ddrettomiin
kahtia, saadaan

if(t)dtfcosw(x—t)dw—fdw
..—|—k/f(t)dt0/cosw(x—t

missd kaksi ensimmadistd integraalia ovat yhtd suuret, koska m,k > 0 ovat
darellisid. Nyt, koska f € L', on olemassa luku K siten, etti

f(t)cosw(z —t)dt + ...

O\S o\w

dw/f cosw(zx — t)dt,
k

€
t)|dt| < — 4.9
150l < . (1.9
&
missd € > 0 ja k > K. Tasta seuraa, etté
/d / cosw(x —t)d /dw/\f \dt<—. (4.10)
0 3 0 &

Liséksi, koska S22 <
xT

7f(t)dt/mcosw(x—t)dw = 7f(t)%dt
< ]Of(t) m dt
< m]o\f(t)\dt < % (4.11)
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Siten, vaikka m valittaisiin kuinka suureksi hyvinsi, K voidaan aina valita
siten, etta

/f(t)dt/cosw(x—t)dw—/dw/f(t)cosw(:c—t)dt <§+§:5.
0 0 0 0

Toisin sanoen,

oo

lim f(t)dt/cosw(:v—t w= lim /dw/f cosw(z —t)dt. (4.12)
m—r00 m—0o0
0 0

Samalla tavalla voidaan osoittaa, etté

0

m 0
lim f(t)dt/cosw(:z—t)dw: lim dw/f(t) cosw(x —t)dt. (4.13)

m

m—»00 m—»00
—00 0 0

Summaamalla yhtdlot (4.12) ja (4.13) keskenddn, saadaan

[e.e] m

lim f(t)dt/cosw(:z—t)dw: lim dw/f(t) cosw(x —t)dt. (4.14)

m—»00 m—»00
—00 0 0

Nyt, jos f toteuttaa Dirichlet’n ehdot vililld (—oo, 0o0), Lemman 3.3.2 tulok-
sesta 1. seuraa

UG+ )] = Jim - / fat ™ e i u=a -1

= lim l/m)wdt

m—o0 T r—t
1 o m
= lim — / f(t)dt/cosw(x—t)dw
m—oo T
—00 0
= li ! md [ t t)dt 4.15
= lim — [ dv f(t) cosw(x — t)dt. (4.15)
0 —o00

On saatu todistettua
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Lause 4.1.3. Jos funktio f toteuttaa Dirichlet’n ehdot vililli (—oo, 00),

1T T 1
—//f““ww U@ +fEL (6)
ja erityisesti, jos f on jatkuva kohdassa x,
_ 1 / / F)e @D dt duw. (4.17)
27

4.2 Fourier-muunnos L!-avaruudessa

Lauseen 4.1.3 mukaan funktion f tdytyy toteuttaa Dirichlet’'n ehdot koko
reaaliakselilla, ettd Fourier-integraalin arvo olisi f(x). Pelkistdin Fourier-
muunnoksen olemassaololle riittdd kuitenkin lievemmatkin oletukset. Jos ni-
mittiin f € L', Fourier-muunnokselle pitee

SO N S AV IS B UV 1
UW—@lﬂ>ds@4WW—m<

Toisin sanoen siis f on olemassa aérellisend ja

sup £(u)] = 1l < o0, (4.18)

joten f € L*°. Lisaksi f on jatkuva koko reaalilukujen joukossa, silld kaikille
luvuille w, h € R,

~

flw+h) = fw T (e — 1) f(x)da,

\/ 27r /
joten

o+ h)— ./I‘m—-Hﬂ>wx

Integrandi oikealla on pienemp#i tai yhtédsuurta kuin 2|f(x)| ja ldhestyy
nollaa, kun i — 0. Tdméan seurauksena koko oikea puoli lahestyy nollaa, kun
h — 0, joten f on jatkuva kohdassa w. |5, s.6]
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Lause 4.2.1. Oletetaan, etti f € L'. Tdilloin
1. feL>;

2. f on jatkuva koko reaaliakselilla;

3 i fw) =0
4- Flaf + Bg) = aF(f) + BF(9);
5. F(f(z+a)) =e“f(w) ja Fle ™ f(z)) = flw+b), abeR;

Jos lisiksi f, fi, f2,... € L' ja jos || fo— flli =0 kun n — oo niin

6. lim f,(w)= f(w) ja suppeneminen on tasaista.
n—o0

Todistus. Viitteet 1. ja 2. on perusteltu jo ylempéand. Viite 3. on itse asias-
sa Riemann-Lebesguen Lemma. Viitteiden 4. ja 5. osoittaminen onnistuu
suoralla laskulla.

Flaf(z) + By(z)) = %27 / (af (@) + Bg(x))e *da

17 | 17 |
- = / (@) e + —— [ Batwye s

= af(w) + Fg(w).
Kohta 5.:
F(f(z+a)) = \/%_/ e f(z4a)dt = %_/ e~ @) f(g)dr = e f(w),

ja kohdan 5. toinen puoli:
Flwtb) = —— ]O fa)e ey = L ]o @) e v dr = F(e ™ f(2)).
V2T \/ﬁ

Viite 6. seuraa tuloksesta (4.18), silld oletuksen mukaan

[ fn () = f(@)ls

sup An w) — f(w < <eg,
sup |fu ) — )] <
kun n on tarpeeksi suuri, joka todistaa viitteen. |5, $3.6-7| 0]
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4.3 Fourier-muunnos L%-avaruudessa

Fourier-analyysin kannalta avaruus L?(R) on erityisessi asemassa. Voidaan
nimittdin osoittaa, ettd jos f € LP, 1 < p < 2, niin f € L7 siten, ettid
% + % = 1, missi é on samaistettu nollan kanssa. Siispa jos p = 2, my0s
q = 2 ja toisin sanoen F kuvaa avaruuden L? itselleen. |2, s.62]

Lihdet#isin kehittdmiin L?-teoriaa osoittamalla, ettd jos f € L'N L2, niin

f € L?. Tité varten tarvitaan aputulosta

o0

2 ; ]_ 7w2
e ey = ——e 40, 4.19
/ V2a ( )

]:{e_“xg} =

5l
)

—0o0
missd a > 0. Tamé todistetaan myohemmin Esimerkissd 4.5.3.

Lause 4.3.1. Olkoon f € L* N L2. Silloin f € L? ja

£ 12 = 11£]l2- (4.20)

Todistus. Voidaan kirjoittaa

F@P = f@)fw) =~ / f(@)e = du / FOetar.  (421)

2

w2
Kertomalla puolittain funktiolla e (n = 1,2,...) ja integroimalla reaa-
liakselin yli saadaan

7 w2 A 1 7 W2 7 . oo— .
/6_7 f(w)|2dw:%/e_wa/f(x)e_wmdx/f(t)emdt. (4.22)

Koska f € L', niin (4.22) suppenee itseisesti. Tonelli-Hobsonin Lauseen 2.2.6
nojalla voidaan talloin vaihtaa integroimisjarjestysté:

00 o ] oo— 00 00 P '
/e_n f(w)|2dw:2—/f(t)dt/f(x)dx/e_ne_w(x_t)dw.
T
Nyt tuloksesta (4.19) saadaan
1 7 w2 . n *7l(30*t)2
- —iw(xz—t) _ L
— [ e e dw = /=" T .
V2T / \/g
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Edelleen

w2 N R n(x t2
/e‘?|f(w)|2dw: %/ (t)dt/e : )f(x)dx
_ v /Wdt/e T f(x+t)dx
2\/m
nx2 R
= % e_Td:c/f(x+t) (t)dt
17 o
—ﬁ/\/ge_élF(x)dx,
missi F(z) = [; f(z +t)f(t)dt. Nyt saadaan muuttujanvaihdolla " = 2
k1rJ01tettua
/ 5| flw )%zw:i / e F(2n 2 z)da. (4.23)
NG

Nyt F'(z) on jatkuva kohdassa x = 0, silld Lauseen 2.2.4 nojalla saadaan

o0

|F(z) = F(0)] = /[f(xH)—f(t)] (t)dt

/|fx+t ()11 0\t

& |F() ~ FO)P < / fa+0) - fPde [ 17@Pa 420
ja koska f € L2, niin oikea puoli lihestyy nollaa, kun z — 0. Siispa
glc% F(z) = F(0). (4.25)

Lisdksi Lauseen 2.2.4 mukaan kaikille luvuille z patee
)P < / o+ 6)Pdt / FOPdE = 1FIRIFIE = 11
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Siten yhtilon (4.23) oikealla puolella oleva integrandi on funktion | f||3e=*"
rajoittama. Téstd, Lemmasta 2.2.2 ja tuloksesta (4.25) seuraa, etti

17 1 1 7 1
lim 7 / e F(2n 22)dx = ﬁF(O) / e dr = ﬁ\/%F(O) — F(0).
(4.26)
Koska F(0) = || |3, seuraa tuloksista (4.23) ja (4.26)
w2 ~
tim [ | fw) o = | £ (4.27
Nyt kuitenkin Fatoun Lemman 2.2.1 mukaan
R 22
[ 1fpds = [l e )P
n—o0
00 o
<tim [ e fw)Pdo = |1 (4.28)
n—o0

joka todistaa, ettd f(w) € L. Lopulta tuloksesta (4.27) ja Lemmasta 2.2.2
seuraa, etta

[ 1fras = 1118

O

Tasti edetidsin L2-funktioiden Fourier-muunnoksiin pienen mutkan kaut-
ta.

Lemma 4.3.2. Olkoon f € L?. Mdidritelliin fn siten, ettd

o = {7 1Y (4.20)

missi N = 1,2,.... Silloin fx € L*N L2, fx € L? ja lisiksi kun N — oo, fy
suppenee normin || - ||o mielessd johonkin L?-funktioon.

Todistus. Lauseen 2.2.4 perusteella

7|fzv(év)ldév= ]Vlf(év)ld:rﬁ ]Vlf(x)Ide]de

-N

2

< [ £ll2(2N)2 < o0, (4.30)
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joten fy € L. Koska myos | fn(z)| < |f(x)|, on selvid, ettd fy € L2 Tisti
seuraa, etti fy € L' N L? ja siten Lauseen 4.3.1 mukaan fy € L2

Lauseen loppuosan todistamiseksi tarkastellaan raja-arvoa
lim ps, N —y00 ||fN — fM||2, N > M. Kyseessd, on Fourier-muunnos funktiosta
fx — fur, joka kuuluu avaruuteen L' N L2. Siten, Lauseen 4.3.1 mukaan,

Ifx = farll = [lfx = farl3. (4.31)

Oikea puoli voidaan kirjoittaa

_/MIJ““(JL’)Izdff+]VIJ"“(%’)W&j :

Joka lahestyy nollaa, kun N, M — oco. Téasta seuraa, etté R
limp 1700 || f5v — farll2 = 0, ja koska L? on Hilbert-avaruus, rajafunktiolle f
pitee f € L. O

Askeinen Lause on sen takia oleellinen, ettd jos médritelliin fy kuten
edelld, ja

N—oo

N
f(w) = lim f(:)s)e_iwmdat,
—4

voidaan olla vakuuttuneita siitéi, ettii L2-funktion f Fourier-muunnos
flw) = / f(z)e ™*dx. (4.32)

on olemassa ja f € L2.

Lause 4.3.3. Parsevalin kaava Fourier-muunnoksille
Olkoon f € L?. Silloin pitee

1 @)z = [l (2)]]2.
Todistus. Koska

N—oo

[e'e) N
flw) = / f(@)e ™ de = lim / Flx)e ™ da,
—o0 -N
on yhtéipitavad kirjoittaa
T [ = flls =0,
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Tamaé toisaalta implikoi, ettéi
Aim | fxllz = (11l (4.33)
— 00
Funktioiden fy maéaarittelystd on selvii, etté
Jim {[fwlle = (£l (4.34)
—00
ja koska fy € L' N L2, Lauseen 4.3.1 mukaan pétee

[fnllz = [[fn]l2- (4.35)
Hy6dyntamalla yhtaloita (4.33) - (4.35) saadaan

12 = Jim [lfxlle = Jim [Ifll2 = £l
0

Aiemmin on jo todettu, ettd F on lineaarikuvaus. Lisiksi Parsevalin kaa-
van mukaan funktion 2-normi on yhtéd suuri kuin sen Fourier-muunnoksen
2-normi. Talloin myds etdisyydet ||f — g|l2 ja || f — §||2 ovat yhtéisuuria, joten
saadaan

Lause 4.3.4. F: L?> — L? on lineaarinen isometria.

Parsevalin kaavan avulla voidaan todistaa myos seuraava kayttokelpoinen
tulos.

Lause 4.3.5. Jos f,g € L?, niin

70 f(2)g(x

Todistus. Kirjoitetaan [~ f(x)dz = [ f. Parsevalin kaavan mukaan

Ydx = /f(x)@dx (4.36)

14012 = 1f + gl
@/Hg f+g>d—/f+g F+9)

o [1e+ [k [ 75+ [To= [12+ [1a2+ [+ 79

Edelleen Parsevalin kaavan mukaan [ |f|> = [|f|?ja [ 91> = []g|% joten

/f?+/?§=/f§+/79- (4.37)



Nyt, koska g on mielivaltainen joukon L? alkio, voidaan § ja g korvata funk-
tioilla ig ja ig. Yhtélostéd (4.37) tulee siten

/f@g /f@g /f@g /f@g
—Z/fg+2/fg——2/fg+l/fg (4.38)

Viite seuraa, kun (4.38) jaetaan luvulla —i ja syntyvé yhtilo lisdtadn yhté-
166n (4.37). O

Téhén asti on osoitettu, ettd jos f € L?, myos f € L2 Niytetiin vield,
ettd, F~1{f} = f. Tété varten tarvitaan seuraavat kaksi apulausetta.

Lemma 4.3.6. Jos f,g € L?, niin

7’ f(x)g(x)de = 7 f()g(x)dz

Lemman todistus ei ole uuvuttavan pitki, mutta sivuutetaan siitd huoli-
matta.

Lemma 4.3.7. Olkoon f € L? ja g = ? Talloin f = g.

Todistus.
-3l [ (-9 T -9
—IfE - / fide — / Tod + (g1 (4.39)

Parsevalin kaavan ja Lemman 4.3.6 nojalla [ f§ = [ fg = ff? = |IfI2 =

13- Samoin [ Fg = || |13 Edelleen ||3]3 = [lgl3 = [I£lI3 = [If]3- Sijoitta-
malla ndmé kolme tulosta yhtdloon (4.39), saadaan

LF = gllz = 112 = IF15 = IAIE+ LFI5 =0,

misté vaite valittomasti seuraa. ]

Lause 4.3.8. Jos f € L?, niin

f(w)e™? duw.

|>l
8\8
=



Todistus. Olkoon g = ? Silloin Lemman 4.3.7 mukaan f = §, joten

1 7 | 1 T
T)=—— w)e “dw = —— w)e “dw.

@ = o= [ o) = [ i

Viite seuraa, kun otetaan puolittain kompleksikonjugaatit. O]

Edellisesséd luvussa osoitettiin, ettd L'-funktion Fourier-muunnos on jat-
kuva, ja hdvida aarettomyydessid. Kuitenkin, esimerkiksi funktio g,

4 T >e
g(x) = Z, 0<r<e
—g(—z), x<0,

on kaikkialla jatkuva, ja lim, ,1. g(z) = 0, mutta voidaan osoittaa, ettei se
ole minkiin funktion Fourier-muunnos. L?-funktioille asian laita on toisin,
nimittiin jokainen L2-funktio on jonkin L2-funktion Fourier-muunnos, kuten
seuraava Lause osoittaa.

Lause 4.3.9. Jokainen funktio f € L? on yksikdsitteisen funktion g € L?
Fourier-muunnos.

Todistus. Olkoon f € L? jah = f jag= h. Lemman 4.3.7 mukaan f=h=
g, joten f = §. Yksikéisitteisyys seuraa Lauseesta 4.3.8, silld jos f(w) = 4(w)

ja f(w) = 0(w), taytyy olla

1 [ T : _ 1 i we
):V—T”_Z F@)e du ja U(x>_V—2_”_Z F(@)e dw,

josta seuraa, etta u = v. [

Kasataan vield lopuksi keskeisimmat tulokset yhteen Lauseeseen, jonka
sveitsilainen matemaatikko Michel Plancherel onnistui todistamaan vuonna
1910.

Lause 4.3.10. Plancherelin lause
Jos f € L?, niin on olemassa funktio f € L? siten, ettd

- e
ja

/ £ g, (4.40)

3\
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ja ||f112 = || fI12. Lisiksi jokainen funktio f € L? voidaan ilmaista muodossa
f =g, missi g € L* on yksikdsitteinen.

[5, ss.43-51]

4.4 Konvoluution Fourier-muunnos

Syy, miksi konvoluutioita kisitellddn usein Fourier-muunnosten avulla on se,
ettd kahden funktion, f,g € L', konvoluutio, f * g, vastaa funktioden f jag
tuloa. Tarkemmin +/ 27ng = (f % g).

Lause 4.4.1. Konvoluutiolause R
Olkoot f,g € L*. Tilloin F(f *g) = V2rfg.

Todistus. Fourier-muunnoksen maaritelman mukaan

1 i —iwx I
f(f*g)z\/—Q_W/e /f(x—t)g(t)dt dx

:¢12_/ dt/f:):—t Je e g
L / b /f e

= —m /g (t e_“"t dt/e_“"mf(x) dx

—00

= Flg)V2rF(f(x)) = Var .

Viimeinen integraali suppenee tasaisesti, koska f,g € L. Tistd syystd voi-
daan integroimisjarjestys huoletta vaihtaa. 0

|5, 5.20] Konvoluutiolauseelle 16ytyy sovellus, kun luvussa 5 ratkaistaan 1am-
poyhtiloa Fourier-muunnosten avulla.

4.5 Derivaattojen Fourier-muunnokset

Yksi erittdin tdrked Fourier-muunnosten ominaisuus on se, ettd funktion f
derivaatta voidaan ilmaista Fourier-muunnoksen avulla yksinkertaisena ker-
tolaskuna. Tarkastellaan méaritelméan mukaan funktion f k.:tta derivaattaa.
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Sen Fourier-muunnos on

d* .
f(dx’f x) \/_/dxk de.

Siitd saadaan osittaisintegroinnilla

o0
dk 1 ) iw dk—l

dk 1 —iwT —iwx
f(ﬁf(il?)) L—)oo\/_ dk— 1f(117)€ + Jon d:l?k_lf(x)e dz.

Nyt, jos %f(x) — 0, kun x — +o00, ensimméinen termi oikealla héviia,

ja jaljelle jaa
dk » dk—l

Toistamalla tdméa k kertaa ja olettamalla, ettd kaikki funktion f derivaatat
indeksiin £ — 1 asti havidvat ddrettomassi, saadaan

k
F (@) = () () (4.41)

Lause 4.5.1. Jos f € L', f € C* jalim, oo f™ =0, n=1,2,...,k—1,
tilloin voidaan F(f®(z)) laskea kaavalla (4.41).

16, 5.27] 0

Hyodylhnen tulos saadaan myos tarkastelemalla Fourier-muunnoksen de-
rivaattaa L f(w). Maéritelméin mukaan saadaan

k.
il ) = / I

P
_ \/%7 / F(2)(=iz)te ™" dz

\/ﬁ / f(z)z*e ™" dx
— (CFFH ), (4.42)

r)e” " dy
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Lause 4.5.2. Jos f ja zf € L', n = 1,2,...,k, on f tilloin k kertaa
differentioituva ja

i* f®)(w) = F(a* f(2)). (4.43)
(7, 5.169] 0
Esimerkki 4.5.3. Midritetian funktion f(z) = e %, a > 0, Fourier-
muunnos. Derivoimalla saadaan f'(z) = —2aze " joten f(z) toteuttaa
differentiaaliyhtalon

f'(z) + 2axf(x) = 0. (4.44)

Lauseiden 4.5.1 ja 4.5.2 oletukset ovat selvisti voimassa, joten otetaan yh-
talon (4.44) termeistd Fourier-muunnokset ja ratkaistaan muodostuva diffe-
rentiaaliyhtilo separoimalla. Saadaan

/ — —_
& fu =L = 2w
= d;f(w) = —idw
(w) 2@
A w2
o In|f(w)] = =2 +C"
& |f(w)] = emaa" ¢
& flw) = Cemia*”. (4.45)
Vakio C saadaan ratkaistua alkuehdon

£ 1 —i-0x _ 1 —ax?
f(0) = \/—2_77_4 fz)e " de = \/—2_77_4 e dx (4.46)

avulla. Integraalin [* e~*" arvo on %, joten f(0) = \/% Yhtalosta (4.45)
saadaan nyt

~ 1 2 ]_
f(0)=Ce:? =C = N (4.47)
ja lopulta
(@) = et (4.48)

|7, $5.169-170]
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5 Lampoyhtalo

Fourier-analyysin sovelluskenttd on laaja. Téassa kuitenkin paneudutaan tar-
kemmin vain yhteen sovellusalueeseen, jo johdannossa esiteltyyn lampdyh-
taloon. Siindkin rajoitutaan vain yksiulotteiseen tapaukseen. Aloitetaan ti-
lanteesta, jossa z-akselilla on ddrettomén pitkd sauva jossakin funktion f(x)
osoittamassa alkulampotilassa. Sen jilkeen tutkitaan ddrellisen pituista al-
kulampdotilassa f(x) olevaa sauvaa, jonka paét pidetddn nollassa asteessa, ja
esitetddn ongelmalle kaksi erilaista ratkaisutapaa. Lopuksi katsotaan kuinka
tilanne muuttuu, mikali, sen sijaan ettd pdat pidettiisiin nollassa asteessa,
myos sauvan paat eristetaan.

5.1 A#rettdmin pitki sauva

Tarkastelussa on siis pitké, eristetty sauva, jonka piste z on aluksi lampoti-
lassa f(x), ja lampotila ajan ¢ kuluttua on u(x,t). Mielekkyyden vuoksi ole-
tetaan, ettd darettomyydessa lampotila on nolla, eiké sielld tapahdu lammon
siirtoa sauvan ‘piistd’, toisin sanoen lim|z|— oo u(x,t) = lim;—o0 %u(m,t) =
0. Lampdteorian mukaan funktio u toteuttaa yksiulotteisen lampdoytalon

9, OPu(x,t)
—_— pu— —_— > .
atu(yc,t) a5 t>0, (5.1)
alkuehtona
u(z,0) = f(x). (5.2)

Ongelman ratkaisemiseksi tehdiisin lisioletus, f € L' ja jokaiselle kiin-
teille t:n arvolle myds u(z,t) € L. TAméi takaa Fourier-muunnosten

o0

@) == [ fae s

f(w):\/—Q—W
ja .
7 L u(x,t)e “ dx
u(w,t)—m_/ (z,t) d

olemassaolon. Lisdksi, koska lim,—eo u(z,t) = lim;—o0 %u(x,t) = 0, voi-
daan soveltaa Lausetta 4.5.1. Nyt, ottamalla yht&lon (5.1) molemmista puo-
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lista Fourier-muunnos z:n suhteen, saadaan

o O R )

\/%7 / %“W)ff‘mdf = a(iw)*Flu(w, 1)}

%g /u(x,t)e_i“xdzv = —aw?i(w,t)
8 2 A
& —t(w,t) = —aw u(w,t), (5.3)

ot
mikali vasemmalla puolella derivoinnin ja integroinnin jérjestys voidaan vaih-
taa. Muodostamalla vield alkuehdosta (5.2) puolittain Fourier-muunnokset,
saadaan ongelma muotoon

0 5.
au(w t) Taw t(w,t) (5.4)
W(w,0) = f(w), (5.5)
4)

ja @ on helppo ratkaista yht&losta (5.
Ot (w, t)

separoimalla. Saadaan

W ) = —aw?or, (5.6)
ja edelleen puolittain integroimalla
In|i(w,t)| = —aw’t + C'(w)
& d(w, t) = C(w)e ™™, (5.7)

missi C' ja C' = e ovat muuttujasta w riippuvia vakioita. Alkuehdon (5.5)
perusteella

A(w,0) = C(w)e "0 = f(w), (5.8)

joten C(w) = f(w) ja siten
a(w,t) = f(w)e ™. (5.9)
Esimerkissa 4.5.3 selvisi, etté \/%e_ﬁ“ﬂ = ]-"{e“””z}, jos a > 0. Kun

1
dat’

e (o)
PN —aw o {

= F{y( = §(w,1), (5.10)

tahén sijoitetaan a = saadaan




joten (5.9) voidaan Lauseen 4.4.1 mukaan esittdd muodossa

iw, 1) %ﬁ}"{f(x) v oo 1)} (5.11)

Vor

f@)glw,t) =
Siten saadaan lopulta

u(z,t) = —=f(x) * g(x,t)

1 o0
= \/—2_7'('_/ flz —71)g(r, t)dr

¥~
3

I 1
= — r—T e dat’ dr
V2T / A )\/2at
! ]Of( e i d t>0 (5.12)
= r—rT)e 1t dr, « . .
2v/mat ’ T

Ratkaisu saatiin Fourier-muunnosta hyvéksi kiyttden, mutta lopullises-
sa muodossaan u(zx,t) ei sisdlld mitdin muunnoksia tai kddnteismuunnoksia.
Tasta syysta alussa tehtyja lisdoletuksia voidaan hieman lieventdd. Osoittau-
tuu, ettd jos alkuarvofunktio f on paloittain jatkuva ja rajoitettu, integraali
(5.12) on olemassa kaikille luvuille x € R ja t > 0, ja u(z,t) toteuttaa yksiu-
lotteisen lampoyhtélon (5.1) ja lisdksi lim, o u(z,t) = f(x).

Saatu ratkaisu ei kuitenkaan tdysin vastaa todellista tilannetta. Otetaan
esimerkiksi f(x) = 1, kun |z| < 1 ja f(z) = 0 muulloin. Nyt ldmpo6yhtélon
ratkaisu on

2v/mat

Téstéd on helppo todeta, ettd kaikilla luvuilla x € R ja a,t > 0, u(z,t) >
0. Toisin sanoen valittomasti ajanhetken ¢t = 0 jilkeen ldmpotila muuttuu
positiiviseksi ddrettomyydessi asti. Tama on selked ristiriita todellisuuden
kanssa, koska origon ympéristosta kulkeutuva lampo ei voi mitenkdin levita
aarettoman nopeasti ympari sauvaa.

Ongelma on seurausta siité, ettd yhtiloiden yksinkertaistamikeksi on tay-
tynyt tehdd muutamia approksimaatioita. Probleeman tapauksessa sauvan
materiaali on tdysin homogeenista ainetta, joka ei tietenkiddn mikroskooppi-
sella tasolla pida paikkaansa. Lisdksi limmon on oletettu olevan jonkinlaista
homogeenista virtaavaa ainetta, joka ei sekddn pida paikkaansa. Todellisuu-
dessa lampo on aina sidoksissa materiaalin hiukkasiin, eikd niinkdan mikaan

1
1
u(z,t) = — / e~ a7, (5.13)
-1
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itsendinen aine. Naméa arviot saavat ‘tiedon’ origon lammonldhteesta levia-
médn ddrettomén nopeasti koko sauvaan. |7, ss.182-183]

5.2 Adrellisen pituinen sauva

Nyt siis padstdan kisiksi jo johdannossa esitettyyn tilanteeseen. Sauvan lam-
potilaa kuvaavalle funktiolle u(z,t) patee osittaisdifferentiaaliyhtalo

u(x,t) = auge(x,t), 0<z<I, t>0, (5.14)

missd merkintdd u; ja u,, on nyt kdytetty kuvaamaan w:n ensimmaista ja
toista osittaisderivaattaa vastaavasti ¢:n ja x:n suhteen. Reunaehto on nyt

u(0,t) = u(l,t) =0, t >0, (5.15)
koska sauvan péit pidetdan lampotilassa 0°. Alkuehtona on edelleen
u(x,0) = f(x), 0<z<lL (5.16)
Néaytetadn ensin, kuinka ongelma ratkeaa hyddyntamallé derivaattafunk-
tion Fourier-kertoimia koskevia tuloksia.
5.2.1 Ratkaisu Lauseen 3.2.2 avulla

Pienelld tempulla ongelma saadaan taas palautettua ensimmaéisen asteen dif-
ferentiaaliyhtéloksi. Maaritellddn funktiolle w pariton jatko siten, etté

u(z,t) = —u(—z,t), kun —1<z<0, t>0.

Nyt u(z,t) toteuttaa saman differentiaaliyhtdlon (5.14) myos valilla —1 <
x < 0. Tami on yksinkertaista todeta suoraan derivaatan médritelmésta.
Parittoman funktion ensimmaéinen derivaatta on nimittéiin parillinen:

—x,t) — u(—xg, t —[u(z,t) — t
uz(—x0,t) = lim u(=a,t) = u(=2, 1) = lim [ul@,t) — u(zo, )] = uy (o, ).
o —x — (—o) o —[x — z0]
Toinen derivaattafunktio puolestaan on pariton:
x\ at - UWg\™ at . T >t - Ug at
Uz (—Z0,t) = lim Ua( =) = Ua( =20, 1) = lim = (2,8) = us(20, ) = — Uy, (T0).
T—T0 —x — (—ajo) T—T0 —[aj — ZEO]

Samalla tavalla ndhddan my6s, ettd uy(x,t) on muuttujan x suhteen pari-
ton. Talloin negatiivisilla x:n arvoilla (5.14) on —u(z,t) = —a ug,(z,t), eli
voidaan asettaa

u(x,t) = auge(x,t), —l<z<Il, t>0. (5.17)
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Tama tehtiin siksi, ettd funktio sin *7* on jaksollinen ja edelld todetun
mukaisesti ortogonaalinen vililld [—I,[]. Kerrotaan (5.17) puolittain tall4,
sekd vakiolla % ja integroidaan z:n suhteen — — [, saadaan

l l

1 0 . NTX . nmw

f/ [au(x,t) sin T] dxr = « /[um(x,t) sin —— dx
1

~| =

l

l

0 |1 1

5 z/u(x,t)singdx =a zfum(x,t)singdx (5.18)
—1 -1

Néin saavutettiin siis tilanne, jossa vasemmalla puolella on hakasulkeissa

funktion u Fourier-kertoimien lauseke, ja oikealla puolella taas on Fourier-

kertoimien lauseke funktiolle u,,. (5.18) on siis
0
ot
Merkinnésté ei kdy ilmi, mutta ymmarretiaén, etta b, lasketaan nimenomaan

muuttujan x suhteen. Sovelletaan nyt Lauseen 3.2.2 avulla johdettua tulosta
(3.30) funktion u,, Fourier-kertoimiin:

bu[tt] = @ b [tta]. (5.19)

9 polul = —a (”7”)2 baul. (5.20)

Ongelma on siis saatu taas palautettua ensimmaisen asteen differentiaaliyh-
taloksi, ja ainakin
l

by lu] = %/u(m,t) sin @dm (5.21)
-1

nmx

on sen ratkaisu. Nyt u(z,t)sin “7* on nyt parillinen funktio, joten Lemman
2.1.12 nojalla

by[u] = %/u(m,t) sin @dm.

Ollaan siis pédsty takaisin alkuperdiselle vilille [0, []. Ratkaistaan (5.20) se-
paroimalla. Saadaan

nm 2
bufu] = Cem(F) L, (5.22)
Alkuehto (5.16) funktiolle b, [u] on

1
ba[u(z, 0)] = bu[f(2)] = % / () sin "7 . (5.23)



Alkuarvofunktio f tietenkin perii parittomuuden funktiolta u, joten (5.23) on
funktion f Fourier-kertoimien lauseke. Lausekkeen (5.22) vakioksi C' saadaan
siten

bulu(z,0)] = Ce=CF)0 — ¢ — b, [/]. (5.24)
On siis saatu ratkaistua
bulu] = ba] fle (), (5.25)

joten jos funktio u(x,t) toteuttaa Dirichlet’n ehdot vélilla [0, ], voidaan rat-
kaisu kirjoittaa

u(z,t) = an[u] sin@ (5.26)
n=1
= bn[f]e_o‘(%) tsin# (5.27)
n=1
| ;
=3 ; /f(y) sin@dy sin@ e (") Y (5.28)
"= Lo

missd 0 < z <l jat > 0.[6,ss.172-173] Talld tavalla funktion u pariton-
ta jatkoa apuna kdyttden saatu sarja tietysti suppenee arvoon —u(zx,t), kun
—[ < x < 0. Tama on kuitenkin tehtivin kannalta merkityksetonta. Oleellis-
ta on, ettd nimenomaan vililla (0, () saatu ratkaisu suppenee arvoon u(x,t).

5.2.2 Ratkaisu separoimalla

Edellisté ratkaisua klassisempi tapa on separoida muuttujat heti aluksi. Ole-
tetaan siis, ettd lampotilaa kuvaava funktio on kahden funktion tulo, joista
toinen riippuu ainoastaan paikasta z ja toinen vain ajasta t. Téall6in on

u(z,t) = X(x)T(t), (5.29)
ja osittaisdifferentiaaliyhtilo (5.14) tulee muotoon
X(2)T'(t) = aX"(2)T(t), (5.30)

jolle reuna- ja alkuehdot nayttavat talta:



Kaytannossi voidaan reunaehdoiksi asettaa
X(0)=X(l)=0, (5.33)

silld muussa tapauksessa T'(t) = 0, joka johtaa triviaaliratkaisuun u(z,t) = 0.
Jaetaan seuraavaksi yht#lo (5.30) puolittain funktiolla aX (z)T'(t), jolla
saadaan molemmat muuttujat erotettua omalle puolelleen:
)  X"(z)

oT) ~ X(z)° (5:34)

Téastéd on se merkittiva etu, ettd kummankaan muuttujan variointi ei vaikuta
yhtalon toisen puolen arvoon. Tama tosiseikka johtaa suoraan padtelmédn,
ettd molempien puolien on oltava yhtasuurta jonkin vakion kanssa, jota on
tapana merkitd luvulla —\. Saadaan siis

(t)=0
0 (5.35)

Osittaisdifferentiaaliyhtdlosta on padsty kahteen tavalliseen differentiaaliyh-
taloon, joista ratkaistaan ensin alempi yhtélo. Esityksestd (5.35) on ilmeistd,
ettd X (z) = €™ voisi olla ratkaisu. Télld sijoituksella saadaan

& e+ X = e (r* +A) =0

dx? N -
joka pitad paikkansa tismélleen silloin, kun karakteristinen yhtdls >+ X\ = 0
toteutuu, eli kun r = +v/—\. Koska X" (x) + AX(2) = 0 on lineaarinen ho-
mogeeninen differentiaaliyhtalo, superpositioperiaatteen mukaan mika tahan-
sa kahden ratkaisun lineaarikombinaatio on myos ratkaisu. Talla perusteella

X(z) = AeV™ 4 Be= VM (5.36)

toteuttaa parin (5.35) alemman yhtdlon. Télle funktiolle X (x) pétee reu-
naehdot (5.33), joiden avulla saadaan ratkaisua tédsmennettyé.

A =0: Téssé tapauksessa parin (5.35) alempi yhtélo supistuu muotoon X" (z) =
0, joten X (x) = Az + B. Reunaehdoista kuitenkin seuraa, ettd X (0) =
0 < B =0, jonka jilkeen X (I) = 0 implikoi A = 0, joka johtaa trivi-
aaliratkaisuun u(z,t) = 0.
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A < 0: Merkitiin A = —w? < 0. Nyt (5.36) saa muodon
X(x) = Ae®" 4+ Be ",
Tasta padstaan reunaehtojen kautta yhtalopariin

A+B=0
Ae*! + Be™! = (.

Sijoittamalla alempaan yhtiléén B = —A, saadaan A(e“! — e™*!) = 0,
joka toteutuu vain, kun A = 0. Tamaékin vaihtoehto johtaa siis triviaa-
liratkaisuun.

A > 0: Sijoituksella A = w? > 0, saadaan funktiolle X (z) lauseke
X(r) = Ae™" 4 Be ™",

Télld kertaa reunahdoista seuraa X(0) = A+ B =0« A = —B
ja X(I) = A(e™! — e7!) = 2iAsinwl = 0, joka toteutuu silloin, kun
w=n7,neN.

Ainoa mielenkiintoinen ratkaisu saadaan siis tapauksessa A > 0, jolloin B =
—A ja siten (5.36) saa muodon

X(x) = 2iAsinwz.

Liséksi, koska w sai loputtoman méaaran mahdollisia arvoja, ei saatu ainoas-
taan yhta ratkaisua, vaan loputon jono ratkaisuja

X, (x) = 2iA,, sin @, n € N.

Aikariippuvan puoliskon ratkaiseminen on nyt helppoa. Vakio A on jo
rajattu positiiviseksi, tarkemmin \ = w? = (%)2, ja parin (5.35) ylemmaésté
yhtalosta saadaan helposti

T(t) = Ce ™M, (5.37)

Sijoitetaan vakion A arvo tahén, jolloin saadaan jélleen loputon méara ratkai-
suja T,,(t). Kaikenkaikkiaan kasassa on siis ratkaisujen u, (z,t) = X, (z)7T,(t) =

nm

2iA,,C,, sin %6_0‘(7) t jono. Koska alkuperiinen osittaisdifferentiaaliyhtilo
on lineaarinen ja homogeeninen, saadaan jalleen superpositioperiaatteen no-
jalla

s nr\2
u(z,t) = Z by, sin #e_o‘(T) ! (5.38)
n=1
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missd b, on jokin vakio. Tdhdn mennessd ei kuitenkaan olla hyodynnetty
alkuehtoa (5.31) lainkaan, joten silli saadaan ratkaisu viimeisteltyé:

u(z,0) = f(z) = i by sin @ (5.39)
n=1

Pieni ongelma on se, ettd sinifunktio ei ole jaksollinen vélilla [0, []. Tasta sel-
vitdan jilleen samanlaisella menettelylld kuin edelld. Maéritellaan funktiolle
f pariton jatko siten, etté

f(x)=—=f(—x), kun —1I1<z<0.

Mikéli f toteuttaa Dirichlet’'n ehdot vélilla (—I,1) (joka realistisessa lam-
potilajakaumassa pitdd varmasti paikkansa), voidaan funktiolle f muodos-
taa Maaritelméan 3.1.3 mukaisesti siniterminen Fourier-sarja, jonka kertoimet
saadaan kaavalla

/ fly sm—

Néiden vakioiden avulla muodostettu siniterminen Fourier-sarja suppenee ar-
voon f(x), kun —[ < x < (. Taaskaan ei loppujen lopuksi olla kiinnostuneita
siitd, mitd negatiivisen z-akselin puolella tapahtuu, vaan oleellista on se, etta
valilla [0, []

nmwx

flx /f sm—dy sinT

joten ratkaisu u on lopullisessa muodossaan, kuten viimeksikin,

l
n=2% 0 7Y g | i T (22
ZZ /f(y)sm ;- dy | sin——e : (5.40)
- 0

missd 0 < x <l[ljat>0.

Ratkaisun suppenemista on syyti tarkastella vield erikseen. Tata varten
esitellaan lyhyesti Weierstrassin M -testi. Sen mukaan, jos f,, on jono joukossa
A médériteltyja funktioita ja kaikilla luvuilla z € A ja n > 1 pétee | f,(z)| <
M, ja jos lisdksi Y 2, M, on suppeneva sarja, niin y_ -, f,(z) suppenee
talloin tasaisesti.

Fourier-kertoimien jono b, on rajoitettu, joten |b,|] < M € R. Ne jopa
lahenevat nollaa, kun n — oo. Tall6in sarjaa

e nr\2
= Zun(az t) Zb sin @e o)t (5.41)
n=1
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voidaan kitevisti arvioida. Sarjan termeille nimittdin patee, kun ¢ > a > 0,
nm 2
(2, 8)| < Me=(T) @ = M,

ja > M, on suppeneva sarja. Siispd Weierstrassin M-testin mukaan (5.41)

suppenee tasaisesti, kun 0 < x < [ ja t > 0. Voidaan my06s osoittaa, et-

ta limy_,ou(x,t) = f(x), mutta se on konstikkaampaa, ja sivuutetaan tissa

yhteydessi. Lisiksi on tietysti hyvd huomata, ettd (5.41) on myos riittavin

monta kertaa differentioituva, ja myos derivoimalla saadut sarjat suppenevat
nm

tasaisesti. Aikaderivaatta sisaltid termin —a (—)2, joka kasvaa hitaammin

I
kuin e_a(%)z. Paikan toinen derivaatta antaa termin — (%)2, joten mo-
lemmille derivaatoille 16ytyy helposti dominoiva suppeneva sarja, joka takaa
tasaisen suppenemisen. |7, $s.9-12 ja ss.137-139)]

Ratkaisun luonnetta kiytanndssa on helppo hahmotella, kun aika kuluu
eteenpéin. Suurilla £:n arvoilla eksponenttitermi vie sarjan termit nopeasti
nollaan jo pienilld indeksin n arvoilla. Se on tdysin jarkevid, silla koska sau-
van pait pidetdan lampdotilassa 0°, tasoittuu koko sauvan lampdétila lopulta
nollaan asteeseen. Mielenkiintoinen kysymys on, millé tavalla ratkaisu u(z,t)
muuttuu, jos myos sauvan pait eristetdin, eikd sauvan ja ympériston vililla

tapahdu lainkaan lammonsiirtoa.

5.2.3 Té&ysin eristetty &direllinen sauva

Ongelman asettelussa tapahtuu nyt muutos reunaehtojen suhteen. Koska
lammonsiirtoa sauvan paissi ei tapahdu, on tallin reunaehtoina u,(0,t) =
u(l,t) = 0. Itse osittaisdifferentiaaliyhtélo (5.14), sekéd alkuehto (5.16) pysy-
vt samoina. Jos oletetaan, ettd u(x,t) on separoituva, ja menetelldén kuten
edelléd, saadaan ongelma muotoon

T'(t) + aXT'(t) =
X"(xz) + A\X (z)

0,
0,
missd paikan funktiolla on lauseke

X(z) = AeV™> 4+ Be V.
Reunaehtojen soveltamiseksi tutkitaan nyt paikkafunktion derivaattaa:

X'(z) = vV=A (Ae*/‘_” - Be‘\/‘_AQC) . (5.44)

A =0: Tama johtaa taas yhtalosta (5.43) suoraan yhtaloon X”(z) = 0, joten
X (z) = Az + B. Nyt kuitenkin reunaehdoista X'(0) = X'(I) = A =0
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>

>

seuraa, ettd B voi olla mielivaltainen. T&ll6in my6s yhtélosta (5.42)
seuraa, ettd T'(t) = jokin vakio. Merkitdin téssd tapauksessa ratkaisua

ilmiselvistd syistd X (z)T'(t) = 3.

< 0: Tallikin kertaa oletuksesta A = —w? < 0 pdddytiin ainoastaan trivi-
aaliratkaisuun, joten voidaan jattdaa tama vaihtoehto huomiotta.
> 0: Jos merkitdin A = w? > 0, saadaan paikkafunktion derivaatalle (5.44)

lauseke . '
X'(z) = iw (A" — Be™™") .

Edelleen reunaehdoista saadaan

X'(0) = iw(A— B) =0 A= B,
X'(I) = iwA(e™ — e =0,

missd alemmalle riville on jo sijoitettu A = B. Hyldtd4n taas vaihtoehto
A =0, joka johtaisi triviaaliratkaisuun. T&ll6in on oltava

iwA(e™! — 7 = —2wAsinwl =0
S w= n?, n €N, (5.45)

joka jilleen johtaa toivottuun ei-triviaaliratkaisuun.

Oletuksella A = w? > 0 saadaan siis A = B ja yhtélo (5.44) saa muodon
X'(z) = —2Awsinwz,
josta integroimalla saadaan

X(x) = 2Acoswz. (5.46)

nm

Sijoittamalla tahén w = =

saadaan jilleen loputon méara ratkaisuja

X, (x) =2Acos @, n € N.

Talla kertaa ei sovi unohtaa tapausta n = 0 (eli A = 0), silld sieltd saatiin
ratkaisu X (z) = 9.
Kuten edelld, sopivia funktioita yht&lon (5.42) ratkaisuiksi ovat kaikki

funktiot ,
T, (t) = Cpe (),
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T#lloin saadaan taas superpositioperiaatteen nojalla ratkaisufunktioksi u(zx, t)
kaikkien yksittaisratkaisujen lineaarikombinaatio

> nm 2
t) = % + Z a,, COS nlﬂe_o‘(T) g (5.47)
n=1

Alkuehdosta u(z,0) = f(x) saadaan tilld kertaa

Nyt olisi mukavaa, jos vakiot a,, voitaisiin laskea Fourier-kertoimien kaavalla,
ja tatd varten madritellddn funktiolle f parillinen jatko:

f(z)=f(—x), kun —[1<az<0.

Tillaiselle funktiolle f voidaan muodostaa Fourier-sarja vélilla [—1, {], mikali
f toteuttaa Dirichlet’n ehdot vélilla [0, /]. Funktion f parillisuuden seuraukse-
na saadaan Maaritelman 3.1.3 mukainen kosiniterminen Fourier-sarja, jonka
kertoimet saadaan kaavasta

l
2
n:?/f cos@dy.
0

Lopullinen ratkaisu on télla kertaa

!
1 NTLT _,(nx\2,
—7/f dy+lz /f cos—dy cos ——e (l),
0

missd 0 < x <l[jat>0.

[Imiselvin muutos aiempaan on tietenkin ratkaisufunktion muuttuminen
sinitermisestd kosinitermiseksi Fourier-sarjaksi. Téalldkin kertaa eksponentti-
termi vie sarjan termit nopeasti nollaan, kun ¢ on suuri. Sauvan lampdétila
ei kuitenkaan mene t&ll6in nollaan, vaan lim,_,. u(z,t) = 2. Kuten luvussa
3 todettiin, % on funktion keskiarvo tarkasteluvélilld. Tamé kdy hyvin yh-
teen intuitiivisen oletuksen kanssa, ettd ajan kuluessa, koska lampo ei padse

siirtyméaén sauvasta pois, se jakautuu tasaisesti koko sauvaan. |7, ss.139-141|

5.3 Muita sovelluksia

Kaytdnnon kannalta ajateltuna Fourier-sarjoja voidaan kuvata jaksollisen
funktion f jakamiseksi harmonisiin kompontentteihinsa, joilla on amplitudit
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a ja by, sekd taajuus 7. Fourier-sarjan muodostamisella saadaan siis selvi-
tettyd, minkélaisista sini- ja kosini-funktioiden amplitudeista ja taajuuksista
funktio f muodostuu, eli saadaan muodostettua amplitudi- ja taajuusspektrit
kyseiselle funktiolle. Spektrit ovat Fourier-sarjojen tapauksessa diskreettej,
ja kahden peréttiisen komponentin taajuuksien ero on Aw = @ —iE =7
Fourier-analyysin soveltaminen koko reaaliakselilla méaariteltyihin epajaksol-
lisiin funktioihin johti Fourier-muunnoksiin. Taajuuksien kannalta tama tar-
koittaa sitéd, ettd dskeinen kahden komponentin vélinen taajuusero Aw su-
pistuu darettomaéan pieneksi. Tall6in ‘ero’ kahden perattiisen taajuuden va-
lilla on dw ja taajuusspektristd, kuin myos amplitudispektristé, tulee siten
jatkuva.

Fourier-sarjoille ja -muunnoksille 16ytyy molemmille omat kiyttotarpeen-
sa. Luontevinta on kiyttda Fourier-sarjoja, kun tarkasteltava funktio on jak-
sollinen, ja Fourier-muunnoksia, kun funktio ei ole jaksollinen, ja haviaa &a-
rettOmyydessa.

Eri aloilla suureella y ja sen muuttumisella ajan suhteen, y(t), kuvataan
eri asioita. Signaalinkésittelyssd y kuvaa usein jéannitetta tai virtaa, ja funk-
tiota y(¢) kutsutaan signaaliksi. Fourier-sarjat tarjoavat tehokkaan keinon
esimerkiksi suodinten kasittelyyn, jotka blokkaavat tai padstavit tietyn ra-
jan ylittavid taajuuksia. Signaalin Fourier-analysointi taajuuskomponenttei-
hinsa on yksinkertainen tapa ndhdé, mitkd komponentit padsevat lapi, ja
miltd ulostulosignaali talloin ndyttaéd. Toisaalta taas jos systeemin syotetaian
signaali z(t), saadaan ulostulona signaali y(t) = h(t) * z(t), joka siis voidaan
laskea systeemin impulssivasteen ja sisdantulosignaalin konvoluutiona. Las-
ku on usein helpompi suorittaa Fourier-muunnosten avulla taajuustasossa,
ja palata sen jilkeen kddnteismuunnoksella aikatasoon.

Optiikassa y(t) kuvaa oskilloivaa sihkokenttdd, joka on olemassa jokai-
sessa pisteessi, mista valo kulkee. Monokromaattisen valon tapauksessa suu-
re y viardhtelee harmonisesti, kun taas eri aallonpituuksista koostuva siteily
synnyttaa epaharmonista viarahtelya. Funktion y(¢) Fourier-analyysi on ma-
temaattinen vastine sille, ettd valon eri aallonpituudet erotellaan toisistaan
ja muodostetaan virispektri, joka fysikaalisesti tapahtuisi prisman avulla.
Sanan spektri kdytto Fourier-analyysissa on periytynyt juuri optiikan termis-
tosta.

Akustiikassa y(t) kuvaa painetta, joka vaihtelee aina sielld, missa déniaal-
to etenee. Harmonisesti véirdhtelevd y(f) vastaa puhdasta sivelti, ja epdhar-
monista virdhtelyd vastaavan ddnen Fourier-analysointi on matemaattinen
vastine danen jakamiselle puhtaisiin siveliin.

Sovelluksia loytyy myos tutkittaessa muita aaltoja, kuten seismiset aallot,
aallot vedessi, radioaallot ja kvanttimekaaniset aallot.

Lisaa sovelluksia 16ytyy, kun korvataan aikamuuttuja ¢ tilamuuttujalla z,
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jolloin myos taajuus korvautuu paikkataajuudella tai aaltoluvulle v. Tutkit-
taessa valon diffraktiota yhdensuuntaisista raoista, voidaan rakosysteemille
muodostaa lapaisyfunktio t(x), jonka Fourier-analysointi antaa lahtokohdan
diffraktoituneen valon intensiteettijakauman laskemiseksi. [3, ss. 9-10]
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