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1 Johdanto

Téassé tyossd tutkitaan konservatiivisten mekaanisten systeemien tasapai-
nopisteita. Tarkasteltavia systeemeja ovat heiluri ja kaksoisheiluri. Liséksi
tutkitaan tapausta, jossa massapiste on pakotettu liikkumaan mielivaltaisel-
la kayralla tasossa.

Tutkielman toisessa luvussa esitetdan keskeisid madritelmia ja tuloksia liit-
tyen differentiaaliyhtaloryhmiin. Luvun keskeisia késitteitd ovat tasapaino-
piste, linearisointi ja stabiilisuus.

Kolmannessa luvussa kasitelladn variaatiolaskentaa. Témén luvun padpai-
no on funktionaalissa ja sen &ériarvoissa. Havaitaan, ettd funktionaali saa
adriarvon kun ns. Fuler-Lagrangen yhtalo toteutuu.

Tutkielman neljannen luvun yksi keskeisimmistéa késitteistda on Hamiltonin
periaate. Yhdistamaélla kolmannessa luvussa johdettu Euler-Lagrangen yhté-
16 ja Hamiltonin periaate, voidaan johtaa systeemin Lagrangen liikeyht&lot.
Talloin saadaan muodostettua systeemeille liikeyhtédlot ja pystytdén teke-
madn stabiilisuustarkastelut halutuille systeemeille. Analysointiin kiytetaan
Jacobin matriisin ominaisarvoja ja niihin liittyvia tuloksia, sekd Liapunovin
lausetta.



2 Differentiaaliyhtaloiden teoriaa

2.1 Johdantoa differentiaaliyhtiloiden teoriaan

Esitetdan seuraavassa tarvittavat tarvittavia tietoja differentiaaliyhtéloista
ja differentiaaliyhtéloryhmisté. Differentiaaliyhtaloryhmét ovat ajan mukaan
muuttuvia systeemejé ja tastd edespain pidetddn tunnettuna merkinnat

. de . . d’z
T=—jai=—.
dat P

2.2 Differentiaaliyhtaloryhma

Differentiaaliyhtdléryhmd on toisiinsa liittyvien differentiaaliyhtéléiden ko-
koelma. Esimerkiksi ensimmaéisen kertaluvun normaalimuotoinen systeemi,
joka siséltad n kappaletta yhtéloitd on muotoa

= filt,z1, 29, ..., 1)

I,Q - f2(t7x17x27 71:71)

zl = fu(t,x1, 29, ..., Ty).

Funktiot f; ovat reaaliarvoisia funktioita, jotka sisdltavat n 4+ 1 muuttujaa:
T1,T, ..., T, ja t. Oletetaan lisiksi, ettd f € C°°(Q), missd Q C R kai-
killa k£ = 1,2, ....,n. Tadma tarkoittaa sité, ettd jokaisella funktiolla f; kaikki
osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia.

Merkitsemilld X = (1,29, ..., 7,)T, voidaan systeemi kirjoittaa muodossa
X' =F(t,X),
missa
fl(t, L1y eeny ZL‘n)
F(t,X)= :
fn(ta L1y eeny xn)

Systeemin sanotaan olevan autonominen, jos mikdan funktiosta fj ei riipu
muuttujasta t. Talloin systeemi yksinkertaistuu muotoon X’ = F(X). |8,
ss21-22]



Maaritelma 2.2.1. Jos on olemassa vektori v, jolle F'(v) = 0, sanotaan etté
v on systeemin tasapainopiste. |8, s22|

2.3 Jacobin matriisi

Joissakin tapauksissa epélineaarisen systeemin tasapainopisteiden luonne voi-
daan selvittda linearisoimalla systeemi ja tarkastella Jacobin matrsiisin omi-
naisarvoja.

Maaritelma 2.3.1. Olkoot f = (fi,..., fn) € R™ ja p € R™. Funktion f
Jacobin matriist pisteessd p on

8hp) ... %L(p)
Df(p) = : :
ehp) ... Zx(p)

Olkoon p systeemin tasapainopiste ja tehddan pisteeseen pieni liséys h. Téal-
16in Taylorin nojalla

f(p+h) = f(p) + Df(p)h+e(h)||h||> ~ Df(p)h,

missé lim. 0 e(h) = 0. Tietyissé tapauksissa riittdvin pienessé tasapainopis-
teen ymparistossé linearisoitu systeemi antaa tietoa alkuperiisen systeemin
tasapainopisteen laadusta. [1, ss68-69|

Esimerkki 2.3.2. Tarkastellaan epélineaarista autonomista systeemia

7| = By + x1(sin’ 2y — B

= —29

/
1
/
Ty

missi 3 € R. Merkitiin X = (21, zo)T. Talldin linearisoitu systeemi on
x=ofox= (g % )x
josta edelleen saadaan

SU/1 = B,



2.4 Systeemien stabiilisuuksista
Kun systeemin tasapainopisteet voidaan méarittda, ne voidaan jaotella niiden
luonteen mukaisesti seuraavalla tavalla:

Maéritelma 2.4.1. Olkoon v € R" systeemin X' = F(X) tasapainopiste.

a) Systeemin tasapainopisteen sanotaan olevan Liapunov stabiili, jos jo-
kaista e > 0 vastaa ¢ > 0 siten, ettd || X (to) —v|| < 0 = || X(t)—v|| < e

kaikilla ¢ > t.

b) Systeemin asapainopisteen sanotaan olevan asymptoottisesti stabiili, jos
se on stabiili ja X (t) — v, kun t — 0.

c) Jos systeemin tasapainopiste ei ole stabiili, se on epdstabiili. [3][s84]

Kahden ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélon muodostaman systee-
min tapauksessa stabiilisuuksia voidaan hyvin havainnolistaa seuraavan ku-

van avulla:

~
T R

Stabiili
—————— Epastabiili

Kuva 1: Stabiili, asymptoottisesti stabiili ja epéstabiili kiyttéytyminen.



Suora madritelméan kiyttdminen tasapainopisteanalyysissé on erittéin tyolés-
td. Taman takia esitetddn seuraavat lauseet, jotka edellyttavét vain Jacobin
matriisin ominaisarvojen tutkimisen.

Lause 2.4.2. Olkoon v systeemin X' = F(X) tasapainopiste. Jos Jacobin
matrisin kaikkien ominaisarvojen reaaliosat ovat aidosti negatiivisia, v on
asymptoottisesti stabiili. Jos vahintddn yhden ominaisarvon reaaliosa on ai-
dosti positiivinen, v on epdstabiili. [8][s299]

Lause 2.4.3. Olkoon v systeemin X' = F(X) tasapainopiste ja X' = Fr(X)
tatd vastaava linearisoitu systeemi. Tdlloin jos linearisoidun systeemin tasa-

painopiste on (stabiili) keskus, alkuperdisen systeemin tasapainopiste on joko
(stabiili) keskus tai (stabiili tai epdstabiili) fokus. [6][s521]

Huomautus 2.4.4. Téssa tyossa ei keskityta niinkédén tasapainopisteiden tar-
kempaan luokitteluun, vaan siithen ovatko ne stabiileja vai epastabiileja. Tar-
kempi tasapainopisteiden luokittelu 16ytyy esimerkiksi kirjasta [6][ss501-515].



3 Variaatiolaskennan menetelmista

3.1 Johdantoa variaatiolaskentaan

Variaatiolaskennan voidaan katsoa alkaneen Jacques (Jacob) Bernoullin vuon-
na 1696 esittdmastd brachistochronongelmasta. Sana brachistos tarkoittaa
lyhyinté ja sana chronos viittaa aikaan. Siind ongelmana on 16ytéi tason R?
kdyra, jota pitkin massapiste liikkuu painovoimakentéssa kitkatta annetusta
alkupisteesta loppupisteeseen mahdollisimman lyhyessé ajassa.

Valitaan koordinaatisto siten, ettd z-akseli osoittaa vaakasuorassa oikealle
ja y-akseli pystysuunnassa alaspain.

€

Ta

oy

Kuva 2: Brachistochronongelma.

Merkitaédn kiyrdan alkupistettd x; ja loppupistetté xo. Oletetaan liséksi, etté
kiyran y-koordinaatti on yksikésitteinen jatkuvasti derivoituva muuttujan x
funktio ja merkitddn y = y(z), kun z; < z < x,.

Nyt voidaan kirjoittaa

Lo Lo
/ML —mgys = gmu” —mgy, (3.1)
missé ¢ on putoamiskiihtyvyys ja m on massapisteen massa. Nyt kaavasta

(3.1) saadaan

v=\/0%+2g<y—y1)=\/@ y—C,



missd C' = y; — %. Olkoon nyt t ajanhetki, jolloin massapiste liikkuessaan
pitkin kiyrad y(z) on pisteessi (z,y). Télloin pétee
ds
V= —. 3.2
o (3.2)
Edelleen kéyttéen infinitesimaalisia merkint6ja voidaan pisteessi (x,y) kir-
joittaa.

ds = \/dz? + dy? = \/1 + 3/ (z)2dx.

Talloin kaavoista (3.1) ja (3.2) seuraa, etté massapisteen k'ayttéiméi aika sen
siirtyessé pitkin kiyrad y(x) pisteesta (z1,y;) pisteeseen (zg,ys) on

(51327742 /2
- (xlvyl) . v

Brachistochronongelman ratkaiseminen edellyttdé nyt sellaisen funktion y(z)
konstruoimista, joka minimoi integraalin (3.3). Ratkaisun ongelmalle on ai-
kanaan esittédnyt Jacques Bernoulli, sekd hénen veljensé Jean (Johann) Ber-
noulli. My6s Isaac Newton ja Gottfried W. Leibniz ovat aikanaan esittédneet

oman ratkaisunsa probleemaan. Ratkaisu kyseiseen ongelmaan 16ytyy esimer-
kiksi kirjasta [7][ss212-214]. [7][ss195-197|

3.2 Funktionaalin ensimmainen variaatio

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka voidaan mitata funktioiden pituuksia ja nii-
den vilisia etaisyyksia. Maaritelladn ensin funktioavaruuden normi ja met-
riikka.

Maaritelma 3.2.1. Funktiota || - || : X — R sanotaan funktioavaruuden X
normiksi, jos pétee

a) [|fl| > 0 kaikille f € X,

b) ||f|| = 0 jos ja vain jos f =0,

o) ltfIl =t ||f]| kaikilla f € X jat € R,
)

A) |If + gl < |If1l + llg]| kaikilla f, g € X. [15][ss165-166]



Maaritelma 3.2.2. Olkoon f,g € X. Jos pétee
M1) d(f,g) = 0 jos ja vain jos f = g,

M2) d(f,g) = d(g, f) kaikilla f,g € X,

M3) d(f,g) < d(f,h)+d(h,g) kaikilla f,g,h € X,

niin sanotaan, ettd d on metriikka. Paria (X, d) sanotaan metriseksi avaruu-
deksi. |5][s13]

Maaritelma 3.2.3. Maaritellaan funktioluokka

S = {y € C*lxg, 21] : y(x0) = yo ja y(x1) = 11}

varustettuna metriikalla d(y, 2) = Sup,e(zy o {1y —2[loo T[4 = 2'||c }- Tll6in
(S,d) on metrinen avaruus.

Maaritelma 3.2.4. Maaritelladn funktioluokka
H = {n € C?[xg, 1] : n(xo) = n(x1) = 0}

varustettuna normilla ||z|| = supxe[xom]{HxHoo + ||| |00 }- Tall6In (H, || - |])
on normiavaruus.

Maaritelma 3.2.5. Funktiota
J(y) =/ flz,y,y)d,
o

missd J : X — R, sanotaan funktionaaliksi. Muutujan = sanotaan olevan
rippumaton muuttuja ja y sanotaan olevan rippuva muuttuja.

Maaritelma 3.2.6. Olkoot J : X — R funktionaali maéritelty metrisessa-
avaruudessa (X, || - ||) ja S C X.

a) Funktio f € S antaa integraalille J lokaalin maksimin jos on olemassa
e > 0 siten, ettd J(y*)—J(y) < 0 kaikilla y* € S joille patee ||y*—y|| < e

b) Funktio f € S antaa integraalille J lokaalin minimin, jos talloin —J
on lokaali maksimi. [4][s28|

Edella esitettyd funktiota y* € S sanotaan alkuperdisen funktion y hdirioks:.
Erityisesti, jos y* € S ja ||y* — y|| < &, niin talléin on olemassa n € X siten,
etta

Yy =y+en (3.4)

8



(T1,51 +€)

(l’l ) yl)

(0,90 +¢€) (x1,51 —¢€)

(70, 90)

(w0,90 — €)

\

Kuva 3: Funktion y hairio.

Olkoot J : C?[xg, z1] — R ja funktiolla f toisen kertaluvun osittaisderivaatat
ovat olemassa ja jatkuvia. Tutkitaan milloin funktionaali

J(y) = / " ey, (3.5)

saavuttaa ddriarvon.

Oletetaan, ettd y antaa funktionaalille J &&riarvon joukossa S. Oletetaan
lisdksi, ettd kysymys on lokaalista maksimista. T&ll6in on olemassa ¢ > 0
siten, ettd J(y*) — J(y) < 0 kaikilla y* € S joille pétee ||y* — y|| < e. Talloin
jokaista y* € S vastaa n € H siten, ettd y* = y + en, ja pienelle € voidaan
kirjoittaa Taylorin kehitelméa

flz,y" (y")) = fle,y+y+eny +en)

_ , of
—f(x7y,y)+€{na—y+n

of

a—y,} + O(&?).



1 1

J(y") = J(y) = fl,y™, (v*))de — | f(z,y,y)dx

o zo

:/m{(f(x,y,y’)Jra{nach+n§5}+0( )) —f(:c,y,y’)}da:

_ 8/561 (nﬁ_f +77/af>d33'+0(52)
=e8J(n,y) + O(?), (3.6)

missi O(g?) = ke?, k € R on vakio. Vakio on olemassa, silld y, y* € C?[x, z1].
Nyt jakamalla yhtélo (3.6) puolittain luvulla €, saadaan

J(y +en) — J(y)

=0J(n,y) + ke. (3.7)

Nyt ottamalla puolittain raja-arvo lim._ o yhtélosta (3.7), saadaan

lim J(y+en) —J(y)
e—0 g

=dJ(n,y).

Saatu lauseke on analoginen raja-arvon maééritelmén kanssa ja lausekkeen
voidaankin ajatella kuvaavan suunnattua derivaattaa pisteesséd y funktion en
suuntaan.

Suuretta
S of | 0f
5J(n.y) = ( ) 3.8
(n,y) /m "5y +77a (3.8)
sanotaan funktionaalin J ensimmdiseksi variaatioksi. Selvasti, jos n € H
niin myés —n € H ja —6J(n,y) = —dJ(—n,y). Riittdvan pienelle ¢ > 0

ensimmaéinen variaatio maarittdéd lausekkeen J(y*) — J(y) merkin, paitsi jos
dJ(n,y) = 0 kaikilla n € H. Ehto, ettd J(y) saavuttaa lokaalin maksimin
joukossa S, on kuitenkin se ettd J(y*) — J(y) ei vaihda merkkid milld&n
y* € S, joille ||y* — y|| < e. Siis, jos J(y) on lokaali maksimi niin

6J(n,y) = /IO (ngi - n’az{)dx 0. (3.9)

Olemme osoittaneet, ettd jos y € S antaa funktionaalille J &ariarvon, yhté-
16n (3.9) tulee toteutua. Kédnteinen implikaatio ei kuitenkaan pade: se, etta
yhtélo (3.9) toteutuu, ei valttdmattd takaa sitd ettd y antaa funktionaalille

10



J lokaalin dariarvon.

Jos y toteutaa yhtdlon (3.9) kaikilla n € H, sanotaan ettd J(y) on sta-
tionaarinen. Funktiota y sanotaan funktionaalin ekstremaaliksi (vaikkakaan
se el antaisi lokaalia ddarvoa funktionaalille). [4][ss28-30]

Huomautus 3.2.7. Ensimmaéisen variaation merkinté 0.J(y) voidaan myo6s kir-
joittaa 0 f;}l f(z,y,y")dz. Talloin ehto (3.9) voidaan kirjoittaa muodossa

5/:1 (ng—z - n’%)dw = 0.

3.3 Eulerin yhtalo

Tarkastellaan vield yhtdlod (3.9). Osittaisintegroidaan yhtéloa, jolloin saa-

daan
9 T ,8
5J(n,y)=/ na—idm+/ 'rza—yf,d:ﬁ
xo o
[T of af 1= g of
_/xo na—ydx+ na_yl 2 _/IO n%<a—y>d$‘
——
=0, silla ne H
[ odf  dof B
Nyt

of d /of

___(_)_ﬁ_ o*f  of ,  of ,
oy dx\dy') Oy 0xdy  Oydy Y oy'oy’

Y

ja koska f € C?, nihdidin ettd mille tahansa y € C?[xg, x| funktio E :
[xg, 1] — R, missi

on jatkuva valilla [xg, x1]. [4][ss28-31]

11



Lause 3.3.1. Olkoon J : C*[zg,x1] — R funktionaali muotoa

/ f(z,y,9)d

missi f € C? ja 9 < x1. Josy € S antaa funktionaalille J ekstremaalin,
nimn

of d /of

L () = 3.11
Jdy dx <6y’> ( )

kaikille x € [xg,z1]. Yhtdloa (3.11) sanotaan Eulerin yhtaldksi. [4][s33]

3.4 Eulerin yhtalon toinen muoto

Tarkastellaan vield yhtaloa (3.10). Joskus on tarpeen kdyttad toista muotoa
Eulerin yhtalosta. Merkitdan ensin

dy d /
% - %f(xa Y,y )
0 of d dy’
_of  Ofdy  Of dy
Jdr Oydx 0Oy Ox
of ., of  ,0f
=y 2 12
8x+y8y+y oy’ (3.12)
Nyt
,Of ,O0f |, dof
( 8y) y@y’+ydx3y”
johon sijoittamalla yhtalosta (3.12) y"(0f/0y') suhteen ratkaistuna saadaan
d¢,0fy _dy of 0f ,dof
R R

y@y’ %_%_yay ydx@y’

Téten voidaan kirjoittaa

of d(f— 8f>:0

ox

Té&ta niin sanottua Eulerin yhtalon toista muotoa voidaan kayttda tapauk-
sissa joissa f ei riipu eksplisiittisesti muuttujasta = ja 0f /0x = 0. Talloin

(3.13)

f— y'g—; = vakio.
[13][s180]

12



3.5 Useiden riippuvien muuttujien funktiot

Edella esitettyd Eulerin yhtéaloa voidaan kiyttaéd tapauksessa, jossa etsitddan
yhté funktiota y(x), jotta funktionaali saavuttaisi dériarvon. Usein kuitenkin

f on useamman muuttujan funktio:
f = f(yla y/17 Y2, ?Jé» ce .’L’),

tai yksinkertaisemmin

f:f(ylayiax) i:1727"'7n'
Télloin yhtélo (3.11) voidaan kirjoittaa yleisemmin muodossa
aof d of .
————=0 =1,2,....n. 3.14
ayl d:)j ay; ? ) Y 7n ( )

[13][s82]

Esimerkki 3.5.1. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tasossa R? lyhyin etiisyys
origosta pisteseen (zg,yo) on pitkin suoraa viivaa. Merkitddn etdisyytté kir-
jaimella s, jolloin infinitesimaalisen pieni muutos matkassa on ds.

(w0, yo)

ds

Kuva 4: Origon ja pisteen (g, yo) vélinen etéisyys.

13



Talloin péatee

(z0,y0)
s = / ds. (3.15)
(

0,0)

Edelleen ds = \/dx? 4 dy? ja yhtélo (3.15) voidaan kirjoittaa muodossa

s= [ VT
:/ 1+<Z—z>2da:
:/Ox\/T(y’)?da:.

Merkitédén f = /1 + (v')2, jolloin péadstaan kiyttaméaan Eulerin yhtaloa. Nyt
df /0y = 0, joten yhtdlo sievenee muotoon

Lo

ja 0f /0y = a, missd a € R. Téten
of 1

—_ e ,: a’
o JIrwr

josta edelleen voidaan ratkaista

J =TT P

Korottamalla tdmé& puolittain toiseen potenssiin, saadaan
(v)* =a’(1+ ()"

ja voidaan kirjoittaa

(y')? =1,

T 1-a?
missa b € R. Nyt ¢/ = % = b ja y = bx + c¢. Huomioimalla integrointirajat

0,0) — (xg,y0), saadaan lopulta y = 22, joka on pisteen (xg,yo) kautta
o
kulkeva suora. [12][ss3-4]

14



4 Konservatiiviset systeemit

4.1 Johdantoa konservatiivisiin systeemeihin

Luonnossa mikadn systeemi ei ole taysin konservatiivinen. Kuitenkin jois-
sakin tapauksissa tutkittaessa reaalimaailman systeemid on riittavaa tutkia
vastaavaa konservatiivista systeemia, silld siitd saadaan riittavasti tietoa.

Paljon tutkittu konservatiivinen systeemi on rajoitettu kolmen kappaleen on-
gelma. Siina kaksi massiivista kappaletta kiertda toisiaan pitkin ympyrarato-
ja ja kolmas, ldhes massaton kappale, liikkuu niiden kanssa samassa tasossa.
Tehtédvané on télloin laskea kolmannen kappaleen rata. Osoittautuu, etté ra-
dalla ei 16ydy mitaan aarellista lauseketta.

Ehkéapa mielenkiintoisin erikoisratkaisu ongelmaan on tutkia systeemin Lag-
rangen pisteitd. Naissa pisteissd kolmas kappale voi pysya levossa suurien
massojen suhteen. Kolme Lagrangen pistetta sijaitsee samalla suoralla suu-
rien massojen kanssa. Nama pisteet ovat epéstabiileja: jos naissd pisteissa
olevaan massaan kohdistuu hé&iriota, se pakenee pois pisteestd. Sen sijaan
kaksi muuta pistettd ovat stabiileja. Nyt puhuttaessa Jupiterin troijalaisis-
ta, puhutaankin asteroideista jotka ovat Jupiterin ja Auringon muodostaman
systeemin stabiileissa Lagrangen pisteissd. My6s muilta aurinkokunnan pla-
neetoilta on loydetty vastaavanlaisia asteroidikasaantumia. Lagrangen pistei-
den késittely téssa tutkiemassa sivuutetaan ja se l0ytyy esimerkiksi kirjasta
[10][s123]. [16] & [9][s189]

4.2 Konservatiivinen voima ja potentiaali

Painovoimakenttié voidaan pitdé lihes konservatiivisena voimakenttané. Gra-
vitaatiokentéssa hiukkasen potentiaalienergian lisdys tai vidheneminen riip-
puu vain hiukkasen korkeuden muutoksista verrattuna nollapotentiaaliin, ts.
U = mgh, missd m on hiukkasen massa, g on gravitaatiokiihtyvyys ja h
on etéisyys nollapotentiaalitasosta. Hiukkasen siirtyma reitti ei siis vaikuta
potentiaalienergian suuruuteen, ainoastaan alku- ja lopputilan etéisyys nol-
lapotentiaalitasosta. Painovoimakenttd on approksimaatio Newtonin gravi-

taatiovoimasta
mi1me
F=G

||7‘1—7”2||2’

missd G on gravitaatiovakio, m; ja msy ovat kappaleiden massat, seké ||ry —7s|
kappaleiden vélinen etaisyys.
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Maaritelma 4.2.1. Olkoon A C R”. Jos joukko A on avoin ja yhtené&inen,
sitd sanotaan alueeksi. [11][s60,s77]

Maaritelma 4.2.2. Olkoot A C R™ alue ja F': A — R"™. Voimaa F' sanotaan
konservatitviseksi, jos patee

%F-drzo. (4.1)
c

Huomautus 4.2.3. Merkinta j;c F' - dr tarkoittaa integrointia pitkin suljettua
polkua C.

Lause 4.2.4. Olkoot A C R" alue ja F : A — R"™ jatkuva. Tdlldin olemassa
differentioituva funktio U : A — R siten, ettd ' = —VU jos ja vain jos

]{F~dr:0
c

kaikille suljetuille poluille C'. Funktiota U sanotaan funktion F potentiaaliksi.
[2][s69]

Todistus. (=>) Osoitetaan ensin funktion F' kdyrdintegraalin tiesté riippu-
mattomuus. Tasta seuraa se, ettd suljettu polkuintegraali pitkin siledd kayraa
on nolla.

Olkoon F pisteesta r, pisteeseen 1, kulkeva siled suunnistettu kaari. Olkoon
liséksi 7 : [ — R™ missd [ = {t : a <t < b}, sen jatkuvasti derivoituva
parametriesitys. Téalloin voidaan kirjoittaa

/EF dr = /abF(r(t)) o (#)dt

_ _/ (U or)(8)dt = U(r(a)) — U(r(®))
— U(a) - U(b)

Il
|
m\.>
o
I
—~
=
—~
~
S—
S—
<
—~
—
N—
QL
=

Téaten funktion F' kdyraintegraali riippuu vain polun F loppu- ja alkupisteisté
ja on taten tiestd riippumaton. Vastaavasti on olemassa polku D, joka kulkee
pisteesta r, pisteeseen r, ja talldin pétee

/F-dr:/ F -dr
E -D
/F-dr—l—/F-dr:O
E D

74 F-dr=20

EUD
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ja vaite seuraa.

(<=) Todistetaan tapaus avaruudessa R?. Muissa dimensioissa todistus me-
nee samalla tavalla. Oletetaan, ettd pétee fCF - dr = 0. Télloin funktion
F kdyraintegraalit ovat tiestd riippumattomia. Olkoot nyt U : A — R ja
ro € A. Asetetaan

Wﬂ:LFdn

missd C' on paloittain siled tie kiintedsté pisteesta ry pisteeseen r. Nyt on siis
osoitettava, etta

DxU - fl
DyU = f2
DZU = f3

Muodostetetaan erotusosaméara ja muokataan sita:

U(r+hih)—U(7“) :%(/HhiF.dr—/rF-dr)

To To

1 r+hi
= E/r F . d'f’,

missé integrointi suoritetaan pitkin janaa valitsemalla r(t) = r + ¢i, missé
t € [0,h]. Nyt r/(t) =i ja saadaan

%/; 1F Sdr = %fl(r(t))dt = fi(r(t1)),

missé 0 < ¢; < h. Siis on olemassa

oU . U(r+hi)—U(r)
oz (") = lim h

= fi(r)

ja osittaisderivaatta 92 (r) on jatkuva silld u; on jatkuva.

Vastaavalla tavalla saadaan osoitettua 22 (r) ja 2Z2(r) jatkuviksi. Néin ol-
y z

len viite seuraa. [11][ss181-183] O
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Yhtalo (4.1) tarkoittaa siis, ettd polkuintegraali kahden pisteen A ja B vililla
on siis polusta riippumaton. Téll6in voidaan kirjoittaa

/ F-dr=0.
ACBDA

/ F-dr:—/ F-dr:/ F-dr. (4.2)
ACB BDA ADB

Fysikaalisesti ajatellen, tyo joka tehd&dén siirryttiessa pisteestd A pisteeseen
B on siis tiesta riippumaton ja tehty tyo pitkin suljettua polkua on nolla.
Siis, tehty tyo riippuu vain alkupisteestd A ja loppupisteestd B. Téaten

Téaten

B
Voiman tekemé ty6 = / F-dr=U(A) - U(B).
A
Tama onkin syy siihen, miksi kyseistd voimaa sanotaan konservatiiviseksi:
englanniksi konservatiivinen voima on conservative force ja energian sailymi-
nen on conservation of energy.

A

Kuva 5: Konservatiivisessa voimakentéssa tehty tyo on tiestd riippumaton.

Maaritelma 4.2.5. Systeemi on konservatiivinen, mikali sen kokonaisener-
gia sdilyy koko ajan vakiona.

Konservatiivisessa systeemissé systeemin tekemé tyod on siis polusta riippu-
maton ja riippuu vain alku- ja loppupisteisté. [2][ss69-71] & [11][ss180-183]
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4.3 Hamiltonin periaate

Kaikenlaisilla minimoinnin periaatteilla on fysiikassa pitkd historia. Tamaén
suuntainen tutkimus ja tarkastelu on lopulta padtynyt huomioon siitd, etté
luonnossa kaikki (lahes poikkeuksetta) minimoituu fysikaalisissa prosesseissa.
Seuraavassa kasitellddn Hamiltonin periaatetta, jonka avulla voidaan johtaa
systeemille niin sanotut Lagrangen liikeyhtalot.

Hamiltonin periaate:

"Of all the possible paths along which a dynamical system may
move from one point to another within a specific time interval
(consistent with any constraints), the actual path followed is that
which minimizes the time integral of the difference between the
kinetic and potential energies. "|13][s192]

Variaatiolaskennan merkinnéin tdmé voidaan kirjoittaa muodossa

5/?T—mﬁ:a (4.3)

t1

Huomioitavaa on, ettd yhtélo (4.3) vaatii integrandin T'— U olevan &ériarvo,
ei valttaméatta minimi. Kuitenkin ldhes kaikissa tarkeissa sovelluksissa kysee-
seen tulee minimi.

Hiukkasen kineettinen energia suorakulmaisessa koordinaatistossa on vain
Z;:n funktio ja jos se liikkuu konservatiivisessa voimakentéissé, potentiaalie-
nergia on vain z;:n funktio:

T=T@) U=U(w)

Maaritelma 4.3.1. Lauseketta L = T — U = L(x;, 7;) sanotaan hiukkasen
Lagrangen funktioksi.

Nyt (4.3) saadaan muotoon

to
t1
josta edelleen kayttdmalld luvun 3 merkintoja saadaan

19



Tehddidn muunnokset

T —t
Yi = T
Yi = @
f((lf, Yi, y;) - L<x27 xl)a
jolloin saadaan
oL doL
Yhtaloita (4.4) sanotaan hiukkasen Lagrangen liikeyhtdldiksi. [13][ss190-193|

0, i=12,.,n (4.4)

4.4 Systeemin vapausasteet ja sidokset

Tarkasteltaessa n hiukkasen systeemis avaruudessa R3, jokaisen hiukkasen
paikkaa tarvitaan kuvaamaan kolme suuretta. Mikéli jotkut naistd n hiuk-
kasesta ovat sidoksissa toisiinsa, nama 3n suuretta eivit ole enda toisistaan
riippumattomia. Itseasiassa, jos néitd hiukkasia sitoo m yhtéloa (eli sidos-
ehtoa), 3n — m koordinaattia on toisistaan riippumattomia. On luontevaa
olettaa, ettd kaikki sidosehdot ovat toisistaan riippumattomia. Téalloin sano-
taan, ettd systeemilld on 3n — m vapausastetta.

Systeemin téydellisen tilan madrittamiseen riittda 16ytdda s = 3n — m kap-
paletta mitd tahansa riippumatonta suuretta. Suureita, jotka maéaérittelevéit
systeemin tilan taydellisesti sanotaan yleistetyiks:t koordinaateiksi, ja niiden
joukkoa merkitdén ¢; = {q1,q2,...,¢n}. Systeemilld on itseasiassa &éreton
maéaara yleistettyja koordinaatteja.

Maaritelladn yleistetty nopeus yleistettyjen koordinaattien ensimméisené ai-
kaderivaattana ja merkitddn niiden joukkoa ¢; = {qi,¢2,...,¢,}. Nyt niin
sanotut yleiset muunnosyhtéalot ovat muotoa

Tai = xa,i(ta q])
:ta,i = :ta,i(ta qj, q.j))

missi  =1,2,....,n;1=1,2,3jaj =1,2,...,s. Kdyttéen yleistettyja koordi-
naatteja voidaan muunnosyhtalot kirjoittaa nyt muodossa



Siis nyt on olemassa m = 3n — s kappaletta sidosehtoja muotoa
fr = fe(t, Tai), kE=1,2,...m (4.5)
Yleisen tapauksen mielessa voidaan tarkastella tilannetta, jossa
a) systeemi on n-ulotteisessa avaruudessa,
b) systeemissd on m kappaletta hiukkasia, ja
c) systeemissd on k kappaletta sidosehtoja.

Nyt vaaditaan s = nm — k yleistettya koordinaattia, jotta systeemin tila
voidaan ilmoittaa téaydellisesti. Talloin systeemin tila voidaan esittdd hiuk-
kasittain s-ulotteisessa konfiguraatioavaruudessa. Jokaista dimensiota vastaa
talloin yksi yleistetyistd koordinaateista g;.

Konfiguraatioavaruudesta voidaan aina tehd& hiukkasittain muunnoskuvauk-
set g; - S — R", joilla konfiguraatioavaruuden kiyra C': [t,ts] — S voidaan
kuvata alkuperéiseen avaruuteen. Esimerkissa 4.5.3 esitetdan kaksoisheilurin
muunnoskuvaukset ja tutkitaan konfiguraatioavaruuden kuvautumista tar-
kemmin.

RS

RTL

95(@1(t); -+, 4;(1))

Kuva 6: Muunnoskuvaus yleisessa tapauksessa
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Konfiguraatioavaruuden kiyra kuvaa systeemin liiketta: jokainen kdyrén piste
madrittelee systeemin konfiguraation kullakin ajanhetkelld. Jokaisen pisteen
kautta kulkee siis ddreton maaré erilaisia kiyria esittéden systeemin mahdol-
lisia liikkeité; jokaista kiyrdd vastaa jokin alkuehto. Voidaan puhua systee-
min polusta kun se liikkuu konfiguraatioavaruudessa, mutta taté ei saa se-
koittaa hiukkasten liikkeeseen alkuperiisessé n-dimensioisessa avaruudessa.
[13][ss194-196]

4.5 Lagrangen liikeyhtalot yleistetyissa koordinaateissa

Hamiltonin periaate voidaan nyt kiyttden yleistettyja koordinaatteja muo-
toilla uudelleen muotoon:

"Of all the possible paths along which a dynamical system may
move from one point to another in configuration space within a
specified time interval, the actual path followed is that which mi-
nimizes the time integral of the Lagrangian function for the sys-
tem." [13][s197]

Lagrangen funktio on méaritelty kineettisen ja potentiaalienergian erotukse-
na. Energia on skalaarisuure ja tdten Lagrangen funktio on skalaarifunktio.
Télloin siis Lagrangen funktion téytyy olla invariantti koordinaattimuunnos-
ten suhteen. Riittda ettd Lagrangen funktio koko systeemille maaritellasan ki-
neettisen ja potentiaalienergian erotuksena, talloin voidaan kayttaa erilaisia
yleistettyja koordinaatteja. Téaten voidaan kirjoittaa

L = T(il'j'om;) — U($a,i)
= T(t7 4y, q]) - U(t, Qj)
= L(t7qj'?qj)

Talloin Hamiltonin periaate voidaan kirjoittaa muodossa

to
5 [ Lty i =0, (4.6)
t1
Tehdaan muunnokset
r—t
Yi — G5
Yy — 4

f(xaywy;) - L(t,Qj,ij)
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jolloin saadaan

gr 8% oy, =12, . (4.7)

Yhtalot (4.7) ovat systeemin Lagrangen liikeyhtilot. Nyt s Lagrangen lii-
keyhtaloa, yhdessa k sidosehdon ja alkuehtojen kanssa, méaarda taydellisesti
systeemin liikkeen. Lagrangen liikeyhtalot vaativat, etta

1) Systeemiin vaikuttavat voimat tulee voida johtaa suoraan potentiaalis-
ta.

2) Sidosehtojen tulee yhdistdd hiukkasen koordinaatit ja ne voivat olla
myo6s ajan funktioita. Niiden tulee olla yhtélon (4.5) muotoa.

Jos sidosehdot ovat ehdon 2) mukaisia, niitd sanotaan holonomisiksi sidok-
siksi. Jos taasen sidosehdot eivit eksplisiittisesti sisilld aikaa, niitd sanotaan
"fiksatuiksi" tai ei-holonomisiksi sidosehdoiksi. [13][ss197-198|

Esimerkki 4.5.1 (Heiluri). Tarkastellaan kuvan 7 mukaista heiluria, jossa
m massainen kuula on sijoitettu massattoman [ pituuksisen tangon paahéan.

Kuva 7: Heiluri.
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Systeemi on konservatiivinen ja ainut siithen vaikuttava voima on vetovoima
mg. Nyt jotta systeemin tila voitaisiin ilmoittaa taydellisesti, vaaditaan yksi

yleistetty koordinaatti. Valitaan yleistetyksi koordinaatiksi heilahduskulma
6.

Normitetaan systeemin energia siten, ettd kuulan ollessa ala-asennossa (6 =
0) patee U = 0. Talldin systeemin potentiaalienergialle voidaan kirjoittaa
U = mgl(1 — cosf) ja edelleen liike-energialle péatee T = %ml292. Heilurin
Lagrangen funktio on téten

1 ..
L=T—U=-ml*6*> —mgl(1 — cos®).

2

Nyt kdyttamalld yhtaloa
oL _doL _
00  dt oo

systeemin Lagrangen liikeyhtéaloksi saadaan
—mglsin @ — mi?0 = 0.

Sieventdmilld saadaan systeemin Lagrangen litkeyht&loksi 6 + $sinf = 0,
joka voidaan kirjoittaa ensimmaisen kertaluvun systeeminé

0 =w

w = —%sin&

Systeemilld on tasapainopisteiné pisteet (m,0) ja (0,0) ja itseasiassa jaksol-
lisuuden takia néité vastaavat pisteet ((2k + 1), 0) ja (2km,0), missd k € Z.

Jaetaan stabiilisuustarkastelu kahteen osaan:

1) Linearisoidaan systeemi pisteessd (m,0), jolloin Jacobin matrisiiksi saa-

daan
(01)
0 )

Edelleen ominaisarvoiksi saadaan Ay = :I:ﬂ. Koska Ay > 0, Lauseen 2.4.2
nojalla piste (m,0) on epéstabiili tasapainopiste.
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2) Linearisoidaan systeemi pisteessd (0,0), jolloin Jacobin matriisiksi saa-
daan

Nyt ominaisarvoiksi saadaan Ay = ii\/? ja tastd tasapainopisteesta ei
Lauseen 2.4.2 avulla voida sanoa mitéén, silld Re(Ay) = 0.

Lauseen 2.4.3 mukaan piste (0,0) on joko keskus tai fokus. Jos tasapain-
opiste olisi epéstabiili fokus, tarkoittaisi tdmaé sitd systeemin kokonaisenergia
kasvaisi. Toisaalta jos tasapainopiste olisi stabiili fokus tdmaé tarkoittaisi, et-
ta systeemin kokonaisenergia vihenisi. Mutta koska késiteltava systeemi on
konservatiivinen, tdmé on mahdotonta. Tamén takia piste (0,0) téytyy olla
stabiili keskus. Palataan tdhén esimerkkiin myohemmin luvussa 4.6 ja 0soi-
tetaan tasapainopiste stabiiliksi Liapunovin lauseen avulla.

Esimerkki 4.5.2 (Kaksoisheiluri). Tarkastellaan kuvan 8 mukaista kaksois-
heiluria, jossa m; ja mo massaiset kuulat on kiinnitetty massattomien [y ja
[y pituuksisien tankojen paahan.

Kuva 8: Kaksoisheiluri.
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Nyt yleistettyja koordinaatteja vaaditaan kaksi, jotta systeemin tila voitai-
siin esittdéd tdydellisesti. Valitaan yleistetyiksi koordinaateiksi heilahduskul-
mat 6 ja 6s.

Merkitédén kuulien paikkoja (x1,71) ja (x2,y2) (kuvaa vastaavin alaindek-
sein). Télloin kdyttamalld heilahduskulmia 6, ja 0, voidaan kirjoittaa

x1 = l;sinf; (4.8)
y1 = —licosty (4.9)
Ty = 1y sin 0 + Iy sin O (4.10)
Yo = —lycos bty — Iy cos by (4.11)

Nyt systeemin potentiaalienergian lauseke on

U = migyr + magys
= —mgly cos By — mogly cos B1 — magls cos by
Kineettiselle energialle patee T’ = %mlv%%—%mw% = %m1$%+%mly%+%m2xg+
+moy3. Nyt derivoimalla ensin yhtélot (4.8)-(4.11) ja témén jilkeen sijoitta-
malla ne kineettisen energian lausekkeeseen saadaan

1 . .
T= iml(lf cos® 0y - 62 + I3 sin® 0, - 07)

1 ) . ..
+ §m2(l% cos? 0 - 07 + 13 cos® O - 05 + 21411 cos 0y cos By - 6 - 6,
+ l% Sil’l2 01 . (9% + lg Sin2 92 : 6% + 2[112 sin 91 sin 92 . 91 . 62)

1 1

= imll%G% + 57)12([%0% + l;@g + 2l1l2é192 COS (61 — 92))

Systeemin Lagrangen funktio on

L=T-U
1 . 1 . . ..
= §mlzf9§ + §m2(z§9§ + 1305 + 2111560104 cos (6, — 05))

+ mygly cos 01 + magly cos By + magls cos by
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Nyt lasketaan seuraavaksi derivaatat 6; suhteen:

oL
00,

= —mlgll sin 01 — ngll sin 01 — mglllgélég sin (81 — 92)

L ) ) )
27 = mllfél + mgl%ﬁl + m2l1l202 COS (91 — 92)
1

d /9L . . )
= <a_91> = mal20; + mol20; + malylofy cos (61 — 0s)
— mglllgég sin (91 — 02) : (91 — 92)

Sijoitetaan ndméa yhtaloon
oL d <8L>
06,

00, dt
ja pienehkon sieventelyn jélkeen saadaan

—mglg COs (01 — (92)9.2 - m2l2 sin (91 - 02)03 — (mlg + m2~g) sin 01{412)
m1l1 + m2l1 \

6, =
Vastaavanlaisin laskutoimenpitein saadaan laskettua

9-2 _ —ll COS ((91 — 92)9-1 + lllsin (91 — 92)9% — gsin 92 (413)
2

Kirjoitetaan yhtalot (4.12) ja (4.13) ensimmaéisen kertaluvun systeeminé

91 = W1
92 = Wy
o — —migly cos (01 — Oy)ws — maly sin () — O)ws — (m1g + mog) sin b,
mily + maly
(,;)2 _ —ll COS (91 — (92)(:01 + lllSiD (91 — 92)wf — gSiH 92
2

Merkitaan 91 = 92 = w1 = we = 0, jolloin saadaan ratkaistavaksi yhtéloryh-

ma
w1 = 0
Wy = 0
__ (mig+mag)sinby —0
mali+moaly
__gsinfy __ 0
la
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josta perustrigonometrisin laskuin saadaan tasapainopisteiksi

v = (0,0,0,0) (4.14)
vs = (0,0,0,7) (4.15)
v = (0,0,7,0) (4.16)
vy = (0,0, m,7) (4.17)

Intuitiivisesti ajatellen néistd v, on stabiili tasapainopiste ja kolme muu-
ta ovat epéastabiileja. Médritetdan Jacobin matriisin ominaisarvot kiyttaen
Maple-ohjelmistoa. Téll6in tasapainopisteitd (4.14)-(4.17) vastaaviksi omi-
naisarvoiksi saadaan

N (2 Lhg ihyg iWlg _i\/lw)
U1 ll ) ll Y l2 7 l2
I <2 hg ivhg Vig _vl29>
V2 ll ) ll ) l2 ) l2
o <\/l19 Vhyg iy _i\/lzg)
U3 ll b ll ) l2 Y l2

A — <v119 _\/llg Viag _\/l29>

o S PR R

Nyt Lauseen 2.4.2 nojalla vq, v3 ja vy ovat epéstabiileja tasapainopisteité, silla
vahintdédn yhden ominaisarvon reaaliosat ovat aidosti positiivisia. Samainen
Lause ei sano mitdédn tasapainopisteen v, stabiilisuudesta.

Lauseen 2.4.3 mukaan piste (0,0,0,0) on joko keskus tai fokus. Jos tasapai-
nopiste olisi epéstabiili fokus, tarkoittaisi tdmé sitd, ettd systeemin kokonai-
senergia kasvaisi. Toisaalta taas jos tasapainopiste olisi stabiili fokus, tulisi
systeemin kokonaisenergian pienentya. Koska kasiteltdva systeemi on konser-
vatiivinen, tdmé on mahdotonta. Tamén takia pisteen (0,0,0,0) taytyy olla
stabiili keskus. Taman pisteen kasittely Liapunovin lauseen kanssa sivuute-
taan.

Kuva 9 on piirretty arvoilla my = I, =0, mg =l = 2, g = 9.81, 91(0) =0,
02(0) =1, 6,(0) = w/4 ja 65(0) = 7/6. Kuvassa 9 oleva kiyra on niin sanottu
Lissajoun kdyrd ajanvalilla t € [0,50] [14][s117].

Kuvassa 10 on piirretty kaksoisheilurin faasitaso arvoilla m; = I = 0,
me =l =2, g = 9.81, #,(0) =0, 85(0) = 0, 6,(0) = 7/4 ja 65(0) = 7/10.
Kuvasta 10 katsottuna nahdéaan, etté pienilld kulmilla heilurisysteemin liike
on lahes tulkoon jaksollista.
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01

Kuva 9: Lissajoun kayra.

Kuva 10: Kaksoisheilurin faasitaso.
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Esimerkki 4.5.3. Tarkastellaan viela tarkemmin kaksoisheilurin konfiguraa-
tioavaruuden kuvautumista tasoon. Aiemmassa esimerkissad maérattiin kum-
mankin massan paikat muuttujien z ja y lausekkeina ja tdten muunnosku-
vaukset ovat

Seuraavassa on Maplea hyvéksikdyttaen piirretty ensin vasemmalle konfigu-
raatioavaruuden kiyré ja oikealla sitd vastaava heilurin liike.

Ensimmaisessd tapauksessa on kaytetty alkuehtoja 60, = 7, 0, = 1, 0h = %
ja 0y = 1 aikavililld ¢ € [0, 5]. Konfiguraatioavaruuteen muodostuu jélleen
Lissajoun kayra.

T T
g 0.5 1
1 0/

0
Kuva 11: Konfiguraatioavaruus ja heilurin liike tasossa tapauksessa 1.

Toisessa tapauksessa on kiytetty alkuehtoja 0; = 7, 6, =0, 0, = 3 ja 0y = 0
aikavalilla ¢ € [0, 10]. Kaoottinen kdyttatyminen on nyt néhtévissa kummas-
sakin kuvassa.
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Kuva 12: Konfiguraatioavaruus ja heilurin liike tasossa tapauksessa 2.

4.6 Liapunovin funktio

Olkoot z(t) = (x1(t),...,x,(t)) systeemin X' = F(X) ratkaisu ja E(v) sys-
teemin kokonaisenergian lauseke. Talloin systeemin kokonaisenergian muutos
ajan suhteen voidaan ilmoittaa lausekkeeella

. OF dx, OF dz,
oF oF
= — o — 4.1
axlfl(l'la 7xn) + + axnfn(xb 737n) ( 8)

Lauseke (4.18) kuvaa systeemin kokonaisenergian muutosta pitkin ratkaisun
ratoja, jotka kulkevat pisteen v kautta. [8][ss304-305]

Maéaritelma 4.6.1. Olkoon v systeemin X’ = F(X) tasapainopiste. Funktio
E : R" — R on Liapunovin funktio pisteessd v, mikali jossakin pisteen v
ympéristossa W padtee

a) F(v) =0 ja E(w) > 0 kaikilla w € W\ {v},

b) E(w) < 0 kaikilla w € W.
Jos ehto b) voidaan korvata ehdolla

b’) E(v) < 0 kaikilla w € W\ {v},

funktiota F sanotaan vahvaksi Liapunovin funktioksi. |1|[s305]
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Lause 4.6.2. Olkoon v systeemin X' = F(X) tasapainopiste.

a) Jos loydetdin Liapunovin funktio E pisteessd v, tasapainopiste on sta-
biili.

b) Jos loydetidin vahva Liapunovin funktio E pisteessd v, tasapainopiste
on asymptoottisesti stabiili.

[1][s307]

Huomautus 4.6.3. Liapunovin funktiota etsittdesséd, kannattaa usein kéyt-
tda funktiokandidaattina neliomuotoista funktiota tai systeemin kokonaise-
nergiaa kuvaavaa lauseketta. Huomioitavaa on, ettd laheskdén aina sopivaa
funktiota ei valttamatta 16ydy.

Esimerkki 4.6.4. Tarkastellaan esimerkin 4.5.1 heiluria. Esimerkissé heilu-
rille johdettiin Lagrangen liikeyht&lot ja saatiin osoitettua, ettd piste (m,0)
on systeemin stabiili tasapainopiste. Tarkastellaan seuraavaksi pisteen (0, 0)
stabiilisuuden luonnetta Lausetta 4.6.2 hyvéksi kdyttden ja osoitetaan, etté
piste (0,0) on stabiili tasapainopiste.

Kuten jo edelld todettiin, Liapunovin funktiota etsittdessd kannattaa usein
yrittdéd systeemin kokonaisenergiaa kuvaavan lausekkeen kiyttod. Aiemmin
esimerkissd 4.5.1 maaritettiin systeemin kineettisen- ja potentiaalienergian
lausekkeet ja naitd hyviksi kdyttden saadaan systeemin kokonaisenergialle
lauseke

1 .
E = §ml292 + mgl(1 — cosb).
Selvisti E(w, ) = 3mi?w? +mgl(1 — cos#) > 0 kaikilla E(w,f) € R?\ {0,0}
ja lisaksi
oF db 3Ed_w

Blw.g) = 2220 ob
@0 =257 T o @

= mglwsinf — mglwsind =0 < 0
pitee kaikilla (w,6) € R?\ {0,0}. Téten piste (0,0) on stabiili.

Kuvassa 13 on piirretty Maplella heilurin faasikuvio kiyttéden arvoja g = 2,
m =1 ja [ = 1. Kuvasta nékyy hyvin stabiilien ja epéstabiilien ratkaisuiden
jaksollisuus pisteissi ((2k + 1)7,0) ja (2km,0), missd k € Z.
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Kuva 13: Heilurin faasikuvio.

Kuvaan 14 on piirretty heilurin potentiaalienergian lausekkeen kuvaaja hei-
lahduskulman # funktiona.

T T
-3x -2m - 0 T 2n 3m

Kuva 14: Heilurin potentiaalienergian lausekkeen kuvaaja.

Potentiaalienergian lausekkeen kuvaajasta on helposti nahtévissé potentiaa-
livallin pohjat, jotka ovat heilurin stabiileja tasapainopisteitd. Vastaavasti
potentiaalivallin huippuja vastaavat tasapainopisteet ovat epéastabiileja.
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Esimerkki 4.6.5. Palataan vield edelliseen esimerkkiin. Koska heilurisys-
teemi on konservatiivinen, niin systeemin kokonaisenergia siilyy koko ajan
vakiona. Valitaan g = [ = 1, jolloin heilurin yhtalo yksinkertaistuu muotoon

0 +sinf =0
ja edelleen voidaan kirjoittaa
0 =w
w= —sinf

Nyt alkuehdolla (6, wp) systeemin kokonaisenergia £ siilyy vakiona pitkin
systeemin rataa F'(t, (6p,wo)) kaikilla ajan ¢ arvoilla. Taten patee

dE
E(F(t’ (6o, wp))) = 0. (4.19)

Toisaalta systeemin kokonaisenergialle patee E(0,w) = %wZ + 1 —cosf. Nyt
ketjusadntod hyviksi kdyttden saadaan

dE _OEd0 OF dw

@ o0 wadt
= (sin )6 + ww

(sin fw + w—sin 6)

0

ja (4.19) todellakin pétee.

Miiritelméi 4.6.6. Olkoot E : R? — R ja ¢ € R. Télloin kiyrien joukkoa
E.={(z,y) : E(z,y) = ¢} sanotaan funktion E tasa-arvokdyriksi.[1][s301]

Kuvassa 15 on piirretty heilurin tasa-arvokiyria. Huomioitavaa on se, etta
systeemin ratkaisuja vastaa kokonaisenergian tasa-arvokayra: ratkaisut kul-
kevat pitkin tasa-arvokayria. Edelld esitetty tukee myos sitd, miksi Liapu-
novin funktiota etsittéessé kannattaa turvautua systeemin kokonaisenergian
lausekkeeseen. [1][ss300-301]
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Kuva 15: Heilurin tasa-arvokéyrié.

Esimerkki 4.6.7 (Hiukkanen mielivaltaisella kiyrélla). Tarkastellaan tilan-
netta, jossa m massainen hiukkanen on pakotettu liikkkumaan pitkin mielival-
taista kiyrédd f(x) ja oletetaan, ettéd funktiolla on lokaali maksimi pisteessa
(1,71) ja lokaali minimi pisteessé (2, y2).

A

(z1,1)

(22, 72)

Kuva 16: Mielivaltainen kiyré tasossa.
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Nyt hiukkasen kineettiselle energialle pétee

1 - 1 -
T = imxz + §my2

ja edelleen potentiaalienergialle voidaan kirjoittaa

U=mgf(x)

Koska sidosehtona on kdyra f(x), yleistettyja koordinaatteja vaaditaan vain
yksi kappale. Valitaan yleistetyksi koordinaatiksi x ja eliminoidaan y kaytta-
mélla tietoa f(x) = y. Taten kineettiselle energialle voidaan kirjoittaa

1 - 1
T = §mx2 + Emijc

ja Lagrangen funktioksi saadaan

L:T—U:%ﬁ+%ﬁﬁ—mﬁ@) (4:20)
Nyt
oL .
or - mfxfmxz —mgfe
Z_L_ = mi + f2im
a

ja systeemin Lagrangen liikeyhtéloksi saadaan

(14 f2)i + fofea®® + gfa = 0. (4.21)
Nyt yhtélo (4.21) voidaan kirjoittaa ensimmaéisen kertaluvun systeeminé

Tr=Ss

_ _gfx - f:cf:z::r:52

5 1+ f2

Nyt alkuoletusten mukaan kohdassa z; funktio f(x) saa lokaalin maksimiar-
vonsa. Talléin f,(z1) = 0 ja fu(x1) < 0. Téten piste (z1,0) on systeemin
tasapainopiste. Vastaavasti pisteessi xo funktio f(x) saa lokaalin minimiar-
vonsa ja talloin f,(z2) = 0ja fu.(z2) > 0. My0s piste (z2,0) on téten systee-
min tasapainopiste.
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Osoitetaan seuraavaksi, etta funktion f(x) tasapainopiste on epéstabiili funk-
tion lokaalissa maksimissa ja stabiili funktion lokaalissa minimissé.

1) Lasketaan ensin Jacobin matriisi pisteessd (x1,0). Saadaan

(s 0)
_gfxac 0 ‘

Ominaisarvoiksi saadaan Ay = /—¢f... Olettaen, ettd funktiolla f(x) on
maksimi kohdassa x; pitee —gf,x > 0 ja Lauseen 2.4.2 nojalla piste (z1,0)
on epéastabiili. Taten funktiolla f(x) on maksimipisteessd epéstabiili tasa-
painopiste.

2) Laskettaessa Jacobin matriisi pisteessd (x2,0) ja madrittdmalla ominai-
sarvot huomataan, ettd molemmat ominaisarvot ovat puhtaasti imaginaari-
sia. Téaten Lause 2.4.2 ei sano mitddn minimipisteen stabiilisuudesta.

Kaytetddn Liapunovin lausetta ja valitaan Liapunovin funktiokandidaatik-
si

Bla,s) = 58"+ 5 f25* = mg(f(x) = f(x2)).

Funktio on muodostettu kineettisen energian ja potentiaalienergian summa-
na. Liséksi termi f(x2) normittaa potentiaalienergian siten, etté tarkastelta-
vassa minimipisteessid mg(f(z) — f(x2)) héviéa.

Selvésti £(0,0) = 0 ja riittdvan pienessd ympéristossd W E(w) < 0, missi
w e W\ (0,0). Nyt

_omds oEds
© Ox dt Os dt

= (mfofues® +mofe)s +ms(1+ f2)(

E'(z,s)

_gfm - fxfmmSQ)
1+ f2

= mfxfm53 +mgfes —mgfes — mfmfmx33
=0

Lauseen (4.6.2) nojalla piste (23, 0) on stabiili. Téten funktion f(x) lokaalissa
minimissé oleva tasapainopiste on stabiili.

37



Viitteet

1]

2l

3]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Alligood K. T., Sauer T.D., Yorke J.A. Chaos, an introduction to dyna-
mical systems. Springer-Verlag, New York, U.S.A., 1997

Arfken G.B., Weber H.J., Mathematical methods for physicists. Acade-
mic Press, San Diego, U.S.A., 2001

Arrowsmith, D. K., Place, C. M. Dynamical Systems: Differential equa-
tions, maps and chaotic behaviour. T.J. Press, Padstow, Cornwall, 1992.

van Brunt B. Calculus of Variations. Springer-Verlag New York, Inc.,
2004

Bryant V. Metric Spaces, iteration and application. Cambridge Univer-
sity Press, 1985

Derrick, W.R., Grossmann, S.I., Elementary differential equations with
applications. Academic Press, San Diego, U.S.A., 2001

Gronstrom, C., Fysiikan matemaattiset menetelmdt II. Limes Ry, Hel-
sinki, 2006.

Hirsch M.W., Smale S., Devaney R.L. Differential equations, dynamical
systems, and an introduction to chaos. Elsevier/Academic Press, Lon-
don, 2004

Karttunen H., Donner K.J., Kréger P., Oja H., Poutanen M. Tdhtitieteen
perusteet. Gummerus kirjapaino Oy, Jyviskyld, 2003

Karttunen H., Valtonen M. The Three-Body Problem Cambridge Uni-
versity Press, 2005

Lahtinen A., Pehkonen E. Matemaiikkaa soveltajille 2. Tampereen Kir-
japaino oy, Tampere 1988

Leittmann, G. The calculus of variations and optimal control, an intro-
duction. Plenum Press, New York, U.S.A. 1981

Marion, J.B., Thornton, S.T. Classical Dynamics of Particles & Sys-
tems, 3th edition. Academic Press, 1970

Pook L.P. Understanding Pendulums: A Brief Introduction. Springer-
Verlag New York, Inc., 2011

38



[15] Swartz, C. Measure, integration and function spaces. World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd., Singapore, 1994

[16] http://map.gsfc.nasa.gov/mission/observatory 12.html Katsottu
25.4.2012

39



