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Resumo

O método do angulo completo para geometria euclideana construtiva
foi proposto por Chou, Gao e Zhang no inicio dos anos 1990. FEste mé-
todo, uma extensao do método da area proposto pelos mesmos autores,
produz demonstracoes legiveis e de um modo eficiente demonstra mui-
tos teoremas nao triviais. Pode ser considerado como um dos métodos
mais interessante e de maior sucesso na demonstracao de teoremas em
geometria e, possivelmente, o mais bem sucedido na producao de de-
monstragoes automéaticas legiveis. Nesta dissertacao de mestrado faz-se
a apresentacao do método do adngulo completo e demonstram-se muitos
dos seus lemas. Descreve-se ainda a planificagdo da implementacao, em
codigo livre, do método do dngulo completo.

Palavras Chave: Método do Angulo Completo, Método da Area, Geometria,
Demonstracao automética de teoremas

Abstract

The full-angle method for euclidean constructive geometry was pro-
posed by Chou, Gao, Zhang in early 1990’s. The method, an extension
of the area method proposed by the same authors, produces human-
readable proofs and can efficiently prove many non-trivial theorems. It
can be considered as one of the most interesting and most successful
methods in geometry theorem proving and probably the most successful
in the domain of automated production of readable proofs. In this mas-
ter thesis a presentation of the full-angle method is made and several of
its lemmas are proved. A plannification of the implementation, in open
source code, of the full-angle method is also described.

Keywords: Full-Angle Method, Area Method, Geometry, Automated theo-
rem proving
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Capitulo 1

Introducao

Existem duas grandes familias de métodos de demonstragdao automatica em geome-

tria: os métodos algébricos e os métodos sintéticos.

Os métodos algébricos tém as suas origens no trabalho de Descartes e na tra-
ducao de problemas de geometria em problemas de algebra. A automatizacdo das
demonstracoes com base nesta ideia iniciou-se com o método de eliminagao de quan-
tificadores de Tarski [24] e desde entao teve muitos desenvolvimentos [8]. O método
do conjunto caracteristico, também conhecido por método de Wu [1, 28], o método
de eliminagao [25], o método das bases de Grobner [15, 16] e a abordagem com &l-
gebras de Clifford [17] sdo exemplos de métodos baseados na abordagem algébrica.
Todos estes métodos tém em comum o estilo algébrico, sem relagao com os métodos
sintéticos tradicionais em geometria, nao produzindo demonstracoes legiveis. Nome-
adamente, estes métodos manipulam polindémios que habitualmente sao demasiado
complexos para serem compreendidos, verificando-se também néo terem uma ligagao

directa com o conteido geométrico.

A outra abordagem & demonstracao automatica de teoremas em geometria baseia-
se em demonstracoes sintéticas, tentando automatizar as demonstragoes tradicionais.
Muitos destes métodos adicionam elementos auxiliares & construgao considerada de
modo a possibilitar a aplicacao de determinados postulados, um dos factos que leva
geralmente a uma explosao combinatoria no espago de procura. O desafio é controlar
a explosao combinatoria e desenvolver heuristicas adequadas de modo a evitar passos
construtivos desnecessarios. Temos como exemplos de métodos de demonstragao
sintéticos as abordagens de Gelertner [11], Nevins [18], Elcock [9], Greeno et al. [12],
Coelho e Pereira [7], Chou, Gao e Zhang [2, 5, 6].

Nesta dissertacao apresentamos o método do angulo completo, um procedimento
de decisao semi-sintético e eficiente para um fragmento da geometria euclidiana plana,
desenvolvido por Chou, Gao e Zhang [2, 4, 5, 6]. Este método permite implementar

demonstradores eficientes capazes de gerar demonstragoes legiveis. Estas, apesar de
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frequentemente diferirem das demonstragoes sintéticas habituais, sdo muitas vezes
concisas, compostas de passos que estao directamente relacionados com os contetidos
geométricos envolvidos e, portanto, facilmente compreendidas por um matematico.

A ideia do método do dngulo completo é expressar a hipdtese de um teorema uti-
lizando um conjunto de pontos (“livres”) e um conjunto de construgoes elementares,
cada uma das quais introduzindo um novo ponto ou recta, e expressar a conclusao
através de uma igualdade entre polindmios em quantidades geométricas (sem con-
siderar coordenadas cartesianas). A demonstragao é efectuada por eliminacdo, por
ordem inversa, dos pontos e rectas introduzidos previamente, usando para tal lemas
apropriados. Apoés eliminar todos os pontos e rectas introduzidos, a conclusao en-
volverd uma equagao entre duas expressoes racionais onde ocorrerdao apenas pontos
livres. Esta equacao poderéd ainda ser simplificada de modo a envolver apenas va-
ridveis independentes. Se as expressoes em ambos os membros da igualdade forem
iguais, entao a afirmacao é verdadeira. Caso contrario a afirmagao é invalida ou nada
se podera concluir. Todos os passos da demonstracgao gerados pelo método do angulo
completo s@o expressos em termos da aplicagdo de lemas de geometria e simplificagao
de expressoes.

Apesar da ideia subjacente ao método ser simples, implementa-lo é uma tarefa
ardua devido & quantidade de detalhes envolvidos. Além da implementagao original
desenvolvida pelos autores que propuseram o método, existem, tanto quanto me é
possivel saber, outras trés implementacoes no Geometry Expert!, Java Geometry
Expert? e Geometry Explorer [27].

As implementagoes do método provaram serem capazes de efectuar demonstra-

¢oes de teoremas com uma vasta gama de dificuldade [3, 27].

"http://www.mmrc.iss.ac.cn/gex/

Zhttp://www.cs.wichita.edu/"ye/
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Método do Angulo Completo

O método do angulo completo, que exporemos neste capitulo, € um método semi-
sintético de demonstracdo automaética de teoremas em geometria. A esséncia dos
métodos semi-sintéticos consiste em utilizar caracteristicas dos métodos algébricos e
dos métodos sintéticos. O método da area, exemplo desta familia de demonstradores
automaticos de teoremas em geometria, ¢ um método completo e eficiente para um
fragmento da geometria euclidiana plana. As demonstragoes fornecidas por este mé-
todo nao recorrem a coordenadas, cada passo da demonstragdo tem um significado
geométrico e sdo legiveis para um matematico [4, 5, 13]. O método do dngulo com-
pleto, outro método semi-sintético, é baseado no método da area. A nivel seméantico
o método do angulo completo nao introduz nada de novo relativamente ao método
da area porque, como veremos, toda a conjectura expressa utilizando angulos com-
pletos pode também ser expressa no método da area. Coloca-se entao a questao de
saber qual o beneficio do método do &ngulo completo sobre o método da area. A
resposta reside na expressividade permitida pelos angulos completos, que possibili-
tam conjecturas envolvendo circunferéncias e angulos [4, 6]. Neste sentido o método
do angulo completo pode ser encarado como uma extensao do método da area. Sa-
lientemos ainda que apesar do método do 4ngulo completo nao ser individualmente
completo [6], a apresentagao proposta é completa — ¢ uma combinac¢do de ambos
os métodos e assim o método do angulo completo é um complemento do método da

area.

A exposicao do método do angulo completo inicia-se com uma secgdo sobre o
angulo completo. De seguida, por esta ordem, apresentamos as quantidades geomé-
tricas, essenciais para expressar propriedades geométricas, as construgoes elemen-
tares, os “blocos” para construir objectos geométricos e as afirmagoes geométricas
construtivas, aquilo que pretendemos verificar se é um teorema. Terminamos com a

apresentagao dos lemas de eliminagao do método do dngulo completo.

3
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2.1. Angulo Completo
Comecemos por definir o que é um angulo completo.

Definigao 1 (Angulo Completo) Um angulo completo consiste num par orde-
nado de rectas I e m e € denotado por Z[l,m]. Dois dngulos completos Z[l,m] e

Llu,v] dizem-se iguais se existe uma rotagao R tal que R(l) || uw e R(m) || v.

Intuitivamente podemos pensar num angulo completo Z[l,m] como a rotagao
necessaria para que a recta [l fique paralela a recta m [27].

Se A e B sao pontos distintos da recta [ e C' e D sao pontos distintos da recta m,
entao Z[l, m] também pode ser denotado por Z[AB,CD], Z[BA,CD], Z[AB, DC|,
L|BA,DC], £L[AB,m], Z|BA,m], Z[l,CD] ou Z[l, DC].

Definicao 2 (Angulo Completo Recto e Angulo Completo Raso) Sejaml e

m duas rectas.
e Sel L m, entao Z[l, m] diz-se um angulo completo recto e denota-se por Z[1].

o Sel|| m, entdo Z[l,m] diz-se um &ngulo completo raso e denota-se por £[0].

Definicdo 3 (Soma de Angulos Completos) Sejam I, m, u e v rectas e R uma

rotagao tal que R(u) || m. Definimos a soma de dngulos completos por

Z[l,m] + Z[u,v] = Z[l, R(v)].

Tlustremos de seguida o funcionamento do método do angulo completo com um

exemplo.

Exemplo 1 Dado um tridngulo NABC, sejam AD e BE as duas altitudes que se
intersectam mno ponto H. Seja G a interseccao de AB com a recta perpendicular a

AB que passa por H. Entao Z[DG,GH| = Z[HG,GE].

A Construgao. Ospontos A, B e C sao pontos livres. Os pontos D e E sao obtidos
pela interseccao das alturas do tridngulo AABC' relativamente aos lados BC eAC
respectivamente. O ponto H resulta da interseccdo de AD e BE e o ponto G da

intersec¢ao de AB com a recta perpendicular a AB que passa por H (ver Figura 2.1).

4
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Figura 2.1: Ilustracao do exemplo 1

A Conjectura. Desejamos verificar se a posi¢ao da recta DG relativamente a recta
GH éigual a posi¢ao da recta HG relativamente a recta GE. Utilizando a nogao de

angulo completo isto traduz-se por verificar se Z[DG,GH| = Z[HG, GE].

A Demonstracao. A demonstracao deste teorema pode ser feita em poucos passos
pelo Java Geometry Expert. Para provar que Z[EG,GH]| = Z[HG,GD], utilizando
o método do dngulo completo, é necessario transformar a igualdade inicial na seguinte

igualdade Z[HG,GE]| + Z[HG,GD] = Z[0].

/[HG,GE] + Z[HG,GD] /[HG,GD] - Z[EG,GD] + Z[HG,GD]
~/[EG,GD] — 2/[GD, BA]
—/[GD,BA] + /[HA, AE] — /[1]
—/[DH,HB] + Z[HA, AE] — /[1]
—/[HB,EA] - /[1]

= /[1] - 2[1]

£[0]

I

L]

Para melhor compreender a vantagem da utilizacao de angulos completos, ve-
jamos como terfamos de efectuar esta demonstracao utilizando a nocao de angulo.
Para tal denotemos por ZABC o dngulo determinado pelos segmentos de recta BA
e BC. Reparemos que se ZBAC e ZABC forem angulos agudos (ver figura 2.1,
ilustracao da esquerda), entao ZDGH = ZEGH. Se um dos angulos for obtuso (ver
figura 2.1, ilustragao da direita), entdao ZDGH e ZEGH sao angulos suplementa-
res, i.e., ZDGH + ZEGH = 180°. Assim, se nao utilizarmos o método do angulo
completo para efectuar a demonstragao, teremos que provar cada um dos dois casos

separadamente.



Capitulo 2 Método do Angulo Completo

2.2. Quantidades Geométricas

Para estabelecer e demonstrar conjecturas, o método do angulo completo faz uso
de um conjunto de quantidades geométricas. Estas permitem expressar, na forma
de igualdades, propriedades geométricas como a colinearidade de trés pontos, o pa-
ralelismo ou perpendicularidade de duas rectas, etc. No exemplo 1 a conjectura é
expressa utilizando &ngulos completos.

Antes de apresentar as quantidades geométricas, analisemos um dos grandes pro-
blemas dos demonstradores automaticos de teoremas em geometria — o controlo da
explosao combinatoéria de casos que, embora semelhantes, necessitam de ser analisa-
dos. Por exemplo, dados trés pontos A, B e C, quantos tridngulos podemos definir?
Apesar da resposta natural ser um, de um ponto de vista sintactico AABC nao
é igual a ANACB. Para obviar esta explosao combinatoria e garantir um racioci-
nio rigoroso, necessitamos de lidar com relagoes como duas rectas terem a mesma
orientacao ou dois tridngulos terem a mesma orientagdo. Em geometria euclidiana,
orientacao positiva e negativa sao apenas termos utilizados para distinguir entre duas
orientagbes. Assim, apenas é necessério estabelecer a orientacao de uma determinada
recta e/ou um determinado triangulo, e proceder de acordo com essa convengao.

Estamos agora em condigoes de apresentar as quantidades geométricas. Come-
cemos por apresentar aquelas que sao comuns ao método do dngulo completo e ao

método da area.

Definigao 4 (Razao entre Segmentos) Sejam A, B, C e D quatro pontos tais
que C' # D. A razdo entre segmentos paralelos orientados, denotada por £=, é

definida por:
e Se A, B, C e D sao colineares, entao 2= € um numero real;

e Se A, B, C e D definem duas rectas paralelas AB e CD, entdo escolhendo na

recta C'D dois pontos distintos Q e P tais que ABQP formem um paralelo-

- £Q

gramo, temos que Yook

Q|
&

Definicao 5 (Area Orientada) Dados trés pontos A, B e C, a area orientada do
triangulo NABC, denotada por Sapc, € a drea do tridngulo, negativa se NABC

tem orientacao negativa.
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A nocédo de area orientada pode ser estendida a um quadrilatero’.

Definicao 6 Dados quatro pontos A, B, C e D, a area orientada do quadrilatero

ABCD, denotada por Sapcp, € definida por

Sacp = Sapc +Sacp-

Definigao 7 (Diferencga de Pitagoras) Dados trés pontos A, B e C, a diferenca

de Pitagoras, denotada por Papc, € definida por

Papc = AB° + CB° — AC".

A diferenca de Pitagoras é uma generalizacao da igualdade de Pitagoras relati-
vamente aos lados de um tridngulo rectangulo, a uma expressao aplicavel a qualquer

tridngulo. Esta nogao também pode ser estendida a um quadrilatero.

Definigao 8 Dados quatro pontos A, B, C' e D, a diferenga de Pitagoras do qua-
drilatero ABCD, denotada por Papcp, € definida por

Pupcp = Pasp — Popp = AB- +CD° — BC° — DA,

As quantidades geométricas ja apresentadas verificam véarias propriedades. O
enunciado destas propriedades e as respectivas demonstragoes podem ser consultadas
em [13, 21].

Antes de apresentar a ultima quantidade geométrica, consideremos o seguinte

resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em [4].

Proposicao 1 Dois dngulos completos Z[AB,CD] e Z[PQ,UV] dizem-se iguais se

e 50 se SacBpPpruqv = SpuQvPacBp-

Estamos em condigoes de apresentar a tnica quantidade geométrica introduzida

pelo método do angulo completo.

LA nocdo de area orientada pode ser generalizada a um poligono orientado de n lados, com

n >4 (vd. [21]).
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Definigao 9 (Tangente de um Angulo Completo) Dado um dngulo completo,
L[AB,CD] # Z[1], a fun¢ao tangente do angulo completo Z[AB,CD], denotada
por tg(L[AB,CD)), é definida por

4
tg(Z[AB,CD]) = 7;9,17627'

Reparemos que a fun¢ao tangente de um angulo completo estd bem definida.
Afinal, dados dois Angulos completos Z[AB,CD] e Z[PQ,UV], utilizando a propo-

sicao 1, temos

/[AB,CD] = Z[PQ,UV] SacpPprugv = SpuqvPacBp
Sacep _ Spuqv
PacBp =~ Prpugv
Sacep _ SPUQV

PabBc Ppvqu
4Sa¢cpp _ 4Spuqv
Pabpsc Ppvqu

tg(Z[AB,CD]) = tg(Z[PQ,UV]).

g ¢ ¢ ¢ 90

Temos assim o seguinte resultado.

Proposicao 2 Dados dois angulos completos Z[AB,CD] e Z[PQ,UV], verifica-se
L[AB,CD] = Z[PQ,UV] se e s¢ se tg(L[AB,CD]) = tg(£L[PQ,UV]).

Ainda sobre a quantidade geométrica tangente de um angulo completo, observe-
mos que esta esté definida utilizando quantidades geométricas do método da érea.

Apresentemos de seguida mais algumas propriedades dos dngulo completo.

Proposicao 3 A tangente da soma de dois dngulos completos Z[u,v] e Z[l,m] €

definida por

te(<[u, ]) + te(Z[1,m))
te(<lu, o+ 2lLmD) = T o] te (2 m])”

A demonstracao da proposigao 3 pode ser consultada em [4].

Proposicao 4 Z[u,v] + Z[l,m] = Z[l,m] + Z[u,v], i.e., opera¢io de adi¢ao de

dangulos completos € comutativa.

Demonstragao Pela proposigao 2, temos de verificar se tg(Z[u,v] + £Z[l,m]) =
tg(Z[l,m] + Z[u,v]). Como

(L[, o]) + ta(£[Lm])
el vl +lbm)) = T T o) w21 m))

concluimos o pretendido. ]

= tg(£L[l,m] + tg(£L[u,v]),
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Proposigao 5 Z[u,v] + (£[l,m] + Z[s,t]) = (L[u,v] + Z[l,m]) + £[s, 1], i.e., ope-

ra¢do de adicdo de dngulos completos € associativa.

Demonstragao  Verificar se Z[u,v] + (£[l,m] + £[s,t]) = (L[u,v] + Z[l,m]) +

/[s,t] &, pela proposigao 2, equivalente a verificar se tg(Z[u, v]+(Z£[l, m]+Z[s, t]))
tg((L[u,v] + Z[l,m]) + £[s,t]). Atendendo a que

tg(£[u, v] + (L[l m] + L[s,1])) =
tg(£[u, v]) + tg(£[l,m] + £[s,1])
1 —tg(£[u, v]) te(£[l, m] + £[s,1])
el o)) +
]
|

tg(ZL[l,m])+tg(L]s,t
1 —tg(ZL[u,v]) 1§t(g([4[l 2])5;(4[[

)
te(Luv]) (A —tg(£L[lm]) ta(£[s,t])) +te(£L[lm]) +te(L[s:t])
1-tg(£[l,m]) tg(£]s,t])

]

1-tg(£[l,m]) tg(L]st]) —te(Luw]) (te(L[lm]) +ta(L]s,t]))
1—tg(£[l,m]) tg(£[s,

)
_ tg(Llu,v])(A — tg(£[l,m]) ta(£[s, t])) + ta(£[l, m]) + tg(£[s, t])
1 —tg(£[l,m]) tg(£[s, t]) — tg(£L[u, v])(tg(L[l, m]) + tg(L[s, 1]))
_ tg(Lfu,v]) — tg(£[u, ])tg([ m]) tg(£[s, t]) + tg(£[l, m]) + tg(£[s, t])
1 —tg(£[l,m]) tg(£L]s, t]) — tg(£L[u,v]) ta(£L[l, m]) — tg(L[u, v]) tg(L[s,t])
_tg(L[u, v]) + tg(£[l,m]) + tg(£L]s, t]) — ta(£L[s, t]) te(£L[u, v]) te(£[l,m])
1 —tg(£[u, v]) tg(£[l,m]) — tg(£L[u,v]) te(£L[s, t]) — tg(£L[l, m]) tg(L[s, t])
_ tg(Lfu,v]) + tg(£[l,m]) + tg(£[s, t]) (1 — tg(£[u, v]) tg(£[l,m]))
1 —tg(£[u, v]) tg(£[l,m]) — (tg(L[u, v]) + tg(£[l,m])) tg(L]s, 1])
tg(£L[u, ])+tg([ m])+tg(L[s,t]) (L—tg(L[u,v]) tg(£[l,m]))
_ —tg(Z[u]) te(Z[Lm])
L—tg(Lu,v]) tg(£ [ m])—(tg(L[u,v]) +tg(L[l,m])) tg(L[s,t])
T—tg(Z[uv]) te(Z[Lm])
e s * (4L,
L e 845 1)
(2] + Z[Lm]) + te(Z]s, 1)
1 —tg(L[u,v] + £[I,m]) tg(£L[s,t])
= tg((£L[u,v] + £[l,m]) + £L[s,]),
podemos concluir que a adicao de dngulos completos é associativa. O

Proposicao 6 Z[1] + Z[1] = Z[0], i.e., a soma de dois dngulos completos rectos é

um tgual a um dngulo completo raso.

Demonstracao Sejam u e v duas rectas tais que u L v, ou seja, Z[u,v] = Z[1].

Entao
L1+ Z[1] = Zu,v] + Z[u,v] Z[1] = Z[u,v]
= Z[u, R(v)] Soma de angulos completos
= Zlu,u] ulveR(u)l v
= Z[0] Angulo completo raso
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U

Proposigao 7 Z[u,v] + £Z[0] = Z[u,v], i.e., o dngulo completo raso € o elemento

neutro da adi¢dao de dngulos completos.

Demonstragao Atendendo a definigao de dngulo completo raso temos que Z[v, v] =

Z[0]. Assim
Llu,v] + £[0] = Zlu,v] + L[v,v] Z[0] = Z[v,v]
= Zlu,v] Soma de angulos completos
U
Proposicao 8 Z[u,v] = —Z[v,u].
Demonstracao Atendendo as definigoes 1, 2 e 3 temos
2] — (~Z[o,ul) = 2[0],
donde podemos concluir que Z[u,v] = —Z[v,u]. O

2.3. Construcoes Elementares

O método do angulo completo é utilizado para demonstrar conjecturas em geometria
construtiva, ou seja, afirmagoes sobre propriedades de objectos construidas utilizando
um conjunto pré-definido de construgoes elementares. Nesta sec¢ao vamos apresentar
as construgoes elementares utilizadas no método do a4ngulo completo.

Para que uma construcao elementar esteja bem definida é, por vezes, necessério
que se verifiquem certas condigoes. Estas condigoes sdo designadas por condigdes de
nao degenerescéncia ou, abreviadamente, condi¢des—ndg.

No que se segue denotemos por (LINE A B) a recta a que pertencem os pontos A
e B e por (CIRCLE O A) a circunferéncia com centro no ponto O e ao qual pertence
o ponto A.

Comecemos por apresentar as construgoes elementares do método da area.
CE1 Construc¢ao de um ponto arbitrario A. Denotamos por (POINT A).
Condigoes—ngd: —

CE2 Construc¢ao de um ponto E, resultado de intersecgao de (LINE A B) e (LINE
C D) (ver figura 2.2). Denotamos por (INTER E A B C D).

Condi¢oes—ndg: A # B, C # D, AB }fCD

10



2.3 Construcées Elementares

Figura 2.2: Tustragao da CE2

CE3 Construgao de um ponto E, resultado da interseccao da recta que passa por

C' e é perpendicular a (LINE A B) (ver figura 2.3). Denotamos por (Foor E

C A B).

Condigoes—ndg: A # B

Figura 2.3: Iustracao da CE3

CE4 Construgao de um ponto E da recta que passa por C, é paralela a (LINE A
B) e tal que CE = rAB onde r é um ntimero racional, uma expressao racional

de quantidades geométricas ou uma variavel (ver figura 2.4). Denotamos por

(PraTiIO E C A Br).

Condigoes—ndg: A # B; se r é uma expressao racional de quantidades geomé-

tricas, entao o denominador de r nao pode ser 0.

Figura 2.4: Tlustracao da CE4 (r = —%)

11



Capitulo 2 Método do Angulo Completo

CE5 Construgao de um ponto E na recta que passa por A, é perpendicular a (LINE

A B)etal quer = 47%‘4% onde 7 é um numero racional, uma expressao racional
de quantidades geométricas ou uma variavel (ver figura 2.5). Denotamos por

(TraTIO E A B 7).
Condi¢oes—ndg: A # Bj; se r é uma expressao racional de quantidades geomé-
tricas, entdo o denominador de r nao pode ser 0.

E
°

Figura 2.5: Ilustracdo da CE5 (r = 1)

As construgoes elementares apresentadas permitem introduzir um novos pontos.
Estes serao livres em CELl e se r é uma variavel em CE4 e em CE5.

Resta apresentar mais uma construcao elementar, a Gnica introduzida pelo mé-

todo do angulo completo.

CE6 Construcao de uma recta [ que passa por A e tal que Z[AB,l] = Z[CD, DE]
(ver figura 2.6). Denotamos por (ALINE A B C' D E).

Condigoes-ndg: A# B, C # D, D # E

.

Figura 2.6: Ilustracao da CE6

Esta construgao elementar permite introduzir numa construcao geométrica uma
recta. Contudo, como o método do &dngulo completo pode ser encarado como uma

extensao do método da area, é possivel expressar CE6 utilizando as construgoes

elementares do método da &rea.

Proposicao 9 Sejam P, Q, U, W eV pontos el = (ALINE P QU W V).

12



2.4 Afirmacées Geométricas Construtivas

1. Se UW for perpendicular a WV, entao a recta | = (LINE P R), onde R €

introduzido pela constru¢ao (TRATIO R P Q %

2. Se UW nao for perpendicular a WV, entdo a recta l = (LINE P R), onde R

é introduzido pela constru¢ao (TRATIO R QQ P %5;,[/“,/)

Demonstragao

48 vw
1. No método da érea prova-se que Y = =t (vd. [4, 6]).

Atendendo a que UW L WV, entdo V verifica que (TRATIO V W U 4wuv)

Pwuw

ou ainda (TrATIO V W U ﬂ) A construgao que introduz R, (TrRATIO R P

Q Z;f}fgﬁ) também pode ser reescrita na forma (TRATIO R P Q Q)
Como pretendemos que RP | P(@), entao basta que se verifique Rg %

2. Consideremos a recta que passa pelo ponto @), é perpendicular a PQ e intersecta
a recta [ no ponto R. Entao R ¢é introduzido pela constru¢ao (TRATIO R Q P

1), onde

4SQPR
Paorq
4SrpPPQ
ProprPpP

= tg(Z[RP, PQ))
= tg(L[VW,WU])

_  4ASvwwu
Pvuoww

_  4ASuwv
Powv -

2.4. Afirmacoes Geométricas Construtivas

Munidos das diferentes quantidades geométricas e construgoes elementares, podemos

finalmente definir de um modo preciso o que é uma afirmacao geométrica construtiva.

Definigao 10 (Afirmacao Geomeétrica Construtiva) Uma afirmagao geométrica
construtiva € uma lista S = (C1,Cy,...,Cy,G) onde C;, para 1l < i < n, é uma cons-

trucdo elementar, e a conclusdo da afirmacio G toma uma das sequintes formas:

Forma 1 E;| = Es, onde E1 e Es sdo polindmios de quantidades geométricas dos

pontos ou rectas introduzidos em algum C;;

Forma 2 ZZ L aillli, m) = 252:1 bjZluj,v;], onde a;,b; € Z, para 1 < i < ki e
1<j<hkho.

13



Capitulo 2 Método do Angulo Completo

Os pontos ou rectas utilizados em cada C; foram previamente introduzidos em cons-

trucoes elementares anteriores.

Uma afirmagao geométrica construtiva S = (Cq,Co,...,Cp,G) também possui

condi¢oes de nao degenerescéncia. Este conjunto é constituido pelas
e condigdes—ndg de cada Cj;

e condic¢bes d; em como os denominadores que ocorrem em F; e E5 nunca se

anulam;

e condigbes p; em como as rectas das razoes entre segmentos que ocorrem em Fj

e Fs sao paralelas.

Podemos agora demonstrar que o método do angulo completo, conforme apre-

sentado, é completo.

-

Teorema 1 O método do dangulo completo é um procedimento de decisdo completo

para afirmagoes geométricas construtivas envolvendo dngulos completos.

Demonstragao Se a conclusao G de uma afirmagao geométrica construtiva tiver
a forma Zfil a; Z[l;,m;] = Zfil bjZluj,v;], onde a;,b; € Z, para 1 < i < ky e
1 < j < kg, entdo pela proposicao 2 podemos provar que tg( f;l a; Z[l;,m;]) =
tg(ijil bjZ[uj,v;]), igualdade que pode ser expressa utilizando a area orientada e
a diferenca de Pitagoras.

Por outro lado, se a afirmacao geométrica construtiva fizer uso da construcao
elementar CEG6, entao pela proposicao 9 podemos reescrever esta afirmacao utilizando
a construgao elementar do método da area CES5.

Logo as afirmagoes geométricas construtivas envolvendo dngulos completos per-

tencem a classe das afirmagbes geométricas construtivas demonstraveis pelo método

da area que ¢ completo [13]. ]

2.5. Lemas de Eliminacao

Terminamos a apresentacao do método do éngulo completo com exposi¢ao dos le-
mas de eliminacao associados a este método. O método da &area também possui
varios lemas de eliminacao, cujos enunciados e respectivas demonstragoes podem ser

consultados em [13, 21].
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2.5 Lemas de Eliminacio

Lema 1 (LE1) Para qualquer recta EF wverifica-se Z|AB,CD]| = Z[AB,EF]| +
/[EF,CD].

Demonstragao Este resultado é consequéncia da definicdo de soma de angulos

completos e de EF || EF. O
Lema 2 (LE2) Se EF || CD, entio Z|AB,EF]| = Z[AB,CD].

Demonstracdo Como EF || CD, entao Z[EF,CD] = Z[0]. Logo

/|AB,EF| = —/|EF,AB] Proposicao 8
= —(L[EF,CD]+ Z[CD, AB]) Lema 1
= —(«£[0] + £[CD, AB]) Hipotese
= —(£[CD,AB]+ Z[0]) Proposigao 4
= —/[CD,AB] Proposigao 7
= /[AB,CD] Proposigao 8

Lema 3 (LE3) Se X pertence a recta CD, entao L|AB,CX]| = Z[AB,CD].

Demonstragao Se X pertence a recta CD, entao CX || CD. Logo decorre
do lema de eliminagao 2 que Z[AB,CX]| = Z[AB,CD], conforme pretendiamos

demonstrar. ]
Lema 4 (LE4) Se EF 1 CD, entao Z[AB,EF| = Z[1] + Z[AB,CD].

Demonstracao Atendendo a que EF L CD, entao Z[CD,EF]| = Z[1]. Assim

/[AB,EF] = /[AB,CD]+ Z[CD,EF) Lema 1
= /[AB,CD]+ Z[1] Hipotese
= /[1]+ Z[AB,CD] Proposigao 4

Lema 5 (LE5) Se XA = XB, entao Z[AX,AB] = Z[AB, X B].

Demonstragao Comecemos por reescrever o que pretendemos mostrar. Pela pro-

posicao 2,
/[AX,AB] = /|AB,XB] < tg(£{[AX, AB]) = tg(£[AB, X B]),

15



Capitulo 2 Método do Angulo Completo

donde, atendendo & defini¢ao de tangente de um angulo completo,

ta(Z[AX, AB]) — ta(Z[AB, X B]) < 1944XE _ 1SaxB5
Papxa  Papx

Assim, temos de provar que

Saaxp  SAxBB
Papxa  PapBx

(2.1)

Das propriedades da area orientada de um quadrilatero e da diferenca de Pitéa-

goras de um quadrilatero (vd. [13, 21]) sabemos que

Saaxp = SaxBB (2.2)
Papxa = Ppax = BA +AX —BX" (2.3)
Pappx = Papx =AB +XB —AX . (2.4)

Logo, das equagoes 2.3 e 2.4 e atendendo a hipotese, verifica-se

Papxa = PaBBx- (2.5)

Assim das equagoes 2.2 e 2.5 concluimos que também se verifica a equagio 2.1,
conforme pretendiamos. ]
Por restrigcoes temporais os seguintes resultados sdao apresentados sem demons-

tragao.

Lema 6 (LE6 (Teorema do angulo inscrito)) Se A, B, C e D sao ciclicos, en-

tio L[AD,CD] = L[AB,CB].

Lema 7 (LE7) Se O € o circuncentro do triangulo NABC e M é o ponto médio
de AB, entiao Z[AO,OM]| = Z[AC, BC].

Lema 8 (LE8) Se MA = MB e A, B, P e M sao ciclicos, entao £|[PA,PM| =
Z[PM,PB].
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Capitulo 3

Planeamento da Implementacao

Neste capitulo vamos abordar o planeamento da implementacao do método do an-
gulo completo. Comegamos expor os algoritmos do método do angulo completo e
do método da area, ja que este tltimo pode ser necessario dependendo dos objec-
tivos pretendidos. De seguida, apesar dos algoritmos serem independentes da im-
plementagao, apresentamos o OpenGeoProver, um projecto para implementacao de
demonstradores automaéticos de teoremas em geometria. Terminamos com um breve

mencao a outras implementacoes do método do angulo completo.

3.1. Descrigcao da Implementacao

O algoritmo do método da angulo completo, assim como o do método da area,
utilizam um método de inferéncia designado por backward chaining. Trabalhando a
partir do consequente (a conjectura) para o antecedente, o método vai tentar verificar
se existe informacao disponivel que valide o consequente.

Com efeito, dada uma afirmacao geométrica construtiva S = (Cy,Co,...,Cp, G),
o objectivo é verificar se S é um teorema, i.e., se G é uma consequéncia dedutiva
da construgao (Ci,Cs,...,C,). Para tal, partindo da conclusdo G, os pontos e
rectas introduzidos durante a construcao sao eliminados pela ordem inversa & sua
introducao.

Comecemos por apresentar o algoritmo para o método do dngulo completo.

Algoritmo Estrito do Método do Angulo Completo
Input
S =(Cy,Cy,...,Cph,G) onde G esta na forma 2 da definigao 10.
Output
Se S for um teorema, a demonstracao passo a passo. Se S nao for um teorema,
ou nao for possivel concluir nada acerca de S ou foi excedido o tempo limite para

efectuar a demonstragao, uma mensagem com essa indicagao.

17



Capitulo 3 Planeamento da Implementacio

Algoritmo

1. Converter a conclusao G para uma equagao de angulos completos G’ com a

forma Z?:l a;Z[l;,m;] = Z[0] onde cada a; € Z, para 1 < i < k.

2. Processar os passos construtivos por ordem inversa, utilizando propriedades e

lemas de eliminac¢ao do método do d4ngulo completo como regras de reescrita.
3. A demonstragdo termina quando ser verificar uma das seguintes condigoes:

e apos a reescrita da conclusao G’, esta foi transformada numa equagao com

a forma Z[0] = Z[0], situa¢do em que S é um teorema,

e apos a reescrita da conclusao G’, nao foi possivel transformar esta numa
equagao com a forma Z[0] = Z[0], situac@o em que S ndo é um teorema
ou nada se pode concluir acerca de S

e o tempo limite para efectuar a demonstragao foi excedido, situagao em

que nada se pode concluir.

Conforme foi afirmado, o método do angulo completo nao é individualmente
completo. Assim, se apenas desejamos estudar as possibilidades do método do an-
gulo completo, o algoritmo apresentado é suficiente. Contudo, se desejarmos ter um
procedimento de decisao completo, entao temos de implementar o método da area.
Em [13] é possivel encontrar uma explica¢ao detalhada do algoritmo que apresenta-

mos de seguida.

Algoritmo do Método do Area
Input

S = (Cy,Cy,...,Cph,G) onde G esta na forma 1 da definigao 10.
Output

Se S for um teorema, a demonstragao passo a passo. Se S nao for um teorema,
ou nao for possivel concluir nada acerca de S ou foi excedido o tempo limite para
efectuar a demonstragdo, uma mensagem com essa indicagao.

Algoritmo

1. Processar os passos construtivos por ordem inversa, aplicando as propriedades
e lemas de eliminagao do método da area como regras de reescrita, até que nao

seja possivel reescrever a conclusao G.

2. A demonstragao termina quando ser verificar uma das seguintes condicGes:
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e apos a reescrita da conclusao, agora com forma o = 3, se « é literalmente

igual a 3, entdo S é um teorema;

e apois a reescrita da conclusao, agora com forma a = 3, se a nao é lite-
ralmente igual a 3, entdao S ndo é um teorema ou nada se pode concluir

acerca de S

e 0 tempo limite para efectuar a demonstracao foi excedido, situagdo em

que nada se pode concluir.

Podemos, finalmente, apresentar um algoritmo que, combinando o algoritmo do
método do dngulo completo com o algoritmo do método da area, é um procedimento

de decisao completo.

Algoritmo Lato do Método do Angulo Completo
Input

S =(C1,Cy,...,Ch,G).
Qutput

Se S for um teorema, a demonstragdo passo a passo. Se S nao for um teorema,
ou nao for possivel concluir nada acerca de S ou foi excedido o tempo limite para
efectuar a demonstragdo, uma mensagem com essa indicagao.

Algoritmo

1. Se G esta na forma 2 da defini¢ao 10, aplicar o Algoritmo FEstrito do Método

do Angulo Completo, ¢ terminar num dos seguintes casos:

e for obtida uma demonstracao;

e for obtida uma refutacao da conjectura.

2. Se (G esté na forma 2 da defini¢do 10, reescrever a conclusao G utilizando para

tal a proposicao 2.

3. Se (G esté na forma 1 da defini¢do 10 e utiliza a quantidade geométrica tangente
do angulo completo, entao reescrever GG substituindo cada tangente do angulo
completo por uma expressao envolvendo unicamente quantidades do método

da area, conforme a definicao 9.

4. Aplicar o Algoritmo do Método da Area
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3.2. O OpenGeoProver

1 & um projecto de codigo livre, da autoria de Ivan Petrovi¢, estu-

O OpenGeoProver
dante de doutoramento sob orientacao de Predrag Jani¢i¢, professor na Universidade
de Belgrado, e que tem por objectivo implementar varios demonstradores automa-
ticos de teoremas em geometria. Pode ser utilizado como ferramenta individual ou
pode ser integrado em sistemas dindmicos de geometria, por exemplo, decorre tra-
balho para integrar o OpenGeoProver no GeoGebra [19].

No seu estado actual o OpenGeoProver é um sistema que apresenta alguma difi-
culdade na sua utilizacao como ferramenta individual. Por exemplo, a escrita de uma
afirmaga@o geométrica construtiva para posterior demonstracao é bastante complicada
para um ser humano. Ainda assim, tendo em conta que é um projecto relativamente
recente e dada a sua elevada complexidade, o OpenGeoProver ja implementa dois
métodos algébricos, o método caracteristico, também conhecido como método de W,
e o método das bases de Grobner, bem como um método semi-sintético, o método
da area.

Tendo como proposito implementar o método do dngulo completo no OpenGeo-
Prover, estabeleci contacto com os autores que mostraram satisfacdo com esta inici-

ativa. Até ao momento da entrega deste trabalho j& atingi os seguintes objectivos:

e foi criado um ramo de desenvolvimento para o método do angulo completo no
projecto, o que na préatica se traduz pela disponibilizagao (parcial) do codigo
por parte dos autores, para assim poder implementar o método do angulo

completo sem afectar o restante sistema;

e foi criada uma pagina Wiki para documentacao do método do dngulo completo

e respectiva implementacao;
e estudei as normas para escrita de coédigo utilizadas neste projecto.

Neste momento estou a estudar o codigo existente, por exemplo, o reconhecedor
e a estrutura de dados que permite descrever uma afirmacao geométrica constru-
tiva. Este estudo tornou patente que, com vista a compreender a representacao das
afirmagoes geométricas construtivas, necessitarei de estudar XML, um formato para
a criacao de documentos com dados organizados de forma hierarquica. Apos a al-
teracao do reconhecedor de modo a aceitar dngulos completos, irei implementar as

propriedades e lemas de eliminacao necessarios.

"https://code.google. com/p/open-geo-prover/
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3.3 OQOutras Implementacoes

Para participar neste projecto foi necessario o estudo da linguagem de progra-
magcao Java, que ainda prossigo, visto ser a linguagem utilizada na implementagao
do OpenGeoProver. Além disso foi fundamental aprender a trabalhar com diversas
ferramentas utilizadas pelo projecto, as quais de diversos modos permitem o trabalho

em grupo. Destas destaco o Eclipse? e o Subversion®.

3.3. Outras Implementacoes

Além da implementacao original desenvolvida pelos autores que propuseram o mé-
todo, existem, tanto quanto me é possivel saber, outras trés implementagoes nos

seguintes provadores automaticos de teoremas em geometria:
e Geometry Expert [10], da autoria Chou, Gao e Zhang;
e Java Geometry Expert, também da autoria de Chou, Gao e Zhang;
e Geometry Explorer 27| da autoria da Wilson e Fleuriot.

Destes provadores apenas o Java Geometry Expert parece ainda ser um projecto

activo.

’http://www.eclipse.org/
3http://subversion.apache.org/
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho apresentou-se o método do dngulo completo que, em conjunto com o
método da area, sdo dois dos métodos mais significativos na demonstracao automé-
tica de teoremas em geometria, ambos propostos por Chou, Gao e Zhang no inicio
dos anos 1990.

A importancia do método do dngulo completo deve-se nao s6 ao seu interesse
matematico intrinseco, isto é, o estudo de um método para realizar demonstragoes
automaticas de teoremas em geometria, independentemente da sua eventual aplica-
¢ao, mas também pelo facto de, com este método, ser possivel efectuar demonstra-
coes de teoremas com uma vasta gama de dificuldade, estas serem legiveis para um
matematico, elegantes e, muitas vezes, curtas [5, 6, 13]. Com efeito, por um lado
os métodos sintéticos, apesar de produzirem demonstracoes legiveis, nao conseguem
demonstrar bastantes teoremas de dificuldade moderada [5]. Por outro lado, os méto-
dos algébricos apesar de demonstrarem com sucesso teoremas de elevada dificuldade,
“substituem a dificuldade qualitativa pela complexidade quantitativa’ (palavras de
H. Wang [26]), ou seja, as demonstragoes sao efectuadas através de calculos algé-
bricos massivos sem nenhuma ligacao directa ao contetido geométrico. Restam os

métodos semi-sintéticos como o estudado neste trabalho

4.1. Aplicacoes e Trabalho Futuro

Com o método do angulo completo as demonstragoes fazem uso de quantidades geo-
métricas que possuem um significado geométrico claro. Este facto aliado ao modo de
funcionamento do método permite que as demonstragoes sejam legiveis, algo que é
naturalmente importante mas que no caso da geometria é determinante. A geometria
com o seu forte contetdo visual e também forte ligacdo entre esse contetdo visual
e a respectiva especificagao formal, é uma area onde as ferramentas computacionais
podem ajudar no estudo e ensino desta disciplina. Com efeito, os sistemas dindmicos

de geometria (DGS, do inglés dynamic geometry software), dos quais o mais conhe-
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cido é provavelmente o GeoGebra, ajudam a adquirir conhecimentos sobre objectos
geométricos e, mais genericamente, rigor matematico. A inclusdo de demonstrado-
res automaticos de teoremas em geometria (GATP, do inglés geometric automated
theorem provers) capazes de validar uma construgao e produzir demonstragoes legi-
veis num DGS, terd como possivel consequéncia a consolidagao dos conhecimentos
adquiridos com a utilizacdo do DGS. Afinal a demonstragdo produzida pelo GATP,
se sintética, poderd ser objecto de estudo, disponibilizando uma explicacao légica
para a construgdo. Assim a utilizacdo de um GATP é algo desejavel e é actualmente
objecto de investigagao [14, 20, 22, 23|.

A implementagao do método do angulo completo no sistema OpenGeoProver fara
parte do projecto Web Geometry Laboratory (WGL). Este projecto tem como ob-
jectivo criar um ambiente Web para o ensino de geometria, adaptavel e colaborativo,
integrando DGS e GATP. Em particular a implementacgao de um GATP que produza
demonstracoes sintéticas, curtas e legiveis pelos alunos, como o método do angulo
completo, é bastante importante para o sucesso do WGL.

Resta ainda salientar que seré interessante explorar a aplicagdo do método do an-

gulo completo a geometria euclidiana no espaco e mesmo a geometrias nao-euclidianas.
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