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RESUMO

Neste trabalho propomos algoritmos para resolver uma formulagao primal-dual geral de
ponto fixo aplicada ao problema de Ridge Regression. Estudamos a formulagao primal
para problemas de quadrados minimos regularizado, em especial na norma Ls, nomea-
dos Ridge Regression e descrevemos a dualidade convexa para essa classe de problemas.
Nossa estratégia foi considerar as formulagoes primal e dual conjuntamente, e minimi-
zar o gap de dualidade entre elas. Estabelecemos o algoritmo de ponto fixo primal-dual,
nomeado SRP e uma reformulagao para esse método, contribuicao principal da tese,
a qual mostrou-se mais eficaz e robusta, designada por método acc-SRP, ou versao
acelerada do método SRP. O estudo tedrico dos algoritmos foi feito por meio da anélise
de propriedades espectrais das matrizes de iteracao associadas. Provamos a conver-
géncia linear dos algoritmos e apresentamos alguns exemplos numéricos comparando
duas variantes para cada algoritmo proposto. Mostramos também que o nosso melhor
método, acc-SRP, possui excelente desempenho numérico na resolu¢ao de problemas
muito mal-condicionados quando comparado ao Método de Gradientes Conjugados, o

que o torna computacionalmente mais atraente.

Palavras-chave: Métodos primais-duais, Ridge Regression, ponto fixo, dualidade,

métodos acelerados.
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ABSTRACT

In this work we propose algorithms for solving a fixed-point general primal-dual formu-
lation applied to the Ridge Regression problem. We study the primal formulation for
regularized least squares problems, especially Ls-norm, named Ridge Regression and
then describe convex duality for that class of problems. Our strategy was to consider
together primal and dual formulations and minimize the duality gap between them. We
established the primal-dual fixed point algorithm, named SRP and a reformulation for
this method, the main contribution of the thesis, which was more efficient and robust,
called acc-SRP method or accelerated version of the SRP method. The theoretical
study of the algorithms was done through the analysis of the spectral properties of
the associated iteration matrices. We proved the linear convergence of algorithms and
some numerical examples comparing two variants for each algorithm proposed were
presented. We also showed that our best method, acc-SRP, has excellent numerical
performance for solving very ill-conditioned problems, when compared to the conju-

gate gradient method, which makes it computationally more attractive.

Key-words: Primal-dual methods, ridge regression, fixed point, duality, accelerated

methods.
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Introducao

Ridge Regression é um método popular de regularizacao que foi introduzido
por Hoerl e Kennard em 1970 [35] e pode ser visto como uma aplica¢ao da regulari-
zagao Tikhonov [3, 4, 34, 57|. Estatisticamente, tem como finalidade a obtengao de
melhores resultados para a anélise de regressao multipla quando comparado a regressao
de quadrados minimos usual, nos casos em que hé presen¢a de multicolinearidade nas
variaveis explicativas. Isso ocorre devido ao fato de que o método fornece estimativas
para o vetor de parametros com um menor comprimento que aquelas obtidas pelo mé-
todo de quadrados minimos. Neste sentido, o objetivo da Ridge Regression é reduzir
o erro padrao dos coeficientes de regressao por meio da imposi¢ao de uma penalidade,
na norma Lo, sob os coeficientes [14, 31, 56, 58|.

Vérios trabalhos tém sido destinados a resolver problemas de Ridge Regression
ou mesmo problemas com formulacao geral, para os quais podem ser vistos como ca-
sos particulares. Alguns destes trabalhos consideram a formulagao dual do problema,
propondo algoritmos estocasticos ou deterministicos. Por exemplo, problemas de pre-
digao, tais como regressao linear e classifica¢ao, foram introduzidos em [62] para um
formato geral para modelos lineares de predi¢ao regularizada, sob o qual foi derivada
uma representacao dual. Uma outra versao dual para o problema Ridge Regression foi
proposta em [51]|, permitindo realizar a regressao nao linear por meio da construgao
de uma funcao de regressao linear em dimensoes maiores. Outras abordagens, ainda,
podem ser encontradas em |32, 43, 50, 53, 61].

Nesta conjuntura de dualidade, existem algumas vantagens em trabalhar nao
apenas com a versao dual mas com o par de problemas primal-dual, inicialmente pro-
posto por Dantzig, Ford e Fulkerson [12] para resolugao de problemas lineares. O mé-
todo primal-dual é uma ferramenta padrao no projeto de algoritmos para problemas de
otimizacao combinatoéria, os quais podem ser modificados a fim de proporcionar bons
algoritmos de aproximagao para uma grande variedade de problemas de complexidade
nao polinomial (NP-hard) [19].

No contexto de programagao linear, Zhu [63| apresenta os resultados de uma
pesquisa sobre varios algoritmos com estrutura unificada primal-dual, na qual essa
versao simultanea é empregada para melhorar os resultados, quando comparados aos
problemas primal e dual, separadamente. Zhu destaca que tais algoritmos alcancam

uma aceleracao significativa em problemas de grande escala, atuando assim como uma
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metodologia computacional promissora para muitos outros problemas. E realizada uma
unificagao entre as abordagens primal-dual, disponiveis na literatura, em um algoritmo
computacional comum, para o qual a analise de complexidade foi feita com base em
uma fungao exponencial.

Agora, envolvendo também conceitos de dualidade convexa mais gerais, a me-
todologia primal-dual ganha grande destaque em programacao nao-linear, contexto esse
em que se situa o problema Ridge Regression. As vantagens em se trabalhar com o par
de problemas primal-dual sao apontadas por Komodakis e Pesquet [40], embasados em
recentes avangos em analise convexa, otimizacao discreta, processamento paralelo e oti-
mizacao nao suave com énfase nas questoes de esparsidade. Além disso, Komodakis e
Pesquet propoem os principios dessa abordagem a fim de mostrar os beneficios de algo-
ritmos primais-duais, tanto para resolver problemas de otimizagao convexa em grande
escala como os discretos, apresentando uma série de métodos de otimizagao primal-dual
utilizados para a resolucao de problemas de sinal e processamento de imagem.

O problema de minimizar a média de um grande ntmero de fungoes conve-
xas suaves penalizada com um regularizador fortemente convexo, o que também é um
problema do tipo Ridge Regression, é verificado em [50]. Os autores propoem um algo-
ritmo, nomeado Quartz, que resolve simultaneamente os problemas primal e dual. O
método consiste em, a cada iteragao, selecionar e atualizar um subconjunto aleatorio
das variaveis duais, sem qualquer suposicao sobre a distribuicao de probabilidade para
tais subconjuntos. Dessa forma, o diferencial do método consiste em ser o primeiro a
fazer uma anélise sob uma amostragem arbitraria. As atualizagoes duais sao usadas
para a atualizagao da variavel primal, e o processo é repetido. Os experimentos numé-
ricos foram realizados para o problema linear de Support Vector Machine, com norma
Lo regularizada.

Chambolle e Pock [7] apresentam o estudo de um algoritmo primal-dual de
primeira ordem aplicado em problemas de otimizacao convexa onde o objetivo é calcular
o movimento aparente em sequéncias de imagens. Os autores mostram que o algoritmo
converge, com taxa Otima de O (%) sob o gap de dualidade e, particularmente, que
pode ser modificado, com uma nova taxa de convergéncia de O (ﬁ) para quando os
problemas primal e dual sao uniformemente convexos. Para essa modificacao acelerada,
em problemas suaves, garantem que a convergéncia é linear, da ordem de O (eiN)
Outras aplicagoes da metodologia primal-dual podem ser vistas em [2, 19, 23].

Com base neste contexto de dualidade e regressao, neste trabalho, propomos
algoritmos primais-duais de ponto fixo aplicados a uma versao de problemas Ridge
Regression, que também sao abordados, por exemplo em [50]. De acordo com [40], os
métodos primais-duais tém sido empregados principalmente em problemas de otimiza-
¢ao convexa com dualidade forte, obtendo sucesso quando aplicado a varios tipos de
fungoes nao-lineares, que surgem em diversas areas de aplicagdo, tais como processa-

mento de imagem, aprendizado de maquina, problemas inversos, entre outros.



Introdugao 3

Assim, em relagao ao comentério anterior, somos encorajados a acreditar que
esta é uma estratégia interessante para ser aplicada no problema Ridge Regression,
visto que o problema primal-dual estabelecido é quadratico e fortemente convexo. De-
finimos a versao do problema primal, Ridge Regression, a ser tratado no trabalho e sob
ele estabelecemos o problema dual, utilizando conceitos de dualidade convexa, em par-
ticular dualidade de Fenchel. Mostramos que o par de problemas satisfaz as condigoes
de dualidade e, definida a condi¢cao de otimalidade, estabelecemos o algoritmo SRP
assim como a sua prova de convergéncia linear, por meio de uma modificagao que recai
no formato ponto fixo. Baseados nas caracteristicas de possivel melhoria do algoritmo,
quando utilizado o par primal-dual, propomos também uma versao acelerada para o
método, nomeada acc-SRP, sendo este o principal resultado desta tese.

Experimentos numéricos foram executados em Matlab, a fim de verificar a efi-
ciéncia e robustez dos algoritmos propostos. Os resultados indicam que a metodologia
proposta é competitiva com os métodos de regularizacao cléssicos existentes pois, teo-
ricamente, possui garantias de convergéncia estabelecidas e, numericamente, apresenta
excelente desempenho quando comparado & uma metodologia classica na resolucao de
problemas muito mal-condicionados.

Este trabalho encontra-se estruturado conforme segue. No Capitulo 1 apresen-
tamos uma discussao sobre os métodos de regularizagao existentes e sua aplicagao em
uma formulagao do problema Ridge Regression no contexto estatistico. No Capitulo 2
revisamos alguns conceitos basicos de dualidade convexa e, em particular, construimos
o par de problemas primal-dual, utilizado na pesquisa. Os algoritmos propostos para
resolver o problema, assim como a anélise de convergéncia teodrica, estao apresentados
no Capitulo 3. No Capitulo 4 descrevemos alguns detalhes referentes a implementacao
dos algoritmos SRP e acc-SRP, bem como os resultados numéricos obtidos a partir

dessa implementacao. Por fim, apresentamos a conclusao do trabalho.



Capitulo 1

Problemas mal-postos e regularizacao

Neste capitulo discutimos alguns conceitos fundamentais no campo da reso-
lucao de problemas mal-postos, a fim de justificar a teoria de regularizagao. Neste
sentido, a idéia é destacar alguns dos principais métodos de regularizacao existentes,
disponiveis na literatura, assim como suas vantagens e desvantagens. Tal discussao ¢é

estruturada a seguir com base em [3, 26, 27, 28, 44].

1.1 Problemas mal-postos

O conceito de problemas mal-postos surgiu em 1923 devido a Hadamard [24],
que define problema mal-posto como aquele que nao admite solugao tinica ou quando
pequenas perturbacoes arbitrarias nos dados afetam consideravelmente a solucao. Dessa
forma, um problema mal-posto é aquele que nao satisfaz pelo menos uma dessas ca-
racteristicas, que dizem respeito a existéncia, unicidade e estabilidade da solugao.

Neste sentido, considere o seguinte problema

;2}@”145”_5” , AeR™" e beR™ (1.1)
Dizemos que (1.1) é¢ um problema mal-posto se (a) os valores singulares de A decrescem
gradualmente até zero e (b) a razao entre o maior e o menor valores singulares nao nulos
¢ grande. Podemos perceber tais caracteristicas, também, em sistemas de equacgoes
lineares e problemas lineares de quadrados minimos resultantes da discretizacao de
sistemas mal-postos, por exemplo as equagoes integrais de Fredholm, tendo aplicagoes
nas mais diversas areas [3, 8, 10, 11, 22, 27, 46].

A principal dificuldade em se trabalhar com os problemas mal-postos, por
exemplo (1.1), ocorre quando a matriz A possui um conjunto de valores singulares
muito proximos a zero. Por isso, é necessario incorporar mais informacoes sobre a
solucao desejada, a fim de estabilizar o problema e destacar uma solucao ttil e estavel.

Este é o proposito dos métodos de regularizacao, discutidos a seguir.
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1.2 Meétodos de regularizacao

A obtencao de solugoes exatas para problemas mal-postos tem sido de grande
interesse em diversas areas do conhecimento, ja que a solugao proposta por quadrados
minimos pode ser contaminada por ruidos. Neste sentido, a teoria de regularizacao
consiste na determinacao de uma solucao para problemas mal-postos que se aproxime
da solucao exata e nao seja afetada por ruidos. Para isso, intuitivamente, a analise e
solucao de um problema mal-posto é feita via solucao de um problema associado que
¢ bem-posto [3, 26, 27, 28, 42].

Os métodos de regularizagao sao classificados em métodos de projecao, méto-
dos de penalidade e métodos hibridos |3, 26, 42, 55|. Dentre os métodos de projegao
podemos citar a Decomposi¢ao em Valores Singulares Truncada (TSVD) [28], a De-
composi¢ao em Valores Singulares Truncada Generalizada (TGSVD) [26], o Método de
Minimos Residuos Generalizado (GMRES) [6] e o Método de Regressao por Quadra-
dos Minimos (LSQR) [47, 48], matematicamente idéntico ao Método dos Gradientes
Conjugados [3]. Dentre os métodos de penalidade podemos destacar a regularizagao
Tikhonov, o método da variacao total e o método L1 [55, 57, 59]. Os métodos hibridos
consistem na combinagao entre um método de penalidade e um método de projecao,
a fim de contornar a dificuldade de escolha do critério de parada, que surge quando
empregados separadamente. Entre os métodos hibridos, destacamos a bidiagonaliza-
¢ao de Golub-Kahan, também nomeado algoritmo Lanczos, o algoritmo Arnoldi, entre
outros [18, 41].

Os métodos de projecao caracterizam-se por considerar, logo nas primeiras ite-
racoes, informacoes relevantes para o problema. No entanto, se as iteragoes persistirem,
as novas componentes passam a ser contaminadas por erros nos dados, possibilitando
a desestabilizagao da solugao, ja que a solucao do problema é a mesma definida pelo
método dos quadrados minimos usual [3|. Dessa forma, a dificuldade de aplicagao dos
métodos de projecao ¢ a determinacao da iteracao de parada.

Dentre os métodos de projegao, um que tem atraido grande atencao é o método
LSQR, por conter caracteristicas de regularizagao e propriedade de semi-convergéncia
[25, 28, 30, 36, 38, 54]. A semi-convergéncia garante que a medida que as iteragoes
evoluem as solucoes iteradas se aproximam da solucao exata, porém a partir de dado
momento as mesmas passam a se distanciar e a estabilidade do algoritmo nao é al-
cangada [3]. Isso ocorre pelo fato de que o ruido afeta progressivamente o subespago
solucao do problema apods uma quantidade 6tima de iteracoes, consequentemente, de-
teriorando a solu¢ao. Uma representagao para tal comportamento pode ser visualizada
na Figura 1.1.

Neste contexto de regularizacao, um dos métodos empregados com maior
frequéncia na resolucao numérica de problemas discretos mal-postos é a regulariza-

¢ao Tikhonov, a qual descrevemos brevemente a seguir, baseados em [17, 34, 57].



Problemas mal-postos e regulariza¢ao 6

[ Az =l

v

Iteracoes

Figura 1.1: Norma residual para um crescente niimero de iteragoes

1.2.1 Regularizagao Tikhonov

A regularizagao Tikhonov substitui o problema de quadrados minimos

— - _ 2
z = arg min |b— Az||; (1.2)
onde A € R™*"™ e b € R™, por
oy = arg min {||b— Az|3 + 3 | L(x — 20)]3} (1.3)

em que A > 0 é o pardmetro de regularizacao, o vetor zo € R" é uma aproximacao
inicial para a solucao e L € R?*™ uma matriz dada. Quando L = I temos a formulagao
de Tikhonov padrao, caso contréario, Tikhonov no formato geral. A primeira proposta
de resolugao para o problema (1.3) é devida a Golub [20]. A ideia consiste em tratar

(1.3) como um problema de quadrados minimos da forma

(5) ()

No entanto, a formulagao padrao da regularizacao Tikhonov substitui o problema usual

2

) = arg min
zeR?

(1.4)

2

de quadrados minimos por

T zarggel%g{!\b—flw\lgﬂ%z Iz} (1.5)

ou seja, considerando L = I e zyp = 0.

A aproximacao da solugao x, em relacao a solugao exata do problema depende
da escolha do parametro A. Destacam-se na literatura diversos métodos para escolha
de tal parametro, entre os quais podemos citar a Curva-L [28, 29|, a Validagao Cruzada
Generalizada (GCV) [21], o Principio da Discrepancia [45], o Algoritmo de Ponto-Fixo
de Bazén [4], entre outros. O escopo desta tese nao diz respeito a escolha do parametro

6timo de regularizagao, mas a resolucao do problema para uma variedade de parametros
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definidos aleatoriamente. Sendo assim, maiores detalhes sobre os métodos de escolha do
parametro de penalidade podem ser encontrados nos trabalhos anteriormente citados.

A formulagao de Tikhonov, no formato padrao, pode ser observada como um
problema na Estatistica, especificamente, em regressao miltipla. Ridge Regression é
considerada uma aplicagao de Regularizagao Tikhonov no contexto estatistico, embora
tenham sido desenvolvidas independentemente [1]. Sendo assim, destinamos a se¢ao
a seguir para a formulacao do problema Ridge Regression, onde, por conveniéncia,

optamos por empregar a notagao estatistica padrao.

1.3 Definicao do problema Ridge Regression

A analise de regressao é uma técnica estatistica que visa investigar e modelar
a relacao entre variaveis, sendo uma das ferramentas mais empregadas na anélise de
dados. Um dos objetivos desta técnica é a estimacao de parametros desconhecidos do
modelo. Geralmente, o interesse é avaliar a relacao de uma variavel de interesse Y em
relacao a p varidveis independentes X;;,¢=1,...,n,5=1,...,p.

Sendo assim, um possivel modelo de regressao multipla, no formato matricial,

pode ser expresso como

Y =XB+e¢, (1.6)

onde Y € R™ ¢é a variavel dependente ou resposta, X € R"*P, assumindo posto com-
pleto, representa as variaveis independentes ou regressoras, € RP\{0} os coeficientes
de regressao estimados e € o erro residual.

A estimativa para os coeficientes [ pode ser feita, por exemplo, pelo Método
dos Quadrados Minimos (M.Q.M.) que consiste em minimizar a soma dos quadrados
dos residuos. Definindo f(3) = ||Y — X ][5, temos entdo que o problema de minimizar

o quadrado da norma residual retorna como minimizador

B = argmin f(J). (1.7)

Observe que f ¢ uma fungao convexa, uma vez que V2f(3) = 2XTX ¢é semi-definida
positiva. Como um resultado classico em otimizagao, segue que qualquer minimizador
local de f é global. Assim, pela condi¢ao necessaria de otimalidade de primeira ordem,
se B for um minimizador local de f, entao B é solugao do sistema V f(8) = 0. Portanto,

se XTX for nao singular, B\ sera dado por
B=(XTX)"'X"y, (1.8)

que representa o estimador de quadrados minimos usual. Pode-se provar que (3, dado

em (1.8), ¢ um estimador nao-tendencioso, ou seja, E <B> = (. No entanto, note
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que se X7 X ¢é singular, nao existem estimadores tinicos para o problema. Além disso,
mal-condicionamento, nimero de predigoes excedendo o niimero de observacoes, posto
incompleto e multicolinearidade afetam diretamente essa solugao.

Para contornar esse problema sao aplicados métodos de regularizagao, dentre
0s quais o mais conhecido é o Método de Ridge Regression. Trata-se de uma meto-
dologia estatistica aplicada na anélise de dados de regressao miltipla que sofrem de
multicolinearidade ou nao ortogonalidade. Neste caso, as estimativas de parametros
com base no método dos quadrados minimos usual tém uma probabilidade alta de ser
insatisfatoria, pois a variabilidade nos coeficientes é alta. Isso ocorre pelo fato de algu-
mas variaveis explicativas serem combinacoes lineares de outras e nao ha estimadores
de quadrados minimos tinicos para os parametros, pois a matriz X7 X é singular.

Neste sentido, Ridge Regression é um método de estimativa com base na adi-
cao de pequenas quantidades positivas para a diagonal da matriz X7 X, o que leva a
obtencao de estimativas tendenciosas, porém com menor erro quadratico médio.

Considerando o problema de quadrados minimos usual, dado em (1.7), temos

que o problema Ridge Regression ¢ definido como

min  f(8) + 8|5 (1.9)

A existéncia de uma solugao para (1.9) deve-se ao mesmo argumento apresentado para
o problema (1.7). Para simplifica¢do, denotaremos a fungao objetivo por g(g8) = f(5)+
A|Bl5- Assim, temos que V2g(B) = 2XT X + 2XI ¢ definida positiva, o que implica na
existéncia de um tnico minimizador para g. Entao, o estimador de Ridge Regression,

solugao do sistema Vg(f) = 0, é dado por
Brigge = (XTX + A1) XTY. (1.10)

Note que, se ay,...,q, com a; > ... > «,, representam os autovalores de X7 X e
v1,...,v, 08 autovetores associados, respectivamente, os autovalores de (X7 X + \I)~!
serdao, exatamente, (o; + A\)71 i = 1,...,p. Se XTX for singular ou quase singular,
com autovalor minimo «,,, entdo o menor autovalor de (X7X + AI) serd (a, + ) e,
esta matriz nao estara tao préoxima da singularidade.

O estimador de Ridge Regression pode ser obtido por meio da resolucao do
problema de otimizagao irrestrito, dado em (1.9). No entanto, esse problema de mini-
mizacao pode, também, ser reformulado através do seguinte problema de otimizacao

restrito

min [[Y — X5

(1.11)
sa |Blh<c

para algum ¢ > 0. A existéncia de uma solugdo para o problema (1.11) é garantida
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pelo fato de se tratar de uma funcao continua e um conjunto vidvel compacto. Uma
representacao para a solugao deste problema, para o caso em que p = 2 ¢ ilustrada na

Figura 1.2.
B2y

{
A
NP

Figura 1.2: Solugao do problema Ridge Regression para um exemplo com p = 2

Mostraremos que os problemas (1.9) e (1.11) sdo equivalentes. Para isso, con-
sidere o estimador de Ridge Regression para o problema (1.9), definido em (1.10). Pela
condicao necesséria de otimalidade de primeira ordem, temos que Vg(BRidge) =0, ou
seja,

V f(Brigge) + 2\Bridge = 0. (1.12)

Por outro lado, o problema de otimizagao restrito (1.11) pode ser resolvido
pelas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Mostraremos que, para uma adequada
escolha de ¢, o estimador ERidge, dado em (1.10), também é solugao de (1.11). De fato,
como E ridge 7 0, a condicao de qualificagdo de independéncia linear (LICQ) é satisfeita
em B\Ridge. Além disso, usando (1.12), temos que existe v* > 0 tal que as condigoes de
KKT sao satisfeitas:

_vf(BRidge) = QV*B\Ridgev
—~ 2
v (Hﬂmdge , c) =0, (1.13)

—~ 2
HﬁRidge 9 <c

2

De fato, tome v* = X ec= HBRW . Assim, os problemas (1.9) e (1.11) tém a mesma
2

solucdo, sendo esta destacada em (1.10).

Contornada a singularidade envolta ao problema e verificada a equivaléncia
entre os problemas (1.9) e (1.11), estabeleceremos agora um comparativo entre o es-
timador de quadrados minimos usual e o estimador de Ridge Regression, de acordo
com |9, 35, 60|. Para isso, consideramos inicialmente informagoes referentes ao valor
esperado para os coeficientes. Essa relagao pode ser observada realizando a decompo-
sicao espectral da matriz X, como X = UDVT em que U € R ¢ V € RP*P sao
ortogonais, D € R™? e, usando (1.8) e (1.10), podemos escrever que o estimador de

quadrados minimos usual é dado por
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B=VvD2DTyTy, (1.14)

e o estimador de Ridge Regression
Brigge = V(D + AI)"'DTUTY, (1.15)

para o qual hd um encurtamento tanto dos estimadores como dos valores singulares.
Além disso, note que, quando A\ = 0, o estimador Bp;qge coincide com /.
Com base no valor esperado para os estimadores, o método dos quadrados

minimos retorna a melhor solu¢ao nao-tendenciosa para o modelo, ou seja, E (B) =f.

Por outro lado, B Ridge ¢ um estimador tendencioso para 3 quando A # 0, uma vez que
E (Brige) = XX (AL + X7X) 7" 5.

Observando o valor esperado para os estimadores de Ridge Regression, justificamos o
fato do método encurtar os coeficientes obtidos pelo método de quadrados minimos,

aproximando-os de zero. De fato, de acordo com [60] temos que

lim E (Bpiage ) = Jim XX (M +X7X)™" 5 = 0.

A—00

Analisando, agora, a variancia do estimador de quadrados minimos temos que

\% (5) — 2(XTX) L, (1.16)

enquanto que a variancia do estimador de Ridge Regression é dada por
V (Briage ) = 0* (XTX + A1) 7 XX (X7X + AI)‘l)T . (1.17)
Além disso, fazendo
Jim V (Brigge ) = Jim 0 (X7X + A1) XTX (XX + )\[)_1>T — 0,

podemos concluir que a variancia de fj\Ridge ¢ uma funcao decrescente de A, o que
justifica a utilizacao do Método de Ridge Regression ja que apresenta uma variancia
inferior & variancia do Método dos Quadrados Minimos usual para um certo valor de
A. Além disso, Bﬁidgeﬁmdge < BTB para todo A positivo e B};idgﬁmdge tende para zero
conforme A cresce.

Agora, apds apresentarmos o problema Ridge Regression no formato mais sim-
ples, é importante destacar que sua caracteristica principal de formulagao se trata da
minimizag¢ao de uma funcao convexa suave sujeita a uma penalidade sob uma funcao

fortemente convexa. Essa caracteristica é o que possibilita a generalizagao do problema
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a outras variacoes do tipo Ridge Regression. Por sua vez, é essa extensao que permite
classificar o problema utilizado nesta pesquisa como um problema do tipo Ridge Re-
gression. Para definir o problema proposto para estudo sera necessario, também, a
construcao do par de problemas primal-dual, no contexto de otimizagao convexa. De-
vido a isso, o proximo capitulo destina-se a elencar alguns conceitos fundamentais no
campo de dualidade convexa, a fim de estabelecer a relacao entre os problemas consi-

derados.



Capitulo 2
Um caso de Dualidade

Neste capitulo, nosso objetivo é apresentar um esquema de dualidade que sera
ferramenta para a construgao do problema abordado nesta tese. Para o estudo dessa
ideia, faremos uso de dois conceitos da literatura: conjugada de Fenchel e dualidade

Lagrangiana. Iniciaremos com uma breve revisao destes topicos.

2.1 A conjugada de Fenchel

A func@o conjugada foi introduzida por Fenchel em [16] e possui aplicagoes
nas mais diversas areas da Ciéncia, tais como Otimizacao, Equacoes Diferenciais e
Economia. Apresentamos a seguir uma breve revisao sobre algumas propriedades que
sao de interesse no desenvolvimento desta tese e podem ser encontradas em |5, 15, 39,
49].

Vamos inicialmente dar uma motivagao geométrica para a nogao de conjugacao.

Dados u € R" e b € R, definimos o hiperplano em R"*! por
H={(z,\) e R"" |u"z — X =0b}. (2.1)

Dada uma funcao f : R™ — R convexa, consideramos o problema de determinar b € R

T4 — b, seja tangente ao grafico

tal que o hiperplano H, que pode ser descrito por A = u
de f, ou seja, o hiperplano H seja suporte do epigrafo’ de f. Isso é o que podemos
observar na Figura 2.1, em que para efeitos de ilustragao o eixo horizontal corresponde
ao R™ e o eixo vertical corresponde a R.
Nesse sentido, note que se considerarmos —b como a distancia vertical entre o
grafico da funcdo f e o hiperplano dado por A = u’z, ou seja, se tomarmos
—b = inf {f(x) — uTx} ,

reR”

1Seja f : R™ — R, definimos o epigrafo de f como epi(f) = {(z,p) |z € R*,p € R, f(z) < u} C
R+,

12
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)\k
epi(f
f NV
\\ //
T
\ A=ulz—0b
A=ulz

Figura 2.1: Hiperplano H tangente ao grafico de f

ou equivalentemente

b = sup {uTx—f(x)},

zeR”
o hiperplano H serd suporte para epi(f) no ponto em que tangencia o grafico de
f. Considerando essa introducao e motivagao geométrica, definimos entao fungoes

conjugadas.

Definicao 2.1 Dada uma funcio f : RY = R, a funcdo conjugada de f, f* : Rl —
R U {400} € definida por

f*(u) = sup{u’z — f(x)}. (2.2)

z€R!
Essa fungao é conhecida como Conjugada de Fenchel ou Conjugada Classica.
Fazendo uma associagao & motivacao de conjugacao apresentada, para uma funcao f

convexa, temos que o hiperplano
H={(z,\)|u"z=X= f*(u), ueR"}, (2.3)

suporta o epigrafo de f no ponto em que tangencia o grafico de f.

A fim de ilustrar a defini¢ao de fun¢ao conjugada, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1 Seja a fungio f : R — R dada por f(x) = e*. Aplicando a Defini¢ao

2.1 temos que a conjugada de f € dada por

[ (u) = sup {uz — €},
z€eR
para todo u € R. Para o caso em que u < 0, temos que a fun¢dao definida como h(z) =
uxr — e* cresce infinitamente & medida que x decresce. Logo, temos que f*(u) = +o0.

Considerando u = 0, temos que f*(u) = sup{—e®} = 0. Finalmente, para o caso em
zeR
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que u > 0, devemos analisar o comportamento da func¢ao h(x) = ux — e*. Note que,
neste caso, h possui maximizador global igual a * = Inu. Logo, a conjugada é definida
como f*(u) = sup {uxr — "} = max {ur — €} = ulnu —u. Sendo assim, temos que
z€R S
400, seu <0
f(u) = 0, seu=20

ulnu —u, seu > 0.

Uma ilustracao para a reta suporte de f, no caso u > 0, pode ser observada na Figura

2.2. Note que para u < 0 nenhuma reta na forma A = ux — b € suporte para epi(f).

AA

A=uxr—1>
u >0

Ky

Figura 2.2: Tlustracao para a reta A suporte de f

Finalizada a discussao do exemplo, apresentamos a partir de agora algumas
caracteristicas das fungoes conjugadas. Conforme veremos no préximo resultado, se f

¢ fortemente convexa?, entdao f*(u) é finita para todo u € R
Proposigao 2.2 Se f : R — R ¢ uma fungdo fortemente convexa, entio f*(u) < +oo.
Demonstracao. Considere u € R fixado. Como f é fortemente convexa, existe uma
funcao quadratica q cuja Hessiana ¢ positiva definida3, tal que

f(@) > q(a), ¥z € R

Assim, podemos escrever que

"u— f(z) < a"u - qla),

Ty — q(z) é quadratica, cuja Hessiana é negativa

e usando o fato de que a funcao x
definida, entdo ela admite um maximizador Z, e concluimos assim que f*(u) < z7u —

q(T) < +o0. 0

2Dado a > 0, dizemos que a funcao g : R — R é a—fortemente convexa quando para todo z,y € R!
et € [0,1] temos que g((1 —t)x +ty) < (1 —t)g(x) +tg(y) — S(1 —t)t]|z — y||2 .

3Seja f : R! = R uma fungio a—fortemente convexa. Podemos mostrar que f(y) > f(x) + v(y —
)+ 5 |l — y||* para todo v € 8f (x). Ver Teorema 6.1.2 em [33].
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O teorema a seguir apresenta algumas das propriedades que envolvem a fun¢ao
conjugada.

Teorema 2.3 Sejam as funcoes f, g : Rl = R e f*, ¢* : Rl — R suas conjugadas,

respectivamente. Entao
(i) f(x)+ f*(u) > ulz, para todo z,u € R
(i) nf f(z) = —*(0)
zER!
(iii) Se f(x) < g(z) para todo x € R' entao f*(u) > g*(u) para todo u € R
Demonstragao. (i) Consequéncia da Definigao 2.1.

(77) Note que, usando a Definigao 2.1, podemos escrever

—f*(0) = —sup {OT{L' - f(x)} = inf f(z).

z€R! z€R!

(ii1) A hipotese f(z) < g(z) para todo z € R! nos garante que v’ z— f(z) > uz—g(z).

Portanto,
fr(u) = sup {u'z — f(2)} > sup {u'z — g(z)} = g"(u),
zER! z€R!
para todo u € R!, o que conclui a prova. 0O

O resultado a seguir estabelece uma condi¢ao para que na propriedade (i) do

Teorema 2.3 possamos garantir a igualdade.

Proposicao 2.4 Seja f : R! — R fortemente conveza e diferencidvel. Considere
zo,up € R Entao, f*(ug) + f(we) = xlug se, e somente se, ug = Vf(xg) e xg =

Demonstragdo. Primeiramente defina a funcao h(z) = 27wy — f(x) e suponha que

I*(uo) + f(xo) = xug. Pela defini¢do de conjugada de Fenchel, podemos escrever que

fH(ug) > 2w — f(), (2.4)

para todo x € R!. Temos que h(xg) = zlug — f(zo) = f*(uo) > h(z), para todo
x € R!, ou seja, xy ¢ maximizador de h. Portanto, 0 = Vh(zg) = ug — Vf(x). De
forma anédloga, considerando a fungao u +— z{u — f*(u), podemos estabelecer que
zo = V f*(up).

Para provar a reciproca, suponha que uy = V f(xy). Portanto, Vhi(zg) = 0.
Isso implica que xy € um ponto critico da funcao concava h, logo maximizador global.

Assim, temos que
h(zo) > aug — f(2),
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para todo € R!. Em particular, temos que

h(xo) > sup {z"ug — f(2)} = f*(uo).

zER!

Por outro lado, f*(ug) > xduo — f(z0) = h(xg). Logo, f*(ug) + f(z0) = xduo. O

Note que esse teorema esta condicionado & existéncia de g, uy € R tais que
permitam a igualdade f*(ug) + f(z0) = xdug. A validade desse teorema ¢ estabelecida

com base no seguinte resultado.

Proposicao 2.5 Sejam q : R' — R uma funcdo quadrdtica concava e € : R' — R uma
fungao continua que satisfaz

§(x) < g(x).

Entado, existe z* tal que £(x) < &(x*) para todo x € R,

Demonstragcao. Sabemos que £ é limitada superiormente por uma funcao quadratica

concava, logo existe M € R tal que M = sup {{(x)}, ou seja, podemos afirmar que
zER!
existe uma sequéncia (z*) C R! tal que

E(2*) — M. (2.5)

Afirmamos que (z¥) é limitada. De fato, suponha por absurdo que a sequéncia (z*) é
ilimitada. Entdo, existe uma subsequéncia de (z*), digamos (2*)ren tal que ||z*|| LY
+00. Portanto, temos que g(z*) m —00, e como &(z) < g(z), concluimos que &(x*) LY
—00, 0 que ¢ uma contradi¢ao tendo em vista (2.5). Sendo assim, como (z*) ¢ limitada,

. " . N
existe uma subsequéncia (z¥)rens tal que ¥ — 2%, logo

N” %
E(z%) = €(x").
Assim, usando (2.5) temos que M = £(z*), o que implica que a funcao £ admite um

maximo. O

Podemos empregar esse resultado para validar as hipoteses da Proposigao 2.4.
Para isso, note que pelo fato da funcao f ser fortemente convexa, a fungao definida
por h(z) = ulx — f(z) é limitada superiormente por uma fungao quadratica concava
q. Portanto, pela Proposicao 2.5, a fungao h admite um maximizador. Logo, existe
zo € R! tais que f*(ug) = ul xog — f(x0).

Estabelecidos os conceitos fundamentais de conjugacao, apresentamos a seguir
conceitos basicos em dualidade Lagrangiana. Tal estudo é o que motiva a construcao

do par de problemas considerado nesta tese.
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2.2 Dualidade Lagrangiana

No contexto de otimizacao, a teoria de dualidade baseia-se em associar a um
problema de minimiza¢ao de fungdes (primal), um outro problema, chamado dual,
que sob certas condicoes é equivalente ao primal e pode ser de resolucao mais facil.
Além disso, quando o problema primal é de natureza convexa, as relacoes de dualidade
estabelecidas sao consideradas mais fortes. Discutimos a seguir alguns conceitos de
dualidade Lagrangiana que podem ser encontrados em [5, 39, 49].

Para apresentar o esquema de dualidade a ser empregado nesta tese, vamos

considerar o problema primal como

min f(x)

2.6
s.a x €D, (2:6)

em que D = {z€Q|h(z)=0,9(x) <0}, Q C R, f:Q =R h:Q— Re
g : €2 — R™. Nosso primeiro passo ¢é reformulé-lo por meio da sua fun¢ao Lagrangiana.

Para isso, recordamos que a Lagrangiana associada a esse problema ¢ dada por

L:OxR xR™ >R

(2.7)
L(z, A\, 1) = f(z) + Ah(z) + 1 g(),

e que uma relagdo entre (2.6) e (2.7) pode ser expressa no teorema a seguir, conforme

[39).

Teorema 2.6 Dado o problema primal (2.6) e L a sua Lagrangiana associada, definida

em (2.7), temos que

f(z), sex € D,

su L(x, A\, ) =
0 ( #) { +o00, sex € Q\D.

(A, p)ERIXRT

Demonstragdo. Inicialmente, note que se & € D para todo (A, u) € R! x R’ temos que
L(z, A\, p) < f(z), pois ATh(z) = 0 e plg(x) < 0. Além disso, temos que L(z,\,0) =

f(z). Portanto, para este caso temos que

swp LA p) = f(a).
() ERIXR™
Considere, agora, x € Q\D. Neste caso, existe j € {1,...,l} tal que hj(x) # 0 e/ou
existe j € {1,...,m} tal que g;(x) > 0. Supondo h;(z) # 0 para algum j € {1,...,},
definimos

N _{ thi(z), sei=7jt>0

0, seie{l,....I1}\{j}.
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Tomando pu; =0, ¢ = 1,...,m, obtemos que
L(x, A\, 1) = f(z) + t(hj(r))* = +oo quando t — +o0.

Por outro lado, suponha agora que g;(x) > 0 para algum j € {1,...,m}. Considerando

)\ZZO, 7::17...,l7e
)t set=74,t>0
Hi 0, seie{l,.... mI\{j},
obtemos que

L(z, A\, 1) = f(z) + tg;j(x) — 400 quando t — +o0,

o que conclui a prova. 0

Baseado neste teorema o problema primal (2.6) pode ser reformulado como

min sup  L(z, A\, p)
{(A,u)eRlxRT (2.8)

s.aa x €D,

onde D =<z €| sup  L(z, A\, ) < +00 ;. No entanto, uma pergunta natural
(A1) ER XRT
que surge é se a ordem das operagoes de minimizar e maximizar influencia na resolucao

do problema (2.8), ou seja, serd que é possivel optar pela ordem mais conveniente?

Essa questao é o que motiva a construir o problema dual associado, como

max {;relgsz(x,)\,u)}
s.a (A p) €A,

(2.9)

em que A = {()\,u) eR' xR | inlf7 L(z, A\, ) > —oo}. Definindo, entao, a funcao
Te
dual
v A= R, oA p) = inf L(z, A ),
HAS

o problema dual pode ser reescrito como

max (A, 1)

s.a (A p) € A. (2:10)

Essa estrutura de analise nos permite estabelecer a relacao entre as formulagoes
primal e dual, dadas em (2.6) e (2.10), respectivamente, embasados pela dualidade
convexa. Neste contexto, levantamos alguns resultados fundamentais associando tais
problemas, que serdo enunciados a seguir e encontram-se demonstrados em [39].

Inicialmente, veremos que o problema dual considerado consiste na maximiza-
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¢ao de uma funcao coOncava num conjunto convexo, ou seja, toda solucao local é global

e o conjunto de solugoes é convexo. Esse resultado é garantido pelo teorema a seguir.

Teorema 2.2.1 Para qualquer problema primal do tipo (2.6), o conjunto vidvel A do

problema dual (2.10) é convexo e a funcao dual ¢ : A — R € concava.

Demonstracao. Veja o Teorema 5.2.1 em [39). 0

A titulo de ilustragao apresentamos uma interpretacao geométrica para o pro-

blema dual, proposta em [52]. Para isso, considere o problema primal na forma

min f(x)

sa giz) <0
ga2(x) <0
re X CR,

e o seu dual como sendo

n=>0 rzeX

mx {min (o0}

s.a ;g)f(L(x,,u) > —00,

em que L(z,p) = f(z)+ p191(x) + p2ge(x). Considere o conjunto I C R? a imagem de
X sob as trés fungoes, f, g1 e ga, ouseja, I = {(z1,22,23) € R? | 21 = g1(x), 20 = g2(2)
e z3 = f(z) para algum z € X}. Sobre este conjunto, a formulagao equivalente do dual

¢ dada por

max {min Lz, u)}

) zel

s.a irg L(z,p) > —o0,

onde E(z, W) = 23+ p121 + p2zz. Para valores fixos dos multiplicadores fi; > 0 e fig > 0,
temos que qualquer curva de nivel da fungao fj(z, ji) corresponde a um plano no R3.

Neste contexto, podemos interpretar geometricamente as solugoes dos proble-
mas primal e dual, conforme ilustrado na Figura 2.3. O ponto de interse¢cao de I com
0 eixo z3, denotado por P*, é a imagem da solucao 6tima, z*, do problema primal. A
fungao dual ¢(u) no ponto (411, fi2) corresponde a determinacao do plano mais baixo e
paralelo a E(z, () que intercepta o conjunto /. Isto corresponde ao hiperplano suporte
7 tangente ao conjunto / no ponto P representado. O ponto P* corresponde aos valores
de pi1 e Jis que maximizam z3. Portanto, o problema dual consiste na determinacao
dos valores de ji; e fi; que definem a inclinagao do hiperplano suporte do conjunto 7,
tal que a intersecao seja com a maior cota, representada por Z3.

Nem sempre podemos garantir a existéncia de uma equivaléncia entre as for-
mulagoes primal e dual, porém, ha uma rica relagao entre suas fungoes objetivo, esta-

belecida no seguinte teorema.
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Z3A

Z1

Figura 2.3: Representacao geométrica do problema dual

Teorema 2.2.2 (Teorema da Dualidade fraca) Para qualquer par de problemas primal

e dual, tem-se que

e\ p) < f(x),Yx € D,Y(\ p) € A.

Em particular

w= sup e\ p) < inf f(z)=w0.
(Ap)ea veb

Demonstragao. Veja o Teorema 5.2.2 em [39). 0

Caso as solugoes 6timas sejam distintas, w < v, temos que hé uma brecha de
dualidade, ou gap de dualidade. No entanto, o préximo teorema nos fornece condi¢oes
que garantem a nao existéncia do gap de dualidade, ou seja, quando os valores 6timos

dos problemas primal e dual coincidem.

Teorema 2.2.3 (Teorema da Dualidade Forte) Sejam Q@ =R™ f:R* - Reg: R" —
R™ fungoes convezas e h : R™ — R uma funcao afim. Suponha que o problema primal

(2.6) satisfaca a condigao de Slater:
3z € R" tal que h(z) =0 e g;(Z) <0,i=1,...,m.

Se o valor dtimo de (2.6) € finito, ou seja, v > —oo (por exemplo, quando o problema
primal tem uma solugdo), entao o problema dual (2.9) possui uma solu¢ao e nao hd

gap de dualidade.

Demonstracao. Veja o Teorema 5.2.3 em [39). O
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Deste modo, vemos que quando as hipoteses do teorema anterior forem satis-
feitas, temos liberdade de escolha do problema a ser resolvido (primal ou dual). Pelo
Teorema 2.2.2, temos garantia de que a fungao dual avaliada em um ponto viavel do
dual sempre fornece uma cota inferior para o valor 6timo do problema primal.

Nosso foco agora é aplicar esta teoria para uma classe particular de problemas.
Temos interesse nessa aplicagao, pois se trata do nosso objeto de trabalho e a dualidade

envolvida nos permitira o desenvolvimento dos algoritmos propostos na tese.

2.2.1 Dualidade aplicada a uma classe de problemas

Considere A;,..., A, € R>*™ X >0, w € R4 N =nm, 8 €RY e a funcao

_ %Zqﬁi(/lfw) + Ag(w), (2.11)

onde ¢; : R™ — R e g : RY = R sdo funcdes fortemente convexas. Vamos aplicar a

teoria de dualidade sob a consideracao de que o problema primal é dado por

min P(w), (2.12)

weR4

e que pode ser escrito como

1 n
— i(zi) + A
{25 age) a| s
sa z—ATw=0,i=1,...,n

Pelo esquema da secao anterior, a fun¢ao dual deste problema é dada por

w(B) = inf L(w,z1, ..y 20, B1,y -+ Bn),

wERL, z,ER™

em que L(w,2z1,...,2n, 01, Fn qu, zi) + Ag(w +Zﬁ ).Deste

modo, temos que

n

n T
p(B) = széln{m {@-Tz,- + %cbz-(zi)} + inf, (— ; A,-Bi) w + Ag(w)

=1

T
— Aif3i
— _—Z Su]é){ —nfl 2 — di(z)} - )\suﬂg) (Z >\6> w — g(w)
i—1 Zi€ER™ weRY i=1
— __Z¢ —nf;) — (%Z&ﬂi)»
= (2.14)

em que ¢; e g* sao as conjugadas de ¢; e g, respectivamente, obtidas de acordo com a
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Definicao 2.1. Além disso, fazendo uma mudanca de variaveis da forma «; = nf;, com

1 =1,...,n, podemos escrever que

e(5) = D(a) = L Z ¢; (—aw) — Ag” <)\Ln ZAMZ) . (2.15)

n < -
=1 =1

Como D(«a) > —oo para todo «, o problema dual de (2.12) é dado por

max D(a). (2.16)

aeRN
No capitulo a seguir estabelecemos o problema a ser tratado, assim como os
métodos propostos para a sua resolucao. Mostraremos que os problemas primal e dual
considerados sdo casos particulares dos problemas (2.12) e (2.16), respectivamente.

Veremos que, para estes casos, os Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 serao validos.



Capitulo 3
Métodos Propostos

Neste capitulo apresentaremos a formulacao primal-dual do problema Ridge
Regression, foco da pesquisa. Discutiremos a sistematizacao dos métodos propostos
neste trabalho para a resolu¢ao do problema, os quais nomeamos algoritmos SRP e
acc-SRP. Tais algoritmos serao estabelecidos no formato ponto fixo e, a partir disso,
discutiremos as propriedades da analise de convergéncia teérica. Destacamos que a
relevancia tedrica do trabalho esta embasada no tratamento do problema na versao
primal-dual. Por simplificagao de notagao, denotamos ||-||, por ||-|| e empregamos uma

notacao conveniente para os parametros.

3.1 O problema

Inicialmente, considere matrizes A1, ..., A, € R¥>™ vetores y1,...,y, € R™ e

um parametro de regularizacao A > 0. Denotamos
A= (A - A) eRPY e y=(y{ - y)" €RY, (3.1)
onde N = nm. Neste trabalho, consideramos o problema de minimizagao regularizado

) def 1 A
min P(w) < - [ATw — gl 4 2 (32

weR?
e associamos o problema dual

def 1
D(a) % —
gelifs (o) 2n2\

1 1
[ Aall? = S-fla]* + - aTy. (33)

Mostraremos que os problemas (3.2) e (3.3) s@o casos particulares de (2.12)
e (2.16), respectivamente, e conforme discutido no Capitulo 2, formam um par de
problemas primal-dual. Note que devido & sua natureza o problema (3.2) pode ser
tratado como um problema do tipo Ridge Regression, conforme destacado na Secao 1.3,

por ser a minimizacao de uma espécie de média de funcoes convexas suaves penalizada

23
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sob uma funcao fortemente convexa.
Sendo assim, nosso objetivo é analisar o par de problemas primal-dual por meio

de uma mistura das varidveis primais e duais, a fim de englobarmos as vantagens em se

trabalhar com tais variaveis, conjuntamente. Para isso, definindo = = € RN,
Q@

nosso problema primal-dual tem natureza fortemente convexa e quadratica, consistindo

na minimizacao do gap de dualidade, expresso por

min  f(z) = P(w) — D(a), (3.4)

xeRd+N
em que P e D sao definidas em (3.2) e (3.3), respectivamente. Considerando o problema
no formato geral, dado em (3.4), apresentamos a seguir algumas discussoes acerca das
caracteristicas de otimalidade e dualidade sob o mesmo e a relacao de equivaléncia

entre as formulac¢oes primal e dual, no contexto de dualidade convexa.

3.1.1 Condigoes de otimalidade e relagoes de dualidade

A principio, note que para o problema dado em (3.4), temos que

1
EA (ATw —y) + Aw
Vi@ = | " R 35
— ATA Za— =
n2\ ot nt Y
e, a condi¢ao de otimalidade, V f(x) = 0, pode ser reescrita como
L AT 4T 0
0 TATA + -1 o n Yy
n?\ n

Neste formato matricial, com A\, n > 0, podemos verificar que a matriz dos coeficientes

do sistema ¢é definida positiva, o que implica na existéncia e unicidade da solucao do
*

sistema, a qual representamos por z* = ( .| e RN

«
Para discutir as relagdes que envolvem os problemas (3.2) e (3.3), buscamos

reescrever as fungoes P(w) e D(«), convenientemente, usando os conceitos de dualidade
convexa apresentados no Capitulo 2.
Neste contexto, com base nas caracteristicas da matriz A € RV e dos vetores

y € RN e w € RY, podemos escrever que
Alw —
AJw — ys

ATw —y =

Agw — Yn
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o que nos leva a
4% w —y[|" = > fATw -y
i=1

Assim, usando este fato, podemos reescrever P como
Plw) = 2 3" 6u(ATw) + Ag(w)
n p— (2 1 Y

conforme definido em (2.11), em que

2 !

6i2) = gllz =l e glw) = 5wl (3.7

Similarmente, com o intuito de reescrevermos a funcao D, devemos encontrar
as conjugadas das fungoes ¢; e g. Usando a funcao ¢;, definida em (3.7), e a definigdo

de Conjugada de Fenchel (Definigao 2.1), podemos escrever que

61(6) = sup {572~ Zll= - ulP}. (35)

z€R™

- def 1 ) e e
Como a fungio h(z) = sTz— 3 |z —w:]|? é quadratica concava, o ponto critico Z = s+;

¢ maximizador, e assim, concluimos que
* = 1 2 T
¢i(s) =n(z) =5 lIs|" + s v (3.9)

Analogamente, podemos verificar que a conjugada da funcao g, definida em

(3.7), é dada por

g°(w) = 5]lul? (3.10)

e, assim, podemos reescrever D(«), definida em (3.3), como

1 1 1
D - _ A 2 - 2 - T
(@)= —55l4all? = o-llall? + oy
2

S P S S/ P S AR
2n2\ — v on — ! n v
M1 <& ’ 1 & 1 —

= —o | 4| — 5 il == —a;)"y;
2 || 2 a Q”ZZZ;HQ | n;( ;) y (3.11)

B 1 1 /1 ) -
= —\g (n)\ZAlal> nZ(ZH a;||* + (—a) yl)
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conforme fungao estabelecida em (2.15). Assim, estabelecemos a equivaléncia entre o
par de problemas (3.2) e (3.3) com (2.12) e (2.16), respectivamente, comprovando a
relacao primal-dual entre as formulagoes.

Se definirmos

1 n
A= —S A, 3.12
T ; “ (312)
o gap de dualidade entre os problemas (3.2) e (3.3) pode ser reescrito como

P(w)~D() = Mo(w) +9"(@) ~w76)+ 3 (au(ATw) +6i(~an)+al ATw). (313

i=1
Além disso, note que a partir da definigao de fungao conjugada podemos es-

crever que
g* (@) > w'a — g(w). (3.14)

Analogamente,

¢ (—a;) > —al ATw — ¢ (ATw). (3.15)

Assim, usando (3.14) e (3.15) em (3.13), podemos entao concluir que
P(w) = D(a) 2 0,

ou seja, comprovamos a dualidade fraca, dada pelo Teorema 2.2.2.

Podemos, também, verificar que a dualidade forte, Teorema 2.2.3, é equivalente

w=Vg' @ e a=-Ve(ATw). (3.16)

Para comprovar isso, basta aplicar a Proposicao 2.4 para as funcoes g e ¢;. Em virtude
de (3.7), (3.10) e (3.12) podemos reescrever (3.16) como

w:a:%fla e a=y— Alw,
que ¢ exatamente uma forma diferente para reescrever a solugao do sistema (3.6).
Baseado neste contexto de dualidade convexa, mostraremos a seguir novas
metodologias aplicadas ao problema primal-dual de Ridge Regression, definido em (3.4).
Nosso diferencial consiste em trabalhar com a formulagao primal-dual recaindo em
um problema no formato ponto fixo, sob o qual analisamos a convergéncia linear.
Apresentamos a seguir o método SRP, e uma reformulagao acelerada, nomeada método

acc-SRP, propostos neste trabalho.
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3.2 0O método SRP

O método SRP foi estabelecido a partir da condicao de otimalidade do pro-
blema (3.4) no formato matricial, dado em (3.6). Multiplicando a equagao (3.6) por
0
iR para 0, A > 0, e adicionando o vetor v em ambos os membros da equacgao,

Q@

recaimos no sistema

0 0
w=w—w— —AATw+ — Ay

0 _”Ae ATAnj\r o
T (n\)? “TY
que pode ser reescrito no formato
x = G(0)x + 0b, (3.17)
em que r = , b= — e
o n Y
0 4 a7
(1-0)1 ——AA 0
G(0) = nA . (3.18)
0 RN S AYE
nA (nA)?

Usando a relagao (3.17) podemos estabelecer o algoritmo a seguir.
Algoritmo 3.1 Método SRP

DADOS: 20 € R™N: 0 > 0;
INICIALIZAGAO: k=0

REPITA
P = G(0)a" + 0b
k=k+1

Uma vez que a solu¢do z* do problema satisfaz a relagdo (3.17), podemos
utilizar as relagoes 21 = G(0)z* + 0b e 2* = G(0)z* + b, iterativamente, e verificar

que

(3.19)

0 que nos permite escrever que

k

(3.20)

<l =" — -]

E
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Sendo assim, nosso objetivo é encontrar um limite para o espectro da matriz
G(0), a fim de garantir a convergéncia do algoritmo tendo como base (3.20). Neste

contexto, definimos o raio espectral de uma matriz G € R9*? por
p(G) = max {|(| | ¢ é um autovalor de G} .

Uma relacao que leva em consideragao o espectro de uma matriz é dada por meio do

seguinte resultado.
Teorema 3.1 Seja G € R4, Entao, klim G* =0 se, e somente se, p(G) < 1.
—00
Demonstragao. Veja o Teorema 5.6.12 em [37]. O

Matrizes G € R7%7 tais que lim G* = 0 sdo chamadas convergentes e por isso
k—o0

sao de extrema importancia na anélise da convergéncia de processos iterativos. Com
base em tais resultados podemos entao afirmar que a convergéncia do Algoritmo 3.1
dependera do espectro da matriz G(0). Mais precisamente, ha garantia de convergéncia
se o raio espectral de G(#) é menor do que 1, pois, neste caso, temos que G(#)* — 0 e,
usando (3.20)

k *

H:c — " — 0.

Além disso, a convergéncia ¢ linear tendo em vista (3.19).
Utilizando, entao, o Teorema 3.1 realizamos a seguir um estudo sobre as ga-

rantias de convergéncia do Algoritmo SRP, baseado nos autovalores da matriz G(0).

3.2.1 Analise de convergéncia do Método SRP

Os autovalores da matriz G(0), definida em (3.18), podem ser calculados a
partir da anéalise da sua estrutura especial. Para isso definimos, a partir dos blocos

diagonais, duas matrizes

Gi(0)=01-0)I— %AAT e Go(f) = (1 - %) I— (ni)ZATA, (3.21)

e os autovalores da matriz G(6) passam a ser exatamente a unido dos autovalores de

G1(0) e Ga(0), calculados separadamente. Além disso, pelas caracteristicas de tais

matrizes, seus autovalores podem ser obtidos por meio dos autovalores das matrizes

AAT e AT A, pois os parametros 0, \, e n sao constantes. Assumimos aqui uma hipotese
que ocorre em muitas aplicagoes praticas no contexto de regressao que é d <n < N.

Para estabelecer tais resultados, considere a decomposicao em valores singula-

res da matriz A, que nos permite escrever que

A=UxvT (3.22)



Convergéncia dos métodos SRP e acc-SRP 29

em que U € R e V € RV*N s30 matrizes ortogonais e

Y0
E:<0 0)7 (3.23)

com ¥ = diag(oy,...,0,), onde o1 > --- > 0, > 0 representam os valores singulares
da matriz A. Usando o fato de que os valores singulares de A correspondem as raizes
quadradas dos autovalores nao nulos das matrizes AAT ou AT A e, substituindo (3.22)

em (3.21), concluimos que se posto(A) < d entao os autovalores de G(6) sao

1-6 90]2 Uql 0 90]2 Uql—20,1 0 =1 3.24
SN —ﬁ—m)\)Q i ] = LD (3.24)

Por outro lado, se posto(A) = d, entdao a matriz AAT nao possui autovalores nulos.

Logo, os autovalores de G(6) sao dados por

0o’ 0 0o 0
—)—- L _ 2 _ J v -

0
Note que a existéncia do autovalor {1 — —)\} nao ¢é afetada pelo posto de A
n

pois, pela definicao de A, a matriz AT A sempre possuird autovalores nulos. Assim, ob-

tidos os autovalores de G(6), podemos estabelecer o intervalo de varia¢ao do parametro
0 para o qual o raio espectral de G(#) seja menor que 1 e, consequentemente, garantir

a convergéncia linear do algoritmo. Esse resultado é estabelecido no teorema a seguir.

0 ¢ RN um ponto inicial arbitrdrio e considere a sequéncia

2nA
nA + o}

(2%) converge linearmente para a solugdo do problema (3.4) com taza de convergéncia

Teorema 3.2 Seja x

(2%)ren gerada pelo Algoritmo 3.1 comn > 1 el € (O, ) Entao, a sequéncia

Oo? 0
0) = 1—60— =L, 11— =|¢.
p(0) = max{[1 -0 222 |1 - 2
. . 2nA . o
Além disso, se escolhermos 0*=————, a taza de convergéncia serd dtima e dada
nA+oi+1
por
., oi+nA—1
oA+

Demonstra¢ao. Com base nos autovalores da matriz G(6) considere, sem perda de

generalidade, fun¢gdes modulares na variavel 6, definidas por

C
Y1 = | cdl, yo X

1
— -9 N
y Y3 ‘ ’ € Ys ’ |’
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2

o . .
em que ¢ = 1+ —i\, onde oy representa o maior valor singular de A. Os zeros dessas
n

funcoes sao

1 nA
91:—, 92:—, 93:1894:71)\,
& c
respectivamente. Uma representagao grafica para tais fungoes pode ser observada na
Figura 3.1.
y(0)4 n
1 Y3
Y2
Yy
- 0
% 1 @ ni

Figura 3.1: Representagao das fungoes y;(0),i = 1,2, 3,4 para o caso em que nA > 1.

Note que 6; < 63 < O, e 6, < 0, < 04. Além disso, o zero da funcao ¥

dependera do valor de ;. Como o raio espectral da matriz G(#) ¢ dado por

max {y;(6)},

é facil ver que o e y3 nao interferem no calculo do raio espectral. Sendo assim, sem
perda de generalidade, para o caso nA > 1, nao hé interferéncia do posto de A na

analise, e o raio espectral de G(0) passa a ser definido por

p(0) = max {y:(0),ys(0)},

sendo explicitado graficamente na Figura 3.2.

Para obter a convergéncia linear, note que

|a* — 2 = p(0) ||=* — ="

< GO [|e* - 2*

)

e a ultima igualdade ¢ valida pois G(6) é simétrica. Além disso, temos que p(0) < 1, se
2nA\

n\+ o3

e somente se, cf —1 < 1, o que implica que 0 € (O, ) , comprovando a primeira

afirmacao.

Para finalizar a prova, note que pelo comportamento da func¢ao p(6), o seu

minimizador ¢ calculado por meio da igualdade 1 — = c — 1, resultando em 6* =
n
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y(0)!

2nA
ol 1 Além disso, usando o valor 6timo, #*, obtemos a taxa de convergéncia
2
oi +nA—1
6tima p* = ——————— completando a prova.
P o +nA+1 P P -

Analogamente, podemos descrever o resultado da convergéncia para o caso em
que nA < 1. No entanto, agora a analise sera influenciada pelo posto de A, pois a
fungao ys também podera definir a funcdo p(f). Uma representacdo gréafica para as
fungoes y;, com i = 1,2, 3,4, para o caso em que posto(A) < d, e para a funcao p(@) é

dada na Figura 3.3.

y(0)!

Figura 3.3: Representagao das fungdes y;(6),i = 1,2,3,4 para nA < 1 e posto(A) < d.

Para o caso em que posto(A) = d, ndo ha existéncia do autovalor nulo para

AAT logo, 1 — 6 nao é autovalor de G(6). A fungao p(f) para este caso, passa a ser

dividida em dois casos: — < n\ <1 e nA < —, conforme podemos observar na Figura
c c

3.4.
Analogamente ao que foi feito no Teorema 3.2, podemos estender os resultados
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y(0)4

Y2

nA o*
c

1
(a) Caso % <ni<l1

32

nA g* pA1
c c

(b) Caso nA < 1

Figura 3.4: Representacgao das fungoes y;(0) para nA < 1 e posto(A) = d

para os demais casos, resultando em trés novos teoremas. Por simplificacao, optamos

apenas por explicitar os resultados. Sendo assim, resumimos as caracteristicas espec-

trais para os casos em que posto(A) < d e os apresentamos por meio da Tabela 3.1.

posto(A) < d Intervalo p(6) p* 0*
2n\ 602 0 Z4+nr—1 2n\
nA>1 0, n max< (1 —0 — LA B gitnA-l o
nA—l—af ni ni o%—o—n)\—}—l n)\—l—a%—l-l
2(nX)2 0 6 2+ nX — (nA)? 2(n\)?
nA <1 0, (nd) max 1———i,\1—0\ o1t (nd) (nd)
nA+ o? nA  (n\)?2 o2 +nA+ (nA)2 o2 +nd+ (nA)?

Tabela 3.1: Propriedades de convergéncia do método SRP quando posto(A) < d

Na Tabela 3.2 apresentamos também as caracteristicas espectrais para os casos

em que posto(A) = d.

posto(A) =d Intervalo p(0) p* 0*
6 f+nr—1
mAzl (’nfTaQ) max{‘1797i,'17%} Zéizﬁl n/\—zz—)z\—i-l
1 1 1
2 2 2
% <nA<1 (07 nz)(\rrl_g) max {‘l - % - (n\)2 ) ‘ - %‘} o2 —7—1271)\ Jz(j_AQ)n/\
1 1 1
2 2 0 2 2 1— 2 2
ni< i (07(n7)\)2) max{'l—i—Ll2 1—9(1+ﬁ)‘} nA 5 (nd)
¢ nA+ o nA  (nX) n 14 nA (o7 +nA)(nA+1)

Tabela 3.2: Propriedades de convergéncia do método SRP quando posto(A) = d
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Completamos, assim, a analise de convergéncia do Algoritmo 3.1 aplicado na
resolugao do problema definido em (3.4). Neste mesmo contexto, propomos uma versao

acelerada para esse método, nomeada Método acc-SRP, discutida a seguir.

3.3 O método acc-SRP

Partindo do fato de que a solugao 6tima do nosso problema primal-dual, dado
em (3.4), satisfaz a relagdo (3.17), a idéia aqui consiste em considerar um sistema

aumentado e equivalente dado por

{ x ; G(O)x +0b (3.26)

Considerando um parametro nao nulo v € R, multiplicando a primeira equagao

por 1 — v e a segunda por v, podemos escrever que

{ z=(1—7)z+~(G(0)x + 0b) (3.27)

2= G(0)z + 0b

0 que nos sugere o seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.2 Método acc-SRP

DADOS: 2°,2° € RHN: 0.~ > 0;
INICIALIZAGAO: k=0
REPITA
2P = (1 — 5)2% + v (G(0)z* + 0b)
= G(0)z* + b
k=k+1

Note que se as sequéncias (%) e (2*) convergem, digamos z¥ — 7 e 2¥ — z,

*

o w
entao T = z =
Oé*

" = (1= 79)2" + 7 (G(9)2" + 0b) — (1 — )z +~(G(0)z + 6b)

) . De fato, temos que z**' — z e z**! — z. Por outro lado,

A= G(0)2F + 0b — G(0)T + 0b.

Portanto, (1 — )z 4+ v (G(#)x + 0b) = z e G(0)T + b = Z, donde segue a afirmagao.
Mostraremos a seguir que de fato as sequéncias (z¥) e (2*) sao convergentes. Além disso,
numericamente, veremos que esta reformulacao conduz a uma vantagem computacional

significativa, uma vez que podemos alcancar uma convergéncia mais rapida em fungao
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da escolha do parametro v. Analisaremos, a seguir, a convergéncia téorica do algoritmo

proposto.

3.3.1 Analise de convergéncia do Método acc-SRP

Nesta secao realizamos um estudo referente a convergéncia do Algoritmo 3.2.
O objetivo é, para certos valores de 7, encontrar todos os valores do parametro 6 para
os quais ha garantia de convergéncia para o algoritmo, assim como definirmos a taxa
de convergéncia.

Para isso, note inicialmente que o Algoritmo 3.2 também pode ser visto no
formato ponto fixo, uma vez que podemos escrever cada iteragao do algoritmo na

forma compacta

o = I (0)0F + (3.28)

_ [ 2GO) =1
Hv(e)_< o) . ) (3.29)

Assim, semelhante ao que foi discutido no Método SRP, em (3.19), podemos escrever
que
oF — vt = H,(0) (0" — v, (3.30)
em que v* = z* . Dessa forma, a convergéncia do Algoritmo 3.2 dependera das
propriedades espectrais da matriz de iteracao H,(¢). Por uma questao de simplificacao
de notagao denotaremos, a partir de agora, H,(#) por H e G(0), G1(8) e G2(8) por G,
GG e Gg, respectivamente.
Assim, substituindo a matriz G, definida em (3.18), em (3.29) podemos escre-
ver que
vGi 0 (1—y)1 0
0 G2 0 (1—=m1
G, 0 0 0
0 Gy 0 0

H = , (3.31)

em que G e Gy foram definidas em (3.21). Para a anélise dos autovalores da matriz

H, nos lemas a seguir, definimos g =p+1,0,=0¢e

o2 1 0]2 .
pag =140 gy = I+ ) T=10 (3.32)
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Além disso, definimos as fungdes d;; : [0,00) = R, i =1,2, j=1,...,¢ por
03 (0) = v*(1 — p550)* +4(1 = 7)(1 — p50), (3.33)
e consideramos o seguinte resultado.

Proposicao 3.3 Seja Q; € R™*! j = 1,2,3,4 matrizes diagonais cujos componentes

das diagonais sio o, 3, X, k, € R', respectivamente. Entdo

l
det ( g; gi ) = 11 (ajr; = Bix;s) -

Demonstragao. Note que para l =1, Q; € R,j =1,2,3,4. Assim, por definicao, temos

que

det ( @ b ) = ak — Bx. (3.34)

X K

Supondo agora o resultado valido para [, considere Q; € RUTI>U+1} ¢ a matriz

a; 0 -+ 0 0 i 0 - 0
0 Qo - 0 0 0 ﬁg 0
0O 0 -+ o O o 0 --- 5 0
R— 0O 0 -+ 0 a1 0 0 -+ 0 B
xy1 0 - 0 0 & 0 -~ 0 0
0 x2 - 0 0 0 Ky -~ 0 0
X1 0 0 o --- Ry 0
0O -+ 0 x40 O 0 - 0 K

Note que permutando algumas linhas podemos escrever que

o, 0 -+ 0 0 B 0 - 0
0 ag - 0 0 0 By -+ 0
0 0 - 0 0 0 - B
) 0 --- 0 0 0 --- 0
R — X1 R1 7
0 Xo -+ 0 0 0 kg -~ 0
0 0 - x;, 0 0 0 - 5 0
0 agpr 0 0 -+ 0 B

0O - 0 xi41 0O O -+ 0 K1
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e, novamente, permutando colunas, temos que a matriz resultante é

(o5} 0 0 ﬁl 0 0
0 0 0 pBs 0 0
0 0 a 0 0 B
" 0 0 0 0
R — X1 K1
0 xo 0 0 ko 0
X1 0 K 0 0
0 0 a1 B
0 Xxi41 Kigt

Como o numero total de permutacoes é par, o determinante da matriz resultante é

igual ao determinante da matriz original. Portanto,

l

I+1
det(R) = [ [ (asr; — Bix;) (ki — Breaxin) = [ [ (asr; — Bix;) -

j=1 j=1

|
Podemos agora determinar os autovalores da matriz H.

Lema 3.4 Os autovalores da matriz H, definida em (3.31), sao dados por
1 — pi0) £+/0:;(0) . _
{7< ,u])2 (),221,2,j:1,...,q}. (3.35)

Demonstracao. Realizando algumas permutacoes nas linhas e colunas da matriz t1 — H,

podemos observar que o polinémio caracteristico da matriz H pode ser construido como
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tl — Gy 0 (v—1)1 0
0 tl — ’}/GQ 0 (’y — 1)[

t) = det
p(t) e 0 ¢ 0

(3.36)

= det(H,) det(H,),

e que H1=<t]_;G1 (7;11)]> eH2:<tI_;G2 (7;]1)]>'
—Gn —Go

Veremos agora como efetuar o calculo dos determinantes das matrizes H; e
H,. Inicialmente, considerando a matriz H; e substituindo GG, conforme definido em

(3.21), obtemos que

(t—m—e))uz—iAAT (= 1)1

le 0 e
(6 -1)1+-AA t1

Definindo as variaveis auxiliares reais

(1 _9 1 r—a-1 =
a=t—~(1-9), b—n)\, c=~v—1, r=60-1, 5= (3.37)

e usando a decomposigao em valores singulares de A, dada em (3.22), podemos escrever

U 0 al + b7 ¢l ur o
H, = .
0 U rl + sYXT I 0o UT

que
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Pelo fato de U € R%*? ser ortogonal e usando propriedades de determinantes, obtemos

al + b7 el ur o
det
rl +sYXT I 0o Ur

det(H;) det

ur o I+ 03T el
= det det det o ¢
0o Ut rl 4+ s¥XT tI
(3.38)
ur o I+ 0237 el
= det det ol ¢
0o U” rl +sE¥T tI
al +bXXT el
= det
rl 4 sXXT tI
Além disso, usando (3.23), temos que
al +032 0 ¢l 0
I+0E37 el 0 I 0 ¢l
det(Hy) = det [ “ 7 “)=a e ¢ (3.39)
rl 4+ sExT tI rl+s¥% 0 tI 0
0 rl 0 tI
Permutando, novamente, linhas e colunas podemos escrever que
al +b3% 0 oI 0 al +b%2 ¢l 0 0
0 I 0 ¢ I+s¥ tI 0 0
det(H;) = det U ¢ —det | | T . (3.40)
rl+s¥% 0 tI 0 0 0 al cl
0 rl 0 tI 0 0 rl tI

Note que a matriz resultante é diagonal em blocos. Considerando a Proposig¢ao

3.3, o calculo do determinante da matriz H; resulta em

P
det (H,) = (at — cr)®~ pH (at + boit — cr — csof)
7=1

e, substituindo as variaveis definidas em (3.37), temos que

det () = (12 (1= 0)t — (0 — 1)(y - 1))d_”><

xﬁ{tz—y(l—H—%‘j)t—(l—fy) (1—9—0;;)}

Jj=1

Analogamente, podemos realizar o célculo do determinante da matriz Hs, re-



Convergéncia dos métodos SRP e acc-SRP 39

sultando em

det(Hsy) = (t2 — (1 — %)t— (% — 1) (v — 1)>Np X
S |

Logo, usando (3.36), o polinémio caracteristico da matriz H ¢ dado por

)= (B0t 0-16-1) X
» (t2_7(1_%)t_ (%_Q @_1))“}

xﬁ{tQ—y(l—Q—%‘j)t—(l—v) (1—0—%)] X

j=1
P 2
0 fo; 0 o
2 t—(1-n)(1- = - 5
QUG o)1= 0= (15 - )|
e o resultado segue pelas defini¢oes (3.32) e (3.33). 0O

A partir de agora, denotaremos os autovalores dados em (3.35) por

V(1 — piz0) — /6i;(0)
2

V(1 — pii0) + /0i;(0)

A (0) = 5

v

(3.41)

e Nj(0) =

parai= 1,2, 7 =1,...,q e assumiremos que v € (1,2).

A fim de identificar possiveis padroes de comportamento, realizamos a analise
grafica dos autovalores da matriz H como fungoes de 6 no plano complexo, conforme
ilustra a Figura 3.5. Note que, os autovalores sao numeros reais ou complexos, de
acordo com o sinal da fungao d;;. Além disso, podemos observar que uma parte da
trajetoria é descrita por um segmento de reta, seguida por uma circunferéncia que
passa pela origem do plano complexo e, em seguida, por um segmento de reta ou por
uma semi-reta, dependendo da direcao. Ainda, para certos valores de 6, os autovalores
tendem a —oo por um lado, e pelo outro, se aproximam de um certo valor real no
intervalo (0, 1).

Nosso objetivo, entao, ¢é sistematizar esse comportamento, a fim de auxiliar a
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1 1
0 . 0
-1 0 1 -1 0 1

oo ooO 00000000  OCum®

1 -1 0 1

Figura 3.5: Representacao do comportamento dos autovalores como fungoes de 6

analise de convergéncia do método acc-SRP. Usando o fato de que

lim \/(0) = lim V(a0 — 1) +4(y — (a0 — 1) = v(pi;0 — 1)

60— 00 f—o00 2
- 23~ (gt~ 1)
000 \ /2 (11350 — 1)2 + 4(y — 1) (1450 — 1) + v(pi;0 — 1)

— lim 2(y—1) (3.42)
f—o00 ( o 1)
Y
244 —-_
\/ BTV
_ -1
’)/ )

podemos dizer que os autovalores )\:;(9) comegam a trajetoria no ponto (1,0) e tendem
para (7771, 0>. Mais precisamente, podemos observar que, para cada par (i, j) fixado,
para 6 variando de 0 até 4+o00, os autovalores /\;; (0) percorrem o caminho descrito pela
Figura 3.6(a).

Por outro lado, os autovalores A;;(f) iniciam a trajetéria no ponto (y — 1,0)
indo em dire¢do a —oo, conforme destacado na Figura 3.6(b). Quando os autovalores
sao complexos, eles percorrem a circunferéncia de raio 77_1 centrada no ponto (77_1, O).
Além disso, observamos que para ¢ e 6 fixados, os autovalores obedecem a uma fila
liderada por A;(#), seguido por A\;;(f), e assim sucessivamente. O mesmo ocorre com
ME(O).

A partir de agora, buscamos formalizar tais afirmagdes por meio de resultados

tedricos. Para isso, observe que os zeros das fungoes quadraticas d;;, definidas em



Convergéncia dos métodos SRP e acc-SRP 41

Imag(\™) Imag(A~)4

(a) A

Fi=12j=1,...4 (b) A, i=1,2j=1,...,¢q

15

Figura 3.6: A trajetoria descrita pelos autovalores

(3.33), sao dados por

-2\* 1 1
no ()L et b
Y Mg Hij
com 6;; < 0. Note que os autovalores, A;;(#) ou Aj5(0), i = 1,2, j = 1,..., ¢, iniciam o

caminho sendo nimeros reais, em seguida tornam-se complexos e novamente, tornam-
se reais. O resultado a seguir estabelece os valores de # para os quais ocorrem tais

variagoes numéricas.

Lema 3.5 Considere os autovalores \;;(0) e Nj(0), definidos em (3.41), para i e j
fizados. Entao, para v € (1,2)

(i) Se 0 €0,0;;] os autovalores sao mimeros reais e

(i1) Se 6 € (0;;,05) os autovalores sio nimeros complexos e

- v—1
)‘ij(0>_T = |A

v—1 v—1

(i11) Se O > 0,5 os autovalores voltam a ser nimeros reais e

v—1
0) < —)\:;(9) <0< )\;Lj(e) < T

=

ij
Demonstragao. (i) Inicialmente, note que 9,;(#) > 0 para todo 6 € [0,6;.]. Além disso,

) zj

—2\* 1

0 < (WT> M_ implica que
ij

9

—N\? 4(v—=1) 2(v-1
1—mﬂ21—(7 ) :(72)> (v—1)
y v v
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pois v € (1,2). Portanto, y(1 — u;;60) —2(y — 1) > 0. Usando a defini¢ao de v e d;;(6),

podemos escrever que

4y =1 > 0
55(0) + 40y =17 = 3,(0)
(1 = i) =261 = 1)) = 65(0)

Como 6;;(6) > 0, concluimos que

30— (-1 =3 (20 - -26- 1D /5,0) 20

Para a segunda desigualdade, note que

- y—1y 2 g 25,
30 =2 (120) = (A= w6+ 10 -) = 20,00)).
Além disso,
7265(0) = 21 = ps0) (41 = i) + 401 = 7)) = 0
implica que y*(1 — p;0) + 4(1 — ) > 0, pois (1 — u;;0) > 0. E, dessa forma, podemos

escrever que

4(1—=7)
Y31 — piif) + 4(1 — )

IA A

2
Usando o fato de que <,yz(1 — pi0) +4(1 — ”y)) — 726;;(f) < 0, obtemos entao que

-

tj

—1 —1
0) <2 (L) Analogamente, podemos verificar que )\;-;(0) -2 (L) > 0.
Y Y
Para concluir este caso, observe que

AG(0) —1= % (7(1 — pijt) — 2+ 5@-(9)) ,

2
e que (1 — p;;0) < v < 2. Uma vez que <2 — (1 — ,uijﬁ)> > 6;;(0), obtemos
A5(0) =1 <0,

(i7) Neste caso, temos d;;(6) < 0. Assim, os niimeros complexos A;(6) e A5(f) cumprem

a seguinte igualdade

AS(0) — o = |NE(B) — o = (7(1 — i (0)) C) _05(0)

v—1
em que ¢ = ——.
Y
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(74i) Note que, neste caso, temos (1 — 1;;6) < 0. Logo, podemos escrever que

1 — (1 1 — (1
A;(9)+Af(9):7< 2“”9) Tl 2“”9) <0,

o que resulta em A (6) < =X (0).
A segunda e terceira desigualdades seguem do fato que (1 — p;;0) < 0 e
2
9;5(0) > (7(1 — uij9)> . A fim de provar a desigualdade restante, note que

11, -
50 -1 = L (- w26 -1+ \75,0)).

Usando o fato de que 7 € (1,2) podemos escrever que

A1=7)?= 0
A9 (1 = @) (1 =) +4(1 = 7)* > 49*(1 — pi;0) (1 — )
(V2(1 = p1i0) +2(1 = 9))* > 9*(1 = p3;0) (Y2(1 — i) + 4(1 = 7))
(=721 = pi0) =21 = 7))* > (1 — pib) (Y2(1 — piif) +4(1 — 7)) .

2

Uma vez que 724;;(0) < <— Y21 — pi(0)) +2(y — 1)) e =731 —pi0) +2(y—1) >0,
—1

pois (1 — p;;6) < 0 para todo 6 > 6% e v > 1, concluimos que Aj;(6) — i— 0,
Y

completando a prova. 0O

Definida a trajetoria descrita pelos autovalores, vamos estabelecer que os mes-
mos obedecem a uma fila para ¢ e 6 fixados. Para isso, observe na Figura 3.6 que para
os dois casos, (a) e (b), o caminho percorrido pelos autovalores ¢ dividido essencial-
mente em trés partes, de acordo com os valores de . Na primeira e terceira parte,
os autovalores estao sobre o eixo de niimeros reais do plano complexo, e na segunda
por¢ao do caminho eles estao sobre uma semicircunferéncia com centro em <77_1, 0)

. 1 . . ~ . ~
e raio (%), seguindo a orientacao das flexas. Esta orientacao é fundamental para

estabelecer o resultado a seguir.

Lema 3.6 Considere o caminho dos autovalores descrito como func¢do de 0, repre-
sentado na Figura 3.6(a), come¢ando no ponto (1,0) e terminando em (77_1,0 .0
autovalor Nf;(0) inicia o percurso, sendo seguido por N, (0). Por outro lado, para
o caminho representado na Figura 3.6(b), que € inicializado no ponto (v — 1,0), com

diregio a —o0 sob o eizo real, temos que o autovalor )\;j(G) nicia o trajeto, sequido por

Aij1(0).

Demonstragao. Note que os zeros das fungdes 0;; e 0,541,757 = 1,...,p, dados em (3.43),
cumprem 6; < 0, < 605 <05, oud; <65 <6, <6, conforme representado
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na Figura 3.7. A analise destes dois casos é similar, por isso, detalhamos apenas o

primeiro caso.

OA 0A

0ij dij+1

0ij Oijt1

(a) 05 < 07,1 <05 <08, (b) 05 <08 <0541 <04

Figura 3.7: Representacao da ordenagao para as possibilidades de zeros das funcoes 0;;
€ 5zj+1

f + +

Inicialmente, vamos mostrar que o autovalor A;;(¢) precede A\ ,(0). Para
isso, também faremos a analise para cinco particoes do dominio da funcao ¢;;, dadas a
seguir.

(7) Considere 0 € (O 94_} com 1, j fixados, ondei =1,2,5 = 1,...,p. Usando a definicao

» Vg
da funcio d;; e o fato de que 0;; < 6;;,,, podemos concluir que 0 < 0;5(0) < 6;511(0), o

que implica que A (0) < A, (0), pois (1 — pyg) < (1 — paija1)-

(7i) Para 6 € (02-;, 0;;.1], temos que 0;5(0) < 0 e &;;11(0) > 0. Assim, A7;(0) ja pertence
a segunda porcao do caminho, ou seja, a semicircunferéncia, enquanto /\;; +1(0) ainda

permanece na primeira porcao, como ilustramos na Figura 3.6.

(7i1) Neste caso, temos que 6 € (9; H,@;’;). Usando a definicao de ¢;;, temos que

0;7(0) <0 e 6;;+1(0) < 0. Assim, pelo Lema 3.5, temos que

re (A5(0)) =~ (1 — i) <y (1= pign0) = re (N5 1(0)),
o que implica que X} (6) precede A ().

(iv) Para 0 € [6;,6,,), temos 6;;(0) > 0 e &;;11(0) < 0. Portanto, () ja estd na
terceira parte do caminho, enquanto )\jj +1(0) ainda permanece na segunda parte, como

observado da Figura 3.6.

(v) Considerando 6 > 67, sabemos que d;;(¢) > 0. Para provar que os autovalores

cumprem Aj5(6) > A, () basta relembrar que

V(L = pi0) + \/72 (1= p1360)* + 4(1 = 7)(1 = pyy0)
5 7

\H(0) =

)
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Wij > fij+1 € que a funcdo ¢ : [1,4+00) — R definida por

V(1= 5)+ /72 (1= )2 +4(1 —7)(1 — 9)

0(s) = ;

é crescente. Para comprovar, considere sua derivada

= A=) =5 (1= ) =21 9)

¢'(s)
2/72 (1= 8)* +4(1 —7)(1 — s)

(3.44)

e o fato de que 42 (1 — 5)* +2(1 —7) < 0. Isso nos leva a escrever

0
41— s) (1 —7) +7*(1 —s)?
Y (Y1 =5 +4(1—7)(1—-5))
YV = 5)2 +4(1 —7)(1 — s),

Ay — 1)

49 (1 = s)(1 =) +4(y — 1)> + 941 — 5)?
(P21 —s)+2(1 7))

—7*(1—s) —2(1—7)

AVARAVAR VARV

e nos permite concluir que ¢'(s) > 0.
Analogamente, podemos provar que os autovalores A, (0) lideram a fila, segui-

dos por A;;,,(#), o que conclui a prova. 0

Podemos concluir do Lema 3.6 que para um ¢ fixado, o autovalor que lidera
a fila estd sempre associado ao autovalor que possui o maior valor para o parametro
[tij, € assim, sucessivamente. Esse resultado pode ser estendido para j e 6 fixados, mas
variando i. Pela definigao de py; e pg;, temos que se nA < 1, entao pg; > pu1j, y; < 05
e 05; < 07, Assim, \;;() lidera a fila sendo seguido por A\;(6), e A;;(6) lidera a fila,
sendo seguido por )@(6). Para o caso nA > 1, temos pg; < pyj, 01; < 0, e Hfj < ngj.
Logo, Aj;(#) precede A3;(6), e A;(8) precede Ag;(6).

Essa observagao sugere uma representacao gréafica apenas entre os autovalores
A;1(0) e )\ZI(G),Z' = 1,2, que sdo responsaveis pelo raio espectral, ja que denotam os
autovalores que lideram ou findam a fila, respectivamente. Na Figura 3.8 podemos ver
a representacao desses autovalores, especificamente, ao longo da trajetoria.

Note que, na segunda parte do caminho, os autovalores A (), A\5(6) e A;(6),
A»(), sdo simétricos, respectivamente, em relacio ao eixo real, assim como Aj;(6),
A (0) e X5y (0), Ay (0). Portanto, possuem a mesma distancia até a origem. Por esse
motivo, apenas por simplifica¢ao, representamos no grafico apenas os autovalores Aj; (6)
e Ay (0).

Agora, baseados nos Lemas 3.5 e 3.6, podemos estabelecer o raio espectral da
matriz H., (), dada em (3.29), por meio da funcéo p : [0, +00) — R dada, para o caso
nA < 1, por
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A o o o o
Aol AL A2 A
ALl
A2l
0<6<05 03, <0 <6, 0 > 07,
(a) nA <1
+ 3+
.IQ?q o o o o
Ar Az Al Azl
A2t
Al
0<6<6f, 07, <0 <05, 0 > 03,
(b) nA>1

Figura 3.8: Representacao dos autovalores que lideram e findam a fila

( AT, (0)], se 0 <6 <63

p(0)= max{|)\fq(9)‘ ,—A;l(e)} ,se by, <0< 912 (3.45)

—X5,(0), se 6 > qu

\

e, para o caso nA > 1 por

([ [25,(0)

, se 0 <0 <6,

p(0)=< max { |/\§rq(9)

,—AL(0) ), se 0 <0 <65, (3.46)

[ —A1(0), se 6> 063,

Embora a funcao p esteja definida para dois casos, separadamente, seu com-
portamento grafico, Figura 3.9, é mantido para os casos nA < 1 ou n\ > 1.
Uma vez determinada a fungao p, podemos estabelecer o resultado que trata

da convergéncia do Algoritmo 3.2.

Teorema 3.7 Seja v° € R*4HN) ym ponto inicial arbitrdrio e considere a sequéncia

k at . 27y 1 _
vF) = erada pelo Algoritmo 3.2 com —, onde i =1 se
(v¥) gerada pelo Algoritmo 3.2 e (0 , ond 1

k "on — 1 4
z g i
nA > 1oui =2 sen\ < 1. Entdo, a sequéncia (x¥) converge linearmente para
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Figura 3.9: Grafico da funcao p

a solugdao unica do problema (3.4) com uma taza de convergéncia assintdtica p(0),
sequndo defini¢ao (3.45) e (3.46), e o valor dtimo para o pardmetro 6 é dado pela

solucao da equacgao

NL(0)] = =X51(0), se nA<1 (3.47)
ou

M5, (0)] = =A0u(0), se nA>1. (3.48)
Demonstragao. Inicialmente, note que dado € > 0, existe uma norma matricial ||| tal

que ||H,(0)|| < p(0) + € (Ver Lema 5.6.10 em [37]). Assim, usando (3.30) obtemos

< |1H, @) [|o*" ~ v

|v* = v* < (p(8) +€) [t = 0"

Portanto, a convergéncia assintotica segue de p(#) < 1 o que equivale a

2 1
0<< i )—
2y =1/ paa

De fato, de acordo com o Lema 3.6 o primeiro autovalor a deixar a regiao compreendida

pelo circulo complexo sera Aj;(0) ou Ay (). Assim, para verificar a primeira vez em

que p(f) = 1, para 0 # 0, basta calcularmos —\;;(6) = 1, cuja solugao é

~ 2 1
- ()
2y—=1) pan

1 ~
pois d;1(6) > 0 para todo § > —. Note que o valor minimo de 6; esta associado com

i1
Hl%{r“il}' Usando a definigdo de y;;, dada em (3.32), temos que
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max ;1 =
i=1,2 Hi

M1, Se TL/\Zl
fo1, Se nA<1

Finalmente, a solucao 6tima #* para o problema
m@in p(6)

pode ser obtida diretamente da analise da funcdo p, dada por (3.45) ou (3.46), como
resultado das igualdades
[N (0)] = =25,(0)

ou

A%, ()] = =A7(0),
para os casos em que nA < 1 e nA > 1, respectivamente. 0O
Concluimos assim o estudo referente a convergéncia linear do método acc-SRP.

No proximo capitulo, apresentaremos os detalhes da implementacao dos algoritmos,

assim como os resultados numéricos obtidos da aplicacao dos algoritmos aqui propostos.



Capitulo 4
Resultados Numéricos

Apresentamos neste capitulo alguns resultados de testes numeéricos realizados
considerando um conjunto de problemas obtidos a partir da geracao de matrizes A €
RN em Matlab, com variacoes nas dimensoes e também no parametro A, a fim de
analisar o desempenho dos algoritmos propostos. Iniciamos com uma breve discussao
envolvendo alguns detalhes da implementacao, que foi feita em Matlab 8.4.0.150421
(R2014b) para Windows.

4.1 Algoritmo SRP

O algoritmo SRP, Algoritmo 3.1, consiste em, a partir de um ponto inicial, ge-
rar uma sequéncia (9:’“) que converge para um ponto estacionario, solugao do problema
(3.4). O limite da sequéncia é um ponto estacionéario para o problema (3.4), o qual,
dada natureza do problema, é, de fato, seu minimizador global. Destacamos a seguir,

o critério utilizado para escolha do parametro 6.

4.1.1 Escolha do parametro 0

Note que o parametro 6, Algoritmo 3.1, possui apenas a restricao 8 > 0. Sendo
assim, para efeitos numeéricos resolvemos utilizar duas variantes para a escolha deste
parametro, a fim de padronizar os valores. Adotamos o valor constante l, onde L
representa o maior autovalor da Hessiana de f e o valor 6timo 6*. O primeiro valor é
obtido por meio da func¢ao objetivo, enquanto o valor 6timo 6* é o minimizador do raio

espectral, destacado nas Tabelas 3.1 e 3.2.

4.2 Algoritmo acc-SRP

O algoritmo acc-SRP, Algoritmo 3.2, objetiva gerar duas sequéncias (x’“) e

(zk), ambas convergindo para o mesmo ponto, solugdo do problema (3.4). No entanto,

49
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a diferenca em relagao ao método SRP consiste em ser uma reformulacao acelerada.
Mesmo atuando em uma dimensao maior, esse algoritmo tem a caracteristica de ter o
mesmo custo numérico por iteracao da versao nao acelerada. A seguir, destacamos os

critérios para escolha dos parametros v e 6, empregados no Algoritmo 3.2.

4.2.1 Escolha do parametro v

O algoritmo acc-SRP foi estabelecido para os valores de v > 0. No entanto,
para a analise de convergéncia tedrica do método foi necessario fixar v € (1,2). Logo,
a convergéncia do algoritmo é garantida para qualquer valor neste intervalo, além disso
hé& uma considerével melhoria no desempenho do método a medida que v cresce. Neste
sentido, para verificar a eficiéncia numérica do algoritmo acc-SRP consideramos, nos

testes, valores de v proximos a 2.

4.2.2 Escolha do parametro 6

Adotamos as mesmas escolhas para o parametro 6. Note que o valor constante
1
T onde L representa o maior autovalor da Hessiana de f segue da definicao de f e

valor 6timo 6* é aquele que satisfaz as igualdades

My (0)] = =21(0),

se nA < 1, ou
A3,(0)] = =2 (9)

para o caso nA > 1, conforme defini¢ao do raio espectral, dado em (3.45) e (3.46),
respectivamente.

No entanto, tais igualdades nao podem ser resolvidas explicitamente. Devido
a esse fato, resolvemos aplicar um método numérico intervalar para encontrar a raiz
das equagdes |A],(0)| + A5 (0) = 0 e [A3, ()| + Af1(F) = 0. Escolhemos o método da
bissecgdo aplicado aos intervalos [63;, 6] ou [61;,63,], respectivamente, usando como

critério de parada a precisao de 1074,

4.3 Resultados Numeéricos

Analisamos a eficiéncia e robustez dos métodos SRP e acc-SRP com duas
variacoes para cada algoritmo, que se referem a escolha do pardmetro 6. A fim de
comparar os algoritmos, consideramos o ntimero de iteragoes e o tempo computacional
como medidas de desempenho. Os testes foram executados em um processador Intel(R)
Core(TM) i5-3337U CPU, 1.8 GHz e 8.0 GB de memoria RAM.
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4.3.1 Andalise dos resultados

Os algoritmos SRP e acc-SRP foram aplicados com duas variagoes para a
escolha do parametro @, conforme discutido anteriormente. Com o intuito de facilitar
a comparacao entre o desempenho dos algoritmos em relagao ao niimero de iteragoes
e o tempo computacional, optamos por usar os graficos de desempenho propostos em
[13], os quais constituem uma ferramenta para avaliagao e comparagao de um conjunto
S de algoritmos aplicados a P problemas.

Para introduzir o formato de comparacao, considere como medida de desempe-
nho o tempo computacional, por exemplo, e n, e ny o nimero de problemas e o nimero
de algoritmos, respectivamente. Para cada problema p e cada algoritmo s, foi definido
tps como o tempo computacional requerido pelo algoritmo s para resolver o problema

p e utilizado como medida comparativa o indice de desempenho, definido como

tps
min {¢,s:s €S}

Tps =

Considere um parametro ry; > r, s para todo p, s escolhidos. Assim, definimos 7, ; =
ry quando o algoritmo s nao resolve o problema p. A fim de obter uma visao global

para o desempenho de cada algoritmo aplicado a um conjunto de problemas, foi definido

ps(T) = nipcard {peP:r,, <7},
como a probabilidade do indice 7, ; estar dentro de um fator 7 do melhor indice possivel.
Assim, ps(1) é a proporcao de problemas que o algoritmo s resolve no menor tempo.

De forma geral, considerando uma medida de desempenho arbitraria, ps(7)
representa a porcentagem de problemas que o algoritmo s resolve em 7 vezes o valor da
medida de desempenho do melhor algoritmo. Nos gréaficos de desempenho, os valores
do fator 7 sao indicados no eixo das abscissas, enquanto que no eixo das ordenadas sao
representados os valores das respectivas probabilidades ps(T).

A fim de verificar o comportamento dos algoritmos propostos para resolver o
problema (3.4), fixamos os valores n € {150, 200, 250, 300, 350}, d € {10, 20, 30, 40,
50} e m = 1. Os elementos da matriz A foram gerados aleatoriamente, de forma que a
matriz AT A seja singular, e conforme discutido na Secao 1.3, o método de regularizacao
seja aplicado. Consideramos v = 1.95 e como critérios de parada f(z*) < 107%, ja que
o valor 6timo do problema (3.4) é f(z*) = 0 e f é sempre nao-negativa, e k = 30000
(nimero maximo de iteragoes).

Para o parametro de regularizacao usamos A € (0,1), pois para A > 1 o
desempenho numeérico foi mantido. A analise numérica foi realizada, especificamente,
para duas instancias. A primeira consideramos 0.1 < A < 1 e a segunda 0 < A < 0.1,
e os resultados encontram-se discutidos a seguir.

Considere a primeira instancia com 100 problemas resultantes da variacao
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dos parametros n, d e m nos conjuntos ja definidos e A € {0.6; 0.4; 0.2; 0.1}. Para
tais problemas, observamos que utilizando como medida de desempenho o nimero
de iteragoes, as duas variantes aplicadas aos algoritmos SRP e acc-SRP mostraram-
se igualmente robustas, no sentido de que obtiveram sucesso na resolucao dos 100
problemas. Os algoritmos acc-SRP com 6 = 6* e acc-SRP com 6 = — resolveram
todos os problemas com o menor numero de iteragdes, enquanto os algoritmos SRP
com 0 = 0* e SRP com 6 = 7 resolveram 47% e 1%, respectivamente, conforme pode

ser observado na Figura 4.1.

1
09
0.8 [
0.7 [
0.6 [
£
705
04
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02+ SRP 6=1/L
SRP 6"
01k s 3CC-SRP 0=1/L
' m— == 5cc-SRP O

0 1 1 1 1
1 1.5 2 2.5 3 35

Figura 4.1: Grafico de desempenho para o nimero de iteragoes para a instancia 1

O desempenho dos algoritmos em relagao ao tempo computacional pode ser
observado na Figura 4.2, e para uma melhor visualizacao destacamos também o grafico
em uma maior escala considerando 0 < 7 < 20.5. O algoritmo acc-SRP com 6 = 6*
resolveu 86% dos problemas com o menor tempo computacional e o algoritmo acc-SRP

1
com 0 = T 14%. Para resolver todos os problemas, os algoritmos SRP com 6 = 6* e

1
SRP com 6 = I exigiram no maximo 65 e 198 vezes, respectivamente, o tempo exigido
pelo melhor algoritmo. Sendo assim, temos evidéncias numéricas que comprovam a

eficiéncia da versao acelerada.



Resultados Numéricos 53
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Figura 4.2: Grafico de desempenho para o tempo computacional para a instancia 1

Agora, realizamos os testes numéricos para a segunda instancia de problemas,
considerando A € {107!; 1072 1073; 107*}. Os algoritmos acelerados se mostraram
mais robustos, resolvendo pelo menos 92% dos problemas contra a porcentagem ma-
xima de 64% resolvidos pelos métodos nao acelerados. Além disso, verificamos que o
algoritmo acc-SRP com 6 = 6* é o mais eficiente, resolvendo 87% dos problemas com

o menor numero de iteragoes, conforme pode ser visto na Figura 4.3.

[

02 F 4 == == SRP 0=1/L

SRP ¢”
s 2CC-SRP 0=1/L
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0 = 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

Figura 4.3: Grafico de desempenho para o nimero de iteragoes para a instancia 2

1
O algoritmo acc-SRP com 6§ = I resolveu 75% dos problemas com o menor

numero de iteragoes, enquanto os algoritmos SRP com # = 6* e SRP com 0 = T
resolveram 26% e 1%, respectivamente.
Ja na Figura 4.4 apresentamos o grafico de desempenho para os quatro algorit-

mos referente ao tempo computacional, assim como um destaque em maior escala para
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0 < 7 < 20.5. Note a eficiéncia dos algoritmos acelerados, uma vez que o algoritmo
acc-SRP com 0 = 6* resolveu 79% dos problemas com o menor tempo computacional,
enquanto que para o algoritmo acc-SRP com 6 = T a porcentagem foi de 21%. Para
resolver 50% dos problemas o tempo computacional exigido pelo algoritmo SRP com
f = 60" é no maximo 22 vezes, aproximadamente, maior que o tempo requerido pelo

melhor algoritmo.
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Figura 4.4: Grafico de desempenho para o tempo computacional para a instancia 2

Tendo em vista tais resultados, comprovamos a eficiéncia em relagao ao nu-
mero de iteragoes e tempo computacional dos algoritmos acelerados, principalmente
do método acc-SRP com 6 = #*, justificando a referéncia de reformulacao acelerada
do algoritmo SRP. Observamos que tais algoritmos foram mais robustos, resolvendo
até 100% dos problemas quando foi considerada a primeira instancia, ou seja, valores
maiores de .

Apos constatarmos a eficiéncia e robustez dos algoritmos propostos, por meio
dos resultados numéricos, nosso objetivo foi realizar a comparacao com um método

classico. Tal discussao encontra-se estruturada a seguir.

4.3.2 Comparacao com Gradientes Conjugados

Para realizar uma anélise comparativa do desempenho numérico dos algorit-
mos propostos utilizamos o Método de Gradientes Conjugados (GC), considerando os
mesmos critérios de parada mencionados anteriormente (f(z*) < 1075 e k& = 30000). A
escolha deste método deu-se por ser muito eficiente para minimizacgao de func¢oes qua-
dréticas, de facil implementagao e matematicamente idéntico ao método LSQR. Como
verificamos que o Método acc-SRP com 6 = #* mostrou-se numericamente superior em
relacao aos demais algoritmos propostos, realizamos a comparagao numérica entre tal
algoritmo e o Método de Gradientes Conjugados, aplicados ao problema (3.4), utili-

zando o ntmero de iteragoes e o tempo computacional como medidas de desempenho.
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Os testes foram realizados utilizando os mesmos parametros discutidos na Se-
¢ao 4.3.1. No entanto, como era de se esperar, para problemas em que a Hessiana
da fungao f é pouco mal-condicionada, o Método dos Gradientes Conjugados mostrou
desempenho superior, uma vez que se trata de uma fun¢ao quadratica. No entanto, a
medida que o niimero de condicao dessa matriz aumenta, o desempenho desse método
cal, chegando a gastar mais que d+ N iteragoes, enquanto que o Método acc-SRP apre-
senta um comportamento superior. Sendo assim, a fim de ilustrar essa caracteristica
do Método acc-SRP, realizamos testes considerando matrizes muito mal-condicionadas,
com ntimero de condicdao da ordem de 10'°.

Comparamos inicialmente os algoritmos para os parametros n, m, d, v fixados e
A € {0.6;0.4;0.2;0.1}, resultando em uma nova instancia. Observamos que o algoritmo
acc-SRP resolveu 100% dos problemas propostos, mostrando-se superior ao Método de
Gradientes Conjugados, que resolveu 98% dos problemas. Em relacdo ao nimero de
iteracoes, Figura 4.5, o algoritmo acc-SRP resolveu 97% dos problemas com o menor
numero de iteragoes, enquanto que a porcentagem atingida pelo Método de Gradientes

Conjugados foi de 3%.
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Figura 4.5: Grafico de desempenho para o nimero de iteragoes para a instancia 3

Na Figura 4.6 apresentamos o grafico de desempenho para os algoritmos con-
siderando como medida de desempenho o tempo computacional. Note que o algoritmo
acc-SRP com 0 = 6* resolveu 54% dos problemas com o menor tempo computacional,

enquanto o Método de Gradientes Conjugados resolveu 46% dos problemas.



Resultados Numéricos

0.9

0.8

0.2

0.1

L -I______________-
-
L -
i
r
]
L
I
y
L = = 4cc-SRP ¢
GC
1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12

56

Figura 4.6: Grafico de desempenho para o tempo computacional para a instancia 3

Consideramos agora A € {107%; 1072; 1073; 107*} e os demais parametros

anteriormente mencionados, originando a quarta instancia de problemas.

Para tal

instancia, o algoritmo acc-SRP com 6 = 6* resolveu todos os problemas propostos,

enquanto o Método de Gradientes Conjugados, 71%. O grafico de desempenho para

os algoritmos em relacao ao niimero de iteragoes encontra-se na Figura 4.7. Note que

o algoritmo acc-SRP com 6 = 0* resolveu 95% dos problemas usando o menor ntimero

de iteragoes, enquanto o Método de Gradientes Conjugados a porcentagem foi de 5%.

Figura 4.7: Grafico de desempenho para o nimero de iteragoes para a instancia 4
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Na Figura 4.8 apresentamos um comparativo entre os algoritmos em relagao
ao tempo computacional, com um destaque para 0 < 7 < 2.5. Note que o algoritmo
acc-SRP com 0 = 6* também apresentou um melhor desempenho, resolvendo 52% dos
problemas com o menor tempo computacional, contra 48% resolvido pelo Método de

Gradientes Conjugados.
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Figura 4.8: Grafico de desempenho para o tempo computacional para a instancia 4

Fazendo uma anéalise numérica comparativa do algoritmo acc-SRP e do Método
de Gradientes Conjugados, para as instancias 3 e 4, observamos que o custo compu-
tacional considerando produtos matriciais, por iteracao, ¢ menor para a metodologia
proposta nesta tese, conforme pode ser observado na Figura 4.9. Isso significa que
as iteragoes do algoritmo acc-SRP sao mais baratas que as iteracoes do Método de
Gradientes Conjugados sob esse critério. No entanto, os demais calculos que caracte-
rizam cada iteragdo do algoritmo acc-SRP reduzem a diferenga entre o desempenho
destes algoritmos em relacao ao tempo computacional. Dessa forma, para matrizes
muito mal-condicionadas verificamos que o algoritmo acc-SRP se mostrou superior,

numericamente, ao Método de Gradientes Conjugados.

01} = = acc-SRP 6 01F = = acc-SRP 6
GC GC

0 . . . . . . . ! ! 0 . . . . . . . ! !
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 24 2.6 2.8 3 1 12 1.4 1.6 1.8 2 22 24 2.6 2.8 3

(a) Instancia 3 (b) Instancia 4

Figura 4.9: Grafico de desempenho para o custo computacional por iteracao
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4.3.3 Conclusoes dos resultados numéricos

Observamos que os algoritmos acc-SRP, com § = — e § = 0*, destacaram-se
em relacao as medidas de desempenho consideradas. Verificamos, em especial, que o
algoritmo acc-SRP, com 6 = 6%, apresentou melhor desempenho geral nos testes quando
considerados o tempo computacional e o niimero de avalia¢oes de funcao.

Comparando os algoritmos propostos com o Método de Gradientes Conjuga-
dos, aplicados ao problema (3.4), verificamos que o algoritmo acelerado, acc-SRP com
0 = 6", mostrou-se numericamente superior & metodologia classica quando considera-
das instancias de problemas muito mal-condicionados. Os testes apresentados foram
realizados para 0 < A < 1. No entanto, para valores superiores para o parametro A o
Método de Gradientes Conjugados se mostrou melhor em relagao ao algoritmo acc-SRP
com 6 = #* quando utilizado o tempo computacional como medida de comparacao de
desempenho. Por outro lado, quando analisado o niimero de iteragoes, o algoritmo
acc-SRP com 6 = #* ainda mostrou-se superior, numericamente. Esse comportamento
pode ser explicado pelo fato de que a medida que o parametro A aumenta, o condicio-
namento da Hessiana da fun¢ao objetivo do problema (3.4) melhora, favorecendo assim
o desempenho do Método de Gradientes Conjugados.

Dessa forma, acreditamos que a nossa metodologia é promissora no campo de
regularizacao pelo fato de fazer uma abordagem tedrica relevante, utilizando princi-
palmente informacoes das varidveis primais e duais e estabelecer teoricamente a con-
vergéncia linear, o que diferencia a nossa abordagem dos métodos especificos para
resolucao do problema regularizado. Ressaltamos que essa abordagem ¢ indicada para
ser aplicada a problemas de regularizacao cujo valor do parametro \ esteja definido
no intervalo (0,1), o que na pratica ¢ o que fornecem os métodos de escolha de tal

parametro, conforme verificado em [35].



Conclusao

Neste trabalho, discutimos e estabelecemos novos algoritmos de ponto fixo
aplicados ao problema primal-dual de Ridge Regression. A caracteristica comum aos
algoritmos propostos é que as formulagoes primal e dual foram tratadas simultanea-
mente e a analise de convergéncia foi estabelecida usando propriedades espectrais das
matrizes de iteragao.

Propomos o algoritmo SRP e uma versao acelerada, acc-SRP, para tratar o
problema. Os resultados numéricos mostraram que o desempenho da reformulacao
acelerada, Método acc-SRP, foi superior tanto em relacao ao nimero de avaliacoes de
funcao quanto ao tempo computacional, quando comparado & versao nao-acelerada,
Método SRP. Além disso, outra caracteristica da reformulagao acelerada é que embora
aplicada a uma versao aumentada, o custo computacional por iteracao é equivalente ao
método SRP, pelo fato de estabelecer uma sequéncia com convergéncia mais réapida.

Fazendo um levantamento dos métodos especificos aplicados ao problema pe-
nalizado, em especial os métodos de projecao, verificamos que um inconveniente é a
caracteristica da semi-convergéncia. Embora, numericamente, para tais métodos a con-
vergéncia seja rapida quanto ao nimero de iteragoes, a mesma esta condicionada a uma
escolha acertivel do critério de parada, a fim de minimizar a interferéncia do residuo
na qualidade da solucao. Nesse sentido, nossa estratégia foi, a partir do problema pri-
mal de Ridge Regression (3.2), abordar a formulagao dual (3.3) e tratar o problema
na versao primal-dual. Com isso, estabelecendo as relagoes de dualidade, a partir do
conhecimento da solucao 6tima do problema reformulado, contornamos a dificuldade
de escolha do critério de parada e, por consequéncia, da qualidade de convergéncia
associada aos métodos de projecao.

Além disso, verificamos que numericamente o Método de Gradientes Conjuga-
dos perde em eficiéncia e robustez quando aplicado a problemas muito mal-condicio-
nados. Nesse sentido, constatamos que o algoritmo acc-SRP com 6 = 6* mostrou-se
numericamente superior quando aplicado a tais problemas e com um custo computa-
cional mais baixo, por iteragao.

Neste contexto, com base no excelente desempenho do Método acc-SRP apli-
cado ao problema (3.4), deixamos como sugestao para trabalhos futuros o desevolvi-
mento de métodos para a resolucao de sistemas mal-condicionados gerais, a fim de

generalizar a metodologia estabelecida nesta tese.
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