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Version Abrégée

L’objet de cette these est I’étude, du point de vue de la simulation numé-
rique, du procédé d’électrolyse de ’aluminium.

Les équations de Navier-Stokes pour le calcul d’un écoulement bifluide avec
interface libre sont couplées aux équations de Maxwell décrivant la répar-
tition du courant électrique et du champ d’induction magnétique dans une
cuve d’électrolyse.

L’accent est mis sur une méthode efficace pour la résolution du champ d’in-
duction magnétique existant sur un domaine non-borné. L’algorithme s’ap-
puie sur une méthode de décomposition de domaine de type Schwarz et sur
les formules de représentation intégrale de Poisson pour les fonctions har-
moniques.

Les équations aux dérivées partielles permettant le calcul de I’écoulement
sont discrétisées en espace et en temps et intégrées a un logiciel de simula-
tion numérique.

Le code de simulation est testé sur un cas académique et dans une situation
réaliste. Les points clés du modele mathématique sont mis en évidence.

Finalement le modeéle dynamique est confronté a un code permettant le cal-
cul de solutions stationnaires et de leur stabilité au sens linéaire.

Mots clés : électrolyse de I’aluminium, couplage magnétohydrodynamique,
simulation numérique, méthodes d’éléments finis, stabilité linéaire et dyna-
mique.






Abstract

The purpose of this thesis is the study, from the numerical simulation point
of view, of the aluminum electrolysis process.

Navier-Stokes equations for the computation of a two fluids flow with free
interface are coupled with Maxwell equations describing the electric current
repartition and the magnetic induction field in an electrolysis reduction cell.

The emphasis is set on an efficient method for the computation of the magne-
tic induction in an unbounded domain. The algorithm is based on a Schwarz
domain decomposition method and on the Poisson integral representation
formula for harmonic functions.

The partial differential equations that rule the phenomena are discretized in
space and time and implemented in an existing numerical simulation soft-

ware.

This code is then tested on an academic test case and also in a more realistic
situation. The key parts of the mathematical model are emphasized.

Finally the time-evolution model is compared with another approach, dea-
ling with stationary situations and their linear stability.

Keywords : aluminum electrolysis, magnetohydrodynamics, numerical si-
mulation, finite element method, linear and dynamic stability.
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Introduction

Au début du 19éme siecle, plusieurs physiciens et chimistes européens
isolent un métal encore inconnu doté de propriétés tres intéressantes (faible
oxydabilité, légereté, résistance, etc) : I'aluminium. Quelques années plus
tard, dans une mine pres des Baux-de-Provence, le géologue Pierre Berthier
découvre la haute teneur en aluminium oxydé dans le minerai bauxite. En
1827, le chimiste allemand Friedrich Wohler développe un procédé de ré-
duction a base de sodium permettant I’extraction d’aluminium pur a partir
de bauxite. Ce procédé, utilisé pendant un demi-siecle, s’avere cependant
extrémement cotuteux et difficilement utilisable & échelle industrielle.

Dans les années 1886-1887, I'industrie de 'aluminium connait une pro-
gression rapide grace aux travaux du chimiste autrichien Karl Josef Bayer
qui met au point une technique pour obtenir 'alumine (AloO3) & partir
de bauxite, appelé procédé Bayer. Dans le méme temps, Paul Héroult et
Charles Martin Hall découvrent, indépendamment 'un de ’autre, une mé-
thode moins cotiteuse que celle de Wéhler pour réduire 'oxyde d’aluminium
en aluminium pur. Ce procédé, dit de Hall-Héroult, est resté quasiment in-
changé depuis.

Cette these a pour objet I’étude mathématique et numérique de I’élec-
trolyse de 'aluminium, base du procédé de Hall-Héroult.

Electrolyse de Paluminium

En chimie, I’électrolyse désigne une méthode permettant de modifier des
liaisons moléculaires en exploitant I’énergie d’un courant électrique. Cette
technique permet par exemple de décomposer 1'eau (H20) en oxygene (O3)
et hydrogéne (Hz) ou, a ’échelle industrielle, d’extraire du chlore (Cl2) a
partir de chlorure de sodium (NaCl) ou de 'aluminium (Al) & partir d’alu-
mine (Al303).



AlyO3

Aluminium

+
DC Input

Caisson ferromagnétique

Fi1c. 1 — Cuve d’électrolyse schématisée

De maniere simplifiée, 1’électrolyse de ’aluminium repose sur les réac-
tions suivantes : les molécules d’AlsO3 sont dissoutes dans une solution
fortement corrosive portée a haute température appelée électrolyte ou bain
électrolytique et composée essentiellement de cryolithe (NagAlF3) et d'un
mélange de sels fluorés permettant d’abaisser la température de fusion a
environ 960°C. Sous leffet du solvant, les molécules d’alumine s’ionisent
comme suit

AlyO5 — 2A1%T + 302,

Au passage d’un fort courant électrique, appliqué entre une série d’anodes
en carbone partiellement immergées dans le bain et un bloc cathodique en
carbone constituant le fond de la cuve (voir F1G. 1), les ions d’oxygene ré-
agissent avec le carbone des anodes selon la réaction

60~ +3C — 3CO4 + 6e~,

en dégageant une importante quantité de gaz carbonique. Cette réaction
consomme progressivement les anodes qui doivent étre changées périodique-
ment. Les ions d’aluminium sont alors transformés en aluminium liquide par
la réaction de réduction

QAT + 6™ — 2AL.



F1G. 2 — Hall d’usine RioTinto-Alcan

Le passage du courant électrique a travers le bain faiblement conducteur
(environ 15’000 fois moins conducteur que 'aluminium) dissipe une grande
quantité d’énergie par effet Joule' sous forme de chaleur. A température de
production, le bain et 'aluminium sont a I’état liquide, ne se mélangent pas,
et comme 'aluminium liquide est le plus dense des deux fluides, il peut étre
récolté au fond de la cuve par pompage.

Les flux thermiques entre intérieur et extérieur de la cuve sont étudiés
pour permettre la création d’une couche d’électrolyte solidifiée qui se fixe a
la paroi. Ces “talus” sont essentiels car ils protegent la structure métallique
de la cuve contre I’extréme corrosivité du bain.

Un hall d’usine moderne peut contenir plusieurs centaines de cuves iden-
tiques montées en séries et reliées par des conducteurs métalliques (F1G. 2).

En parcourant ce systéme, le courant engendre un fort champ d’induction
magnétique. Dans les cuves, l'interaction entre courant et induction donne
naissance a une force, dite de Lorentz, qui met en mouvement les fluides.

!Puissance dissipée o« Courant? / Conductivité électrique.



En général ces déplacements de fluides sont plutot horizontaux, permettant
un brassage continu des liquides et de ce fait une meilleure répartition de
I’alumine et de la chaleur dans le bain. Cependant, en fonction de I'inten-
sité du courant, de la distance entre anodes et métal ou de la quantité de
liquide dans la cuve, des mouvements verticaux de l'interface peuvent appa-
raitre. Cette situation, si elle n’est pas controlée, perturbe le rendement de
production d’une cuve et dans des cas extrémes peut engendrer des dégats
importants. Dans 'industrie, une cuve est considérée stable si les oscillations
verticales de 'interface aluminium-bain sont faibles et ne croissent pas au
cours du temps.

Il est connu que le rendement de production est directement proportion-
nel a l'intensité du courant traversant les cuves qui est de 1’ordre, dans les
usines modernes, de plusieurs centaines de milliers d’amperes. Une approche
pour optimiser le procédé de Hall-Héroult consiste donc & créer des cuves
pouvant fonctionner avec des courants de plus en plus forts; c’est a dire
d’augmenter 'intensité électrique tout en limitant au maximum les mouve-
ments verticaux des fluides.

En usine, diverses techniques sont utilisées et expérimentées pour amé-
liorer la stabilité des cuves. Essentiellement, il s’agit de mieux controler les
forces de Lorentz en agissant soit sur le champ d’induction magnétique, soit
sur la distribution du courant dans les fluides. Une disposition appropriée
des conducteurs dans un hall permet par exemple de controler ’orientation
du champ d’induction magnétique dans les fluides et ainsi de diminuer les
mouvements verticaux des liquides. L’effet des conducteurs extérieurs peut
également étre atténué en placant un caisson ferromagnétique autour des
fluides ce qui a pour effet de dissiper une partie de I’énergie magnétique par
effet d’écran.

La répartition et ’orientation du courant électrique dans les fluides sont
dépendantes de la géométrie des conducteurs et du choix des matériaux com-
posant les supports de courant. Certaines études tendent a prouver qu’aug-
menter ou diminuer les conductivités électriques localement peut stabiliser
ou déstabiliser une cuve.



Simulation numérique

La compréhension des phénomenes d’instabilité dans les cuves d’électro-
lyse est rendue difficile par le fait que les observations et mesures y sont tres
compliquées. La haute température des fluides, la corrosivité du bain et les
champs magnétiques importants perturbent les campagnes de mesure. Dans
ces conditions les données expérimentales se limitent souvent a des valeurs
de potentiel électrique sur les anodes, de résistance globale d’une cuve ou
éventuellement du suivi d’un traceur radioactif.

Des expériences a plus petite échelle peuvent néanmoins étre menées en
laboratoire et fournir des informations utiles & la compréhension de certains
phénomenes liés a I'électrolyse. Malgré tout, le travail avec des métaux a
température de fusion et soumis a d’importants champs d’induction magné-
tique n’est pas anodin et est en général colteux.

Dans ce contexte, la simulation numérique permet d’étudier a moindre
cotlit des phénomenes compliqués en éliminant les contraintes liées a 1’obser-
vation. Cependant, étant donné la complexité du procédé de Hall-Héroult
(multiphysique et multichimique), il est raisonnable soit de décomposer le
probleme global en sous-problemes plus abordables du point de vue mathé-
matique, numérique et informatique soit d’idéaliser certaines caractéristiques
géométriques ou physiques.

Historiquement, de nombreux travaux ont été effectués pour simuler plus
ou moins efficacement les divers phénomenes liés a 1’électrolyse. Depuis les
années 1970, des études théoriques décrivent des modeles de dispersion pour
les ondes d’instabilités dans des cuves simplifiées (voir [1, 2, 3, 1]). Ces études
ont révélé les types d’ondes les plus instables et la corrélation entre instabi-
lité et certaines configurations géométriques (épaisseur de liquide, distance
anode-métal) ou physiques (effet de la viscosité, orientation du courant et
du champ d’induction magnétique).

Un des premiers modeles numériques pour la simulation du mouvement
de l'interface aluminium-bain est dia a Sele ([5], 1977). Dans un contexte
tres simplifié, il établit un critere de stabilité empirique basé sur I’épaisseur
des liquides et I'intensité des champs électromagnétiques. D’autres auteurs
obtiennent des résultats intéressants en exploitant des modeles 2D, 3D sim-
plifiés ou de type “shallow water” ([0, 7, &]).

Plus récemment, Gerbeau et al. ([9]) développent un modéle mathéma-
tique instationnaire pour décrire I’évolution d’instabilités magnétohydrody-
namiques (MHD). Ces auteurs obtiennent des simulations du mouvement de
I'interface dans une cuve cylindrique en discrétisant les équations couplées
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de Navier-Stokes et de Maxwell par une méthode d’éléments finis.

Cette these s’inscrit dans la continuation d’une longue collaboration,
débutée dans les années 1980, entre I'Ecole Polytechnique Fédérale de Lau-
sanne et I'industrie de 'aluminium. Le but est de développer un logiciel
de simulation numérique comprenant divers aspects du processus de Hall-
Héroult. Initialement, le code était principalement dédié au calcul d’états
stationnaires de cuves mais, en 30 ans, le logiciel s’est étoffé. Des méthodes
numériques ont été ajoutées pour permettre : (i) une étude linéaire pour
évaluer la stabilité de solutions stationnaires ([10, 11]), (ii) le calcul des
effets ferromagnétiques dans un caisson autour de la cuve ([12]), (iii) de dé-
terminer la forme des talus d’électrolyte solidifiée et leur influence sur la
vitesse des fluides par un modele couplé MHD-thermoélectrique ([13]), (iv)
une premiere approche “évolutive” pour simuler de maniere instationnaire le
mouvement des fluides ([14, 15]).

Le présent travail s’inspire des travaux de Gerbeau et al. ([10]) et se
base sur les premiers résultats obtenus dans la these de Sonia Pain ([11]). Le
but est de développer et de mettre en oeuvre informatiquement un outil de
simulation numérique efficace pour un modele instationnaire du mouvement
des fluides dans une cuve de Hall-Héroult. Notons que ’approche choisie
pour la modélisation et le traitement numérique des équations est différente
de celle considérée par Gerbeau et al.

Organisation du document

Ce document présente une approche numérique permettant de traiter
efficacement les équations magnétohydrodynamiques (MHD) qui régissent
le procédé de Hall-Héroult. Le but est de développer en collaboration avec
une équipe de recherche de la société RioTinto-Alcan® un outil informatique
efficace pour la simulation et I'optimisation de 1’électrolyse de I'aluminium.

Le chapitre 1 présente les aspects physiques d’un probleme MHD ainsi
que le modele mathématique utilisé pour décrire le phénomene. Les équa-
tions de Navier-Stokes pour les fluides sont couplées aux équations de Max-
well pour le courant électrique et le champ d’induction magnétique.

Le chapitre 2 est consacré aux aspects numériques. Les équations du mo-
dele sont discrétisées par des méthodes d’éléments finis, un algorithme de
déformation de maillage pour le suivi de l'interface est exposé et une mé-
thode de décomposition de domaine pour traiter efficacement les équations
de Maxwell sur un domaine non-borné est présentée. En fin de chapitre,
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quelques résultats numériques illustrent 'efficacité du modele en reprenant
une géométrie cylindrique étudiée chez d’autres auteurs et pour laquelle des
mesures expérimentales sont disponibles.

Au chapitre 3 nous nous intéressons aux difficultés inhérentes a 1’utilisa-
tion de l'outil de simulation sur des géométries industrielles complexes. Une
étude est menée sur une cuve, dite numérique, reprenant les dimensions et
propriétés caractéristiques d’une cuve réelle.

Dans le chapitre 4 le modele évolutif est comparé avec un modele linéaire
pour I’étude de la stabilité de solutions stationnaires (voir [10, 11]). Le but
est d’évaluer 'importance des effets non-linéaires sur la stabilité d’une cuve
d’électrolyse.

Enfin le chapitre 5 est dédié aux aspects informatiques de ce travail de
these. Le logiciel de simulation Alucell y est décrit et plusieurs questions
liées a la performance et aux optimisations possibles sont présentées.






Chapitre 1

Modele dynamique

Ce premier chapitre est dédié au rappel des équations régissant la ma-
gnétohydrodynamique (abrégé MHD) dans l’électrolyse. Les équations de
Navier-Stokes, classiques de la mécanique des fluides, sont adaptées a la si-
tuation d’un bifluide avec interface libre et couplées aux équations de Max-
well, permettant le calcul des forces électromagnétiques (dites de Lorentz)
agissant sur les fluides.

1.1 Hydrodynamique

Pour produire de I'aluminium industriellement un courant continu de
forte intensité traverse la cuve du haut vers le bas et, par effet Joule du a
la forte résistivité électrique du bain, fait monter la température moyenne
a environ 960 degrés Celsius. En parcourant ses divers supports, ce courant
engendre un champ d’induction magnétique ambiant. L’interaction entre ces
deux champs crée alors une force dite de Lorentz (cf. Section. 1.2) qui va
mettre en mouvement les deux fluides.

L’aluminium liquide et le bain électrolytique étant des fluides supposés
newtoniens, visqueux et incompressibles, leur évolution peut étre décrite par
les équations de Navier-Stokes incompressibles. Notons que les fluides sont
considérés comme non-miscibles, et que leur écoulement est en général tur-
bulent. Les données physiques concernant ces deux fluides sont fournies dans
le tableau 1.1.

Parametre Unité Symbole Aluminium Bain
Densité kg/m?> p 2270 2130
Viscosité Pa-s 1 2e-3 le-3
Conductivité électrique S/m o 3.33¢e6 210

TaAB. 1.1 — Parametres physiques caractéristiques



Chapitre 1. Modele dynamique

Fig. 1.1 — Exemple de géométrie d’une cuve d’électrolyse : modele Lyne-
mouth.

1.1.1 Equations de Navier-Stokes bifluide

Soit ¥ le domaine borné de R? occupé par une cuve d’électrolyse (anodes,
cathode, conducteurs, griffes anodiques, fluides, etc) et soit Q@ C ¥ le do-
maine fluide comprenant I’aluminium liquide £4;(¢) et le bain électrolytique
Qei(t), ou t désigne le temps (voir FIG. 1.1 et F1G. 1.2). On a bien sur que
Q = Qu(t) UQy(t) pour tout temps ¢. L'interface entre les fluides est notée
[(t), i.e. T(t) = Qu(t) N Qq(t) pour tout ¢ > 0. On suppose de plus qu’il
existe I C R? et une fonction lisse g : [0,00) x IT — R tels que

I'(t) = {:E’: (z,y,2) €ER® | z = g(t,x,y), (z,y) €I, t e [0,00)}.

En d’autres termes, I'(t) peut étre vue comme une surface lisse paramétrée
par les coordonnées = et y. Pour plus de clarté, la densité et la viscosité
de l'aluminium liquide, notées respectivement p,; et (g sont considérées
constantes en espace et en temps. Il en est de méme pour la densité et
la viscosité du bain pg et pe. Par la suite, pour autant qu’il n’y ait pas
d’ambiguité, on écrira simplement p et pu.

En supposant connus la densite de courant traversant la cuve j et le
champ d’induction magnétique B la force qui s apphque sur les fluides,
somme de la gravité et des forces de Lorentz, est f = pg + j A B. Sous ces
hypotheses, la vitesse @ et la pression p des fluides satisfont les équations de
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1.1. HYDRODYNAMIQUE

Courant Electrique 7

l l l l l l l l Induction .

Magnetique B
Anode Anode

Electrolyte

Interfage Aluminium

L'(t)

F1G. 1.2 — Domaines et notations.

Navier-Stokes incompressibles :

pg—f (i V)i — Y - (r(ii,p) = T,
dans Qal(t) U Qel(t)v (11)

=

V.i@=0,

ou T est le tenseur des contraintes défini par

N

7(,p) = 2ue() — pI, avec €(u) = <§ﬂ'+ 66T> . (1.2)

Sur linterface il convient d’imposer la continuité de la vitesse, i.e.
[4] =0, sur I'(¢t), vt >0. (1.3)

Ici [] est I'opérateur de saut entre Qu;(t) et Qg (t), ie. [U] = Ue — Uy avec
e (respectivement i), la restriction de la vitesse sur le domaine ()
(respectivement €, (t)). De plus, pour tenir compte des effets de tension
superficielle, si 7 est la normale unitaire sur I'(¢) pointant vers le domaine
Qe;, on impose également

[ii] = vHi, (1.4)

avec v un coefficient de tension de surface constant qui dépend des fluides et
H la courbure de Gauss sur I'(¢). L’équation (1.4) doit étre complétée par un
terme de bord sur l'interface qui contient la valeur de [’angle de mouillage
(ou angle de contact) entre la surface I'(t) et la paroi 9€2. En pratique cette

11



Chapitre 1. Modele dynamique

contribution est traitée en suivant la méthode présentée dans [10], c’est a
dire en introduisant dans la formulation variationnelle de (1.1) une intégrale
sur I et en utilisant une forme surfacique du théoréme de la divergence (voir
ci-dessous).

A Téquation (1.1) s’ajoute une condition initiale sur la vitesse
@(0) =iy avec V-ip=0, (1.5)

ainsi que des conditions limites de type Dirichlet homogene, @ = 0, sur une
partie I'p du bord 02 et de type glissement parfait,

i-flga =0 et Tign-t; =0, i=1,2, sur 's =090\ Tp, (1.6)

avec t1,to deux vecteurs linéairement indépendants orthogonaux a la nor-
male extérieure a 0f) notée fign. Les domaines I'p et I'g seront précisés dans
la remarque 2.

Il faut noter qu’en principe, en raison d’un gradient de température im-
portant entre 'intérieur et I'extérieur de la cuve, des talus d’électrolyte so-
lidifiée se forment a proximité du bord ce qui entraine un changement de
forme du domaine 2 au cours du temps et donc un changement des surfaces
I'p et I's'. Cependant, les effets thermiques ne seront pas pris en compte
dans ce modele et nous renvoyons a [13] pour une étude de cette question.

Formulation faible

Considérons, pour la pression, ’espace des fonctions de carré Lebesgue
intégrable a moyenne nulle sur €2, i.e.

13(0) = {q er2@| [ a- o}, (17)
et pour la vitesse I'espace suivant :
f[&(Q) = {176 H'(Q)? ‘ v=0sur I'pet v -n=0sur FS}, (1.8)

ott H1(€2) est un espace de Sobolev usuel. Des lors, la forme variationnelle de
I’équation (1.1) avec les conditions d’interface (1.3) et (1.4) s’écrit : trouver
deux applications @ : (0,00) — H}(Q) et p: (0,00) — L3(2) satisfaisant

/<pau-17+p(ﬁ-6)ﬁ~17+7'(ﬁ,p)26(17)) = /f-17+/’yH17-ﬁ,
Q ot Q r

qgV-i@ = 0,
Q
(1.9)

'La solidification du bain influence également les courants électriques et champs ma-
gnétiques car la résistivité électrique augmente dans les talus.

12



1.1. HYDRODYNAMIQUE

pour tout @ € HY(Q) et tout ¢ € L2(€). Soit 7ign la normale unitaire exté-
rieure & OS2 et 7ir = 7 la normale sur I'(¢), définissons sur le bord 0I'(t) C 92
les vecteurs suivants (voir F1a. 1.3) :

tor = fir Apq, toq = Mo Ator et M =ty Afip.

FiGc. 1.3 — Normales et tangentes pour le terme de tension de surface.

Si on note Vr# le gradient surfacique de @ sur la surface I'(t)?, i.e.
Vv = Vo, — ﬁr(ﬁvi -fir), pouri=1,2 3, (1.10)

et par 0 'angle de contact physique, défini par I’angle entre tsq et 7, le
terme de tension de surface dans (1.9) doit alors étre réécrit comme

/’yHﬁ-ﬁ—/ 7 cos(6) fag-ﬁ—/vtr (ﬁm?). (1.11)
r or r

Cette approche pour traiter le terme de tension de surface est décrite en
détails dans [16]. L’idée est d’exploiter le fait que la courbure de Gauss
est donnée par la divergence surfacique de la normale sur linterface, i.e.
divr fir = H et ainsi

/FHa-ﬁ:/F(divFﬁp)(a.ﬁ):/ara-m—/rtr(ﬁpa). (1.12)

2le gradient surfacique est la projection orthogonale du gradient sur le plan tangent &
la surface.
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Chapitre 1. Modele dynamique

Remarque 1 La détermination de ’angle de mouillage 0 est une question
difficile car celui-ci dépend des propriétés des deux fluides et de la paroi.
Dans les cuves d’électrolyse, effet de tension de surface peut méanmoins
étre en principe négligé puisqu’il influence la forme de l'interface seulement
dans une couche limite proche de la paroi. Cependant, dans certains cas pour
lesquels les dimensions sont réduites, ce terme peut avoir une contribution
dominante (voir par exemple la section 2.5.2).

1.1.2 Interface libre

La résolution de (1.1) nécessite la connaissance des domaines €, (t) et
Qi(t) et a fortiori la position de I'interface I'(¢), V¢ > 0. L’évolution de 'in-
terface au cours du temps peut étre décrite en utilisant une méthode de type
Level-Set (cf. [17]), i.e. en définissant une fonction ¢ : (0,00) x Q de classe
C' qui satisfait pour tout temps ¢ :

>0 dans le bain,
e(t, )¢ <0 dans l'aluminium, (1.13)
=0 sur l'interface.
La surface de niveau donnée par I’équation ¢ = 0 détermine ainsi univo-

quement la position de I'interface. De plus, ¢ vérifie I’équation d’Hamilton-
Jacobi :

0 -
a—fﬂ}w\ —0 dans Q, (1.14)
oil v est la vitesse de l'interface et | - | est la norme euclidienne dans R3.

En fait si on suppose que les particules de fluides sur U'interface restent
sur 'interface au cours du temps, on a v = 4 - fip sur I'. De plus, puisque

fir = Y2 ona

Vel
% B}

v=-29t —j. ng = 8—804—11'-6@:0 sur I (1.15)
Vel Vel ot

Ainsi I’évolution de la position de l'interface entre les temps ¢ et ¢t + At
peut étre approchée par la surface de niveau d’une fonction ¢ calculée en
transportant la fonction Level-Set ¢ par 1’équation

00 =~

— +u-Vo=0, dans (t,t+ At) x Q,

ot (1.16)

o(t, ) = o(t, %), Ve

Numériquement, cette approche nécessite de reconstruire la condition initiale
a chaque pas de temps comme la fonction distance a l'interface.
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1.2. ELECTROMAGNETISME

Remarque 2 Une caractéristique fondamentale d’un fluide visqueux est
d’adhérer a la paroi. La condition de bord appropriée pour la vitesse du
fluide dans ce cas est alors de type Dirichlet homogéne :

=0, sur . (1.17)

Cette condition fait apparaitre une couche limite sur le bord du domaine
de taille proportionnelle a la viscosité. Imposer (1.17) dans notre modéle
a comme conséquence négative d’empécher linterface de glisser le long des
parois, c’est pourquoi dans la suite, sur la paroi latérale du domaine fluide
notée I's, une condition de glissement parfait (sans frottement) est imposée,
1.e.

@-i=0 et TiA-t; =0, i=1,2 sur I, (1.18)

tandis que sur le reste de la frontiére Tp = 0Q \ T's on impose i = 0.

1.2 Electromagnétisme

Dans ce paragraphe nous considérons la cuve d’électrolyse dans son en-
semble, notée X, comprenant le domaine fluide 2, les anodes, la cathode et
I’ensemble des conducteurs (griffes anodiques, barres cathodiques, etc) qui
composent le domaine dans lequel le courant électrique circule (voir FIG.
1.1). Ce réseau de conducteurs peut s’avérer tres complexe et, pour certains
types de cuve, son design permet de modifier le champ d’induction magné-
tique pour stabiliser le mouvement des fluides dans la cuve.

Le courant est donc supposé entrer par une surface I';,, C 03, traverser
les fluides des anodes vers la cathode et sortir de la cuve au travers de la
surface I'yy; C 0%, avec bien str 'y, N Ty = 0.

Le but de cette section est d’établir, a partir des équations de Maxwell,
un modele permettant le calcul des forces de Lorentz f = j A B, j désignant
la densité de courant et B le champ d’induction magnétique.

La technique choisie ici est de traiter séparément sur un pas de temps la
densité de courant et le champ d’induction magnétique.

1.2.1 Equations de Maxwell

Pour décrire les phénomenes électromagnétiques, on a recours aux équa-
tions de Maxwell qui mettent en relation, au travers d’équations différen-
tielles (ou intégrales), la densité de courant j(t,Z), le champ d’induction
magnétique B (t, %) et le champ électrique E(t, z).
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Chapitre 1. Modele dynamique

La premiere équation, dite loi d’induction de Faraday, lie la circulation
d’un champ électrique E a la variation temporelle du champ d’induction
magnétique, et s’écrit

OB - -
- E=0. 1.1
5 FVAE=0 (1.19)

La seconde équation, la loi d’Ampeére, relie le champ magnétique H=

avec la densité de courant de déplacement a(gtE) et la densité de courant de

o My

conduction 7, i.e.

d(eE) -

VAH= 3 1.20
5 T (1.20)

Ici po = 47 -1077 kg m/A? s? est la perméabilité magnétique absolue du
vide, u, la perméabilité relative des matériaux et € est la permittivité. Né-
gligeant les courants de déplacement (cf. [] pour une justification classique)
et, pour l'instant, les effets ferromagnétiques (u, = 1) I"équation (1.20) se
simplifie comme

V A B = upj. (1.21)

Les deux lois (1.19) et (1.21) sont complétées par une équation de conserva-
tion du flux d’induction magnétique dans I’espace R3

V-B=0, (1.22)

et par la loi d’Ohm qui lie la densité de courant j au champ électrique E , a
I'induction magnétique B et a la vitesse des fluides  :

jza(E—l—z‘[/\E), (1.23)

ou o est la conductivité électrique des divers matériaux (fonction discon-
tinue, constante par morceaux). La vitesse 4 est donnée par (1.1) dans le
domaine fluide 2 et est prolongée par 0 dans ¥\ Q. Notons enfin que la loi
(1.21) implique ’équation de continuité suivante

V-j=0. (1.24)

1.2.2 Potentiel électrique et densité de courant

Supposons connus & un instant ¢ la vitesse des fluides (¢, &) pour tout
T € ) et 'induction magnétique B (t, Z) pour tout & € R? et construisons un
modele pour le calcul de la densité de courant ; Tout d’abord, 1’équation
(1.22) assure lexistence d’un potentiel magnétique vectoriel A(t,7) € R?
défini pour tout Z € R3 et satisfaisant

— =

B=VAA et V-A=0. (1.25)
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1.2. ELECTROMAGNETISME

En injectant cette nouvelle variable dans la loi de Faraday (1.19), on a

Y
— 4+ F| = 1.2
VA ( 5 + > 0, (1.26)
et donc l'existence d’un potentiel scalaire V (¢, Z) € R tel que
04 .
—+ E=-VV. 1.27
5 T \Y (1.27)
En réécrivant la loi d’Ohm (1.23) comme
(1.28)

04 - L

et en la combinant & I’équation de continuité (1.24), il s’ensuit la relation

suivante entre V, B , Aet i
oA
— +U4AB

-V (O’ﬁ‘/) =-V- <a [— 5 3 ) dans X. (1.29)

Remarquons que puisque @ = 0 en dehors de €2, on a

-V. (JﬁV) =Vv. < 6E> dans ¥\ Q.

(1.30)

Lorsque %T, @ et B sont donnés, I’équation (1.29) est elliptique et peut étre
résolue en ajoutant des conditions aux limites d’entrée et de sortie de courant

. v - A
—7-n=I/[Tiy| = 0om T M sur Cin, (1.31)

. oV A

J-m =T/ ou 70% — aa -7, sur oy, (1.32)

avec 7 la normale unitaire extérieure sur 9%, Z l'intensité du courant total
fourni et [T | et |Toue| les aires des surfaces d’entrée et de sortie de courant.

Ailleurs sur le bord on impose un flux de courant nul, i.e.

o o4 & sur 0¥ \ (Iip, U Tout). (1.33)
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Chapitre 1. Modele dynamique

Formulation faible

En supposant /T, iet B connus®, I’équation (1.29) avec conditions aux li-
mites (1.31), (1.32) et (1.33) s’écrit sous forme faible : chercher V € H'(XZ)/R
tel que

/aﬁvﬁwz / VW+/U(UA§)-€W
b Q

W,
‘Pzn| /zn ‘FOUt| Fout 7

pour tout W € H!(X)/R. Dés que V est connu, la densité de courant j
s’obtient explicitement de (1.28).

(1.34)

1.2.3 Induction et potentiel magnétique

Supposons & présent que la vitesse @ et la densité de courant ; sont
connus et voyons comment calculer le champ d’induction magnétique B et
le potentiel magnétique vectoriel A. En labsence d’effets ferromagnétiques,
une formule intégrale, appelée loi de Biot et Savart, permet de calculer di-
rectement pour tout ¢ > 0 et tout & € R?,

S -, r—v e i(t,y) .
Bea) =4 [ Gein it e dws =40 [ T80 g
(1.35)
D’un point de vue numérique, la résolution de ces formules intégrales est
tres couteuse en temps de calcul et, puisque A et B doivent étre recalculés

a chaque pas de temps, la formulation (1.35) n’est donc pas adaptée.

En supposant que le mouvement de I'interface au cours du temps ne mo-
difie que les courants a l'intérieur de la cuve X, une technique efficace pour
optimiser le calcul de B consiste & décomposer la densité de courant en deux
parties, i.e.

j(t,2) = j"T(@) + 65(t, &), Vt>0, (1.36)

ou la partie jhOT est la densité de courant lorsque l'interface I' est un plan

horizontal tandis que 63 est la perturbation du courant due a la déformation
de l'interface au temps ¢ (voir F1G. 1.4). En général, le support de jhOT ne se
limite pas au domaine Y. En fait, on considére souvent pour les calculs un

réseau de plusieurs cuves connectées en série.

3]a résolution pour B et A est donnée & la section 1.2.3.
4Rappelons que Uinterface alummlum /bain est en mouvement ce qu1 crée des variations
de densité de courant électrique ] et donc d’induction magnétique B
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1.2. ELECTROMAGNETISME

Anode - Anode
| ' a
T \\y
Cathode < Cathode

ﬁ,

Anode

Cathode

Fic. 1.4 — Décomposition de la densité de courant totale j (en bas) en
courant lié & une interface horizontale j"°" (& gauche) et courant perturbé

67 (A droite).

La densité de courant perturbé (5]7 vérifie les hypotheses suivantes :

- 3. =
ok = 0 wmon ()
De plus, si on note Bhor 1e champ induit par j"°" et §B celui induit par 87,
- V A B = Lo et VASB = 1007, (1.38)
on a également, par linéarité,
B(t,Z) = B""(Z) + 6B(t,Z), Vt>0etVieR? (1.39)
et, a fortiori, si AMor ot §A sont tels que
V A AMr = Bhr et VASA = 6B, (1.40)
on a aussi
A(t,7) = A" (Z) + 6A(t, ), Vt>0et Vie R, (1.41)
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Chapitre 1. Modele dynamique

avec V - Ah" = 0 et V- §A = 0 dans R3. Appliquant la loi d’Ampére (1.21)
adjet0A, ona

-

VA (ﬁ A 5A) —A(SA) = podj, dans R, (1.42)

De plus, puisque supp(éf) C ¥ et que X est compact on a
—ASA=0 dans R*\ X, (1.43)
et 0A possede le comportement asymptotique suivant

64] = O(|™"), lorsque || — oc. (1.44)

En résumé, le calcul de I'induction magnétique est effectué en résolvant

phor (= Ho “hor (= f_g — = 3
Bh = 8 AN——2d VZeR
@ = [ Pt dr vieR
~AGBA) = oy, dans R3,
(1.45)
‘(M(f)‘ = o(z7Y),  lorsque |#] — oo,
\ 0B(Z) = VASAE), VZeR:

Remarque 3 Le probléme (1./2) est a résoudre sur un domaine non borné,
R3 en loccurrence. Dans ce cas, étant donné l'absence de conditions aux li-
mites, une méthode d’éléments finis classique est difficilement applicable.
Certains auteurs proposent cependant d’exploiter le comportement asympto-
tique décroissant de §A et d’approcher la solution de (1./2) par la solution
d’un probleme similaire résolu dans une boule de rayon R contenant 3 en
imposant des conditions de type Dirichlet homogene sur le bord du domaine.
Plus R est grand, plus la solution du probléme borné converge vers celle du
probleme non-borné mais d’un autre coté le nombre de degrés de liberté du
probléeme numérique associé augmente fortement avec R.

Une autre approche est de limiter la résolution de (1.42) au domaine ¥ et
d’imposer des conditions de flux sur le bord 9% du type

SA-fgy =q ou 6ANiigy =k, (1.46)

ou Mgy, est la normale unitaire extérieure sur 0X. La difficulté dans ce cas est
d’obtenir des valeurs adéquates pour q et k a partir de mesures ou d’études
empiriques.
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1.2. ELECTROMAGNETISME

Une troisieme possibilité consiste a appliquer une technique dite de condi-
tions aux limites transparentes (ou artificielles) dans laquelle des conditions
au bord sous forme intégrale sont imposées sur une frontiere artificielle du
domaine de calcul.

Dans ce document nous présentons une autre méthode largement utilisée
pour la résolution de problémes extérieurs, basée sur un algorithme de dé-
composition de domaine de type Schwarz avec recouvrement (cf. section
2.8.2) et s’appuyant sur le fait que §A est harmonique & Uextérieur de .

1.2.4 Ferromagnétisme

Afin de réduire 'effet du champ magnétique sur le mouvement des fluides,
les cuves d’électrolyse sont entourées d’un caisson composé de matériaux fer-
romagnétiques. L’intensité du champ de force agissant sur les fluides peut
ainsi étre atténué par effet d’écran et le mouvement de l'interface rendu plus
stable.

Soit A € R? le domaine ouvert borné de 1’espace occupé par le caisson
ferromagnétique dont la perméabilité magnétique Mr(|ﬁ |) > 1 dépend de
la norme euclidienne du champ magnétique H. Comme on peut le voir sur
la figure 1.5 ce coefficient de perméabilité est grand lorsque l'intensité du
champ magnétique est faible et tend vers 1 lorsque cette intensité devient
grande.

En supposant connu le champ d’induction magnétique Bhor associé A une
interface horizontale® et calculé sans effets ferromagnétiques par la formule
de Biot-Savart (cf. premiere équation du systeme (1.45)), on introduit un
modele, dit de potentiel scalaire, pour tenir compte de l'effet d’écran da au
caisson A. Tout d’abord rappelons que si Hhor et le champ magnétique
correspondant a éhOT, alors, en ’absence de matériaux ferromagnétiques,
on a dans tout Pespace R3

B’hor _ Moﬁhor’ (147)
V. Bhr = 0, (1.48)
V A Hhor o = gher, (1.49)

A présent, si on note g}“”" I'induction magnétique et H J’}OT le champ ma-

gnétique modifié par la présence du caisson, alors BIJZOT ne peut pas étre

SRappelons que, étant donné la décomposition (1.36), le champ B est indépendant
du temps.
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Fia. 1.5 — Perméabilité magnétique du caisson ferromagnétique.

explicitement calculé a partir de ]”wr mais vérifie dans tout I'espace R3

Bhr = pop, (|Hr|) Hr, (1.50)
ﬁ.gjgor = 0, (1.51)
VAHPT = g, (1.52)

Soustrayant les équations (1.49) et (1.52), on a l'existence d’un potentiel
scalaire continu 1 : R? — R tel que

A (@) - B (&) = Vu(@), ¥i e R (1.53)

De plus en combinant (1.53) avec les équations précédentes on peut voir que
1 vérifie pour tout & € R3,

=V (0@ (@) V@) = -V - (" (@) — o3, 5(@) B (7)), (1.54)
ol s() := |H"" (&) + V()| et i : R3 x R, — R, est défini par

ooy ope(s), si@eA, s € Ry,
( )_{ 1, si?eR3\A, seR,. (1.55)

Finalement, pour garantir une énergie finie, on admet le comportement
asymptotique suivant

1W(Z)| = O(Z]7), lorsque || — oo. (1.56)

22



1.3. CONCLUSION

Remarquons que, puisque i = 1 a U'extérieur du caisson A, on a
At =0, dans R\ A. (1.57)

En conclusion, Peffet d’écran ferromagnétique sur le champ d’induction B "
peut étre calculé en résolvant le probleme non-linéaire suivant

R vE (ﬂﬁqp) - _V. ((1 — Ia)ﬁh”) , dans R3,
(1.58)
W@ = ofa, lorsque 7] — oo,
et en posant
B’}wr(i:) _ (B’hor(j») + #06@0(5)) , V¥ eX. (1.59)

Remarque 4 Dans ce document les détails de la résolution du probléeme
ferromagnétique (1.58) ne sont pas présentés mais pewvent étre trouvés dans
[12]. Signalons simplement que le probléme non-borné pour le potentiel 1)
étant proche du probléme (1.42) pour le champ 51, les mémes méthodes
de résolution peuvent étre appliquées (voir remarque 3). Néanmoins, étant
donné le caractére non-linéaire de ’équation (1.58), un algorithme de type
point fixe est nécessaire pour résoudre le probléme ferromagnétique.

1.3 Conclusion

Le terme magnétohydrodynamique (MHD) désigne les phénomenes phy-
siques mélant mécanique des fluides et électromagnétisme. Décrire ce genre
de phénomenes via une simulation numérique requiert un modele couplant
les équations de Navier-Stokes, (1.1) dans notre cas, et les équations de Max-
well (1.11) & (1.17).

Essentiellement, le couplage intervient d’une part au niveau du calcul de
la force agissant sur les fluides, somme de la gravité et des forces de Lorentz,

F=pG+jnNB, (1.60)

nécessitant la connaissance de la densité de courant j et du champ d’induc-
tion magnétique B dans les fluides. D’autre part, ces quantités sont liées a
la vitesse des fluides via la loi d’Ohm :

fza(ﬁ+ﬁ/\§). (1.61)

Dans ce travail, le choix a été fait de traiter séparément sur un pas de
temps les équations de Navier-Stokes et les équations de Maxwell. Si on se
donne At > 0, t, = nAt pour tout n € N et la discrétisation temporelle
suivante :

O=to<ti <ta<---<t,<... (1.62)

I’algorithme itératif pour calculer I’évolution temporelle des phénomenes
physiques MHD résidant dans la cuve X s’écrit alors :
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Chapitre 1. Modele dynamique

A. Initialisation

e En placant la cuve ¥ dans une situation statique, i.e. @ = 0 et I ho-
rizontale, calculer j%°" en résolvant (1.34)-(1.28) et B, Ahor par la
loi de Biot-Savart. Ajouter l'effet du caisson ferromagnétique en cal-
culant B}“’" d’apres les équations (1.58) et (1.59) en suivant une des

méthodes décrites dans [12]. Substituer alors B"" par B}“””.

e Au temps t = tg, étant données une vitesse initiale ug et une position
initiale de 'interface Ty, définir : @(tg) = ug et T'(tg) = To.

B. Itérations

Pour tout n € N, calculer sur (t,,t,41) :
e Potentiel et courant : la densité de courant j = j(f,41) est donnée en
résolvant (1.34) et (1.28). On pose alors

6j =7 —jmr. (1.63)

e Induction magnétique : Etant donné 5;, on résout le probleme non-
borné (1.42) pour 6 A (voir section 2.3.2) et on pose

B=DB""+VAsA (1.64)
e Connaissant la force qui s’exerce sur les fluides au temps ¢,,4+1 :
f=pi+jnB, (1.65)

et les domaines Q4(t,) et Q¢ (ty), on résout la forme faible des équa-
tions de Navier-Stokes (1.9) pour trouver la vitesse des fluides @(tp41).

e La fonction p(Z,t,) est construite comme la distance (verticale) signée
entre 7 € ) et U'interface I'(¢,,) et transportée via 1’équation (1.16) sur
I'intervalle de temps (t,, tp+1) avec @(ty4+1) comme champ de convec-
tion. L’interface I'(¢,+1) est alors définie comme la surface de niveau

(5('7 tn+1) =0.

Dans ce chapitre, on a vu comment traiter les équations MHD pour
simuler le mouvement de l'interface dans une cuve d’électrolyse de ’alumi-
nium. Dans le chapitre a venir, voyons comment traiter numériquement ces
équations pour résoudre effectivement les problemes aux dérivées partielles
introduits ici.
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Chapitre 2

Aspects numériques

Ce chapitre est consacré aux méthodes numériques utilisées pour dis-
crétiser les équations MHD du chapitre 1. L’accent est mis principalement
sur la partie électromagnétique pour laquelle une méthode de décomposi-
tion de domaine est introduite pour traiter le probleme non-borné (1.42).
Cependant, dans un premier temps, une méthode de splitting en temps pour
résoudre les équations de Navier-Stokes tirée de [18] est présentée.

Les équations traitées ici étant assez classiques, aucune étude d’existence
ou d’unicité des solutions n’est reprise dans ce document et le lecteur est
renvoyé aux nombreux ouvrages de référence qui traitent de la question
comme [19], [20], [21], [22], [18], [23] et [L0], pour une analyse théorique
détaillée.

Le modele numérique est construit a partir d’éléments finis continus de
type Galerkin de degré 1 pour la discrétisation en espace et de différences
finies de type Euler implicite pour la discrétisation temporelle. Le but est
d’effectuer les calculs instationnaires & ’aide d’un logiciel d’éléments finis P*,
appelé Alucell', qui permet déja d’étudier divers aspects de I’électrolyse
(voir [14, 13, 11] par exemple).

A la fin de ce chapitre, en guise de validation, le modele est appliqué a
la simulation de I’écoulement dans un creuset cylindrique déja étudié chez
d’autres auteurs et pour lequel des données expérimentales existent.

Le logiciel Alucell est décrit en détails au chapitre 5.
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Chapitre 2. Aspects numériques

2.1 Hydrodynamique

On a vu au chapitre précédent que la vitesse u et la pression p des fluides
satisfont les équations de Navier-Stokes incompressibles :

V-i=0, dans Qg (t) U Qu(t),
92 &% (2.1)

Qut)={FeQ| gtz <0},
Qu(t) ={T Q| ot @) >0},

ou T est le tenseur des contraintes défini par
1 /- -
7(ii,p) = 2ue(i) = pl, avec (i) = 5 (vm WT) , (2.2)

et avec les conditions limites et d’interface suivantes :

[d] =0, sur I'(¢),

[T7] = vHT, sur I'(¢),

u=0, sur I'p, (2.3)
-7 =0, sur I'g,

Ti-t; =0, i=1,2 surIg.

Grace a la théorie du splitting d’opérateur développée dans [18] on va mon-
trer que la résolution de cette équation est équivalente a la résolution d’un
probleme de Stokes et d’un probleme de transport linéaire. Commencons
par rappeler les bases de cette technique.

2.1.1 Splitting d’opérateur

Considérons dans un premier temps le probleme a valeur initiale suivant

aaw‘i‘Alw-i-AQw_O,
¢ (2.4)
w(0) = wp,

ot w(t) € R4 ¥Vt >0, wy € R% et ot A et A sont des matrices d x d réelles
indépendantes. La solution de ce probleme est alors donnée par

w(t) = e~ MtA2)t, v > . (2.5)
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2.1. HYDRODYNAMIQUE

Soit At > 0 un pas de discrétisation temporelle et posons pour tout n € N
et @ € R, thiq = (n+ a)At. L’équation (2.5) implique alors

Wltpy1) = e WTADA (1 Yy > 0. (2.6)

Supposons maintenant que les matrices A; et As commutent, nous avons
alors de (2.6) :

W(tpy1) = e A2Ble=MBL () VYn >0, (2.7)

et ainsi w(ty4+1) peut étre obtenu ezactement de w(t,) en résolvant

8871] + AIU = 0, sur (tn, tn+1)7
t (2.8)
’U(tn) = W(tn),
Wwntl/2 = V(tn+1), (2.9)
et o
aiw + A2w = 0’ sur (tn, tn+1)7
t (2.10)
U(tn) = wn+1/2’
W(tnt1) = w(tpt1). (2.11)

Dans (2.9) et (2.10), w™t/2 dénote une valeur prédite de w & t = t,41;
en effet (2.9) peut étre vu comme un pas de prédiction tandis que le pas
(2.11) agit comme correcteur. Le probleme (2.4) peut donc étre résolu en
initialisant

w® = wo, (2.12)

puis, pour tout n > 0, en cherchant w"+!

en suivant le schéma (2.8) a (2.11).
Cette technique est du type splitting d’opérateur et est exacte si A1 et Ao
commutent. De plus, si A; et A ne commutent pas, on peut prouver que le
schéma est de premier ordre en précision.
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Le probleme de Navier-Stokes peut étre considéré comme un cas particulier
de o5
w -
— 4+ (A+B)g =0,

ot (2.13)

&(0) = o,

ou A est I'opérateur de Stokes et B est 'opérateur de transport non-linéaire.
Nous savons alors (cf.[18]) que ce probleme peut étre résolu par le schéma
d’ordre 1 en temps suivant : considérer la vitesse initiale,

7(0) = do; (2.14)

puis chercher, pour n > 0, "1 & partir de @™ en résolvant sur (t,,t,11),

ou = o =
pa—v‘(T(um)) = f
dans Qg (tn) U Qe (tn),
6 ‘U = 07
(Stokes) @ =0 & [rid] = ~Hii, sur I'(¢),
u(t,) = u",
ﬁn+1/2 = U(tn-‘rl))
(2.15)
puis sur (0, At),
( @ —n+1/2 T
5 + (u V)u — 0, dans Qal(tn) U Qel(tn)a
’L_l:(O) - ??Lerl/Q,
(Trsp) att = d(A),
% + a’""‘l . 6@ = O, dans Qal(tn) U Qel(tn)>
$(0) = ¢(tn).
(2.16)

En d’autres termes, la résolution des équations de Navier-Stokes ins-
tationnaires peut étre ramenée a la résolution successive d’'un probléme de
Stokes évolutif et d’un probleme de transport linéaire. Nous allons donc nous
intéresser a la discrétisation en éléments finis de ces deux sous-problemes.
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2.1. HYDRODYNAMIQUE

2.1.2 Equation de Stokes

En reprenant les espaces fonctionnels L3(Q) et f[& (Q) définis au chapitre
précédent dans (1.7) et (1.8), la formulation faible de I’équation de Stokes
(2.15) avec les conditions d’interface (1.3) et (1.4) s’écrit alors : chercher
@:(0,00) — HY(Q) et p: (0,00) — L3(R) tels que

a—i = N —
[ (o5 v+ r@n @) = [ Foo4 [ eostoion v [ (o).
Q at Q or r

- (2.17)
pour tout @ € Hg(Q) et tout g € LZ(1).

Soit At > 0. On introduit une discrétisation temporelle uniforme de pas
At, i.e. t, = nAt, pour tout n € N. Soit h > 0, un maillage en tétraedres
7, du domaine (2 est construit de sorte que :

e Le maillage 7," est composé de M, }? éléments tétraédriques K; tels que
hg, = diam(K;) < h, pour tout i = 1,... ,M,?;

e Le maillage est conforme dans le sens ou deux éléments adjacents par-
tagent exactement une face commune;

e L’ensemble composé des sommets du maillage 7," est noté S(7,") et
est de cardinalité NN, }? ;

e Le maillage est compatible avec l'interface I'(¢,) dans le sens ou un
élément de 7, est considéré soit entierement dans le bain Qe (ty), soit
entierement dans I’aluminium liquide §24;(t,,). Dans cette configuration
I'interface est approchée par un maillage surfacique I7' composé de
faces triangulaires de 7,".

Remarque 5 A la section 2.2 on wverra comment construire une suite de
maillages (’Th")zozo qui conservent la méme topologie (méme nombre de noeuds,
méme nombre d’éléments et méme voisins) en déformant a chaque pas de
temps un maillage de référence T,. L’avantage principal de cette technique
est que linterface aluminium-bain coincide en tout temps avec une surface
composées de faces de T,", ce qui facilite I’évaluation des intégrales volu-
miques sur Qg et Qe et des termes de tension de surface sur I' et OI.
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Suivant une approche éléments finis classique, on définit les espaces de di-
mension finie suivants

Vi = {gh € [CO(Q)JS’ ‘ Unlx € []P’l(K)]g, VK € 7}?}, (2.18)

Qo = {qh e C°Q) | anl, € Pi(K), VK € Th”} (2.19)

ou Py (K) est l'espace des polynomes de degré 1 sur I’élément K. La semi-
discrétisation en espace avec stabilisation du type Brezzi-Pitkdranta (voir
[24] et [20] ) du probleme de Stokes sur (tn,tn+1) s’écrit alors : pour tout
t € (tn,tnt1), chercher w@y(t) € V' N ﬁ&(Q) et pu(t) € QT N L3(Q) tels que :

/Q <paﬁ£t(t) U 4 T (Un(t), pr(t)) : 6(17h)>

— [R5+ [ veos(O)ion -7 — [ e (Fri)
Q or r

- ach? o o
_/Qq}zv'uh(t): > : K/KVph(t)'v‘Iha

Kerp W

(2.20)
pour tout o, € VI N HL(Q) et g, € Q7 N L3(Q). Ici, fu(t) est interpolé de
Lagrange du champ de force sur 7," et ag est un parametre de stabilisation
positif indépendant de h, p et u.

Remarque 6 Les termes de stabilisation dans (2.20) sont nécessaires en
raison de l'utilisation d’éléments finis Py pour la vitesse et la pression (voir
[20], [25] et [2/]). Un autre choix classique serait lutilisation d’éléments
dits stables, Py pour la vitesse et Py en pression (voir [22] et [15]) pour
lesquels aucun terme supplémentaire n’est nécessaire. Dans notre cas, étant
donné que les équations sont discrétisées dans loptique d’étre intégrées a un
code de simulation Py (Alucell wvoir chapitre 5), la premiere solution est
approprice.

Introduisons encore la forme completement discrétisée de (2.17) en utilisant

un schéma d’Euler rétrograde en temps : étant donné une approximation de

la vitesse au temps t,, U} € Vi' N ﬁ&(Q), chercher JZH/Q eVyn fI&(Q) et
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2.1. HYDRODYNAMIQUE

pzﬂ/z eQrn L3(Q) au temps t,41 tels que

—n+1/2 —n
u —Uu
/ (Ph hod, + T(ﬁz+1/27pz+l/2) : 6(17h)> =
0 I

/ f_i?H/z “Up + / ’YCOS(Q)faQ - Up — / v tr <6p17h) ,
Q or r

= _n+l/2 aghf = 2 &
_/ @V -, = . " / Vph M Va,
2 Kerp H UK
N (2.21)
pour tout @, € V' N H(Q) et g, € QF N LE().

Remarque 7 Etant donné que le schéma de splitting (2.14)-(2.16) est d’ordre
1 en précision, il est inutile de choisir un schéma d’ordre plus élevé pour la
discrétisation temporelle de (2.17). Un schéma d’Euler implicite est donc
approprie.

2.1.3 Viscosité et turbulence

Pour mieux prendre en compte la turbulence des écoulements dans notre
code, nous optons pour des modeles dits de mélange (cf. [26], [27]), purement
algébriques, qui peuvent étre facilement pris en compte dans les équations.
Notons que nous laissons de coté des modeles plus complexes tels que les
modeles de type k — € (voir par exemple [28, 29]).

L’idée est de remplacer la viscosité scalaire p dans les équations (1.2) et
(2.17) par un tenseur p = (145), 4,7 = 1,2,3 qui fait apparaitre une dépen-
dance entre viscosité et vitesse. Plusieurs candidats sont alors possibles :

e (Cas laminaire isotrope
Mij = KWL, V’i,j = 1,2,3. (2.22)

C’est le cas trivial ou lintroduction du tenseur est équivalente a la
formulation avec une viscosité scalaire.

e Cas turbulent isotrope

pij = pur + pagh®/2e(iy) : €(idy), Vi, j = 1,2,3. (2.23)

ou h est le pas d’espace de la discrétisation en éléments finis et oy est
un parametre numérique a calibrer. Ce tenseur est proportionnel aux
variations locales du champ de vitesse via le tenseur €(p,). Il modélise
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ainsi 'augmentation des effets visqueux quand les particules de fluides
subissent de forts gradients de vitesse, sans toutefois tenir compte de
la direction de ces gradients.

e (Cas turbulent anisotrope

pij = pr + pogh®|ei;(in)|, Vi, j =1,2,3. (2.24)
Le tenseur proposé ici differe de (2.23) dans le fait important que cette
fois le terme de turbulence tient compte séparément des directions de
variation du champ de vitesse.

2.1.4 Projection des forces

Pour accroitre la précision du schéma de résolution pour le probleme de
Stokes, on peut éliminer dans le terme de densité de force la contribution
qui n’engendre pas de mouvements. On rappelle pour ¢a le résultat suivant
tiré de [22] :

Théoreme 1 Tout champ de forces fe [LQ(Q)]3 possede la décomposition
orthogonale suivante :

— —

F=Vo+Vnd, (2.25)

o ¢ € HY(Q)/R est l'unique solution de
/Qw V= /Qf- Vn, Vne HY(Q)/R, (2.26)
et e [HI(Q)]?’ satisfait
VAT e L*Q) et V-J=0. (2.27)

Le théoreme 1 signifie qu'un champ de forces peut étre décomposé en une
contribution rotationnelle, moteur du mouvement des fluides, et une contri-
bution gradient qui peut étre intégrée dans la pression. L’idée est d’appliquer
ce résultat a chaque pas de temps pour éliminer la partie gradient de la force
f dans I’équation de Stokes discrétisée (2.21), i.e. de résoudre : étant donné

@ e V0 HY(Q), chercher @) ™% € vpn HY(Q) et g € Qp 0 L3(Q)
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tels que

_n+1/2 -n
u —Uu N -n -n —
/ (Ph AL b B +T(uh+1/2,ph+1/2) : e(vh)) =
Q
Mm1/2 = n+1/2) - - -
(fh - Vo, ) - Up + yeos(@)toq - Up — [ v tr (vah> ,
Q ar r

— _ a5h2 = —
R e

Q Kerp H UK
(2.28)

pour tout v, € V}' N HE(Q) et gy € Qn N L3(9) et ont ¢Z+1/2 € QPN LA(Q)
est solution de

> ntl/2 mtl/2 2
|9 T = [ B Go vme QnIi@.  @29)
Notons que ﬁZH/ % ne représente plus la pression des fluides mais est reliée
a pz+l/2 par I’équation

Vpp 2 Ger = vpp 2, (2.30)

2.1.5 Equation de transport

Une résolution efficace du probleme de transport (2.16) est cruciale, car
comme nous le verrons par la suite, les écoulements de fluides dans les cuves
d’électrolyse sont des écoulements & Reynolds tres élevés (> 10° typique-
ment), rendant ainsi les phénomenes physiques diis au transport de parti-
cules dominants devant les effets visqueux.

Sous forme variationnelle, le probleme de transport linéaire (2.16) pour la

vitesse s’écrit : chercher @ : (0, At) — [Hl(Q)]S vérifiant @(0) = @"T1/2 et
ou — n4+-1/2 I\ o - 1 3
— U+ [ ( V)i-7=0, Ve [H(Q)]". (2.31)
o Ot QO

En appliquant une méthode de Galerkin P; avec stabilisation SUPG (voir
[30] et [31]), la semi-discrétisation en espace de (2.31) prend la forme sui-
vante : pour ¢ € (0, At), on cherche iy, (t) € V* satisfaisant, ,(0) = @"+1/2
et

ouy, /2 2o -
— T, + (uZ /-V)uh-vh
Q

qQ Ot 0

K n+1/2 S\ - n+1/2 S\ -

+ Z —ntl)2 / (uh / . V)uh . (uh / . V)fuh = O7
Kezp 2ll@, Nz /K
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pour tout v}, € V;'. Le réel 3 est un parametre de stabilisation indépendant
du pas de discrétisation spatial.

Comme avant, appliquons encore un schéma d’Euler implicite en temps. Le
probleme completement discrétisé est alors : étant donné ﬁZJrl/ e VN
H}(Q) issu de la résolution du probleme de Stokes (2.21), on cherche @} €

V' satisfaisant :
—un-|—1 —»n+1/2 19
/ h Ah Uh-i-/(*;ﬁ/ a7,
Q t Q

Bhk n41/2 2 —n /2 =
+ ) i @2yt (@2 9)g, = o,
KeTr 2||, 2y /&

(2.33)
pour tout vj, € Vy.

Remarque 8 D’un point de vue numérique, la résolution du probléme (2.33)
est trés rapide étant donné que les trois composantes de la solution uh'H sont
indépendantes.

Transport de I’interface

La discrétisation de I’équation de transport pour la fonction ¢ (1.16) est
similaire & (2.33). Connaissant ¢} € Q} (reconstruite & chaque pas de temps
comme la distance a l'interface) et la vitesse de convection @ —’”'H €V issue
de la résolution de (2.33), on cherche @)t € QF tel que

gl - )
/ hAh'”h"‘/(ﬁZH'V@ZH)Uh
Q t Q

h B B
D e K (L RO
22 T i i

pour tout vy, € Qj.

Remarque 9 La vitesse de convection utilisée ici est la vitesse du fluide is-
sue du schéma de splitting complet 12”;:“ On pourrait, pour gagner du temps,

résoudre une seule équation de transport pour calculer uh+1 et @Z“ en pre-
/2.
nant comme vitesse de convection la vitesse intermédiaire du schéma un+ /
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2.2 Déformation du maillage

En général, la technique Level-Set est associée a 1'utilisation d’un maillage
fixe. Si on veut bien capter 'interface entre les fluides dans ce cas, des
maillages suffisamment fins sont nécessaires, au moins dans un voisinage de
I'interface. Cette contrainte ne se préte pas tres bien aux simulations sur
cuve d’électrolyse car, d’un point de vue numérique, il est difficile de mailler
suffisamment finement les fluides tout en tenant compte de la géométrie
complete des cuves. Typiquement, le maillage du domaine fluide ne repré-
sente en effet que 50% du maillage total. D’autre part, la construction des
matrices élémentaires pour les divers problemes éléments finis & résoudre est
plus difficile dans ce cas puisqu’il faut a chaque pas de temps détecter 1'in-
tersection entre maillage et interface et effectuer les différentes intégrations
sur des polyedres qui ne sont plus exclusivement des tétraedres.

De ce fait, il est raisonnable d’introduire une technique de déformation de
maillage pour suivre le mouvement de l'interface au cours du temps. L’idée
est de déplacer certains noeuds en fonction de la surface de niveau ¢ = 0
pour que l'interface soit en tout temps composée de faces du maillage, puis
dans un deuxieme temps de détendre les mailles restantes pour conserver
une bonne qualité de maillage au cours du temps.

Pour simplifier cette partie, il est commode de considérer un maillage
original du domaine fluide, noté ’Zi, dans lequel U'interface aluminium/bain
est une surface plane d’altitude zy € R et dont le maillage en triangles est
noté I,. Dans les sections 2.2.1 et 2.2.2 on va montrer comment, & chaque
pas de temps t,, construire le maillage 7,;" du domaine Q4 (¢,) U Qe (ty,) en
déformant le maillage original 7.

Pour étre assuré de conserver un maillage conforme au cours du temps,
on commence par associer a chaque noeud Z; € S (’ZA'h), i=1,... ,N}? une
ligne trajectoire, i.e. une courbe dans R? paramétrée par une fonction lisse
7; : R — R3 le long de laquelle le noeud peut se déplacer. En tout temps
tn, un noeud Z; du maillage original atteint sa nouvelle position Z}' € S(7")
sur la trajectoire 7;, i.e. pour tout ¢ = 1,... ,Nf? il existe s; € R tel que
Z; = Ji(s;) et il existe s € R tel que Z} = 7;(s]') est un noeud du maillage
7,". Notons que ces lignes trajectoires ne dépendent en principe que de la
forme de la cuve et peuvent, en général, étre choisies comme des segments
de droite (voir F1G. 2.1). En particulier si les bords latéraux de la cuve
sont verticaux les lignes trajectoires seront toutes semblables, paralleles aux
bords. Par contre si les bords de la cuve sont inclinés, comme c’est le cas
pour beaucoup de cuves industrielles, il faut modifier les trajectoires en
conséquence.
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- - - o-—-¢ - — - - - Interface —— - - = - — ¢ — -~

AN /

Fi1g. 2.1 — Exemples de trajectoires possibles en fonction de la géométrie
des cuves. Gauche : bords verticaux, droite : bords inclinés. Les noeuds du
maillage ne peuvent se déplacer que sur ces lignes.

Lignes trajectoires

2.2.1 Interface

Supposons connu, au temps t,, le maillage en tétraédres du domaine
fluide 7," de sorte que le maillage 2D de Iinterface, noté I7', soit exclusi-
vement composé de faces (triangles) du maillage 7,". On peut définir, en
chaque noeud Z' € S(7;'), la fonction ¢} (Z}) comme distance signée a
I'interface, i.e.

dist(F2, I), s & € S(T7) O Quilt),
on(T7) = (2.35)
7diSt(f?a F}?)a si l—‘? € S(Zzn) N Qal(tn)v

ou dist(Z, I']') désigne la distance verticale entre un point Z € 2 du domaine
fluide et la surface I'}'. On remarque que le maillage I}’ coincide avec la
surface de niveau ¢} = 0.

Supposons connue la vitesse "' sur 7" calculée de (2.33). En résol-
vant I'équation de transport (2.34) sur (¢, t,+1) avec ¢; comme condition
initiale, on peut trouver la fonction Level-Set convectée sur 7" : Q)’Z“. La
surface de niveau @ZH = 0 détermine la nouvelle position de I'interface.
Ainsi la premiere étape de I'algorithme de déformation consiste & déplacer

les noeuds 7 de I vers une nouvelle position :E’;;'H vérifiant
ertl(@ Ty =0, Vk=1,...,N}, (2.36)

ot N} est la cardinalité de S(I7).
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Pour tout £ =1,. .. ,N,f, la restriction de la fonction CO”ZH sur la trajectoire
Yk associée au noeud &} est donnée par la fonction xj : R — R telle que

Xi(s) = (@3 o k) (). (2.37)
Ainsi la recherche de la nouvelle position du noeud de l'interface :J?'ZH se

ramene a la recherche du zéro de xj sur R, i.e. pour tout k£ = 1,.. .,N,l;,
trouver § € R tel que

xk(8) = 0 et poser &} = 4(3). (2.38)

Notons que la recherche des zéros de la fonction y; peut étre réalisée par
n’importe quelle méthode de point fixe. Cependant, comme LEZH est en
général proche d’une fonction linéaire, la méthode la plus naturelle est un
algorithme de la sécante qui converge tres rapidement dans ce cas, i.e. étant
donnés deux points sg et s; dans R, proches si possible de la solution s, on

calcule jusqu’a convergence

Sm — Sm—1
Xk(sm) - Xk(sm—l

Sm+1 = Sm —

] Xk(Sm), m=1,2... (2.39)

La principale difficulté de cette recherche est de calculer efficacement x(s.,)
pour tout m par interpolation 3D de la fonction QZZH au point Yg(s,,) qui

n’est, en principe, pas un noeud du maillage 7,".

2.2.2 Déformation “élastique”

Ci-dessus on a vu comment combiner la technique Level-Set avec un al-
gorithme de déformation pour reconstruire a chaque pas de temps le maillage
de l'interface I }?H. Ci-dessous nous allons décrire la technique permettant
de propager cette déformation au maillage des fluides 7;".

Tout d’abord, afin de conserver un maillage correct au cours du temps,
il convient de définir une zone autour de 'interface dans laquelle les noeuds
peuvent étre déplacés. Soient z,,2, € R avec 2z, < 2z < 2, et tels que
'espace entre z,, et 2z, ne soit composé que de fluide (ni anodes, ni cathode,
ni conducteurs). Dans la majorité des cas z,, est l'altitude de la surface
supérieure de la cathode et z, est I'altitude inférieure des anodes (voir FIG.
2.2).

Les seuls noeuds qui peuvent se déplacer sont donc ceux dont ’altitude
se situe entre z,, et z,. Le reste du maillage des fluides est gardé fixe. Cette
spécification permet de conserver inchangé le maillage des anodes méme
lorsque celles-ci sont plongées dans le bain.
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Anode Anode T

24 Zone_de-déformation _/
| Zone de déformation =~~~

Cathode

=

F1G. 2.2 — Zone de déformation du maillage du domaine fluide 7;".

Le maillage ’ThnJrl au temps t,4+1 est construit a partir de Ty, et I’ ;ZH de
la maniere suivante :

e Aluminium : Pour tout noeud Z; € S(7;,) d’altitude z € R vérifiant
zm < z < zp on définit A € [0, 1] tel que

Z— Zm

A= (2.40)

20 — Zm
Si 7; : R — R? est la paramétrisation de la trajectoire passant par Z;,
alors il existe a,b € R tels que 7;(a) est sur la surface formée par les
triangles de I, et 7;(b) sur celle formée par ceux de I (voir FIG.
2.3). On pose alors

= E 4+ A (F:(0) — Fila)). (2.41)

Le coefficient A assure que la déformation soit proportionelle a la dis-
tance entre un noeud et l'interface dans le maillage de référence. En
particulier, si z — z,, la déformation tend vers zéro. La transformation
entre 7;, et ’Z;L”H peut étre vue comme une déformation élastique du
maillage de référence.

e Bain : Pour tout noeud Z; € ’ZA'h d’altitude z € R vérifiant 29 < 2 < 2,
on définit A\ € [0, 1] tel que

2p— 2

A= (2.42)

Zp — 20

La nouvelle position de Z; est alors donnée par (2.41) et ici la défor-
mation tend vers zéro lorsque z — zp.

Pour illustrer cet algorithme, la figure 2.4 présente un exemple de défor-
mation effectuée avec cette technique sur un maillage 2D.
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— Z

Interface I, AN/ N — 2

— Zm

Fia. 2.3 — Déformation “élastique” du maillage.

A
PR
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FIG. 2.4 — Déformation “élastique” du maillage. A gauche 7y, & droite ’Th”"’l.

2.2.3 Lissage

Suivant le choix des pas de discrétisation h et At ou des parametres
de stabilisation ag et §, des instabilités numériques peuvent engendrer des

oscillations dans la fonction QEZ—H. La construction du maillage de 'interface
r ,?H comme la surface de niveau @ZH = 0 peut alors faire apparaitre

des pics et des creux sur la surface (voir F1G. 2.5). Ces discontinuités non
physiques de 'interface sont problématiques dans la mesure ou elles peuvent
provoquer de fortes perturbations dans la distribution du courant électrique,
qui aura tendance a étre surestimé au voisinage des pics et sous-estimé au
voisinage des creux.

Pour palier a ce probléeme, on introduit une technique de lissage de I'in-
terface. Si le maillage de I'interface I' au temps t,, compte N := N }1; noeuds
(v, Yk, 21) € R®, k= 1,..., N, étant donné un entier m > 1 on construit
une surface lisse S”" définie par

S0 — {(w,9,2) € B | 2 = g (a,1)} (2.43)
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Deformation [m]
-3.0e-03 0.0e+00 3.0e-03

-1.5e-03 1.5e-03

F1a. 2.5 - Oscillations numériques sur l'interface (gauche) et effet du lissage
(droite).

ot g;"" : R* — R est un polynéme de degré m (dans chaque direction
d’espace) et qui minimise la distance & I}" au sens des moindres carrés
suivant :

N
. 2
g,"" = argmin Z (21 — 9(@k, yk))" (2.44)
QEQm(RQ) k=1
L’espace Q,,(R?) désigne 1’ensemble des fonctions polynomiales de degré m
dans chaque direction d’espace, i.e.
Qmn(R?) = span {wiyj ‘ (z,y) ER*et 0<i,j <m, i,j € N} . (2.45)

Si {pij}o<i,j<m est une base de Q,,(R?), le calcul de g;"" est équivalent a
chercher les coefficients g5 € R, 0 <4, < m tels que

m
g M@ y) =Y 3 pii(,y), Y(w,y) € R (2.46)
i.j=0

Des lors, si on construit la matrice jacobienne du probleme (2.44), i.e. la
matrice rectangulaire de dimension N x (m + 1)? suivante :

poo(z1,y1) -+ Pmm(T1,y1)
J= : : ; (2.47)

Poo(ZN,YN) --- Pmm(TN,YN)
et les vecteurs 7 € RN et § € R(m+1D)* définis comme
21 900
7= : et g= : , (2.48)

ZN g;bmm
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alors le probléme de minimisation (2.44) est équivalent au probleme matriciel
suivant

73§=3"7 =& g§=(373)7'37z (2.49)
Résoudre 1'équation (2.49) & chaque pas de temps permet de reconstruire
une interface lisse en posant, pour k =1,..., N,
m
=) Grpii (T ur)- (2.50)
i,j=0

Noter que cette derniere opération peut étre effectuée efficacement sous
forme d’un produit matrice-vecteur en calculant

Zrew = (g eyl =3 g (2.51)

Remarque 10 La résolution du probléme linéaire (2.49) est trés rapide car
le systeme associé est de taille assez réduite (m+1)2. En fait, il faut imposer
que (m + 1)% soit petit en comparaison avec N puisque le déterminant de
JT'J tend vers zéro lorsque (m~+1)? tend vers N. Cependant, cette contrainte
n’est pas tres restrictive puisqu’en général N % est suffisamment grand.

Remarque 11 Le choix de la base polynomiale {pij}?fj:() n’est pas anodin
car il détermine le conditionnement de la matrice J*J. Un choiz judicieux
est l'utilisation de polynomes orthogonaux construits par tensorisation de
polynomes de Jacobi 1D. Nous renvoyons a l'annexe A pour une discussion
plus détaillée sur le sujet.

D’autres techniques de lissage sont bien str possibles. Précédemment,
une méthode de lissage locale était utilisée : pour éliminer un “pic” en un
noeud une moyenne de la déformation sur les éléments voisins du noeud
était substituée a l'altitude du noeud considéré. Cette maniere de procéder
est extrémement facile & mettre en oeuvre mais est tres diffusive. En effet,
si on applique plusieurs fois un lissage localisé sur le méme maillage I,
celui-ci va s’aplanir de plus en plus jusqu’a étre completement plan. Ainsi
plus le pas de temps est petit, plus ce type de lissage diffuse, ce qui doit bien
stir étre évité. Au contraire, la technique des moindres carrés appliquée sur
un maillage déja lisse ne produit pas d’effet. Ainsi la diffusion numérique
engendrée par le lissage est faible et devient presque indépendante du pas
de temps.
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2.2.4 Conservation du volume

Il est bien connu que les schémas numériques utilisés ici, au contraire
d’une formulation de type Volume of fluid, ne garantissent pas que les vo-
lumes de 'aluminium et du bain soient conservés au cours du temps. En
particulier, si le pas de temps est grand, on observe une tendance a perdre
du volume d’aluminium liquide au profit du volume de bain électrolytique.

Pour contrer ce phénomene il est utile d’appliquer un ajustement vertical
de la position de 'interface a chaque pas de temps pour compenser la perte
volumique.

2.3 Electromagnétisme

Cette section est dédiée a la discrétisation des équations de Maxwell
pour le calcul numérique des forces de Lorentz f = j’/\ B. On commence
par discuter le calcul de la densité de courant par une méthode de Galerkin
classique puis on présente une méthode de décomposition de domaine de
type Schwarz pour la résolution du champ d’induction magnétique B.

Contrairement a la section 2.1 ici le domaine de calcul n’est plus le do-
maine fluide Q mais, pour le courant 5, la cuve complete ¥ (amenées et
sorties de courants, anodes, cathode, fluides, etc) et pour le champ B tout
I'espace R3. Une attention particuliere doit donc étre apportée & la gestion
des maillages de ces domaines pour garantir un calcul efficace (voir 2.3.3).
En fait, une hiérarchie de maillage doit étre construite pour permettre aux
différentes solutions d’étre prolongées ou restreintes d’un domaine vers un
autre.

2.3.1 Potentiel électrique et densité de courant

Dans le chapitre précédent on a vu que la densité de courant électrique
était liée a la vitesse des fluides u, au champ d’induction magnétique B

J
(et potentiel magnétique A) et au potentiel électrique V' via la loi d’Ohm
(1.28) que 'on rappelle ici

=2

. oA .
ou o est la conductivité électrique supposée constante par matériaux. Au
temps t, on introduit un maillage en tétraedres de la cuve ¥ que 1'on note
S; et tel que :
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e Le maillage S;' est composé de 1\4,1E éléments avec MhZ > M,? et
hi, = diam(K;) < h, pour tout i = 1,..., M};

e Le maillage S}’ est conforme au sens ou deux éléments adjacents par-
tagent exactement une face commune ;

e L’ensemble composé des sommets du maillage S} est noté S(S)) et
est de cardinalité N hE ;

e Le maillage S; est un prolongement du maillage 7;" dans le sens ol
T C Sy et S(T) € S(Sp):

e Contrairement aux noeuds des fluides, les noeuds dans S(S}) \ S(7;)
ne se déplacent pas au cours du temps.

Pour ce maillage, on définit ’espace de dimension finie

gr={ee C°®) | ek e Pi(K), VK e Sp ) (2.53)

Si on connait au temps ¢, en tout noeud de S}’ une approximation de la vi-
tesse des fluides 7}, du champ d’induction magnétique g,’; et des potentiels
magnétiques vectoriels gz_l et fTZ, on peut écrire la forme faible discréti-
sée en espace de I'équation (1.34) comme : chercher V" € J"NL3(X) tel que

. . En _ An—1 5 N -
/vag.vgh = _/ ahhvgh—i—/ U(QIZ/\BZL) -V&,
- S At Q
(2.54)
T A
+/ G- —— [ &, Ve egrnLim).
|F’LTL ’ Tin |F0Ut | Cout

Introduisant une base de Lagrange pour l'espace [J;' N L%(Z), on peut
réécrire et résoudre le probleme stationnaire (2.54) sous forme algébrique.
L’approximation de la densité de courant au temps %, est alors obtenue ex-
plicitement par

. Ar — At _
m=0 —hAith—Vth—i-ﬁZ/\Bg . (2.55)
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2.3.2 Induction magnétique

La principale difficulté pour le calcul du champ d’induction magnétique
B est le fait qu'il est défini dans tout I’espace R3. Sans conditions aux limites
mais avec des conditions de décroissance a l'infini, il est difficile d’appliquer
une méthode éléments finis de Galerkin. Une solution classique pour contour-
ner ce probléeme est de restreindre artificiellement les équations de Maxwell
a un domaine borné de I’espace contenant la cuve X et d’imposer des condi-
tions aux bords de ce domaine du type (voir par exemple [16])

B-i=q ou BAii=Fk. (2.56)

Cette technique nécessite de pouvoir estimer efficacement les grandeurs g ou
k. Malheureusement, il faut noter qu’obtenir ces quantité en effectuant des
mesures est délicat, en particulier dans un environnement industriel.

Une autre idée largement répandue pour la résolution de problémes non-
bornés (voir par exemple [32]) consiste en un couplage entre FEM (“Finite
element method”) dans un domaine borné et BFEM (“Boundary finite ele-
ment method”) sur le bord. Un défaut classique de ces méthodes est le fait
que les intégrales de bord peuvent engendrer des matrices non-creuses qui
occupent une grande place en mémoire et contribuent a augmenter le temps
de calcul.

Dans cette section on montre comment combiner un algorithme de dé-
composition de domaine de type Schwarz et une représentation intégrale de
champs harmoniques pour calculer efficacement les perturbations de I'induc-
tion magnétique au cours du temps (voir aussi [33]).

La méthode est basée sur 'hypothese qu’en tout temps ¢ on peut dé-
composer la densité de courant et le champ d’induction magnétique associé

en
J@&)y =7 1 65() et B(t) = B" +6B(t), (2.57)

ou jhm" et Bhor sont respectivement la densité de courant et I'induction ma-
gnétique dans la cuve X lorsque l'interface est un plan horizontal et §7(t)
possede les propriétés suivantes pour tout temps ¢

67 = 0, dans R3\ X,
s

§j-i = 0, surdx. (2.58)
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Etape préliminaire

La premiére étape est le calcul de j" et Bhor Dy point de vue numé-
rique on verra que cette partie peut étre vue comme une étape de preproces-
sing puisque J"°" et Bhor sont indépendants du temps et ne correspondent
pas & une condition initiale mais sont indispensables pour calculer B (t).

Si on note Sy, le maillage original de la cuve dans lequel Pinterface est un
plan horizontal (Sh est le prolongement de 7, & Y)), il est possible d’appliquer
le schéma numérique de la section 2.3.1 pour obtenir une approximation de
la densité de courant jh‘” sur le maillage Sh.

Remarque 12 Pour le calcul de jh‘”, on suppose que la cuve est dans une

situation statique (i = 0) et on néglige la dérivée temporelle de A. La loi
d’Ohm prend alors la forme simplifiée suivante :

T = —oVVa, (2.59)

et le probléeme de Galerkin (2.5/) pour le calcul du potentiel électrique Vj,
devient simplement : chercher Vi, € Jp, N L3(X) tel que

— - I I b~
/ Ve, = —— / [ e Venedin L), (2.60)
Y |]‘_‘Zn | Tin |FOUt | Fout

ot Jy = {g e V%) ‘ £l e Pi(K), VK € Sh}.

Le champ d’induction magnétique Bhor gtant indépendant du temps, il est
raisonnable, du point de vue du temps de calcul, de I’évaluer directement
par la formule de Biot-Savart

] - Ho “hor (= r—y = 3
Bher(z) = == A o dff, VF € R3. 2.61
@ =2 [ A (261)
Numériquement, en supposant que le champ jho’” est constant par élément
sur le maillage Sh, une approximation de Bhor est donnée par

Blhor(7) = %2 Z [/W\ ATy (G )} VT € RS, (2.62)
KeSy,

Ici Papplication f — I K( f) est une formule de quadrature de type Gauss
sur élément K € S, qui & une fonction f R3 — R3? fait correspondre
une approximation de son intégrale sur ’élément K et G:g :R3 — R3 est le
noyau de Green définit pour tout Z € R? par

<y

—

Gz(y) =

8 8]

ﬁ, g% f. (2.63)

<y
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Remarque 13 Lorsque T est un point contenu dans l’élément K, les points
d’intégration associés a la formule de quadrature I doivent étre différents de
Z. En fait, étant donné la singularité du noyau de Green dans cette situation,
Uerreur de quadrature sur l’élément K peut étre importante. Pour éviter ce
probléme on peut utiliser les formules d’intégration exacte du noyau de Green
décrites dans [7/].

Remarque 14 Sur un maillage fin, le calcul de B?,};‘”" peut s’avérer treés

cotteux en temps CPU, mais possede la propriété remarquable d’étre indé-
pendant pour chaque point & considéré. Un algorithme “embarrassingly pa-
rallel” permettant de distribuer le calcul sur plusieurs processeurs peut donc
étre facilement mis en oeuvre informatiquement (cf. section 5.5.2).

Remarque 15 Le champ Bhor est en général modifié par la présence d’un
caisson ferromagnétique qui entoure la cuve d’électrolyse. L’intensité de [’in-
duction magnétique peut ainsi étre réduite dans les fluides. Dans la section
1.2.4, on a vu que cet effet d’écran peut étre calculé en résolvant le pro-
bléeme non-linéaire (1.58). Diverses techniques pour approcher numérique-
ment [’écrantage ferromagnétique sont décrites et comparées dans [12] mais
ne sont pas reprises ici.

Algorithme de Schwarz

Au chapitre précédent, on a vu que le calcul du champ perturbé §B (t)
peut se ramener & la recherche d’un potentiel magnétique vectoriel dA(t) €
R3 qui vérifie pour ¢ fixé et 9 () connu

—ASA(t) = pedj(t), dans R3,

(2.64)
0A(z,t)] = O(F|™"), lorsque |7| — oo,
et = . .
IB(t) = V NSA(L). (2.65)
Pour simplifier ’écriture, ’argument ¢ est omis par la suite.
Remarque 16 Puisque 552 0 dans R3 on a
V- (AsA) =0 = A(V-d4)=0. (2.66)
Comme 0 A est harmonique & Uextérieur de ¥ et que
0A(Z)| = 0(Z|71),  lorsque |7 — oo, (2.67)
on peut prouver que
V- 6A(@)| = 0(|7]72), lorsque |7| — oc. (2.68)
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Ainsi, en posant w =V - 6A, on a

—Aw = 0, dans R3,
w(@)| = O(Z™?), lorsque |Z| — oo, (2.69)
= w=0 = V.6A=0.

Si on définit ¥ : R3 — R comme une des trois composantes de § A et f:R3 —
R la composante correspondante de 1007, le systeme (2.64) est équivalent a
résoudre trois fois le probleme de Poisson suivant

AV = f, dans R3,
(2.70)
(@) = O(7|™"), lorsque |Z] — oo,

ot supp(f) C X est un compact de R3. Soit I’espace suivant, dit de Beppo-
Levi :

WHR3) = {g ‘R* >R ' fﬁ% e L*(R%) et Vge (LQ(R?’))?’}. (2.71)

La formulation faible de (2.70) s’écrit alors : trouver ¥ € W1(R?) tel que

/ ARV / fo, Vo e WHR?). (2.72)
R3 R3

Il est bien connu (voir [35]) que ce probleme admet une solution unique qui
est aussi solution du probleme (2.70).

Soit a présent r > 0 tel que la boule de rayon r centrée a l'origine
B, ={zeR® ||z <r}, (2.73)

contienne le domaine compact ¥. D’apres (2.70), ¥ est harmonique & I'ex-
térieur de B, et la formule de représentation intégrale de Poisson suivante
s’applique :

1 () =
qf*:(”?)/ ds(§), V7 e R3\ B, 2.74
@ = g (7 77) [ =l as), vEeRN\B, (74
ou 0B, est la sphere centrée a I’origine de rayon r. Ce résultat permet de cal-
culer la valeur de ¥ en tout point de R?\ B, en ne connaissant ¥ que sur 913,..

Soit R > r et Br la boule de rayon R centrée a l'origine. En exploitant
(2.74) un algorithme de type décomposition de domaine avec recouvrement
Br \ By (Schwarz) permet de résoudre (2.72) :

47



Chapitre 2. Aspects numériques

(i) Initialisation : Soit WO : Bp — R tel que

—AV? = £ dans Bg,
(2.75)
U0 = 0, sur dBg,

i.e. U0 € HY(BR) tel que

Ve've = fo, Vo € Hy(Bg), (2.76)
Br supp(f)

ott H}(BR) est l'espace des fonctions dans H'(Bg) qui s’annulent sur
la frontiere OBR.

(ii) Itérations pour i = 0,1,2,..., calculer successivement

a) Probléme harmonique : trouver Tits ¢ WLHR3\ B,) qui satisfait

ATtz = dans R3\ B,,
Uits — Ui, sur 0B, (2.77)
Uita(z) = 0(#Y), lorsque |#] — oo

b) Probleme elliptique : trouver W+l € H'(Bg) qui satisfait

—AVHL = f dans Bg,
| N (2.78)
Uit = W2 sur OBpg.

Le résultat qui suit illustre la convergence de 1’algorithme.

Théoréme 2 (Estimation a priori [36]) ? Si U est la solution evacte du
probléme de Poisson (2.70) et que WO est tel que —AW? = f dans B et
VY = 0 sur OBg, alors, pour tout VU issu de l’algorithme (2.77)-(2.78), on
a l'estimation a priori suivante :

. i
[ = 9| 5, < (E> 19 oo (981 - (2.79)
En particulier, on obtient
. Ol _
D [J@r =t =0, (2.80)
2Ce théoréme et sa preuve ont été publiés dans [36] mais sont repris ici pour la com-

modité du lecteur.
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Recouvrement

F1G. 2.6 — Illustration de la méthode de Schwarz.

Preuve.
Soit l'erreur ¢! = U — W' définie sur By et /712 = & — Uit1/2 définie sur
R3\ B,, on a :

a) etz € WL(R3\B,) satisfait

Aetz = 0, dans R\ B,,
eits = ¢ sur 0B, (2.81)
ei+%(f) = O(#™1), lorsque |Z| — oc.

b) et € HY(BR) vérifie

Attt = 0, dans Bg,
| N (2.82)
et = et2 sur OBpg.

Par la formule de représentation de Poisson (2.74), on a

A=V [ D cenE, G
et2(¥) = y— . |j,_g|3ds(y), vV e R\ B,. (2.83)
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Le pas d’initialisation implique que Ae® = 0 dans Br et ¥ = ¥ sur 0Bp.
En appliquant le principe du maximum, on a alors

HeOHLoo(BR) < Wl oo 98y - (2.84)

Maintenant, en utilisant (2.83) on peut écrire une estimation pour e'*2 sur

683 .

2 2
i+3 <€ B / L a (9.85
© limsn = e HLW(%W‘) A deobn o8, | — 91 s(@. (285)

Considérant Z au pole nord de la sphere 0Bg et en utilisant les coordonnées
sphériques, on obtient en posant o = r/R,

1 . T 2m 72 sin(6)
[ A A A 2
" (7"2 sin?(0) + (R — rcos(6)) )

2 [T sin(6) 4o’
B d0 12 § T RZ_ g2 k.
0 (145 — 2cos(9))?
Cela implique que
‘6 oo omg) = el o, ) - (2.86)

Enfin, en utilisant ensemble I’équation (2.82) et le principe du maximum,
on obtient

HeiHHLw(BR) < ||t s a

L>*(8Br) — HezHL"C(BR)'

(2.87)

Finalement les relations (2.84) et (2.87) ameénent la conclusion.

Discrétisation

Etant donné h > 0, on introduit au temps ¢,, un maillage de B, (respec-
tivement Br) notés B, (resp. Bf;,) et qui approche la boule dans le sens
ol les tétraedres qui composent B}, forment un polyedre avec 0B, comme
sphere circonscrite (idem pour B}, ). Les maillages B), et B}, possedent en
outre les propriétés suivantes :

e Le maillage B}, est composé de M; éléments tétraédriques avec M; >
ZMhE et hg, < h pour touti=1,..., M ;
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e Le maillage B}, est composé de M,f” éléments tétraédriques avec
M,f’ > My et hg, < h pour tout i = 1,...,M,§;

e Les maillages B, et B, sont conformes dans le sens ou deux éléments
adjacents partagent exactement une face commune;

o Les ensembles des sommets de B}, et B}, sont notés S(B)3,) et S(BR;,)
et sont de cardinalité N; et N,f respectivement ;

e Le maillage B, est un prolongement du maillage B, qui est lui-méme
un prolongement du maillage S;' (voir FiG. 2.7);

e L’ensemble des faces triangulaires composant le bord de B, (resp.

BY,,) forme un maillage d’une approximation polyédrique de la surface
0B, (resp. OBR) et est noté Y, (resp. Trp).

Cuve

FiG. 2.7 — Hlustration de la structure des différents maillages.

Remarque 17 Pour conserver des maillages de bonne qualité au cours du
temps, il est nécessaire de déformer le maillage B} en fonction du mouve-
ment de l'interface. Ce point est discuté a la section 2.5.5.

Soit ’espace de dimension finie suivant :
P ={6eC®(Bly) | dlk ePUK), VK € By} (289)

La forme discrétisée de I’algorithme de Schwarz avec recouvrement (2.75) -
(2.78) s’écrit alors :
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(i) Initialisation avec W) € P/ N H}(BY,) tel que

/B VIV, = / fén, Von € PPN HLBY,). (2.89)

supp(f)

(ii) Itérations pour i = 0,1,2,..., calculer successivement

a) Probléme harmonique : Pour tout noeud & de Y gy

itd R% — 2 (4
v, (X)) = —— I - 2.
TeEY 1

ou f — Ip( f) est une formule de quadrature de type Gauss sur le
triangle T du maillage Y,; qui, & une fonction f : R? — R, associe
une approximation de son intégrale sur le triangle T'.

. . i+ L
b) Probléme elliptique : \I/ZH € P! qui satisfait \IIZH(:E) = \I/;Q(a_c')

pour tout noeud & de YT gy, et :

VUV, = / fon, Von € PN HY(Bhy,).  (2.91)

Br supp(f)

2.3.3 Déformation du maillage extérieur

A la section 2.2 on a vu comment utiliser la technique Level-Set pour
déterminer 1’évolution de l'interface I'(¢) au cours du temps et ensuite dé-
former le maillage des fluides 7," pour suivre le mouvement de I

Pour utiliser I’algorithme de Schwarz pour le calcul de I'induction ma-
gnétique efficacement, il est nécessaire de pouvoir étendre la déformation
subie au cours du temps par 7, au maillage BJ. Si cette opération n’est
pas effectuée convenablement, on verra apparaitre des mailles tres aplaties
ou méme, parfois, des interpénétrations entre éléments (cf. F1G. 2.8).

Notons B, (respectivement, ERh) le maillage de référence de la petite
boule B, (resp. de la grande boule Br) dans lequel 'interface I" est un plan
horizontal et introduisons un algorithme de déformation permettant d’adap-
ter le maillage B’rh en fonction de la position de I' au temps t,. Le but est
de déformer de maniere élastique le maillage de Brh situé entre le bord de
la cuve 0 et le bord 0B, en laissant inchangé le reste de Bpn. De plus, 'al-
gorithme de déformation doit étre indépendant de la géométrie de la cuve
pour permettre de traiter plusieurs types de technologie sans avoir a changer
d’algorithme.
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Interface

i Aluminium

F1G. 2.8 — Mauvaise qualité de maillage si la déformation de 7," n’est pas
étendue a B au cours du temps.

En supposant connu, au temps ¢, le maillage de la cuve S}’ on construit
B, et B, en déformant les maillages originaux B,y et BRh de la facon
suivante :

e Pour tout noeud &, € S(By4) NE, déplacer le noeud vers sa nouvelle
position #} dans S}' en suivant I'algorithme de la section 2.2;

e Pour tout noeud Z;, € S(Bgn) \ S(Bys), laisser le noeud dans sa posi-
tion d’origine;

e Pour les noeuds &, € S(B,,)\ %, calculer une nouvelle position f, qui
vérifie le probleme de Dirichlet suivant (cf. F1G. 2.9) :

Aﬁh = 0, dans Brh \i,
ﬁh iha sur 8-ET‘ha (292)
Ph @p, sur ¥ N By,

ol &} est la position des noeuds de S, NOY au temps t,,.

Le probleme (2.92) équivaut a imposer une déformation sur le bord de
la cuve, de fixer les noeuds sur le bord de la petite sphere et de laisser se
détendre le maillage intermédiaire comme si les arétes du maillage étaient
des ressorts. La figure 2.10 illustre cet algorithme dans le cas ou la cuve est
un simple cube et ol on impose une forte déformation de l'interface.
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F1a. 2.9 — Illustration du probleme (2.92).

Remarque 18 Dans la formulation (2.92), par abus de notation, le maillage
B,y est vu comme un domaine polyédrique formés par ses éléments et OB,

est le bord de ce domaine formé par

les triangles de Y ,p,.

Bain

Int

ace

Aluminium

F1G. 2.10 — Coupe transversale du maillage 3D de BJ, \ X.
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Remarque 19 Le fait de modifier les maillages 7,", S;' et B, a chaque

pas de temps exige d’ajouter apres chaque déformation une étape d’interpo-
lation entre les maillages ’2;1"_1 — 1), Sﬁ_l — S et S, — Spt. Du fait de
lutilisation de maillages non structurés, cette étape peut étre trés couteuse
en temps de calcul mais, comme la topologie des maillages est conservée au
cours du temps, la construction préliminaire d’une table des éléments voisins
de chaque noeud peut contribuer a accélérer cette étape.

2.4 Algorithme général

En guise de synthese on présente ici I’algorithme global de résolution du
probleme MHD.

e Initialisation
(a) Maillages : On construit les maillages originaux des différents
domaines de résolution en respectant la hiérarchie suivante : T, C
Sh C Brh - BRh et le maillage de l'interface I n composé de faces
de 7.

(b) Conditions initiales : Etant donné une condition initiale pour
Iinterface via la fonction gog on déforme, en suivant la procédure
décrite dans les sections 2.2 et 2.3.3, les maillages originaux pour
construire I’ ,9 ,T0, 82, th, B%h, et on définit les valeurs initiales de
=0 103
uy, et Ap°.

(c) Electromagnétisme : Sur Sy, on calcule f,’;m" et EZ‘"" et on les

interpole sur 82.

e Itérations
Pour n = 0,1,2,3,..., étant donnés u}, ¢y, AZ_l, AP j;;""" et BZOT
sur les maillages 7,*, S;, B}, et Bp,,, calculer

(a) Courant : L’équation (2.54) sur S;' pour le potentiel électrique
V" et I'équation (2.55) pour la densité de courant ;7.

(b) Induction : L’induction magnétique ﬁ;} = é,}lwr + 0B", & partir
de 5;}} = j}’f — ﬂf”’", ol 55}; est donné, sur le maillage B%,; , par 1'al-

gorithme de Schwarz présenté a la section 2.3.2.

(c) Forces : La force exercée sur les fluides f}?H/Q = j}? A B}? — pg et
sa partie rotationnelle f;’; 2 ﬁgf)ZH/ 2, oll d)ZH/ % est calculé sur

le maillage 7," en résolvant 1'équation (2.29).

3Pour la cohérence de I’algorithme on définit également /Yh'l =0.
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+1/

(d) Stokes : L’équation de Stokes (2.28) pour la vitesse ) % et la

. nt1/2
pseudo-pression pZJr 2

(e) Transport : Les équations de transport (2.33) et (2.34) sur le

maillage 7, pour estimer la vitesse ﬁ”hH et la fonction GZ'H.

(f) Maillages :

(f.1) Interface : La surface de niveau &Z“ = 0, lissée par l'al-
gorithme de moindres carrés (section 2.2.3), définit une nouvelle
interface I ;ZH. La position de I ,?H est encore ajustée pour ga-
rantir la conservation du volume.

(£.2) Fluides+Cuve : A partir de I';""! on construit 7,"** et Sp+!
(cf. section 2.2.2).

(£.3) Boules : De méme, on construit B/, et B%gl en suivant l’al-
gorithme décrit a la section 2.3.3.

(g) Interpolation : Finalement, les champs ﬁ’zﬂ, /Tﬁ, jﬁo’” et Bf"’"
sont interpolés sur les maillages 7;1"“, S}’ZH, B;‘,j Let Bgzl et la
fonction Level-Set @ZH est reconstruite sur ’Th"+1 comme la distance

a 'interface F}TLH'I.

Remarque 20 La plupart des problémes numériques introduits dans ce cha-
pitre font bien str apparaitre des systemes linéaires qu’il faut résoudre ef-
ficacement en économisant au mazximum [’espace mémoire. Dans la section
5.3.1 on discute cette question en présentant les solveurs itératifs utilisés.

2.5 Validation numérique

Dans cette section deux tests académiques sont présentés pour valider le
modele du chapitre 1 et le traitement numérique du chapitre 2.

Dans un premier temps on s’intéresse a la méthode utilisée pour le cal-
cul de 'induction magnétique. Dans le cas d’un probleme de Poisson sur R3
pour lequel une solution exacte est connue, une analyse d’erreur est effec-
tuée pour vérifier que 'estimation établie dans le théoreme 2 est atteinte
numériquement.

Dans un deuxiéme temps, une cuve académique de forme cylindrique est
étudiée. Sur cette géométrie simplifiée, déja présentée par d’autres auteurs
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(voir [16]), on teste la robustesse de I’algorithme de déformation de maillage
et on présente quelques résultats intéressants, y compris une comparaison
avec une expérience réelle.

2.5.1 Calcul de l’induction magnétique

Soit p > 0. Dans le but d’illustrer par un exemple les propriétés de
convergence de 'algorithme de Schwarz discrétisé (2.89)-(2.91), on considere
le probleme de Poisson (2.70) ou le membre de droite est donné par

0, si |Z] > p,
f(@) = (2.93)

—20a|7|? — 6b, si |Z| < p,

oil a, b sont donnés par a = 3/8p° et b = —5/4p3. Le support de f est donc la
boule B,, et la solution exacte de ce probleéme est la fonction C?(R3) suivante

1 -
El i |7 > p,
u(@) = (2.94)

alZ* + 072 +¢, si|T] <p,

ou ¢ = 15/8p (voir F1a. 2.11).

0.1

0.091 B

0.081 B

0.071 B

0.061 B

0
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

F1G. 2.11 - Solution exacte radiale v donnée par I’équation (2.94).
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Soit h,r, R > 0 tels que p < r < R. La boule de rayon R centrée a
l’origine Bp est approchée par un maillage en tétraedres By, de sorte que le
polyedre formé par les éléments de Bpgy, soit inscrit dans la sphere de rayon
R. Si de plus la sphere de rayon 7, notée 0B,, peut étre approchée par une
surface formée de faces d’éléments de Bpp alors I'algorithme de Schwarz
discrétisé (2.89)-(2.91) peut étre utilisé. Dans la suite, on estime l'erreur
d’approximation commise entre la solution exacte u donnée par (2.94) et
la solution numérique au n-eme pas de 'algorithme (2.89)-(2.91) uj sur le
maillage Bgy,.

Définissons encore, pour N >> 1 I'approximation numérique convergée up =
uhN , i.e. pour une tolérance £ > 0 petite donnée*, N est choisi suffisamment
grand pour que
N N-1
lup, —up, " peo(Bry) <€ (2.95)

Par inégalité triangulaire, on a alors I'estimation d’erreur suivante pour n <

N :

= o By < N0 = wnlpoe (i + llun — Wl () (2.96)

Cette inégalité illustre le fait que l'erreur entre la solution exacte et I'ap-
proximation obtenue au n-eéme pas de 'algorithme de Schwarz est bornée
par erreur de discrétisation qui dépend de la taille des mailles h et par
I’erreur intrinseque de l'algorithme de décomposition de domaine. Le but de
cette décomposition est de déterminer numériquement I’ordre de convergence
de l'algorithme de Schwarz indépendamment de I'erreur de discrétisation en
espace.

Estimons donc la vitesse de convergence de I'algorithme de Schwarz en calcu-
lant, pour p =1, 7 = 2 et R = 3, l'erreur |Jup, — uj || (By,) pour différentes
tailles de mailles.

La figure 2.12 montre que 'erreur décroit exponentiellement et est indépen-
dante de h. Dans ce cas, la pente vaut environ —0.4, ce qui signifie que

Huh — U’ZHL“(BR;L) < 0670'471. (2.97)

En fait, si s est donné par
s = sup {p eR ‘ lun — up |l oo (Bry) < Ce_p”}, (2.98)

on peut voir que s ne dépend pas de p mais uniquement de « = r/R. En
faisant varier «, on peut déterminer la dépendance suivante entre s et «
(F1G. 2.13)

s(a) = —loga. (2.99)

4Typiquement e=10"".
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10D: T T T T T
~"h=03
15" —~~h=015
5 —h=0.075

Erreur en norme L-
=)

10'4 i 1 I i I i I
0 2 4 B8 8 10 12 14 18 18 20
Itérations de l'algorithme de Schwarz

FI1G. 2.12 — Erreur [ju, — uj|| oo (By,) pour différents h.

En particulier pour a = 2/3, on a loga ~ —0.405 ce qui correspond a la
pente estimée sur la figure 2.12.

16

—— log(alpha)
1.0k = s(alpha) i

0.8

0.6

i
0'6.2 0.3 0.4 0.7 0.8 0.9

0.5 0.6
alpha =r/R

Fi1c. 2.13 — Dépendance entre s et a = %.
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Ce résultat est cohérent avec le théoreme 2. Il signifie que la convergence
atteinte numériquement est la méme que celle attendue théoriquement car
r

n
||uh - u;LZHLOO(BRh) < Ce " ~ Cenloga =Ca"=0C (*)

7 (2.100)

En guise d’analyse, on reporte dans la table 2.1 les mesures d’erreur |ju —
upl| oo (Bgp) €t [[un — Uil Lo (By,) en fonctions de n, o et h. Dans la derniere
colonne, on indique encore le temps de calcul utilisé pour estimer ces quan-
tités sur une machine Intel Core2(TM) fonctionnant & 2.40GHz et utilisant
jusqu’a 4GB de mémoire vive gérée par le systeme d’exploitation GNU/Linux.

Iter ‘ h ‘ o ‘ R ‘ r ‘ lu — u}|oo ‘ lun — U0 ‘ CPU[s] ‘
0.75 ] 2 | 1.5 | 0.121e — 00 | 0.150e — 00 1
0.3 05 | 3 15| 0.715e—01 | 0.197¢ — 01 2
0.25| 6 | 1.5 | 0.428¢ — 01 | 0.621e — 03 10
0.75 | 2 | 1.5 | 0.189¢ — 00 | 0.155e — 00 11
n=>5 0.15 05 | 3 ]1.5]0.434e — 01 | 0.206e — 01 23
025 6 | 1.5 | 0.238¢ — 01 | 0.647¢ — 03 126
0.75 ] 2 | 1.5 | 0.167e — 00 | 0.158¢ — 00 154
0.075| 0.5 | 3 |1.5]0.294e — 01 | 0.208¢ — 01 352
0.25 | 6 | 1.5 | 0.895¢ — 02 | 0.162¢ — 03 2014
0.75 | 2 | 1.5 | 0.904e — 01 | 0.339¢ — 01 2
0.3 0.5 | 3 | 1.5 ] 0.524e — 01 | 0.586e — 03 4
025 6 | 1.5 | 0.422¢ — 01 | 0.578¢ — 06 22
0.75 | 2 | 1.5 | 0.699¢ — 01 | 0.364e — 01 23
n=101| 0.15 05 | 3 |1.5]0.234e—01 | 0.637¢ — 03 46
025 6 | 1.5 | 0.244e — 01 | 0.624e — 06 280
0.75 | 2 | 1.5 | 0.465¢ — 01 | 0.372¢ — 01 310
0.075 | 0.5 | 3 | 1.5 | 0.926e —02 | 0.647e — 03 704
025 ] 6 | 1.5 | 0.831e — 02 | 0.245¢ — 06 4032
0.75 | 2 | L5 | 0.586e — 01 | 0.16de — 02 | 4
0.3 | 05 | 3 |15 | 0518 0L | 0524c —06 | 9
025 6 | 1.5 | 0.422¢ — 01 | 0.639¢ —12 | 44
0.75 | 2 | 1.5 | 0.356e — 01 | 0.189¢ — 02 | 46
n=201| 0.15 05 | 3 |1.5]0.228¢ —01 | 0.650e — 06 93
025 6 | 1.5 | 0.244e — 01 | 0.302¢e — 10 538
075 2 | 1.5 0.113e— 01 | 0.197e — 02 620
0.075| 0.5 | 3 |1.5]0.861le —02 | 0.706e — 06 1409
025 | 6 | 1.5 | 0.830e — 02 | 0.637¢ — 07 8161

TAB. 2.1 — Estimation d’erreur et temps de calcul en fonction de n, h et a.
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On peut alors estimer le comportement suivant pour I’erreur entre la solution
exacte u et la solution convergée uy, :

[ — up|| Lo B,y < Ch?|log(h)], (2.101)
ainsi que les conclusions suivantes :

e Lorsque 7 est proche de R (« proche de 1), puisque 'algorithme de
Schwarz converge “lentement” dans ce cas, il est nécessaire d’itérer
suffisamment entre les boules. Pour a = 0.75 par exemple, apres 10
itérations de I'algorithme de Schwarz les deux termes [|u —u}|| Loo (B,
et |lup, —uy || Lo (By,) sont encore du méme ordre de grandeur et ce quel
que soit le h considéré.

e A lopposé, si R >> r (a proche de 0), lalgorithme de Schwarz
converge tres rapidement. Dans ce cas il est donc inutile d’itérer de
nombreuses fois puisque l'erreur d’approximation due a la discrétisa-
tion spatiale est dominante. Pour a = 0.25 par exemple, apres seule-
ment 5 itérations de Schwarz Uerreur ||up, —uj || Lo (By,) est négligeable
par rapport a ||u—uj|| Lo (B,,)- Noter que dans ce cas, chaque itération
devient cotiteuse en temps de calcul. Pour A = 0.075 par exemple, une
itération de Schwarz dure environ 400 secondes pour a = 0.25 contre
seulement 30 secondes pour o = 0.75.

e Dans une situation moyenne (h = 0.15 et & = 0.5), apres environ 7-8
itérations, le terme |lup — uj|| oo (Bp,,) devient négligeable par rapport
a erreur de discrétisation spatiale.
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2.5.2 Creuset

Pour illustrer 'efficacité du modele MHD évolutif présenté précédem-
ment, considérons maintenant une cuve simplifiée dont la géométrie est un
cylindre droit a base ronde de 3.5cm de rayon et de 15cm de hauteur. Ce
creuset est traversé par un courant électrique entrant dans la cuve par une
anode cylindrique de rayon 2.5cm partiellement immergée dans le bain et
quittant I’aluminium par une cathode recouvrant entierement le fond du
domaine fluide (voir F1G. 2.14).

Bain

15 cm Interface

Aluminium

F1G. 2.14 — Creuset cylindrique pour ’étude de phénomeénes MHD.

Cette géométrie est intéressante a considérer car elle fait 'objet d’études
antérieures (voir [10]), qu’elle permet d’observer un phénomeéne typique des
instabilités MHD (voir section suivante) et qu’elle a été étudiée expérimen-
talement au laboratoire de recherche et fabrication au sein de 1’équipe de
recherche de RioTinto-Alcan.

Phénomeéne de Rolling

Dans la géométrie du creuset, en négligeant dans un premier temps les
effets de tension de surface, on s’intéresse & un type d’instabilités MHD"
introduit par Sele en 1970 (cf. [5]) et étudié du point de vue physique par
Davidson et Al (cf. [37]) : le “rolling” ou “roulis” de I'interface.

5La notion de stabilité est définie plus précisément au chapitre 4.
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En supposant la densité de courant j uniforme et verticale sur la surface
supérieure de 'anode et sur le surface inférieure de la cathode et le creuset
soumis a un champ d’induction magnétique ambiant vertical BZ, les situa-
tions suivantes se produisent : premierement, si I'interface entre les fluides
est parfaitement plane, par symétrie de la géométrie la densité de courant au
voisinage de l'interface reste verticale et opposée a BZ La force de Lorentz
résultante est donc nulle et les fluides sont en position d’équilibre statique.

Fic. 2.15 — Phénomene de Rolling.

Deuxiemement si 'interface aluminium-bain est dans une position ini-
tiale non horizontale (par exemple un plan incliné) une redistribution du
courant a lieu dans le creuset afin de minimiser I’effet Joule. Le bain étant
nettement moins conducteur que ’aluminium, la densité de courant va étre
forte dans les zones ou l'interface est proche des anodes et faible ailleurs.
La composante non verticale du courant 5; = j— fh‘”’ et le champ d’induc-
tion magnétique Bz produisent alors une force de Lorentz qui engendre un
mouvement de rotation du métal dans “le sens inverse des aiguilles d’une

montre” lorsque B, est orienté vers le haut (voir F1a. 2.15).

Suivant 'intensité du courant fourni ou du champ magnétique extérieur,
le rolling de 'interface peut étre atténué au cours du temps par les effets vis-
queux et tendre vers une position stationnaire statique avec interface plane.
Sur la figure 2.16 le mouvement d’un noeud proche du bord de l'interface
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est représenté dans une situation de ce type. Lorsque, comme ici, I'interface
évolue en temps vers une position stationnaire, le “rolling” est qualifié de
stable.

Altitude
[m]

Time [sec]

F1G. 2.16 — Oscillations de U'interface dans une configuration électromagné-
tique stable.

D’un autre coté, si les forces de Lorentz sont suffisamment importantes,

I'interface entre les fluides peut osciller indéfiniment et dans certains cas le
mouvement peut méme s’amplifier au cours du temps. Dans ces conditions
une petite perturbation de la position stationnaire peut induire un important
mouvement de l'interface qui n’atteint jamais un état stationnaire. La figure
2.17, dans laquelle le mouvement d’un noeud de l'interface proche du bord
du creuset est représenté, illustre 'amplification des oscillations au cours du
temps dans un tel cas, qualifié d’instable.
Pour mieux appréhender le mouvement de I'interface, la figure 2.18 présente
une vue en 3 dimensions du domaine Qg (t) pour différents temps dans la
situation instable de la figure 2.17. L’effet de rolling de I'interface est visible
et on peut observer que contrairement a la figure 2.16, le mouvement de
I'interface ne s’atténue pas au cours du temps. En fait apres 50 secondes
I’altitude maximale de I'interface est méme supérieure a ’altitude maximale
initiale.
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Altitude o
[m]

Time [sec]

20

FiG. 2.17 — Oscillations de l'interface dans une configuration électromagné-

tique instable.
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Time = 0 sec

deform [m]

Time =11 sec

deform [m]

5.00e-03 5.00e-03
z 2.50e-03 z 2.50e-03
L 0.00e+00 L 0.00e+00
* -2.50e-03 * -2.50e-03
-5.00e-03 -5.00e-03
Time =23 sec Time = 31 sec
deform [m] deform [m]
5.00e-03 5.00e-03
™ 2.50e-03 iy 2.50e-03
L 0.00e+00 L 0.00e+00
* -2.50e-03 * -2.50e-03
-5.00e-03 -5.00e-03
Time =43 sec Time = 50 sec
deform [m] deform [m]
5.00e-03 5.00e-03
., 2.50e-03 ., 2.50e-03
L 0.00e+00 L 0.00e+00
* -2.50e-03 * -2.50e-03
-5.00e-03 -5.00e-03
FiGg. 2.18 — Rolling de l'interface dans une situation instable. Vue 3D du
domaine Qg (t).
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Un des objectifs du modele développé ici est de permettre une étude pa-
ramétrique du mouvement des fluides dans le creuset. Typiquement, on peut
observer 'interface pour une gamme variable de parametres (par exemple
I'intensité du champ d’induction magnétique) et évaluer le seuil d’instabi-
lité, i.e. la valeur limite qui sépare un mouvement amorti ou un mouvement
amplifié. Une telle étude est effectuée dans le cas du creuset et présentée
sur la figure 2.19. Dans ce cas on peut estimer que pour un courant donné
(10A), le mouvement de U'interface & tendance a s’amortir au cours du temps
pour autant que 'induction magnétique soit inférieure a 80G.

Néanmoins il convient de nuancer ces résultats dans la mesure ou le
modele numérique ne décrit pas le phénomene physique completement et
que l'erreur commise sur le mouvement de 'interface est tres difficile a es-
timer. Ainsi, plutot que de chercher une estimation quantitative précise, il
vaut mieux tenter d’étudier un comportement qualitatif, i.e. d’évaluer si un
changement de parametre tend a stabiliser ou déstabiliser le mouvement de
I'interface.

e
®10

——— Bz=10G
—— Bz=40G
—+— Bz=280G
—— Bz=120G
4 — " Bz=160G

Fi1Gc. 2.19 — Estimation du seuil de stabilité en fonction de l'intensité du
champ d’induction magnétique. Oscillations d’un noeud de l'interface au
cours du temps.

67



Chapitre 2. Aspects numériques

Tension superficielle

Dans la section précédente, les effets de tension superficielle sur I'interface
ont été négligés. Il est connu que ces effets peuvent avoir une importance
lorsque la géométrie est réduite, typiquement lorsqu’on étudie un liquide
dans un capillaire. En fait, la distance caractéristique pour laquelle les effets
de tension de surface sont dominants est appelée longueur capillaire et est

calculable par la formule
~
Ae = 4 — 2.102
©VApg’ (2.102)

ou v est un coefficient de tension de surface qui dépend des fluides (ici

v = 0.5 N/m), g = 9.81 m/s? et Ap est la différence des densités (ici

Ap = 140 kg/m?). Pour l'interface aluminium-bain, la longueur capillaire
vaut donc

Ae = 1.91 cm. (2.103)

Les cuves industrielles mesurant typiquement plusieurs metres, il semble
naturel de ne pas prendre en compte les effets de tension de surface pour
I’étude de cas réels (voir chapitre 3). Par contre, dans le cas du creuset, la
longueur capillaire vaut plus de la moitié du rayon de l'interface et dans ce
cas, on peut considérer que les effets de tension superficielle ont un effet non
négligeable.

Comme précisé au chapitre précédent, la difficulté principale pour mo-
déliser les effets capillaires est d’estimer ’angle de contact 6 qui intervient
dans I’équation (1.11) et est défini sur la figure 1.3.

Pour un angle § = /2, en partant d’une interface inclinée comme condi-
tion initiale, on retrouve le phénomene de rolling comme on peut le voir sur
la figure 2.20. Pour ce cas particulier le terme intégral sur le bord de I'inter-
face dans la formulation faible (1.11) est nul puisque cos(7/2) = 0. Le terme
restant a un effet dissipatif important qui tend a stabiliser énormément le
rolling de l'interface comme on peut le voir sur la figure 2.20 o, malgré une
intensité d’induction magnétique 4 fois plus grande que dans le cas instable
sans tension de surface de la FIG. 2.18, le mouvement de 'interface s’atté-
nue ici tres rapidement. Ainsi, aprés environ 30 secondes de simulation, la
déformation maximale de 'interface est inférieure a 1 mm contre plus de 5
mm précédemment (F1G. 2.18).

En se basant sur I'expérience, on peut estimer pour un type de paroi
donné dans le creuset un angle de contact § ~ 27/3. Une simulation de
rolling avec cet angle mene a une interface stationnaire concave comparable
a une situation expérimentale donnée sur la figure 2.21. Cette solution sta-
tionnaire est de plus extrémement stable dans le sens ou malgré de forts
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courants, une perturbation de cette position a tendance a disparaitre tres
rapidement. Notons enfin que ce comportement a été également observé en
laboratoire et reproduit numériquement.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, les équations de la MHD introduites au chapitre 1 ont
été discrétisées en temps par des méthodes de différences finies de type Euler
implicite et en espace par des éléments finis continus de degré 1. Les équa-
tions de Navier-Stokes sont traitées par une méthode de type splitting en
temps et décomposées en un probleme de Stokes et une équation de trans-
port. Le mouvement de 'interface libre entre les fluides est modélisé par une
technique Level-Set.

La partie électromagnétique est résolue a chaque pas de temps efficace-
ment par une méthode de type décomposition de domaine sur une double
boule entourant la cuve. Des résultats numériques montrent que peu d’ité-
rations de ’algorithme de Schwarz sont nécessaires en pratique.

Les équations sont résolues sur un maillage mobile dont la déformation
a chaque pas de temps est gérée par I'algorithme introduit a la section 2.2.
Le mouvement des mailles est dicté par le mouvement de l'interface entre
les fluides et propagé a l’extérieur de la cuve pour conserver un maillage
conforme au cours du temps.

Le phénomene de roulis de l'interface est étudié sur une géométrie aca-
démique. Dans cette configuration, les effets de tension de surface jouent un
role prépondérant.

Dans le chapitre qui suit, le modele numérique introduit est appliqué a
une géométrie plus complexe, proche d’une cuve industrielle.
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Time = 0 sec Time = 1 sec

deform [m] deform [m]

1.00e-03 1.00-03
z, 5.00e-04 z, 5.00e-04
sf 0.00c+00 h 0.00c+00

* -5.00e-04 * -5.00e-04
-1.00e-03 -1.00-03
Time =2 sec Time = § sec
deform [m] deform [m]
1.00-03 1.00-03
z, 5.00e-04 z, 5.00e-04
S{ 0.00e+00 Sf 0.00e+00
¥ -5.00e-04 ¥ -5.00e-04
-1.00-03 -1.00e-03
Time = 12 sec Time = 35 sec
deform [m] deform [m]
1.00c-03 1.000-03
z, 5.00e-04 z, 5.00e-04
Rf 0.006+00 Rf 0.00¢+00
* -5.00e-04 * -5.00e-04
-1.00e-03 -1.00e-03

F1a. 2.20 — Rolling de 'interface avec tension superficielle et § = 7/2. Vue
3D du domaine Q4(t).
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F1a. 2.21 — Position stationnaire de 'interface dans la géométrie du creuset
avec angle de contact § = 27/3. A droite : Etat stationnaire du domaine
aluminium obtenu par une simulation numérique. A gauche : photo rayons X
prise dans le cadre d’une expérience en laboratoire (source : RioTinto-Alcan,
laboratoire de recherche et fabrication, St-Jean de Maurienne, France).
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Chapitre 3

Application a la production
d’aluminium

A la fin du chapitre précédent, un creuset cylindrique simplifié a été
considéré pour tester le modele MHD évolutif. Sur cette géométrie, égale-
ment étudiée en laboratoire, le phénomene de roulis peut étre observé. De
plus il a été prouvé que dans ce cas les effets de tension superficielle jouent
un role important.

Dans I'industrie, les dimensions des cuves utilisées sont évidemment tres
différentes de celles du creuset. Typiquement, la partie occupée par les fluides
est une structure d’une quinzaine de metres de long, de quelques metres de
large et de moins d’'un metre de haut.

Afin de tester le modele évolutif sur une géométrie réaliste, on considere
ici une “cuve numérique” qui n’est pas utilisée en pratique mais dont la forme
et les dimensions dérivent directement d’un modele de cuve existant, congu
par lentreprise RioTinto-Alcan. Les caractéristiques physiques (conducti-
vité électrique, ampérage, etc) sont choisies de sorte a ce que la répartition
du courant dans les fluides soit conforme a celle d’'une vraie cuve.

Les avantages de cette géométrie sont multiples : premierement, de par
sa simplicité, elle peut étre maillée facilement avec des zones localement raf-
finées (comme les coins du domaine fluide) ou avec des éléments anisotropes
(ajout de couches d’éléments en épaisseur dans les fluides). Deuxiemement
le cotit de calcul pour obtenir une simulation numérique est relativement
réduit en comparaison & une cuve réelle. Ainsi la convergence des schémas
et algorithmes numériques peut étre testée en un temps raisonnable. Fina-
lement, contrairement aux cuves réelles, cette cuve ne met pas en cause une
confidentialité industrielle et permet donc de publier des résultats numé-
riques.

73



Chapitre 3. Application a la production d’aluminium

Dans ce chapitre on présente quelques résultats obtenus lors de simula-
tions sur la cuve numérique. En particulier, la vitesse stationnaire des fluides
et la position de l'interface sont calculées dans plusieurs configurations de
champ magnétique. L’influence de la tension superficielle sur le mouvement
de l'interface est étudiée et des simplifications du modele pour le calcul du
champ d’induction magnétique sont envisagées, testées et comparées au mo-
dele complet introduit précédemment.

3.1 Cuve numérique

Dans le chapitre 5, le logiciel de simulation numérique Alucell dans le-
quel le modele évolutif a été implanté est présenté. Ce programme, développé
depuis plus de 20 ans, est dédié a I’électrolyse de I’aluminium et dispose d’une
large gamme d’outils de simulation, d’algorithmes et de modéles permettant
entre autre des calculs ferromagnétiques, thermiques, électriques ou méme
de dissolution et distribution d’alumine.

Dans I'optique de pouvoir tester et valider les modules existants au sein
du logiciel et de disposer d’un cas test référence pour les développements
a venir, une cuve simplifiée mais suffisamment réaliste a été créée. Cette
cuve, appelée “cuve numérique”, est basée sur une cuve réelle utilisée dans
I'industrie. Le but est d’extraire les caractéristiques essentielles d’une cuve
industrielle (dimensions, distribution du courant, configuration magnétique
et thermique, etc) de sorte que le comportement physique soit conservé mais
avec une géométrie simplifiée permettant une certaine liberté pour la gestion
des maillages (tailles caractéristiques, raffinement locaux, etc) et un temps
de calcul réduit.

La cuve numérique est formée de cinq parties hexaédriques distinctes,
assemblées par couches successives (voir F1G. 3.1). Les éléments qui la com-
posent, en partant du bas vers le haut, sont les suivants :

e Barres cathodiques : sur les cuves réelles, des barres en acier récupérent
le courant sous la cathode pour le diriger vers la cuve suivante. Une
vraie cuve compte plusieurs dizaines de ces barres, de quelques centi-
metres de diametre, traversant la cathode de part en part et réparties
a intervalles réguliers. Pour la cuve numérique, le choix a été fait de
simplifier ce systéeme en considérant une unique structure parallélépi-
pédique située sous la cathode.
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Cathode : une cathode en carbone forme le fond du domaine fluide.
Cet élément est moins large que les barres cathodiques (3.5m seulement
contre 5m pour les barres) et assez peu conducteur. Ainsi, puisque les
surfaces de sortie de courant se trouvent aux extrémités des barres et
que 'aluminium liquide est plus conducteur que la cathode, les com-
posantes horizontales de la densité de courant dans ’aluminium sont
en principe non nulles (voir par exemple FIG. 3.2). Cet effet est 1égere-
ment accentué par le fait que la conductivité électrique de la cathode
n’est pas isotrope, plus faible dans la direction Oy (cf F1G. 3.1).

Aluminium liquide : une couche de 20cm de métal liquide recouvre la
cathode. Notons encore que contrairement a une cuve industrielle les
bords latéraux du domaine fluide sont ici verticaux.

Bain électrolytique : le domaine occupé par le bain a les mémes di-
mensions que celui occupé par Paluminium liquide (cf. table 3.1). Ce-
pendant, comme les anodes plongent dans le bain, la couche de liquide
entre l'interface initiale et les anodes mesure seulement 4 cm de haut.
Comme on le verra par la suite, la résolution numérique du probléme
hydrodynamique dans une si faible épaisseur de bain est délicate et
nécessite un maillage anisotrope.

Anodes : deux blocs anodiques en carbone, séparés par un canal cen-
tral de 20cm de large, plongent dans le bain. Dans les cuves réelles,
le courant entre dans le bain en traversant un systeme plus complexe,
composé de plusieurs anodes qui peuvent étre remplacées en cours
de production. Cependant comme ces anodes ne sont séparées que de
quelques centimetres, ’approximation faite en considérant uniquement
ces deux blocs anodiques semble raisonnable et devrait peu modifier
la répartition du courant dans les fluides.

Les dimensions des différents éléments ainsi que les propriétés physiques des
matériaux qui composent la cuve numérique sont résumées dans la table 3.1.
Sur les bords des domaines, les conditions suivantes sont imposées :

e Courant : la surface supérieure des anodes forme le domaine I';;, d’en-

trée du courant tandis que les surfaces latérales des barres cathodiques
définies par les équations y = £2.5m composent le domaine I',,;; de sor-
tie du courant. Rappelons que ces deux domaines interviennent dans
la forme variationnelle pour le calcul du potentiel V' (équation (1.34)),
avec des conditions du type

—

—g-1n = Z/|Til, sur I';,,

(3.1)
I/‘Fout|a sur Fout’

Su
I

j .
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F1a. 3.1 — Plan de la cuve numérique : projections sur les plans Ozz (en
haut & gauche), Oxy (en bas & gauche) et Oyz (a droite).

o |Tin| et |Toue| sont les aires des domaines et Z l'intensité de courant
total fourni.

o Vitesse : les interfaces cathode/aluminium et bain/anodes ainsi que la
surface horizontale supérieure du bain définie par ’équation z = 40cm
forment le domaine I'p ou la vitesse est considérée nulle. Sur le reste
du domaine fluide, i.e. la paroi latérale du domaine €2, on impose des
conditions de glissement parfait (cf. remarque 2). Notons que sur les
4 segments formant les coins de la paroi latérale du domaine fluide,
comme la normale extérieure n’est pas bien définie en raison de la sin-
gularité géométrique, on peut, dans le schéma numérique uniquement,

imposer @ = (0,0, u,)".

Cuve Dimensions Propriétés
Numérique L [m] ‘ ¢ [m)] ‘ h [em] o [S/m] ‘ p [kg/m?]
Barres cathodique 14 5 15.75 leb -
Cathode 14 | 35 | 32.25 || Led (5¢3 en Oy) -
Aluminium 14 3.5 20 3.33e6 2270
Bain 14 3.9 20 210 2130
Anodes 13.5 | 1.55 56 led -

TaB. 3.1 — Propriétés physiques des matériaux et dimensions des éléments
dans la cuve numérique. L est la longueur dans la direction Oz, [ la largeur
dans la direction Oy et h la hauteur dans la direction Oz.

76



3.1. CUVE NUMERIQUE

Sous ces conditions on peut observer que les trajectoires empruntées par
le courant électrique a travers les fluides dans la cuve numérique sont proches
de celles sur cuve réelle (voir F1G. 3.2).

F1G. 3.2 — Trajectoires du courant dans les fluides a interface horizontale
pour la cuve numérique (haut) et pour une cuve réelle (bas). Coupe verticale
enz =0.

Concernant I'induction magnétique, rappelons que l'on considere la dé-
composition suivante

B(t,©) = B"" (&) + 6B(t, &), VEe X, t > 0. (3.2)

Le champ Bhor egt indépendant du temps et peut lui-méme étre partagé en
deux parties comme suit

B‘hor(f) _ B‘ext(f) + Bf'mt(i:)7 (3_3)

ou Bt est le champ d’induction magnétique induit par les éléments exté-
rieurs a la cuve (cuves voisines principalement), tandis que Bint est le champ
induit par le systeme de conducteurs internes a la cuve qui entourent le do-
maine fluide et dont le positionnement peut étre assez complexe. Cette sépa-
ration est utile dans le cas de la cuve numérique car elle permet de prendre
en compte une configuration magnétique réaliste en récupérant et interpo-
lant les champs éemt(f) et g””(f) calculés pour une cuve réelle. Une des
composantes prépondérantes décrivant ’écoulement dans une cuve étant la
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forme et la position des amenées et sorties de courant, un calcul magnétique
sur la cuve numérique avec sa configuration électrique simplifiée ne saurait
refléter la réalité, d’ou I'intérét de cette manipulation. Notons encore qu’en
regle générale le calcul du champ Bhor tient compte de l'effet d’écran ferro-
magnétique selon le modele développé dans [12] et présenté dans la section
1.2.4.

Comme sur les cuves réelles, en raison du large rapport entre longueur et
hauteur, des maillages isotropes ne peuvent pas étre raisonnablement utilisés
pour la cuve numérique. En fait, pour garantir une bonne approximation de
I’écoulement, il convient de générer des maillages suffisamment fins dans la
direction Oz. Or, si la distance entre I'interface aluminium-bain et la par-
tie inférieure des anodes vaut seulement 4 cm, pour avoir une discrétisation
d’environ 10 mailles en épaisseur dans cette zone, il faut choisir des tétra-
edres d’environ 4 mm de haut. Cependant, un maillage isotrope de la cuve
numérique de taille caractéristique h = 4 mm représenterait plusieurs mil-
liards de tétraedres ce qui surpasse largement les possibilités actuelles de la
simulation numérique.

De part sa géométrie simplifiée, des maillages anisotropes structurés ou
non structurés de la cuve numérique peuvent étre assez facilement générés.
Deux exemples de tels maillages sont présentés dans la figure 3.3.
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Chapitre 3. Application a la production d’aluminium

3.2 Quelques résultats

Dans cette section, quelques résultats obtenus avec le code MHD évolutif!
sur la cuve numérique sont présentés. Un des buts est de déterminer les
points clés du modele, en particulier d’évaluer I'importance de la tension
de surface sur une géométrie de cuve ou d’estimer si le calcul du champ
d’induction magnétique a chaque pas de temps est nécessaire ou non.

3.2.1 Solution stationnaire

Pour commencer, on s’intéresse a plusieurs types d’écoulements et aux si-
tuations stationnaires associées que I'on peut obtenir dans la cuve numérique
suivant la configuration magnétique considérée. La cuve est donc soumise a
un courant total I = 100’000 A et trois situations différentes pour le champ
d’induction magnétique induit par les éléments extérieurs sont étudiées :

Aj. Champ uniforme : le premier cas consiste en une situation idéalisée
ou l'induction magnétique extérieure est constante et verticale, i.e. ou
on fixe

Be*(Z) = (0,0,B.)", VZeR?, (3.4)

avec B, = 100 G. L’intérét de ce cas réside dans le fait que les in-
dustriels estiment que la composante verticale du champ d’induction
magnétique représente une des principales sources d’instabilité.

As. Cuves voisines : la deuxiéme situation consiste a évaluer l'effet sur
la stabilité des cuves voisines au domaine de calcul. Le champ exté-
rieur B est donc précalculé pour un systeme composé de cing cuves
identiques reliées entre elles par des conducteurs filaires, et interpolé
ensuite sur le maillage de la cuve numérique.

As. Configuration réaliste : finalement le dernier cas consiste a ajouter
a la situation As l'effet di au systéme de conducteurs internes d’une
cuve réelle, en général concu de maniere a stabiliser le mouvement des
fluides. Le champ d’induction Bhor calculé sur une géométrie indus-
trielle complete (montées de courant, anodes, bars, etc) est récupéré
et interpolé sur la cuve numérique.

L’étude, sur le maillage structuré de la figure 3.3, des ces trois configu-
rations par le modele dynamique décrit au chapitre 1 meéne a des solutions
stationnaires dont les interfaces sont présentées dans la figure 3.4. Des images

'Le code de calcul utilisé ici fait partie intégrante du logiciel de simulation Alucell
dédié a I’électrolyse de I’aluminium et présenté au chapitre 5.
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3.2. QUELQUES RESULTATS

de l'interface vue de dessus avec une coloration en fonction de ’altitude et
des courbes de niveau, en conservant la méme échelle pour les 3 cas A1, As et
Az, montrent des différences importantes entre les interfaces stationnaires.

Deformation [m]

-0.010  -0.005  0.000 0.005 0.010

F1a. 3.4 — Interfaces stationnaires pour les situations A; (en haut), Ay (au
milieu) et A3z (en bas). Vue de dessus et coloration en fonction de laltitude,
les zones bleues étant des creux et les rouges des bosses.

Les vitesses stationnaires associées aux situations A; & Az sont présentées
dans la figure 3.5. Les fleches indiquent la direction et Iintensité” de la vi-
tesse des fluides sur l'interface aluminium-bain en chaque point du maillage.
Qualitativement, cette figure met en évidence les différences entre les trois
types d’écoulement. Quantitativement on reporte dans la table 3.2 les inten-
sités de vitesse maximales dans les trois situations, i.e. on mesure dans les

?]a longueur des fleches est proportionnelle & la valeur de la vitesse.
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Chapitre 3. Application a la production d’aluminium

trois situations Ay, As et As :

Vmae = Max |ty (Z)], (3.5)
2e)

ainsi qu’une estimation de la déformation des interfaces stationnaires, i.e. si
h(Z) est laltitude d’un point & de I', on mesure

Ahp = max k(%) — min h(Z). (3.6)
zel zel

Ay Ay As
Umagz [cm/s] || 30.38 | 28.82 | 22.72
Ahp Jem] | 7.52 | 6.33 | 3.00

TAB. 3.2 — Vitesses maximales et déformation de l'interface stationnaire
pour les situations A, Ay et As.

Précisons que numériquement un état peut étre considéré comme sta-
tionnaire lorsque la vitesse moyenne de l'interface & un pas de temps est
inférieure a une tolérance fixée, i.e. au temps t, la cuve est dans un état
stationnaire si

th |z — 2P
_ < 37
prl NF Z - tn L = (3.7)

ou T} est la position du i¢me noeud de 'interface au temps ¢,, 37;";71 est la
position du méme noeud au temps t,,_; et € est une constante positive fixée?.

Cette quantité peut étre vue comme une version discrete de la quantité
dr

dr /
dr . | dt

(t) i= =77, (3.8)
dt
Jar

et son évolution est représentée graphiquement pour les trois cas étudiés sur
la figure 3.6.

ar

Ces résultats semblent démontrer que le réseau de conducteurs entou-
rant la cuve produit bien un effet stabilisateur sur le mouvement des fluides
puisque la situation Ag est celle qui engendre les vitesses les plus faibles
(environ 22 cm/s) et l'interface stationnaire la moins déformée (seulement
3 cm). D’autre part, ces observations tendent & prouver qu’un calcul précis

] dar
3Dans nos exemples ¢ = 5e — 6 soit environ 1% de max d—th(t)
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F1G. 3.5 — Vitesses stationnaires a l'interface pour les situations A; (en

haut), A2 (au milieu) et Az (en bas). Vue de dessus.

de B"" est d’une importance capitale pour obtenir une estimation réaliste

du mouvement de 'interface dans une cuve d’électrolyse. A la section 5.3.2

un algorithme paralléle pour calculer efficacement ce champ au moyen de la

formule de Biot-Savart (2.61) est décrit.
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Chapitre 3. Application a la production d’aluminium

— Cas Al
o~ —=— Cas A2 f
o —-e— Cas A3
Q
‘,‘! 5 —
g
E
s i
o
3
g ]
&
L ]
0 Z‘U 4‘0 60 8 100 120 140 160 180 2:)-0 220
Temps [sec]
F1G. 3.6 — Vitesse moyenne de I'interface dg—th(t) pour les situations Aj, Ay

et Az. L’interface est considérée comme stationnaire lorsque dg—h(t) < 5e—6,

f
soit apres environ 200 s.
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3.2. QUELQUES RESULTATS

3.2.2 Tension superficielle

Au chapitre précédent, a la section 2.5.2, I’étude du creuset cylindrique
a démontré que dans le cas d’une interface dont le diametre est de taille
restreinte (de l'ordre de quelques centimetres) les effets de tension de sur-
face jouent un roéle important. Dans la cuve numérique, étant donné que le
diametre de 'interface est 100 & 1000 fois plus grand que la longueur capil-
laire (1.91 cm calculé dans le chapitre précédent via la formule (2.102)), la
tension superficielle ne devrait jouer aucun role.

Pour vérifier cette affirmation, la configuration A; est reprise, i.e. la cuve
numérique est soumise & un courant total Z = 100’000 A et a une induction
magnétique extérieure uniforme et verticale Bert = (0,0, 100 G)T, dans les
situations suivantes :

By. Sans tension de surface : les effets de tension superficielle sont né-
gligés ;

Bs. Angle = w/2 : le terme de bord de I’équation (1.11) est gardé nul
en choisissant comme angle de contact = 7/2. Les effets de tension
superficielle sont en partie pris en compte en considérant le coefficient
de tension superficielle v = 0.5;

Bs. Angle § = 2m/3 : une simulation est effectuée avec un coefficient
v = 0.5 et un angle de contact § = 27/3, qui correspond a l’angle de
contact mesuré lors de I'expérience réalisée sur le creuset (voir section
2.5.2). Dans ce cas les deux termes associés a la tension superficielle
dans ’équation (1.11) devraient apporter une contribution non nulle.

Les trois configurations menent a des interfaces stationnaires qui sont,
qualitativement parlant, quasi identiques comme on peut le voir sur la figure
3.7. Pour évaluer plus précisément les différences entre les trois situations
on mesure, pour plusieurs pas de temps, les quantités suivantes :

e Interface : posons dh;(t,,Tx), i = 1,2,3, k = 1,...,N,1; la distance
signée au temps t, entre le noeud 7, de I'interface dans la situation B;
et 'interface initiale plane. Pour i # j on peut alors évaluer au temps
tn I'écart relatif entre les simulations B; et B; comme :

max }(Shi@n,fk) — (5hj(tn,fk)‘
ij kil,...,N}l;
Hfrel(t”) =

max | 6hi(tn, Tp)|
k=1,.,NT
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Chapitre 3. Application a la production d’aluminium

Deformation [m]

-0.030 -0.!!15 O.!'OO O.;;IS 0.030

F1aG. 3.7 — Interfaces stationnaires obtenues dans les situations Bj (en haut),
By (au milieu) et Bz (en bas).

e Vitesse : de fagon similaire, au temps ¢, pour i # j on mesure ’écart
relatif maximal dans le domaine fluide Q2 entre les configurations B; et

B; :
max o |Hi(tn, fk) — ﬁj(tn, fk)‘
sz(tn) = PN (3.10)
re max ’ﬂ'i(tn,fk)’
k=1,...,N}?
e Courant : idem pour le courant dans la cuve X | i.e.
max 5 ‘.E;(tnvfk) - ;J(tmfk)}
i k=1,...,N3
I (tn) = (3.11)

max ‘fi(tn, a'c‘k)|
k=1,..,N>

86



3.2. QUELQUES RESULTATS

Les mesures de ces différentes quantités aux temps 10s, 50s, 100s, 150s
et 200s sont reportées dans la table 3.3.

10s | 50s | 100s | 150s | 200s

(%] || 0.141 | 0.317 | 0.383 | 0.393 | 0.390
Blvs B2 | Vo7 [%] || 0.1581 | 0.1023 | 0.1814 | 0.1703 | 0.1677
J22 (%] | 0.0103 | 0.0688 | 0.2098 | 0.3082 | 0.3562

H2? (%] 0 0 0 0 0
B2 vs B3 | V2 [%] 0 0 0 0 0
T2 (%) 0 0 0 0 0

TAB. 3.3 — Comparaison entre les configurations By, By et Bs.

A la vue de ces résultats il semble raisonnable de conclure que la ten-
sion de surface ne joue pas de role lorsque les dimensions de l'interface
sont grandes par rapport a la longueur capillaire. En effet on mesure sur
chaque variable des écarts relatifs entre B; et By inférieurs a 1% durant
toute I’évolution jusqu’a la solution stationnaire. Concernant l’effet de ’angle
de mouillage la différence entre By et B3 est méme nulle tout au long du
temps. Ce résultat surprenant s’explique soit par le fait que le terme de bord
de l'interface dans la forme variationnelle de ’équation de Stokes (2.17) est
négligeable soit que l'effet de bord n’a pas été capté en raison d’un maillage
trop grossier.

Pour avoir un apergu complet des écarts entre les situations et vérifier
qu’un état stationnaire est atteint, on mesure encore la vitesse moyenne de
I'interface dcl;—th introduite dans I’équation (3.7) représentée en échelle semilog
pour les trois situations By, By et B3 sur la figure 3.8.

Les trois courbes étant quasiment confondues, on conclut donc que 'effet
de tension superficielle peut étre négligé dans la simulation de I’électrolyse
sur des cuves aux dimensions réalistes.
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— Cas Bl
—=— Cas B2
10° : —e— Cas B3 E

Vitesse de l'interface - logplot

10° i | | |
0 50 100 150 200 250

Temps [sec]

Fi1G. 3.8 — Vitesse moyenne de 'interface dr—h(t) pour les situations Bj, Bs

dt
et Bs.
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3.2. QUELQUES RESULTATS

3.2.3 Modeles relaxés

Pour conclure ce chapitre étudions I'impact sur les résultats numériques
de deux types de “relaxation” du modele pour le calcul électromagnétique.
Le but est d’estimer si des modeles simplifiés, qui exigent moins d’effort de
calcul, décrivent le phénomene d’électrolyse aussi précisément que le modele
complet.

En reprenant la loi d’induction de Faraday et en introduisant un parametre
de relaxation £ = 0 ou 1, I’équation (1.19) est réécrite comme

E-—+VAE=0. (3.12)

Si & = 0, la dérivée temporelle du potentiel magnétique A est ainsi élimi-
née dans ’équation (1.34) pour le calcul du potentiel électrique V. Cette
premiére relaxation devrait nous permettre d’évaluer 'importance du terme
OB /0t dans le cas de I'dlectrolyse.

La seconde “relaxation” est liée au champ d’induction magnétique 6B en-
gendré par la déformation de I'interface et calculé a chaque pas de temps
par l'algorithme de Schwarz de la section 2.3.2. Comme avant, considérons
un parametre de relaxation 7 = 0 ou 1 et réécrivons I’équation (1.39) comme

B(t, &) = B"" (&) +n-6B(t, %), Vt>0etTeR> (3.13)

Lorsque n = 0, le champ d’induction magnétique est constant en temps.
L’extension naturelle de cette relaxation serait de considérer un parametre
n = n(t) dépendant du temps et ainsi de recalculer I'induction magnétique
6B chaque 10, 20 ou 100 pas de temps par exemple.

Reprenons la configuration magnétique A; et étudions donc les différences
entre les situations suivantes :

Cy. Modéle complet : on prend (§,n7) = (1,1). Ce cas coincide avec les
simulations Ay et By ;

Cy. Terme OB/0t négligé : simulation de la cuve numérique en négli-
geant la dérivée temporelle de l'induction magnétique, i.e. (§,n7) =
(0,1);

Cs. Induction constante : 'induction magnétique est choisie constante
en temps, i.e. (§,7) = (0,0).

89



Chapitre 3. Application a la production d’aluminium

Le tableau 3.4 résume les écarts relatifs entre les trois modeles Cy, Co et
('3 en reprenant les indicateurs introduits dans les équations (3.9), (3.10) et
(3.11) et en ajoutant une mesure de 1’écart sur I'induction magnétique dans
le domaine X, i.e.

max ‘éz(tnafk) - éj(tmfk)‘

Bty = Tt (3.14)
max __|B;(tn, Tk)|
k=1,. NZ
10s 50s | 100s | 150s | 200s
HY7 (%] || 0.1843 | 0.0259 | 0.0112 | 0.0068 | 0.0023
Cyvs Cy | V22 [%] || 0.0976 | 0.0473 | 0.0194 | 0.0085 | 0.0038
J22 (%] | 0.0669 | 0.0044 | 0.0043 | 0.0043 | 0.0007
Bj7 [%)] || 0.0133 | 0.0080 | 0.0080 | 0.0079 | 0.0079
HY? [%] || 01787 | 1.2963 | 1.5786 | 1.7164 | 1.8229
Cyvs Cs | V2P [%] | 01836 | 0.6461 | 0.7041 | 0.7654 | 0.8049
I3 (%] | 0.0719 | 0.2817 | 0.3030 | 0.3701 | 0.4552
B (%] || 0.7269 | 3.6172 | 3.4820 | 3.8338 | 3.9656
HZY (%] || 0.1191 | 1.3195 | 1.5742 | 1.7119 | 1.8229
Covs C3 | V2 [%] || 0.1672 | 0.6525 | 0.7034 | 0.7653 | 0.8049
J23 [%] | 0.0137 | 0.2811 | 0.3055 | 0.3709 | 0.4556
B2Y [%] | 0.7308 | 3.6184 | 3.4825 | 3.8341 | 3.9659

TAB. 3.4 — Comparaison entre les configurations Cy, Cs et Cs.

Les principales conclusions que 'on peut tirer de ce tableau sont les

vantes :

sui-

e Pour la configuration électromagnétique étudiée, les modeles relaxés
donnent des résultats tres proches du modele complet ;

e La dérivée temporelle du champ d’induction magnétique semble étre
négligeable. En effet on observe que les écarts relatifs entre C; et Cy
sont toujours inférieurs a 0.2% et tendent vers 0 lorsque t — oo, i.e.
lorsque la position de 'interface converge vers une situation station-
naire. Méme si cette simplification apporte relativement peu de gain
en temps de calcul (voir ci-dessous), le schéma numérique peut cepen-
dant gagner en stabilité puisqu’un terme “explicite” pour la dérivée
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temporelle du potentiel magnétique vectoriel /_fh est ainsi éliminé de
la formulation (2.54) et de ’équation (2.55);

e Concernant le terme § B (t, ), méme si ’écart entre les cas C; et C5 est
peu marqué (moins de 5%), il faut noter que I'influence de ce terme est
proportionnelle a la déformation de 'interface au cours du temps par
rapport a sa position horizontale initiale. Ainsi, il peut étre important
a considérer lors d’étude de cas instables ou si I'interface stationnaire
est fortement déformée. Néanmoins, méme dans ces situations, le cal-
cul de ce terme a chaque pas de temps semble inutile.

Estimons a présent le gain réel en temps de calcul que peuvent apporter
ces simplifications du modele magnétique. On reporte dans le tableau 3.5 une
moyenne de la charge de calcul par pas de temps calculée sur 230 itérations
de l'algorithme évolutif. Notons que le méme maillage est utilisé pour les
trois situations C1, Cy et C3, avec un parametre de discrétisation en espace
h = 0.2 m mais des éléments nettement plus fins dans la direction Oz. En
particulier on compte 20 couches d’éléments dans I’aluminium liquide (soit
une hauteur de maille de 0.01 m), 20 couches d’éléments entre l'interface
et le bas des anodes (soit une hauteur de maille de 0.002 m) et 10 couches
d’éléments entre le bas des anodes et l'interface air/bain (soit une hauteur
de maille de 0.016 m). Globalement le maillage de X utilisé ici compte 38’891
noeuds et 173800 tétraddres.

Modele magnétique Temps CPU/pas de temps | Rapport avec C
Cy  (complet) 713 sec 100.00 %
Cy (sans OB/0t) 674 sec 94.53 %
C3 (B constant) 356 sec 49.92 %

TAB. 3.5 — Comparaison du temps de calcul par pas de temps entre les
différents modeles magnétiques C7, Co et (5. Valeurs moyennes calculées
sur 230 pas de temps.

Aux vues de ces résultats une conclusion s’impose : environ 50% du
temps de calcul total peut étre économisé en considérant le modele simplifié
C3 pour une différence relative avec le modele complet C; de moins de 5%
sur les résultats numériques.
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3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, une “cuve numérique” proche d’une cuve réelle a été
introduite et utilisée pour tester et évaluer les points clés du modele MHD
évolutif.

Dans cette situation simplifiée, congue du point de vue géométrique pour
obtenir une répartition des courants et des écoulements similaires & ceux ob-
servables sur un modele de cuve utilisée dans l'industrie, diverses simulations
ont été effectuées et des solutions stationnaires ont été obtenues.

Numériquement parlant, il semble que si le diametre de l'interface est
100 a 1000 fois plus grand que la longueur capillaire, la tension de surface
ne joue plus de role important dans les calculs et peut étre négligée.

D’autre part, des modeles simplifiés construits a partir du modele intro-
duit au chapitre 1 ont démontré que le calcul du champ d’induction magné-
tique 6B a chaque pas de temps peut étre effectué moins souvent et que la
prise en compte de la dérivée temporelle OB /Ot dans la loi de Faraday ne
semble pas essentielle. Un gain d’environ 50% en temps de calcul est alors
envisageable pour une différence relative de moins de 5% sur les résultats
numériques.
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Chapitre 4

Stabilité linéaire et
dynamique

Dans ce chapitre on introduit la notion de stabilité dynamique liée a la
simulation du mouvement de l'interface a partir du modele évolutif présenté
dans les chapitres précédents.

Dans 'industrie, pour déterminer si une cuve fonctionne dans un régime
stable ou instable, des mesures de potentiel au niveau de chaque anode sont
effectuées en temps réel. De fortes variations du potentiel anodique sont ca-
ractéristiques d’un dysfonctionnement qui peut étre du par exemple & une
poche de gaz qui se forme sous ’anode, & une couche solide qui isole une
partie de la cathode ou a un mouvement instable de 'interface aluminium-
bain. Dans ce cas diverses actions peuvent étre entreprises pour corriger le
probleme, typiquement en forcant le gaz a s’échapper ou en ajustant la dis-
tance entre anode et interface .

Du point de vue numérique, Descloux, Fliick et Romerio (voir [10, 11])
ont défini une notion de stabilité, dite “linéaire”, qui consiste a calculer une
solution stationnaire du probleme MHD et les valeurs propres du probleme li-
néarisé autour de cette solution stationnaire. La position des valeurs propres
dans le plan complexe est caractéristique de la naissance d’instabilité. Plus
précisément, le signe de la partie imaginaire des valeurs propres détermine si
une petite perturbation de la position stationnaire aura tendance a s’ampli-
fier ou a s’amortir. Une des principales limitations de ce modele réside dans
le fait que les aspects non-linéaires du probléeme sont négligés pour le calcul
des valeurs propres.

!Les anodes sont montées sur des vérins et peuvent étre déplacées verticalement.
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Notre but ici est d’introduire un critere de stabilité pertinent pour le
modele dynamique permettant une comparaison dans le cas de la cuve nu-
mérique avec le code de stabilité linéaire de Descloux, Fliick et Romerio.
Pour faciliter la lecture, les équations et algorithmes pour le calcul de la
stabilité linéaire sont repris. Sans entrer dans les détails, le probleme aux
valeurs propres permettant d’évaluer la stabilité d’une solution stationnaire
est rappelé et des pistes pour sa résolution numérique sont exposées.

4.1 Modele stationnaire et stabilité linéaire

Pour mieux comprendre le principe de stabilité linéaire, considérons un
exemple général. Soit F:RY RN un opérateur régulier” et i : (0,00) —
RY une application inconnue qui dépend du temps. On considere le probleme
suivant :

di S
E(t) = F(u(t)), vt € (0, 00). (4.1)
Une solution stationnaire % du probleme (4.1) est indépendante du temps et
vérifie
F(d) =o0. (4.2)
L’idée a la base de la stabilité linéaire est alors de considérer de petites
perturbations de la solution stationnaire de la forme

U(t) =i+ e™ 60, (4.3)

avec w € C et qui vérifient, pour des temps ¢ petits, le probleme linéarisé
autour de la solution stationnaire suivant (dérivant de ’équation (4.1)) :

dU

dt
ot DF : RN — E(RN ,RN) est la dérivée au sens de Fréchet de I'opérateur
F qui, & un vecteur de RY, fait correspondre un opérateur linéaire de RV
vers RY qui peut étre représenté par une matrice. Utilisant le fait que la
solution stationnaire @ vérifie (4.2) et que la dérivée temporelle de U est
connue, on obtient finalement le probléeme aux valeurs propres suivant :

(t) = F(@) + ¢“* DF (@)dU, (4.4)

DF (@)U = iw 6U. (4.5)

En supposant que I’on puisse résoudre le probleme (4.5), le signe de la partie
imaginaire des valeurs propres w détermine le comportement temporel de la
perturbation ™! §U. En effet, si les valeurs propres s’écrivent w = wg + iwy
avec wg et wr réels, on a alors

eiwt —_ e’int . e—w;t) (46)

2Disons par exemple C*(RY).

94



4.1. MODELE STATIONNAIRE ET STABILITE LINEAIRE

et donc si wy est négatif la perturbation va croitre au cours du temps. Dans
ce cas, la solution stationnaire 4 est considérée instable au sens linéaire du
terme.

4.1.1 Probleme MHD stationnaire

Revenons a présent a Iélectrolyse de I'aluminium. Au chapitre 1, les
équations de la MHD évolutives ont été introduites ; pour faciliter la lecture,
elles sont rappelées ici. On cherche la vitesse des fluides , la pression p,
la fonction @, le champ électrique E, la densité de courant ; et le champ
d’induction magnétique B qui vérifient

( ot N N =
poy +p(@- V)i =V (r(@p) = [, dans Qu(t) UQu(t),
V-i=0, dans Qg;(t) U Qg (t),
gf—kﬁ‘v&:o, dans €,

Qu(t) ={Fe Q| a(t, &) <0}, Qut)={F Q| st >0},

a_Fﬁ/\]@:(), dans R3,
VAB= Moj, dans R3,
V-B= 0, dans R3,
jza(ﬁ%—ﬁ/\é), dans X,

(4.7)
avec les conditions d’interface® et de bord suivantes pour le probleme
hydrodynamique

[a] =0, sur I'(t),
[T(d, p) 7] =0, sur I'(¢),
u=0, sur I'p, (4.8)
u-n=0, sur 0Q\ I'p,
[ 7(d,p)-t; =0, i=1,2, sur 00\ I'p,

3En guise de simplification la tension de surface est négligée ici.
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et les conditions limites suivantes pour le probleme électromagnétique

j-it=—T/|Tinl, sur Ty,
j it =T/|Toul, sur Loy,
(4.9)
j-i=0, sur 9% \ Ty, U Tout,
|B(Z)| = O(|Z]2), lorsque |Z| — oo.

Les systemes (4.7), (4.8) et (4.9) réunis forment, apreés discrétisation,
I'équivalent du probleme évolutif (4.1). Pour écrire le probleme station-
naire associé on remarque tout d’abord que, pour les équations de Maxwell
statiques, le champ électrique dérive d’un potentiel électrique scalaire, i.e.
E = —VV, et ainsi la loi ¢’'Ohm dans (4.7) s’écrit

j=o (—ﬁV +UA E) dans X. (4.10)

De plus, si Uinterface I'(¢) est paramétrée par ’équation z = h(t,z,y) ou
h : [0,00) x R? — R est une fonction réguliere, alors la fonction @ est donnée
par I’équation

o(t,x,y,z) =z —h(t,z,y), V(zr,y,z) € Qett>0, (4.11)
et son équation de transport peut étre réécrite en fonction de A comme

— —@-V(z—h)=0. (4.12)

Avec ces nouvelles notations, le probléme stationnaire associé aux sys-
temes (4.7), (4.8) et (4.9) s’écrit : trouver la vitesse @, la pression p, la
fonction h, le potentiel électrique V, la densité de courant i et le champ
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d’induction magnétique B indépendants du temps et qui vérifient

p(i- V)i — V- (r(id,p)) = j A B+ pg, dans Qo U Qu,

ﬁ-QZO, dans Qg U Qg
@-V(z—h)=0, dans €,
Qu={7eQ|z<h(z.y)}, Qu={TcQ|2z>hlz,y)}, (413)

VAB= uoi, dans R3,

6-32 0, dans R3,
iza(—ﬁﬂ%—@/\ﬁ), dans 3,

avec les conditions d’interface (sans tension de surface) et de bord sui-
vantes pour le probleme hydrodynamique

4] =0, sur T,

(@ p) 7] =0, sur T,

i =0, sur I'p, (4.14)
u-n=0, sur 0N\ I'p,

T(d,p)-t; =0, i =1,2, sur 00\ I'p,

et les conditions limites et d’interface

suivantes pour le probleme élec-

tromagnétique
i’- n=—7/|Tinl, sur I';y,
z‘ﬁ:z_/|1—‘0ut‘v sur oyt,
jit=0, sur 8%\ Ty U Tour, (4.15)
ov
[K} = 07 l:o—aﬁ:| =Y sur E?
|B(Z)| = O(|Z|2), lorsque |Z| — co.
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Remarque 21 Sous forme stationnaire, l’équation (4.12) s’écrit

L= (. Oh. on_\
i-V(z—h)=0 = u-<ez—8x6x—8yey>—0, (4.16)

avec €z, €y, €, le systéme d’aze euclidien dans R3. D’un autre coté puisque
Vinterface T est paramétrée par z = h(z,y), la normale (non unitaire) a la
surface est donnée par

oh _, .

L oh _, Oh_,  Oh_
= (€ + %ez) A (€ + o €r — 7 €y. (4.17)

oz oy

é,) =€, —

Ainsi les équations (/.16) et (4.17) garantissent la condition d’immiscibilité

sur linterface :
u-n=0 surl. (4.18)

S

Remarque 22 La loi d’Ampére statique assure que

1

V-

<

on

" oV
) =0 dans ¥ = [lﬁ} =0surll = |:U_,:| =0surl. (4.19)

Remarque 23 Pour tenir compte des effets de turbulence anisotrope in-
duits par la géométrie des cuves d’électrolyse, le tenseur de viscosité suivant
est utilisé pour résoudre le probleme stationnaire :

10 10 0.5
p=1| 10 10 05 |. (4.20)
05 05 1

Les coefficients de cette matrice sont issus d’une étude théorique et utilisés
dans le cadre des articles de Desclouz, Fliick et Romerio (cf. [10, 11]).

La solution stationnaire du probleme (4.13) & (4.15) est calculée par un algo-
rithme itératif qui consiste a résoudre le probleme MHD pour une interface
donnée en relaxant la condition d’interface relative au saut des contraintes
dans la direction normale, i.e. on se donne I'’ paramétrée par z = h°(z,y),
et pour £k =0,1,2,... on applique ’algorithme suivant :

e On résout le probleme MHD (4.13) a (4.15) sur les domaines

Q’;l = {:E'GQ ‘ z < hk(ac,y)}, ngl = {feﬂ | z > hk(x,y)},
(4.21)

en imposant
i =0 et TR)-t;| =0, sur %, j=1,2, 4.22
J

oll 1, To sont des tangentes unitaire sur I'* orthogonales & la normale 7.
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e On corrige ensuite la position de l'interface en remplacant sa paramé-
trisation par

RRTL = Bk — (4.23)

ou f, est la composante verticale des forces f = pg + l_"/\ B et C est
une constante qui garantit que

/ / W (2, ) dady — / / WE (e, y) dady. (4.24)

Ces deux étapes sont répétées jusqu’a convergence.

Remarque 24 A chaque itération du probléme stationnaire la forme des
anodes est modifiée en fonction de la déformation de linterface de sorte que
la distance entre anodes et métal reste constante.

4.1.2 Linéarisation

Suivant le déroulement général introduit en début de chapitre, posons a
présent les perturbations de la solution stationnaire suivantes :

Uz,t) = dx) + e« sl(x),
P(z,t) = px) + et §P(x),
H(z,t) = h(z) + eZ'Wt 0H (z), (4.25)
Viz,t) = V(z) + e“sV(x),
J(a,t) = jla) + €%t s(z),
L B(z,t) = B(x) + et §B(z),

ol w et les champs dont la notation commence par § sont complexes. Négli-
geant le terme de viscosité dans les équations de Navier-Stokes, Descloux,
Fliick et Romerio (voir [10, 11]) posent le probleme linéarisé suivant :
iwpéﬁ#—ﬁéP = ﬁ(é(j,&H), dans Q4 U Qq,

V- 6U =0, dans Qg U Qe

iwadH — 8U - i = aG(éﬁ, 0H), surl,

. (4.26)
[5U‘ﬁ =0, sur [,
B[6P] = adH, sur I,
§U -7 =0, sur 08,
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s (4.27)

o = (1+@n)+@n)7) ",
6 = _O‘/[azp]l“'

En fait, sans entrer dans les détails, on peut montrer que pour (5(7,(5H )
donnés, les variables électromagnétiques (4V, 5f, 55) peuvent étre calculées
explicitement, c’est pourquoi le probleme précédent s’écrit en fonction des
variables hydrodynamiques uniquement.

Cette formulation n’est pas évidente a obtenir et n’est pas 'objet de ce
document, c’est pourquoi les étapes de calcul ne sont pas précisées et on
renvoie a [10, 11] pour une explication plus détaillée. Signalons juste que ce
dernier probleme peut étre résolu par une méthode de puissance inverse avec
shift, programmée dans le logiciel de simulation Alucell décrit au chapitre 5.

Le probleme (4.26) possede un spectre de cardinalité infinie. Cependant,
pour une étude pratique de stabilité, on s’intéresse en général uniquement
aux 12 modes de plus basse fréquence. Un résultat typique est donc un
n-uplet (n & 12) de valeurs propres complexes dont le signe des parties ima-~
ginaires indique si une solution stationnaire est stable ou instable.

En principe on a vu que s’il existe une valeur propre avec partie imagi-
naire wy < 0, ’état stationnaire est considéré comme instable. Cependant
pour reprendre en compte les effets visqueux qui ont été négligés dans le pro-
bleme linéarisé, on dira qu’une solution stationnaire est instable s’il existe
une valeur propre avec partie imaginaire wy inférieure a un seuil dit de
Moreau-Evans donné. Cette constante est en général déterminée par ’expé-
rience et peut changer d’une cuve a 'autre. Cependant comme les dimensions
de la cuve numérique dérivent d’'un modele de cuve existant, on peut estimer
dans ce cas que le seuil de Moreau-Evans est : —0.01 < ey < —0.006.

Notons finalement que pour améliorer la convergence de I'algorithme de
résolution par puissance inverse, des étapes de continuation sont effectuées,
c’est a dire que le probleme (4.26) est résolu de maniére itérative en augmen-
tant successivement la valeur des termes sources F et G. Cette technique
permet de construire une suite de shifts de plus en plus proche des valeurs
propres a calculer et d’améliorer considérablement la vitesse de convergence
de l’algorithme. Etant donné que, pour un cuve de forme parallélépipédique,
les modes gravitationnels sont calculables explicitement, ils constituent un
point de départ idéal pour ’algorithme de continuation.
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4.2 Stabilité linéaire vs stabilité dynamique

Le modele de stabilité linéaire ayant été introduit, nous allons a présent
tenter de comparer les études de stabilité au sens linéaire et dynamique du
terme.

4.2.1 Critere de stabilité dynamique

On a vu précédemment que du point de vue de la stabilité linéaire une
cuve est définie comme instable lorsqu’une ou plusieurs valeurs propres du
probleme (4.26) dépassent un seuil donné. La qualité de ce critere dépend
essentiellement de la capacité a fixer précisément le seuil de Moreau-Evans
en se basant sur I’expérience.

Du point de vue dynamique une cuve peut étre considérée instable si une
petite perturbation de 'interface stationnaire engendre un mouvement qui
ne s’atténue pas au cours du temps. En pratique, pour déterminer au moyen
du modele évolutif si une cuve est stable ou instable, on peut procéder de la
maniere suivante :

e On calcule une solution stationnaire du probleme MHD évolutif en
utilisant I’algorithme (4.21) a (4.24).

e On introduit cette solution (avec une petite perturbation?) comme
condition initiale du probleme évolutif.

e En principe, puisque l'interface n’est pas exactement en position sta-
tionnaire, un mouvement oscillatoire se crée. Si les oscillations s’atté-
nuent au cours du temps, la solution stationnaire est dynamiquement
stable, sinon elle est dynamiquement instable.

Pour quantifier I’évolution des oscillations de l'interface on peut re-
prendre la notion de witesse moyenne de l'interface définie précédemment
dans I’équation (3.7) et rappelée ici

dfh |W !
— = . 4.28
dt NF Z _ t ( )

n—1

Si une perturbation de l'interface stationnaire s’atténue au cours du temps
alors cette quantité tend vers 0. Au contraire si les oscillations de 'interface
autour de sa position stationnaire sont entretenues (voire amplifiées) alors
la vitesse moyenne de l'interface reste non nulle.

4En général Perreur d’approximation numérique commise sur la position stationnaire
est une perturbation suffisante.
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Etant donné ces considérations, un critere de stabilité dynamique peut
consister a tracer la courbe y(t) = log (‘%”(t)) sur une longue période
de temps et a calculer, par exemple par une régression linéaire, la pente

moyenne p,, de y(t), i.e. on calcule p,, et C' € R tels que

T,
dt

dr
y(t) = pmt + C =~ log (dTh(t))

(t) ~ eCePmt, (4.29)
Si pp, est négatif alors I’énergie cinétique de l'interface diminue au cours
du temps comme et et la solution stationnaire est dynamiquement stable.
Dans le cas contraire, les perturbations de I'interface stationnaire ont ten-
dance a croitre au cours du temps et la solution stationnaire est donc dyna-
miquement instable.

4.2.2 Résultats numériques

Dans cette section, on présente une étude de stabilité effectuée sur la
cuve numérique soumise aux conditions électromagnétiques suivantes :

e Courant électrique : 100 kA, 200 kA et 300 kA.

e Induction magnétique : comme dans le chapitre précédent, on impose
une induction magnétique extérieure uniforme et verticale :

Be*(Z) = (0,0,B,)", VZeR?
avec B, = 10,20, 30 et 40 G.

Pour chaque configuration, une solution stationnaire est calculée en effec-
tuant 10 itérations de l’algorithme (4.21) & (4.24). Les solutions stationnaires
obtenues sont ensuite introduites dans un des deux codes suivants :

1. Code de stabilité linéaire : le probleme aux valeurs propres linéarisé
(4.26) est résolu en partant des 12 premiers modes gravitationnels et
en effectuant 40 pas de continuation sur les termes sources FetG. Le
tracé des valeurs propres a chaque itération de continuation forme des
trajectoires dans le plan complexe, représentées sur les figures 4.1 (100
kA), 4.2 (200 kA) et 4.3 (300 kA). Visuellement la cuve est instable si
une trajectoire dépasse les trois droites horizontales représentant trois
seuils de Moreau-Evans possibles, soit -6e-3, -8e-3 et -1le-2;
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2. Code évolutif : la solution stationnaire calculée est utilisée comme
condition initiale de ’algorithme évolutif décrit dans les chapitres 1 et
2. Des oscillations de I'interface sont observées et la vitesse moyenne
de l'interface au cours du temps est calculée. L’évolution temporelle
de la fonction dg—t’l(t) est représentée sur la figure 4.4 avec une échelle
logarithmique sur I’axe des ordonnés. Une régression linéaire est égale-
ment appliquée sur chaque courbe pour déterminer la pente moyenne
de croissance pj, définie dans I’équation (4.29). La cuve est instable si
P €st positif, i.e. si la droite de régression est croissante.

Remarque 25 La solution numérique calculée par le code stationnaire n’est
pas complétement stationnaire dans le code évolutif. La principale raison a
ce phénomene vient du fait que dans le modéle stationnaire, contrairement
au modele évolutif, la condition

[(Tﬁ) . ﬁ} =0, surl, (4.30)

n’est pas imposée sous forme faible mais vérifiée de mieux en mieur au
cours des itérations de 'algorithme (4.21) a (4.24). De plus, la convergence
de cet algorithme n’étant pas monotone il est difficile de connaitre a priori
le nombre d’itérations a effectuer pour obtenir une forme optimale de l’in-
terface qui minimise le saut des forces normales.

Remarque 26 Comme mentionné dans la remarque 23, le code station-
naire dispose, en guise de modéle de turbulence, du tenseur de viscosité

10 10 0.5
p=1| 10 10 05 |. (4.31)
05 05 1

Loutilisation de ces valeurs dans le code évolutif induit une diffusion treés
importante qui élimine toutes les oscillations du mouvement de l’interface.
Pour létude de stabilité réalisée ici, on préfere donc utiliser la forme ani-
sotrope du modéle de turbulence introduite a la section 2.1.53, i.e.

pij = hr + pach®lei (@), Vi, j = 1,2,3. (4.32)

Pour limiter au mazimum la diffusion, la viscosité laminaire est choisie égale
a la viscosité réelle de laluminium (2e-3 Pa-s) et, dans un premier temps,
on prend comme coefficient de turbulence

o = 0.002. (4.33)

Notons que dans la pratique il convient de calibrer ce paramétre avec des
mesures de vitesse par exemple pour s’assurer une bonne prise en compte de
la turbulence.
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Diagramme de stabilite — 100 kA - 10G Diagramme de stabilite — 100 kA - 20G

o o & ooa d gl

SRR

Min Im(omega) =-7.7e-04 Min Im(omega) =-2.9e-03

Partie Imaginaire
Partie Imaginaire

0.05 01 0.15 0. 0.25 0.3 0.35 ) 0.05 01 0.15 0. 0.25 03 0.35

2 2
Partie Reelle Partie Reelle
Diagramme de stabilite — 100 kA - 30G Diagramme de stabilite — 100 kA - 40G

. 4 l...J‘

. :J..,{

Partie Imaginaire
Partie Imaginaire

h )
-0.01 -0.01
Min Im(omega) =-5.1e—03 Min Im(omega) =-7.3e-03
-0.015 b 0.015
o 020 0. 65 0‘1 0.‘15 0.‘2 0,‘25 0‘.3 0.35 0'020 0. 65 0‘,1 0. ‘15 0‘2 O.‘ZS 0.‘3 0.35
Partie Reelle Partie Reelle

Fi1G. 4.1 — Estimation du seuil de stabilité linéaire. Diagrammes de stabilité
pour un courant de 100 kA et des champs d’induction magnétique de 10 G,
20 G, 30 G et 40 G. Les droites représentent trois seuils de Moreau-Evans
possibles -6e-3, -8e-3 et -1e-2.

Pour faciliter la compréhension et synthétiser les informations on reporte
dans la table 4.1 la plus petite partie imaginaire des valeurs propres du
probleme de stabilité linéaire pour chaque valeur de courant et d’induction
magnétique.

En considérant un seuil de Moreau-Evans €, = —0.01 on conclut que
7 configurations électromagnétiques induisent des solutions stationnaires li-
néairement stables (100kA-10G, 100kA-20G, 100kA-30G, 100kA-40G, 200k A-
10G, 200kA-20G et 300kA-10G) tandis que les 5 autres (200kA-30G, 200k A-
40G, 300kA-20G, 300kA-30G et 300kA-40G) sont linéairement instables.

Du point de vue dynamique on procede de la méme fagon en reportant
dans la table 4.2 les pentes moyennes des courbes de régression associées
aux vitesses moyennes de 'interface. Dans ce cas on conclut que 3 situations
sont instables (200kA-40G, 300kA-30G et 300kA-40G) tandis que les 9 autres
sont stables.
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Diagramme de stabilite — 200kA - 10G Diagramme de stabilite — 200kA - 20G

0.03 T 0.03 T

1)

-0.01

.- a8 ""l‘"

-0.01

Partie Imaginaire
Partie Imaginaire

-0.02 4 -0.021

Min Im(omega) =-3.1e-03 Min Im(omega) =-8.0e-03

L - -0.03
0.25 03 0.35 0 0.05 01 0.15 0.

-0.03 L L
0.25 0.3 0.35

0 0.05 0.1 0.15 0.2 2
Partie Reelle Partie Reelle
Diagramme de stabilite — 200kA — 30G Diagramme de stabilite — 200kA — 40G
0.03 T T T T T T 0.03 T T T T T T
0.02 1 0.02 \
@ \ @
E 0.01 8 0.01
£ £
(=] (=]
g 0 [ J Jr g o - J + ‘h
2 L} 2
€ Joa £ Lom
g ~ o ¥ g i/
-0.02} 4 -0.02 V
Min Im(omega) =-1.4e-02 Min Im(omega) =-2.0e-02
70030 0.2)5 0‘1 D.‘15 O‘.Z 0‘25 0‘.3 0.35 70030 0‘05 0‘1 O.‘15 0.‘2 0.‘25 O‘.S 0.35
Partie Reelle Partie Reelle

F1G. 4.2 — Estimation du seuil de stabilité linéaire. Diagrammes de stabilité
pour un courant de 200 kA et des champs d’induction magnétique de 10 G,
20 G, 30 G et 40 G. Les droites représentent trois seuils de Moreau-Evans
possibles -6e-3, -8e-3 et -1e-2.

Sur les 12 configurations étudiées, les deux modeles de stabilité different
uniquement dans deux situations. Etant donné les erreurs numériques com-
mises au cours du calcul et les imperfections des différents criteres de stabilité
dues aux incertitudes sur le seuil de Moreau-Evans ou sur la précision de
I’estimation de la pente p,, par régression linéaire, il est quasiment impos-
sible d’affirmer pour ces situations limites quel modele apporte la bonne
conclusion. En fait, évaluer avec précision les valeurs de courant et d’in-
duction magnétique exactement a la limite entre stabilité et instabilité est
extrémement difficile numériquement parlant.

Globalement on observe que le modele de stabilité linéaire est plus pes-
simiste que le modele de stabilité dynamique. Ceci peut s’expliquer par le
fait que les effets non linéaires ne sont pas pris en compte dans le premier
modele et que ces derniers ont un impact plutét stabilisant dans ce cas.
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Diagramme de stabilite — 300 kA - 10G Diagramme de stabilite — 300 kA - 20G
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Fi1G. 4.3 — Estimation du seuil de stabilité linéaire. Diagrammes de stabilité
pour un courant de 300 kA et des champs d’induction magnétique de 10 G,
20 G, 30 G et 40 G. Les droites représentent trois seuils de Moreau-Evans
possibles -6e-3, -8e-3 et -1e-2.

Finalement notons que les résultats obtenus par le modele de stabilité
dynamique dépendent du parametre de turbulence a; utilisé. En effet, en
augmentant ce parametre on augmente la diffusion du modele, diminuant
ainsi ’amplitude des oscillations. Les configurations a la limite entre stabi-
lité et instabilité peuvent ainsi passer de I'un a ’autre. Ce phénomene est
relevé dans la table 4.3 ou on observe qu’avec un parametre oy 10 fois plus
grand que précédemment, une seule configuration induit une solution sta-
tionnaire instable (300kA-40G) contre trois précédemment.
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Stabilité linéaire || 10G 20G 30G 40G
100 kA -7.7e-4 [ -2.9e-3 | -5.1e-3 [ -7.3e-3
200 kA -3.1e-3 | -8.0e-3 | -1.4e-2 | -2.0e-2
300 kA -5.7e-3 | -1.4e-2 | -2.3e-2 | -3.5e-2

TAB. 4.1 — Seuil de stabilité linéaire : valeurs propres w avec partie imagi-
naire minimum. Si I'm(w) < —0.01, la solution stationnaire est linéairement
instable.

Stabilité dynamique | 10G 20G 30G 40G
100 kKA -7.9e-3 | -9.6e-3 | -1.0e-2 | -6.5e-3
200 kA -8.9e-3 | -7.9e-3 | -3.4e-3 | 1.0e-3
300 kA -8.6e-3 | -1.2e-3 | 3.1e-3 | 7.5e-3

TAB. 4.2 — Seuil de stabilité dynamique : pente moyenne p,, définissant le
comportement de la vitesse moyenne de l'interface ‘%h(t). Sipm > 0, la

solution stationnaire est dynamiquement instable.

Stabilité dynamique
ap = 0.02 10G 20G 30G 40G
100 kA -8.8e-3 | -9.2e-3 | -8.6e-3 | -8.3e-3
200 kA -8.2e-3 | -6.3e-3 | -4.4e-3 | -3.2e-3
300 kA -7.7e-3 | -4.6e-3 | -1.5e-3 | 1.9e-3

TAB. 4.3 — Seuil de stabilité dynamique avec oy = 0.02 : pente moyenne p,,

définissant le comportement de la vitesse moyenne de I'interface dg—th(t). Si

Pm > 0, la solution stationnaire est dynamiquement instable.
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre un critere de stabilité dynamique a été introduit. Ce
critere est basé sur I'analyse du comportement temporel du mouvement de
I'interface a l’aide du code de calcul évolutif. Une étude de stabilité pour
la cuve numérique a été réalisée et les résultats numériques confrontés a
I’approche de Descloux, Fliick et Romerio consistant a étudier 1’évolution
temporelle de perturbations de la solution stationnaire au moyen d’un pro-
bleme linéarisé aux valeurs propres.

Dans une configuration électromagnétique simple, les deux modeles donnent
des résultats assez proches. Le code de stabilité linéaire semble cependant
plus pessimiste dans le sens ou quelques situations dynamiquement stables
se sont avérées linéairement instables.

Dans le dernier chapitre de ce document, le logiciel de simulation numé-
rique dédié aux calculs d’électrolyse de ’aluminium est présenté.
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Estimation du seuil de stabilite dynamique — 100 kA
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FiG. 4.4 — Estimation du seuil de stabilité dynamique. Représentation semi-
log de la vitesse de l'interface Clcl;—th(t) et pente moyenne p,, pour des courants
de 100 kA (haut), 200 kA (milieu) et 300 kA (bas) et des champs d’induction

magnétique de 10 G, 20 G, 30 G et 40 G.
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Chapitre 5

Aspects informatiques

Dans ce chapitre nous présentons quelques aspects liés au logiciel Alu-
cell dans lequel les algorithmes et schémas numériques du chapitre 2 ont
été implantés et qui est a l'origine des résultats numériques présentés dans
ce document.

5.1 Le logiciel Alucell

5.1.1 Historique

Au début des années 1980, Jean-Marc Blanc (société AluSuisse), Michel
Romerio (consultant AluSuisse) et Jacques Rappaz (collaborateur EPFL)
lancent un projet de simulation numérique de 1’électrolyse de ’aluminium
financé par NEFF (Nationaler Energie Forschungs Funds). Suite au départ
de Jacques Rappaz pour 'université de Neuchatel, le projet est repris a
I’EPFL par Jean Descloux qui, avec la collaboration de Michel Romerio et
Michel Fliick, pose les premieres pierres d’un logiciel dédié a 1’électrolyse.
En étroite collaboration avec Jacques Antille d’ AluSuisse, Michel Fliick dé-
veloppe ainsi, en Fortran77, un code élément finis en hexaedres structurés
pour calculer la solution stationnaire du probleme MHD bifluide qui est a
la base d’Alucell.

Des 1999, le projet de recherche est repris par le professeur Jacques
Rappaz. Outre le code de stabilité linéaire développé par Descloux, Fliick et
Romerio (voir [10, 11]), le logiciel Alucell s’étoffe de nouveaux modules de
calcul dont un modele thermique pour simuler les effets de solidification du
métal sur le bord (voir [13]), une premiere étude de ’évolution des fluides
par un code instationnaire (voir [14]) et plusieurs méthodes pour calculer
Veffet d’écran ferromagnétique (voir [12]).

En 2009, le code source atteint ainsi environ 160’000 lignes dont deux
tiers sont écrites en Fortran et environ un tiers en C+-+. Il permet de ré-
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soudre de nombreux problemes différentiels 1D, 2D et 3D par des méthodes
d’éléments finis continus de degré 1 sur des maillages structurés ou non
structurés.

L’objectif principal de cette these est d’intégrer le modele décrit au cha-
pitre 2 dans le logiciel Alucell. Le but est d’améliorer les performances
du premier modele MHD bifluide développé par Sonia Pain en utilisant des
méthodes numériques plus efficaces (en particulier pour la partie électroma-
gnétique) afin de pouvoir simuler des situations réalistes en un temps de
calcul raisonnable et avec un code robuste.

5.1.2 Structure

Le programme Alucell est concu a la frontiere entre un logiciel de si-
mulation dédié a I’électrolyse et une librairie mathématique de calcul élé-
ments finis. Disposant d’un langage propre et d’un interpréteur, il permet
de développer aussi bien des cas tests simples que de traiter des situations
industrielles complexes. Sa structure est la suivante (cf. F1G. 5.1) :

(i) Sources : Le code source, Fortran et C++, rassemble les outils nu-
mériques indispensables a la simulation. On y trouve par exemple des
modules de gestion des maillages (lecture, écriture, création, trans-
formation, etc), des modules éléments finis (assemblage de matrices
élémentaires, etc) ou de résolution de systeémes linéaires (méthodes di-
rectes ou itératives, préconditionneurs, etc). Une partie est consacrée
a l'interpréteur et a la définition des commandes du langage. Le code
source est compilé de maniere a ce que tous les modules soit acces-
sibles, apres interprétation, sous forme de mot-clé du langage Alucell.

(ii) Macros : On appelle macro, un fichier contenant une liste d’instruc-
tions en langage Alucell. Ces macros sont interprétées et traduites en
une série d’opérations relatives aux fichiers Fortran et C++ du code
source. Les macros sont en général séparées en deux groupes : d'un
cOté les fichiers spécifiques a une application ou & une géométrie, par
exemple au cas du creuset ou de la cuve numérique, et de 'autre un
jeu de macros générales qui peuvent étre utilisées dans des situations
différentes (par exemple assemblage ou résolution d’un systeéme type).

Une simulation numérique avec Alucell consiste donc a exécuter un
fichier compilé a partir des sources dans un répertoire contenant des ins-
tructions interprétables (macros), spécifiques au probléme que I'on veut ré-
soudre. Cette approche donne énormément de liberté au programmeur mais
demande une grande rigueur étant donné que les principales instructions
sont interprétées et non compilées.
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Code Source - Boite a outils

Systemes linéaires

Divers

Interpolation
Maillages 5
Solveurs
Eléments finis
Visualisation
1/0
Interpréteur

Langage Alucell

F1G6. 5.1 — Structure du code Alucell

5.1.3 Exemple

En guise de présentation et pour illustrer les possibilités du logiciel, pas-
sons en revue un exemple d’une simulation numérique réalisable avec Alu-
cell en se concentrant sur les étapes importantes.

Considérons un cas test académique de mécanique des fluides : la cavité
entrainée. Soit  le cube unité (0,1)3 et T' la surface supérieure donnée
par I’équation z = 1, on souhaite résoudre numériquement, le probleme de
Stokes stationnaire suivant : chercher @ : Q — R3 et p : Q — R tels que

—A@+Vp = 0,

et qui vérifient les conditions
u =

u =

dans €, (5.1)

-

Vi = 0,
au bord suivantes

(1,0,0)7, sur T,
(5.2)
0, sur 00\ T

Ce probléme correspond a 1’étude du mouvement d’un fluide visqueux
incompressible (de viscosité p = 1) dans un cube, parfaitement entrainé
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sur une face et adhérent aux autres. La vitesse, solution du probleme (5.1-
5.2), est un tourbillon présenté sur la figure 5.2. La résolution numérique du

i = (1,0,0)
_—
rl,_[::O 6220
i=0

F1a. 5.2 — Vitesse @ solution du probleme (5.1) : & gauche solution attendue,
a droite lignes trajectoires calculées (coupe dans le plan z = 1/2).

probleme (5.1) avec Alucell est décrite étape par étape ci-apres.

Initialisation

La premiere étape consiste a créer une structure de base pour tout calcul
avec Alucell, i.e. un répertoire contenant les éléments suivants :

e un fichier case.dat, essentiel au fonctionnement du logiciel, mais qui
peut étre vide, auquel cas l'interpréteur de commandes attend que
I’exécutant entre des instructions au clavier. En regle générale, ce fi-
chier contient les instructions du listing 5.1.

Listing 5.1 — Fichier case.dat

1 (CASE="Cavity") (DBFILE="dbfile")
(MACRO="macros/") (MY_MACRO="data/") (TEMP="TMP/")

@"data/input.dat"
quit

Le role de ce fichier est de définir quelques variables d’environnement
fixant pour Alucell les chemins relatifs vers les répertoires ou se
trouvent les instructions a effectuer et de rediriger l'interpréteur vers
le fichier principal de calcul (ici data/input.dat). Notons que ce fichier
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est le seul élément indispensable au logiciel mais, bien que toutes les
instructions puissent y étre placées, il est souvent préférable pour une
question de lisibilité de morceler les instructions dans plusieurs fichiers
plus simples, d’ou la création des éléments décrits ci-dessous.

un répertoire data/ qui contient les instructions spécifiques au cas
considéré dont : création de maillage, définition des conditions au bord,
parametres numériques, physiques et géométriques, visualisation, etc.
Si la variable d’environnement MY_MACRO est définie & la valeur data/
un fichier _foo.mac contenu dans ce répertoire peut étre accédé sim-
plement par la commande suivante (listing 5.2).

Listing 5.2 — Appel d’un fichier du répertoire data/

_foo.mac ()

L’interpréteur identifie en fait tout fichier dont le nom commence par
le caractere “_” au répertoire data/. Notons que des arguments peuvent
étre transmis entre les parentheses, séparés par des points virgules et
récupérés au niveau de _foo.mac via les mots clés ARG_01, ARG_02, etc.

un répertoire macros/ qui contient des instructions plus générales,
réutilisables pour plusieurs situations différentes, par exemple : opé-
rations mathématiques, assemblage et définition d’un probleme type
(Laplace, Stokes, Navier-Stokes, transport, etc), opérateurs de restric-
tion ou de prolongement entre maillages, etc. Si la variable d’environ-
nement MACRO est définie a la valeur macros/, pour accéder a un fichier
fool.mac de ce répertoire ou a un fichier gen/foo2.mac dans le sous-
répertoire macros/gen/, il suffit d’entrer les commandes suivantes (voir
listing 5.3).

Listing 5.3 — Appel d’un fichier du répertoire macros/

fool.mac ()
gen/foo2.mac ()

En regle général, il est raisonnable de dissocier ce dossier du cas consi-
déré et ainsi d’éviter de dupliquer inutilement du code a chaque nou-
veau calcul. Actuellement, le logiciel est doté d’un répertoire central
de macros, classées dans des sous-répertoires selon plusieurs catégo-
ries : les macros a usage général dans le répertoire macros/gen/, les
macros de manipulation de maillage dans le répertoire macros/mesh/,
celles relatives au code MHD évolutif dans le répertoire macros/evol/
et ainsi de suite.
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e un répertoire TMP/ utilisé par le logiciel pour stocker des informations
temporaires au cours du calcul, principalement lors de 1'utilisation de
boucles itératives.

A ce stade, pour assurer une bonne lisibilité du code, il convient de dé-
terminer les étapes de calculs et de créer un fichier input.dat contenant
la structure générale de I'algorithme de résolution. Dans le cas de notre
exemple, ce fichier peut s’écrire suivant le listing 5.4.

Listing 5.4 — Fichier input.dat pour le probleme (5.1)

# ________________________________________________
# File : input.dat

# Description : Solve Stokes Problem in a cavity.
# ________________________________________________

## Beginning of computation

## | Parameters
_params .mac ()

## | Mesh
_mesh.mac ()

## | Boundary conditions
_boundary_conditions.mac ()

## | Matrix Assembly
_matrix.mac ()

## | Problem Resolution
_solve.mac ()

## | Visualization
_visualization.mac ()

## End of computation

Les lignes qui commencent par le caractere “#” suivi d’un espace sont des
commentaires pour Alucell et sont ignorées par l'interpréteur. Par contre
les lignes qui commencent par “##” sont considérées comme une information
a afficher et figurent dans I’output du programme.

Remarque 27 (Gestion mémoire) La gestion de la mémoire dans Alu-
cell a été congue initialement en sutvant les principes du langage Fortran77.
Au démarrage du programme, l'exécutable alloue un “super tableau” de taille
importante (typiquement plusieurs Gigabytes) dans lequel la plupart des va-
riables, vecteurs et matrices sont stockés et adressés. Malgré les possibilités
accrues des machines modernes qui peuvent posséder des mémoires vives
gigantesques, les codes de simulation de [’électrolyse développés avec Alu-
cell peuvent facilement atteindre les limites de stockage en mémoire vive,

116



11

13

15

17

19

21

23

5.1. LE LOGICIEL ALUCELL

en particulier les codes évolutifs. Une solution pour résoudre ce probléme est
de conserver en mémoire vive un minimum d’information et de stocker tem-
porairement des variables dans un fichier base de données a accés rapide.
Cette fonctionnalité est prévue dans Alucell wia la variable d’environne-
ment DBFILE qui définit le nom d’un fichier binaire fortran a acces direct
dans lequel des variables peuvent étre stockées et récupérées automatique-
ment.

Pour illustrer la gestion de la mémoire considérons le fichier _params.mac
repris dans le listing 5.5.

Listing 5.5 — Fichier _params.mac

# _________________________________________________
# File : _params.mac
# Description : Define problems parameters.
# _________________________________________________
# open database file

open
# __________________________________________________

# Geometry of the cavity : [0,Lx]x[0,Lylx[0,Lz]
(Lx = 1.0) (Ly = 1.0) (Lz = 1.0)

# System Solver
(cavity_up_sol_iter_algo=$"gmres_ilu0")
(cavity_up_sol_iter_itmax=1000)
(cavity_up_sol_iter_dimens=2000)
(cavity_up_sol_iter_tol=1e-6)
(cavity_up_sol_iter_verbose=1)

# Save informations in the database
dbwrite

# close database file
close

endmacro

Les mots clés open et close signalent a l'interpréteur que des variables
peuvent étre lues ou écrites dans le fichier identifié par la variable DBFILE
tandis que la commande dbwrite oblige le programme a enregistrer dans la
base de données toutes les variables contenues dans la mémoire vive. Cette
derniere étape peut prendre beaucoup de temps suivant ’état de la mémoire
et générer un fichier de taille importante. Il est donc nécessaire de “nettoyer”
la mémoire vive avant d’appeler dbwrite en supprimant les éléments qui ne
sont pas utiles pour la suite du calcul. Pour effectuer cette opération, le lan-
gage Alucell est doté des commandes de base de GNU/Linux pour la gestion
des fichiers (rm, mv, cp, 1n, 1s, etc) qui agissent directement sur les variables
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stockées dans la mémoire vive. En particulier, la commande rm permet d’ef-
facer des informations inutiles et peut méme étre appelée avec le caractere
de complétion usuel “*” (voir listing 5.6).

Listing 5.6 — Utilisation de la commande rm

# Cleaning memory
rm foo

rm matx*

rm *001

Maillage

A TDorigine, les maillages de cuve étaient réalisés entierement avec Alu-
cell c’est pourquoi de nombreux outils de construction, découpage, union,
extraction du bord, etc, existent dans le logiciel. Ces outils sont tres utiles
pour créer rapidement des maillages lorsque la géométrie du domaine est
simple comme c’est le cas dans ’exemple présenté ici. Un maillage en tétra-
edres du domaine €2 peut ainsi étre réalisé en quelques lignes de code suivant
le listing 5.7.

Listing 5.7 — Construction d’'un maillage tétraédrique du domaine Q.

# Reference number for the whole domain
(ref=1)

# Opening of the mesh toolbox

mesh
# Cut the cube into Nx x Ny x Nz hexaedra --> hexamesh
Mstruct3d.mac (0;Lx;Nx ; O;Ly;Ny ; O;Lz;Nz; ref ; hexamesh)

# Cut each haxaedron into tetraedra --> cavity
Mtetra.mac( hexamesh ; cavity ; hexa_tetra)

# Closure of the mesh toolbox
return

Pour traiter des géométries plus compliquées et exploiter les performances
des mailleurs existants, Alucell a été couplé a plusieurs logiciels de généra-
tion et manipulation de maillages (GMSH [38] ou GHS3D [39] par exemple). No-
tons qu’un tel couplage est assez simple puisque, pour Alucell, un maillage
consiste en trois tableaux :

e cavity_nodes est un tableau de nombres réels contenant les coordon-
nées des sommets des tétraedres ;

e cavity_elems est un tableau de nombres entiers contenant pour chaque
élément les indices des sommets associés dans le tableau cavity_nodes;
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e cavity_refs est un tableau contenant un numéro de référence pour
chaque élément et qui permet d’identifier des régions d’un maillage
suivant des considérations physiques, géométriques ou numériques.

A ce stade, a partir du maillage volumique du domaine §2 il convient
d’identifier les différentes régions du bord 0€2 ou 'on souhaite imposer des
conditions limites. Cette étape est effectuée dans le listing 5.8.

Listing 5.8 — Identification et partage du bord du domaine €.

mesh
# Extract Border
Mfront.mac(cavity ; cavity_border )

# Split the boundary in top, base and side
(keep_nodes=1)

(keep_top_f(x,y,z) = 1l-eq(z,Lz))

Mkeep.mac (cavity_border; cavity_border_top ; keep_top_f)

(keep_base_f(x,y,z) = 1-eq(z,0.0))
Mkeep.mac(cavity_border; cavity_border_base; keep_base_f)

(keep_sides_f(x,y,z) = 2-gt(z,0.0)-1t(z,Lz))
Mkeep.mac (cavity_border; cavity_border_side; keep_sides_f)

# Identify one point of the mesh

# to impose condition for pressure

Mpoint .mac( corner ; 0 ; O ; O )
return

# Find the id of the corner in cavity mesh
mesh/submesh.mac (corner ; cavity)

L’instruction clé ici est la commande Mkeep.mac qui évalue une fonction
f : R?® — R aux barycentres du maillage en triangles cavity_border et
conserve les éléments qui vérifient f(z,y,z) = 0 dans un sous-maillage du
bord.

Conditions au bord

Les conditions de bord données dans ’équation (5.2) étant de type Diri-
chlet elles peuvent étre traitées algébriquement au moment de I’assemblage
du systéme linéaire associé au probléme (5.1) en éliminant les inconnues
concernées. Pour pouvoir effectuer cette opération dans Alucell, deux ta-
bleaux sont créés :
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(1) une table de codes de conditions de bord cavity_up_dbccod associée
aux noeuds et qui prend la valeur un pour un noeud libre et zéro pour
un noeud imposé (cf. listing 5.9).

Listing 5.9 — Création du tableau de codes de conditions de bord

## | | Boundary code for u and p
2 # Number of dofs per node : (u_x, u.y, u_z, p)
(fonct_nval=4)
4 data cavity_nodes cavity_up_dbccod
# Set every node as free

6 (fonct_v1i=1) (fonct_v2=4)
(fonct_elm=$"cavity_elems")
8 (fonct_value=1)
elm
10 # Non-Homogenous Dirichlet BC on top
(fonct_vi=1) (fonct_v2=3)
12 (fonct_elm=$"cavity_border_top_elems")
(fonct_value=0)
14 elm
# Homogenous Dirichlet on the base and side
16 (fonct_vi=1) (fonct_v2=3)
(fonct_elm=$"cavity_border_base_elems")
18 (fonct_value=0)
elm
20 (fonct_vi=1) (fonct_v2=3)
(fonct_elm=$"cavity_border_side_elems")
22 (fonct_value=0)
elm
24 # Homogenous Dirichlet for p on one point
(fonct_v1=4) (fonct_v2=4)
26 (fonct_elm=$"corner_cavity_elems")
(fonct_value=0)
28 elm
# Convert real values to integers
30 integ
dbc
32 return

# Total number of degrees of freedom
34 (cavity_up_rhs_size=fonct_neq)

(2) une table cavity_up_dbcval contenant la valeur de la condition au
bord et qui est typiquement créée par la fonction arithn du langage
qui permet d’évaluer une expression aux éléments d’un tableau, ici les
noeuds du maillage (cf. listing 5.10).

Listing 5.10 — Création du tableau de valeurs de conditions de bord

1 # Define the values for the boundary conditions
# u_x = 1 on \Gamma and u_.y = u_z = 0 = p everywhere

(up_dbcval_f(x,y,z)=(eq(z,Lz), 0.0, 0.0, 0.0))
5 arithn cavity_nodes cavity_up_dbcval up_dbcval_£f
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Eléments finis

La forme variationnelle discrétisée du probleme 5.1 dans un espace de
polynémes de degré 1 avec stabilisation sur un maillage en tétraedres 7 du
domaine Q s’écrit : trouver i), = i), + R avec le relevement R = (1,0,0)”

@) € Vy = {176 (@) n HL ()] ‘ 7, € [P{(K)]*, VK € :rh} (5.3)
et
Ph € Qn = {q e CO(Q) N L2(9Q) ‘ ql,. € PHK), VK ¢ m} (5.4)

tels que
/ﬁﬁhtﬁﬁh—/ph 6'17}1-5-/%1 ﬁ-ﬁh+a5h2/§ph-ﬁqh:0, (5.5)
Q Q Q Q

pour tout Uy € Vy, et qn € Qp et ou h est la taille moyenne des éléments du
maillage et ag est un parametre de stabilisation constant.

Ce genre de formulation peut étre introduit assez facilement dans Alu-
cell via le module fes_gen (“General finite element systems”). En effet, si
Ok (k= 0,1,2) sont les dérivées partielles dans les trois directions de ’espace
R3, que @ = (ug,u1,...,up) est un vecteur de P + 1 inconnues par noeud et
U = (vo,v1,...,vp) est le vecteur de fonctions tests alors la forme bilinéaire
définie par!

Ap(t, V) Z Z Z / z]kl Ok v; Ou, "‘szk Orv; u]—l—czjl v alu]—i—d” v uj>
K 1,5=0k,l=0
(5.6)
peut étre identifiée pour chaque élément K par les coefficients
alps b, chp, diy, avec 4,5 =0,1,...,P, et k1=0,1,2, (5.7
et la forme linéaire

P 2
) = [ (o a5 0), (5.8)
K

=0 k=0

est identifiée simplement par les coefficients
oK K avec i=0,1,...,P, et k=0,1,2. (5.9)
Ainsi, pour construire et résoudre avec Alucell le probleme variationnel

An(@,7) = Fi(5), YoeV, (5.10)

'Pour simplifier, on note 3  la sommation sur tous les éléments du maillage 7, et [, x
I'intégrale sur I’élément K.
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. 7 . ,1 2 . k K K
il suffit de définir, pour chaque élément K, les coefficients aiigts Yijrs Cijpo
di]]{ , g{]g et fiK . Dans notre exemple la matrice associée a la forme bilinéaire
de 'équation (5.5) peut ainsi étre assemblée en quelques lignes de code en

suivant le listing 5.11.

Listing 5.11 — Assemblage du systeme linéaire associé a 1’équation de Stokes.

+H*

File : _matrix.mac
# Description : Matrix Assembly.

+H*

(u0,ul,u2,ul)
(vO,vl,v2,v3)

unknowns u

+H

test function v

# contribution: \int_Omega grad(u):grad(v)
(gradgrad_f (x,y,z)= 1.0)
arithn cavity_baryc cavity_coeff_grad gradgrad_f

cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_0000
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_0011
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_0022
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_1100
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_1111
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_1122
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_2200
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_2211
cp cavity_coeff_grad cavity_fes_mat_gen_a_2222

# contribution: - \int_Omega p div(v)
(pdivv_£f(x,y,z)= -1)
arithn cavity_baryc cavity_coeff_pdivv pdivv_f

cp cavity_coeff_pdivv cavity_fes_mat_gen_b_030
cp cavity_coeff_pdivv cavity_fes_mat_gen_b_131
cp cavity_coeff_pdivv cavity_fes_mat_gen_b_232

# contribution: \int_Omega q div(u)
(qdivu_f(x,y,z)= 1)
arithn cavity_baryc cavity_coeff_qdivu qdivu_f

cp cavity_coeff_qdivu cavity_fes_mat_gen_c_300
cp cavity_coeff_qdivu cavity_fes_mat_gen_c_311
cp cavity_coeff_qdivu cavity_fes_mat_gen_c_322

# contribution: \int_Omega alpha h~"2 grad p.grad q
(stab_f(x,y,z)= alphax*hx*h)
arithn cavity_baryc cavity_coeff_stab stab_f

cp cavity_coeff_stab cavity_fes_mat_gen_a_3300
cp cavity_coeff_stab cavity_fes_mat_gen_a_3311
cp cavity_coeff_stab cavity_fes_mat_gen_a_3322

# System assembly
fes

122



49

51

53

57

59

5.1. LE LOGICIEL ALUCELL
# Construct the matrix profil for a sparse storage
profil cavity_upStokes CRS <cavity_up_dbccod
cavity_up_dbccod cavity_elems cavity_elems
end
# Algebraic treatment of boundary conditions
dbc cavity_upStokes
cavity_up_rhs cavity_up_dbcval
end
# Matrix assembly
(cavity_gen_dim=3) (cavity_gen_nval=4)
matrix cavity_upStokes
cavity gen_abcd cavity_up_dbccod cavity_up_dbccod
end
return

Il est clair que ce type de formulation ne permet pas de construire tous
les systemes associés a des équations variationnelles et peut s’avérer diffi-
cile a évaluer lorsque les parametres physiques ou numériques changent d’un
élément & un autre. C’est pourquoi avec Alucell il est également possible
d’assembler “manuellement”, élément par élément, des systéemes plus com-
plexes en agissant dans les sources du logiciel ; c’est ce qui est fait pour la
plupart des équations introduites au chapitre 2. Notons que le relevement
est traité algébriquement a ’assemblage du systeme linéaire en éliminant les
inconnues associées aux conditions au bord de type Dirichlet.

Ayant choisi le solveur GMRES (voir la section 5.3.1) pour le systéme
linéaire dans le fichier _params.mac (cf. listing 5.5), la solution cavity_up est
calculée en suivant le listing 5.12

Listing 5.12 — Résolution du systeme linéaire associé a ’équation de Stokes.

16

# ________________________________________________
2 # File : _solve.mac
# Description : Solve the problem.
4 # -
# Assemble zero right hand side
6 fes
rhs cavity_up_rhs
8 cavity gen_fg cavity_up_dbccod
end
10 return
# Stokes resolution
12 fes
sol
14 XX cavity_upStokes <cavity_up_rhs cavity_up_sol
end
fem cavity_up_sol cavity_up_dbccod
18 cavity_up_dbcval cavity_up
end
20 return
endmacro
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Visualisation
La derniere étape est la visualisation de la solution via les logiciels En-

sight (voir [10]) ou Paraview (voir [11]). La figure 5.2 est ainsi obtenue dans
Ensight apres interprétation du listing 5.13.

Listing 5.13 — Exportation de la solution au format ensight.

# ________________________________________________
# File : _visualisation.mac

# Description : Visualize the solution.

# ________________________________________________

# Separate velocity u and pressure p
(u_f(u,v,w,p) = (u,v,w) )
arithn cavity_up cavity_u u_f

(p_f(u,v,w,p) = p )
arithn cavity_up cavity_p p_f

# Export solution to ensight
(ensight_name="ensight_solution") # Filename

(cavity_eltype="tetrad") # Meshtype
(ensight_type=0) # O=ensight, l=paraview
ensight
add cavity_u # velocity (3D field)
add cavity_p # pressure (scalar field)
return
endmacro

5.2 Simulation MHD instationnaire

Conceptuellement parlant, les macros pour le code MHD évolutif sont
construites sur le méme schéma que ’exemple de la section 5.1.3 mais sont
bien plus complexes. Si le code de résolution pour le probleme de Stokes sta-
tionnaire peut s’écrire en moins de 200 lignes de langage Alucell, ce n’est
pas le cas pour un algorithme comme celui de la section 2.4. Notre version
étant composée de plusieurs milliers de lignes nous n’allons pas reproduire
ici le code dans son intégralité mais lister quelques fichiers clés pour bien
comprendre la structure du calcul effectué.

5.2.1 Macros évolutives

Reprenant le principe évoqué précédemment, le squelette du calcul est
construit dans un fichier input.dat donné dans le listing 5.14.
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Listing 5.14 — Structure générale du code pour le probleme MHD.

# _________________________________________________________
# File : input.dat
# Description : Main macros file for the computation

# of time-evolutive MHD equation in an electrolythic cell.

gen/data_mac .mac ()
gen/mesh_mac .mac ()

##f ========================================================
## Dynamic MHD Computation

## ========================================================
## | Parameters

(DAYFILE="Dayfile_Params")
_geometrical_params.mac ()
_physical_params.mac ()
_numerical_params.mac ()

## ========================================================
## | Mesh

(DAYFILE="Dayfile_Mesh")

_mesh.mac ()

## ========================================================
## | Computation

(DAYFILE="Dayfile_Evol")

_time_iterations.mac ()

La variable d’environnement DAYFILE permet de conserver une trace des
opérations effectuées au cours du calcul dans différents fichiers (ici Day-
file_Params, Dayfile_Mesh et Dayfile_Evol) créés automatiquement par le
logiciel. Ces fichiers sont trés importants dans la phase de développement
d’un nouveau calcul avec Alucell car ils permettent bien souvent de com-
prendre les causes d'un arrét prématuré d’une simulation ou de mauvais
résultats.

Si 'algorithme itératif de la section 2.4 n’apparait pas encore dans ce
fichier, les bases pour la simulation sont néanmoins posées ici. Tout d’abord
les macros gen/data_mac.mac et gen/mesh_mac.mac génerent une série d’outils
qui sont stockés dans le répertoire TMP/ et utilisés par la suite. Ensuite les
parametres géométriques (dimensions et position des domaines €2, ¥ et I,
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numéros de référence, etc), physiques (viscosités, densités et conductivités
des matériaux, constantes physiques) et numériques (solveurs, parametres
de discrétisation en espace et en temps, constantes de stabilisation, etc)
sont définis et sauvés dans la base de données (voir par exemple le listing
5.15 du fichier _physical_params.mac pour le calcul évolutif dans le creuset
présenté a la section 2.5.2). Enfin, dans le fichier _mesh.mac, le maillage est
lu/construit et les frontieres calculées et séparées en fonction des conditions
au bord & imposer.

Listing 5.15 — Parametres physiques pour le calcul évolutif sur le Creuset.

# File : _physical_params.mac

# Description : Definition of the parameters related to

# the physics of the problem.

# _________________________________________________________
open

# _________________________________________________________
## | | Physical Parameters

# Viscosity tensor
(bredit_tsk=1)
(mualu=0.002)
(fluid_mu_#1 = mualu) (fluid_mu_#2 = mualu)
(fluid_mu_#3 = mualu) (fluid_mu_#4 = mualu)
(fluid_mu_#5 = mualu) (fluid_mu_#6 = mualu)
(fluid_mu_#7 = mualu) (fluid_mu_#8 = mualu)
(fluid_mu_#9 = mualu)

bredit fluid_mu

# Densities
(veloc_rho1=2270) (fluid_rhol=veloc_rhol) # Alu
(veloc_rho2=2130) (fluid_rho2=veloc_rho2) # Bath

# Conductivities
# Alu
(k=ns3d_matalu)
(potsta_sigma_#k_#1 = 3.33e6)
(potsta_sigma_#k_#2 = 3.33e6)
(potsta_sigma_#k_#3 = 3.33e6)

# Bath

(k=ns3d_matele)
(potsta_sigma_#k_#1 = 210)
(potsta_sigma_#k_#2 = 210)
(potsta_sigma_#k_#3 = 210)

# Anode

(k=ns3d_matanode)
(potsta_sigma_#k_#1 = 10000)
(potsta_sigma_#k_#2 = 10000)
(potsta_sigma_#k_#3 = 10000)
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5.2. SIMULATION MHD INSTATIONNAIRE

# Cathode
(k=ns3d_matcathode)
(potsta_sigma_#k_#1 = 10000)
(potsta_sigma_#k_#2 = 5000)
(potsta_sigma_#k_#3 = 10000)

# Cathodic bars
(k=ns3d_matbars)
(potsta_sigma_#k_#1 = 1e6)
(potsta_sigma_#k_#2 = 1e6)
(potsta_sigma_#k_#3 = 1e6)

# Some constants
# pi
(pi=4*atan(1.0))

# Gravity
(gravite=9.81)

# Magnetic permeability of void
(mu0=4*pi*le-7)

# Surface tension coefficient. O = no tension
(surface_tension=0.5)

# Contact angle in degrees taken from the interface to the
# top border of the cell.
(theta_vert=30.0) (theta_s=180-theta_vert)

# Total input current unit [Ampere]
(cell_current=10) # 10A

# Vertical induction unit[Gauss]
(Bz=100)

# Vertical induction unit[Teslal
(vertical_induction=Bz/10000)

# Initial position of the interface

# Inclined plane in the 0Oy dir.
(alpha=tan(pi*10.0/180))
(phi_xyzt_f(x,y,z,2z0)=z-z0+alpha*x)

## | | Save informations in the database
(ident="physical_params.mac")
dbwrite

close
endmacro
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Puisque ces étapes ne sont pas spécifiques au calcul évolutif il est bon
de les séparer de ’algorithme principal. Ainsi, il devient aisé de reprendre
une partie du code pour simuler d’autres équations (stabilité linéaire par
exemple) en conservant les informations liées a la géométrie des domaines
et aux maillages. La boucle principale de 'algorithme se trouve donc dans
le fichier _time_iterations.mac (listing 5.16).

Listing 5.16 — Fichier principal pour le calcul MHD évolutif.

# _________________________________________________________
# File : _time_iterations.mac
# Description : Main macros file for the time dependant MHD

# simulation. It contain all the steps of the algorithm.
open
## | | Boundary conditions

_boundary_conditions.mac ()

## | | Initial conditions
_initial_conditions.mac ()

FOR p=1 TO niterevol DO("cycle_evol")

## | | ==================================================
## | | Step INT_p _TNI
## | | ==================================================
# _________________________________________________________
## | | Solve Maxwell Equations
evol/maxwell .mac ()
# _________________________________________________________
## | | Compute Forces on fluid
evol/forces.mac ()
# _________________________________________________________
## | | Solve Navier-Stokes Equations
evol/navier_stokes .mac ()
# _________________________________________________________
## | | Level set function and mesh deformation
evol/level_set .mac ()
evol/deform.mac ()
# _________________________________________________________
## | | Visualisation

_visualisation.mac ()
ENDDO("cycle_evol")

close
endmacro
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Le maillage et les parametres de calculs ayant été fixés précédemment, il
reste ici a définir les conditions au bord correctement pour chaque probleme
éléments finis a résoudre et de poser les conditions initiales du probléeme évo-
lutif. De plus, pour pouvoir utiliser I’algorithme de Schwarz pour le calcul
de l'induction magnétique (voir section 2.3.2) il faut calculer la densité de
courant fh‘”” et I'induction magnétique Bhor associés & une interface hori-
zontale sur le maillage Sp. Ces étapes sont effectuées dans les fichiers _boun-

dary_conditions.mac et _initial_conditions.mac.

La partie des macros spécifique au cas considéré s’arréte a ce niveau®.

Les instructions concernant la construction des matrices, la résolution des
problémes linéaires et la déformation des maillages sont communes a toutes
les géométries possibles et donc placées dans un répertoire indépendant ma-
cros/evol/. Cette standardisation des instructions n’est pas aisée et exige du
développeur un effort d’abstraction important dans 1’écriture de ses macros
mais s’avere indispensable pour maintenir organisé le logiciel sur une longue
période de temps; moins le code est dupliqué, plus il est facile a préserver
et a archiver.

Comme on peut le voir dans la listing 5.16 le systeme des macros dans
Alucell permet de construire ’algorithme informatique de résolution en co-
piant la structure de 'algorithme mathématique. Ce genre de construction
rend d’autant plus lisible le code de calcul aux utilisateurs ayant peu ou
pas de connaissances dans les langage de programmation courants (C++ ou
Fortran77 par exemple). En fait, ce systéme permet de distinguer 1’étape de
développement d’un algorithme de simulation avec son application puisqu’a
priori un utilisateur n’a besoin d’agir que dans quelques fichiers de macros
Alucell pour simuler de nombreux cas (en principe uniquement la gestion
des parametres de calculs) sans jamais modifier les sources du logiciel ou les
macros générales.

5.2.2 Charge de calcul

Afin d’évaluer les performances du logiciel Alucell et d’identifier les
zones de l'algorithme qui nécessitent en priorité une optimisation, reconsi-
dérons les cas du creuset présenté a la section 2.5.2 et de la cuve numérique
de la section 3.1. En choisissant des maillages proches au niveau du nombre
de noeuds et d’éléments pour les deux cas (voir F1G. 5.3, F1G. 5.4 et TAB.
5.1), une comparaison des temps de calculs obtenus semble raisonnable.

2A Texception du fichier _visualisation.mac
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FiG. 5.3 — Maillages S}’ du creuset (& gauche) et de la cuve numérique (a
droite).

Nombre Maillage 7;" Maillage S}’ Maillage B,

Mailles | noeuds ‘ éléments || noeuds ‘ éléments || noeuds | éléments
Creuset | 13’792 | 60’689 17°945 | 83’387 30’841 | 172’690
Cuve | 14’064 | 59’050 23’016 | 99’340 34’172 | 184’555

TAB. 5.1 — Caractéristiques des maillages du creuset et de la cuve numérique.

Dans la table 5.2 sont reportées les mesures de temps de calculs effec-
tuées pour les deux cas précédemment introduits. Les tests sont menés sur
une machine avec deux processeurs Intel fonctionnant a une fréquence de
2.4 Ghgz, utilisant jusqu’a 2 Go de mémoire vive et controlés par le systeme
d’exploitation GNU/Linuz. Pour chaque pas de temps les mesures des trois
parts de I’algorithme qui occupent le plus de temps de calcul sont reprises,
soit :

o Mazwell : résolution des équations de Maxwell comprenant le calcul
de la densité de courant électrique ;}Z (probléeme variationnel (2.54)
et équation (2.55)) et de l'induction magnétique é};‘ (2 itérations de
l'algorithme de Schwarz de la section 2.3.2).

e Navier-Stokes : schéma de splitting en temps pour les équations de
Navier-Stokes, i.e. résolution du probleme de Stokes (2.21) et du pro-
bleme de transport (2.33).
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F1G. 5.4 — Maillages 7,, S}' et B}, du creuset (a gauche) et de la cuve

numérique (& droite).

Temps Maxwell Navier-Stokes | Déformation Total
CPU | At sec | % sec | % sec | % sec | %
| Creuset | 0.01 | 39.43 | 33.61 [ 52.01 | 44.33 | 25.23 [ 21.50 | 117.33 [ 100 |

| Cuve | 1.0 | 58.5238.68 [ 71.81 | 47.46 | 18.97 [ 12.54 | 151.31 [ 100 |

TAB. 5.2 — Charge de calcul pour les cas du creuset et de la cuve numérique.

o Déformation : transport de la fonction Level-Set en résolvant 1’équa-
tion (2.34), identification de la surface de niveau ¢ = 0 par la technique

introduite & la section 2.2.1, lissage de 'interface par moindres carrés,
et Bp, et interpolation de diverses

déformation des maillages 7,",
quantités sur les nouveaux maillages.

Toutes les autres instructions réunies occupant moins de 1% du temps
de calcul total, elles ne sont pas détaillées ici. Les valeurs publiées sont une

moyenne sur 20 pas de temps de la charge de calcul.
Les principales observations que 'on peut tirer sont les suivantes :

e Les problemes linéaires sont mieux conditionnés dans le cas du creu-
set que dans le cas de la cuve numérique, ceci est di au fait que la
géométrie d’une cuve présente, contrairement au creuset, un rapport

entre hauteur et longueur important de ’ordre de

L 10
o~ —— = 250. (5.11)

L.,  0.04
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Ainsi pour discrétiser suffisamment les fluides dans la direction Oz en
gardant un nombre total d’éléments raisonnable du point de vue de I'ef-
fort de calcul, les mailles de S}' se doivent d’étre anisotropes et donc les
systemes linéaires se retrouvent moins bien conditionnés. Avec un mau-
vais préconditionneur (préconditionneur diagonal par exemple), 'al-
gorithme itératif utilisé pour résoudre le probléeme de Stokes converge
extrémement lentement.

e La partie prépondérante au niveau du temps de calcul est la résolution
de I’équation de Stokes. Actuellement, le systeéme linéaire est résolu par
la méthode GMRES avec préconditionnement LU incomplet (voir section
5.3.1). L’implantation de nouvelles méthodes de résolution ou 1'utili-
sation de préconditionneurs plus performants est une voie a étudier
pour 'optimisation de cette étape.

e Un point délicat de 'algorithme évolutif est la gestion informatique
de l'interpolation, utilisée non seulement a chaque changement de
maillage mais aussi dans l’algorithme de détection de l'interface par
une méthode de point fixe (voir Section. 2.2.1). Notons qu’une optimi-
sation importante a été effectuée en exploitant le fait qu’en principe,
d’un pas de temps a 'autre, le déplacement du maillage est en prin-
cipe relativement faible. Ainsi, la nouvelle position d’un noeud donné
se trouve avec une grande probabilité dans un élément de son voisinage
proche. La construction d’une table des éléments voisins des noeuds
dans le maillage initial permet donc de diminuer considérablement le
temps de calcul dédié a l'interpolation. De plus, comme la topologie
des maillages ne change pas au cours du temps, cette opération n’est
effectuée qu’'une seule fois.

e Comme on I’a vu au chapitre 3, la résolution des équations de Maxwell
a chaque pas de temps n’est pas forcément nécessaire. Pour gagner
facilement en performance sans perdre trop de précision, il est donc
préférable de résoudre moins souvent les équations dédiées au champ
d’induction magnétique. Une économie en temps de calcul jusqu’a 50
% est alors envisageable (cf. Section. 3.2.3).

5.3 Optimisations & Perspectives

Un des objectifs initiaux de cette these était de développer a partir du
modele de Sonia Pain [11] un code évolutif performant permettant la simula-
tion de I’électrolyse sur cuve réelle. Une des principales difficultés rencontrée
réside dans le fait que, sur des géométries complexes avec des maillages sou-
vent anisotropes, les temps de calculs peuvent exploser. Pour améliorer cette
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situation, un travail de modélisation a été opéré et de nouveaux algorithmes
numériques ont été ajoutés au logiciel de simulation. Dans cette section, on
présente quelques considérations purement informatique d’optimisation du
code.

5.3.1 Solveurs

Du point de vue informatique, une des clés qui dictent les performances
d’un code éléments finis est la gestion des opérations d’algebre linéaire, en
particulier la résolution de systémes matriciels. Actuellement, Alucell dis-
pose de quelques solveurs classiques largement répandus, décrits ici et dont
'utilisation est présentée dans le listing 5.17 :

e Matrices pleines : pour gérer les systemes en stockage plein, les ou-
tils de résolution de la libraire Lapack ([12, 43]) sont disponibles, en
particulier la méthode de factorisation LU. L’utilisation de ce type de
méthode est marginale et limitée a des systémes de taille réduite mais
peut étre tres utile, notamment pour effectuer le lissage de I'interface
a chaque pas de temps (cf. section 2.2.3).

e Matrices creuses : les systemes creux sont typiques des méthodes d’élé-
ments finis. Il est connu que I'utilisation de méthodes itératives de ré-
solution est particulierement efficace dans ce cas. Principalement, on
distingue deux types de systemes et leurs méthodes dédiées :

O Systemes SDP : les systemes symétriques et définis positifs peuvent
étre résolus rapidement et en utilisant un minimum de mémoire par
la méthode du gradient-conjugué (CG). Une autre alternative, plus
coliteuse en mémoire mais convergeant plus rapidement est la mé-
thode “Algebraic Multigrid” (AMG) (voir [11]).

O Systemes généraux : pour la résolution des systemes linéaires gé-
néraux, deux méthodes efficaces sont disponibles dans Alucell :
la plus utilisée est I'algorithme “Global Minimal RESidual” (GMRES)
(voir [45]) qui possede 'avantage de converger de maniére monotone
vers la solution. L’alternative est une méthode dérivée de la méthode
CG, Stabilized Bi-Conjuguate Gradient (BICGSTAB) (voir [10]). Pour
les cas considérés ici, il semble que ces deux méthodes possedent des
performances similaires.

Les méthodes énoncées ci-dessus ne sont pas directement implantées dans
Alucell mais accessibles via les librairies SparseLib++ et IML++ (voir

[47])-
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Listing 5.17 — Définition des solveurs éléments finis dans Alucell.

# Conjuguate gradient with digonal preconditioner
(system_iter_algo="cg_diag")

# Conjuguate gradient with incomplete LU preconditioner
(system_iter_algo="cg_ilu0")

# Algebraic multigrid method
(system_iter_algo="amg_")

# GMRES with diagonal preconditioner
(system_iter_algo="gmres_diag")

# GMRES with incomplete LU preconditioner
(system_iter_algo="gmres_ilu0")

# BiCGSTAB with diagonal preconditioner
(system_iter_algo="cpp_bicgstab_diag")

# BiCGSTAB with incomplete LU preconditiomner
(system_iter_algo="cpp_bicgstab_ilu0")

# Max number of iteration before stopping
(system_iter_itmax=1000)

# Tolerence on residual
(system_iter_tol=1e-6)

# Verbose O = no display, 1 = display convergence infos
(system_iter_verbose=1)

# System Size information for profil
(system_mat_mmbrhs=250)
(system_mat_ij_size=50000000)

# Max dimension of subspace (restart parameter)
(system_iter_dimens=2000)

# Specific parameter
(statk=0)

# Specific parameters defined in a macro file
gen/amg_params .mac ()

Dans le futur, pour améliorer la résolution des systémes linéaires, il
semble important d’élargir non pas la gamme des solveurs mais plutot celle
des préconditionneurs utilisables. L’efficacité des méthodes itératives peut en
effet dépendre fortement du préconditionneur utilisé, en particulier lorsque
la taille des matrices devient grande. Actuellement, les librairies couplées
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avec Alucell disposent de trop peu de préconditionneurs (essentiellement
deux) alors que des alternatives évoluées existent comme Petsc (voir [18]) ou
Trilinos (voir [19]) qui proposent un plus grand nombre de méthodes et de
préconditionneurs. Ces librairies offrent en outre la possibilité de résoudre
les systemes en parallele sur des machines multiprocesseurs.

5.3.2 Formule de Biot-Savart en parallele

Pour conclure ce chapitre, on présente une optimisation importante ap-
portée sur le code pour diminuer fortement le temps de calcul global d’une
simulation. On a vu a la section 2.3.2 que l'algorithme de résolution du
champ d’induction magnétique repose sur la décomposition

B(t) = B"" + §B(t), (5.12)

ot B"" est induction magnétique lorsque l'interface est un plan horizontal.
Le calcul de 0B(t) peut alors étre ramené a la résolution d’un probleme
elliptique sur un domaine non-borné tandis que B"" est donné par la formule
de Biot et Savart

5] = Ho Zhor (= r—y = 3

B’w’“:c:/ N o dy, VF € R 5.13
En supposant le courant constant par élément, I'intégrale de I’équation (5.13)
est approchée numériquement par une formule de quadrature sur un maillage
en tétraedres du domaine considéré, i.e.

Bir@ =3[ n I (Ge)] L vEeRS (5.4)
K

Ici I est une formule de quadrature sur I’élément K et G, : R? — R3 est
le noyau de Green défini pour tout Z € R? par

8 8
<y

Ga(§) =

<y

ﬁ7 Yy # T. (5.15)
Numériquement, si I'induction magnétique doit étre calculée en N, points
et que le maillage des supports de courant compte M, éléments, la com-
plexité de la formule (5.14) est de I'ordre de O(N,M,). Informatiquement
parlant, ce calcul effectué sur un cube discrétisé en M, = 80’000 tétraedres
(20 x 20 x 40 hexaedres coupés en 5 tétracdres) et possédant N, ~ 18000
noeuds ol l'induction magnétique est évaluée, demande environ 25 heures
de calcul sur une machine Intel 2.4 Ghz. Pour envisager ce calcul sur une
cuve d’électrolyse dans toute sa complexité possédant jusqu’a un million
d’éléments, I’algorithme doit étre amélioré, sans quoi le temps CPU utilisé
risque de se compter en semaines, voire en mois.
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L’idée mise en oeuvre ici pour optimiser ce probleme est d’utiliser le fait
que équation (5.13) est indépendante pour chaque point & considéré. Le
calcul de Bhor peut donc étre effectué sur une machine multiprocesseurs a
mémoire distribuée (DMP cluster) tres efficacement en appliquant ’algo-
rithme parallele 1.

Algorithme 1 Calcul du champ d’induction magnétique en parallele

Entrees : Points z1,...,zy, et densité de courant 577, . .. ,jf\lj;.

x

Sorties : Champ d’induction magnétique Ehor(xi), Vi=1,...,N,.
Algorithme :

T:= N, / Nprocs;
R := N, mod Nprocs;
for proc=0,...,Nprocs — 1 do
if proc = 0 then
1- Calculer B""(x;), pour 0 <i < T +R;
2- Recevoir de chaque processeur une partie du calcul ;
else
1- Calculer B"" (), pour

R+procxT<i <R+ (proc+1)«*T;
2- Envoyer le résultat vers le processeur 0;
end if

end for

Retourne le champ Bhor,

Cet algorithme a été implanté en C++ dans Alucell en utilisant la li-
brairie MPI (cf. [50]) pour la gestion des communications entre processeurs.
Dans la table 5.3 on reporte les temps de calcul en fonction du nombre de
processeur pour le cas du cube introduit précédemment. On peut voir que,
jusqu’a 30 processeurs, le gain est optimal puisque le speedup® est quasiment
égal au nombre de processeurs. Ce résultat s’explique par le fait que quasi-
ment aucune communication entre processeurs n’est nécessaire au cours du
calcul. Notons finalement que ’étude porte ici sur une machine parallele de
petite taille (36 processeurs) mais qu’a priori, pour autant que le maillage
puisse étre entierement dupliqué localement sur chaque noeud de calcul,
les performances devraient rester identiques pour un nombre arbitrairement
grand de processeurs.

3Le speedup est le rapport entre temps de calcul séquentiel et temps de calcul parallele.
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Nbre de procs H Temps CPU [sec] ‘ Temps CPU [hmin] ‘ Speedup

1 92478 ~  25h 42 min -

2 46082 ~ 12h 48 min 2.006
10 9275 ~  2h 35 min 9.97
20 4621 ~  1h 17 min 20.01
30 3095 ~  0Oh 52 min 29.88

TAB. 5.3 — Performances du code parallele pour le calcul de Bher,

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre final le logiciel de simulation Alucell a été présenté. Au
travers d’'un exemple, on a vu comment utiliser le langage de programmation
intégré pour construire et résoudre un probléeme aux dérivées partielles avec
une méthode d’éléments finis.

Dans un deuxieéme temps la structure des macros pour le calcul MHD
évolutif a été décrite. L’algorithme informatique utilisé est proche du modele
mathématique du chapitre 1 ce qui permet une meilleure lecture du code et
une plus grande compréhension.

Finalement, des questions d’optimisation du code ont été abordées. Un
algorithme parallele tres efficace pour le calcul du champ d’induction magné-
tique par la loi de Biot-Savart est décrit. De plus, des mesures de la charge de
calcul dans deux situations caractéristiques tendent & montrer que les futurs
efforts d’optimisation devraient se porter sur une résolution plus efficace du
probléme de Stokes. Le couplage d’Alucell avec d’autre librairies de calculs
algébriques est une voie a étudier comme l'utilisation de nouvelles méthodes
numériques pour 'approximation du probleme de Stokes.
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Conclusion

Cette these a pour objet le développement d’un outil informatique de si-
mulation numérique de phénomenes magnétohydrodynamiques liés a 1’élec-
trolyse de I'aluminium.

Un modele évolutif couplant les équations de Navier-Stokes aux équa-
tions de Maxwell est présenté. Les vitesses et pressions d’un systéme composé
de deux fluides soumis a des forces électromagnétiques sont calculées et le
mouvement de I'interface libre entre les deux liquides est déterminé au cours
du temps. En particulier, I’évolution du systeme jusqu’a un état stationnaire
est étudiée. Les effets de tension superficielle sur I'interface semblent jouer
un role prépondérant lorsque les dimensions du domaine fluide sont proches
de la longueur capillaire mais peuvent étre négligés pour 1’étude de cuves
réalistes.

L’approche présentée permet de déterminer la stabilité d’une cuve d’élec-
trolyse d’aluminium, dans un sens dynamique du terme, en quantifiant I’évo-
lution de la vitesse moyenne de I'interface au cours du temps. Cette définition
de stabilité est confrontée a la stabilité linéaire décrite par Descloux, Fliick
et Romerio dans [10, 11] et des résultats comparables sont obtenus dans des
régimes stables et instables. La discrétisation des équations sur un maillage
mobile, déformé a chaque pas de temps pour suivre le mouvement de 1’in-
terface, est efficace et permet d’évaluer facilement les intégrales volumiques
et de surface intervenant dans les diverses formes variationnelles. Cette ap-
proche engendre cependant des difficultés pour traiter des problémes ayant
un support extérieur a la cuve puisque la déformation doit alors étre prolon-
gée hors du domaine fluide et exige également une étape d’interpolation a
chaque pas de temps qui peut s’avérer cotiteuse. Dans le dernier chapitre, le
code de calcul proprement dit est décrit. Ce logiciel, nommé Alucell, per-
met de simuler de nombreux problemes liés a 1’électrolyse de ’aluminium,
mais il peut également jouer le role de librairie éléments finis et ainsi de
résoudre la plupart des équations aux dérivées partielles jusqu’a l'ordre 2,
sur des géométries 1D, 2D ou 3D.
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Pour I’avenir, outre 'optimisation du code Alucell, une perspective in-
téressante est I’ajout des effets de solidification du bain électrolytique qui
devraient modifier de maniere importante I’écoulement, la distribution des
courants et la forme de l'interface stationnaire. Le passage a un algorithme
évolutif sur maillage fixe semble alors inévitable en raison de la difficulté
a déformer le maillage des éléments isolants extérieurs aux fluides qui sont
nécessaires pour résoudre le probleme thermique. Une technique de décou-
page du maillage en fonction de la position de l'interface aluminium/bain
est a ’étude pour permettre la résolution du probleme MHD évolutif avec
interface libre sur un maillage fixe.
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Annexe A

Polynomes de Jacobi

Le but de cette annexe est de présenter certaines propriétés des poly-
nomes de Jacobi utilisés ici par la méthode de lissage de linterface intro-
duite & la section 2.2.3. Les formules qui suivent sont tirées de [51, 52, 53]
ol plus de détails sont disponibles.

Les polynomes de Jacobi sont notés, pour un ordre m € N :

P 1,1 >R, a,8>-1,k=0,...,m. (A.1)

Cette famille de polyndmes est orthogonale dans [—1,1] relativement au
produit :

1
(1,00 5) = /_1u(ac)v(x)(1 — o)1+ 2)° da. (A.2)

Construction La construction des polynémes de Jacobi peut se faire ré-
cursivement selon la formule :

P @) = 1,
PO@) = da=pB+(a+p+20), (A.3)
al,kngiﬁﬁ) (@) = (azg+ azpx) P (@) — agp PO (2),

avec les coefficients suivants

arp = 2k+1)(k+a+p+1)(2k+a+p),
asge = (2k+a+p3+1)(a®—p5?),

asy, = I'k+a+p+3)/T2k+a+p),
agr = 2(k‘—|—0&)(l€+ﬁ)(2k+0€+5+2),

ou I'(+) est la fonction gamma. On rappelle que si z € C, tel que Re(z) > 0
alors :

(A.4)

I'(2) :/ t*~ et dt. (A.5)
0
De plus si k est un entier alors
I(k)=(k—1)!
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Cas particuliers
e Polynomes de Legendre (o =0 = ) (F1a. A1) :

(A.6)
Fic. A.1 — Polynomes de Legendre a ’ordre 6.
e Polynémes de Chebyshev (a0 = —% =) :
22k (kN2 (19
Ty(z) = ﬂpﬁ V2212 (g, (A7)

(2k)!

Orthogonalité La relation d’orthogonalité des polynomes de Jacobi par
rapport au produit défini dans 1’équation (A.2), s’écrit :

(pw) pw)) _s 2 Tptat)Pp+F+1)
p ' q - Ypq | )
(a,8) 2p+a+B+1 pT'p+a+pG+1)
(A.8)
avec Opq, le delta de Kronecker.

Tensorisation La famille {P,ga’ﬂ ) -1,1] — R}Zzo est une base ortho-
gonale de I’espace

Pu([~1,1]) = span { p(z) = 2*

xE[—l,l],izO,...,m}. (A.9)

Le passage au 2D est facile, en tensorisant la base avec elle méme, i.e. en
formant la famille { Pi(ja’ﬁ ) [-1,1] — R};njzo définie par
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et qui forme une base orthogonale de I'espace

P,.([~1,1]%) = span {p(:z:) =2y | (z,9) € [-1,1] x [-1,1], i, =0,... ,m}

(A.11)

Pour tout Lz, Ly > 0, on peut généraliser la famille {P a,6) }i,j—O au domaine
= [~ Lz, Lz] x [—Ly, Ly] par la formule

PP (@, y) = PP (2/La) PP (y/Ly), V(z,y) € A, (A.12)

pour former une base de

P, (A) = span {p(a:) =z | (z,y) €A, i,7=0,... ,m} ) (A.13)

F1G. A.2 — Polynomes de Legendre en 2D a l'ordre 2 (haut) et a 'ordre 4
(bas).
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Chapitre A. Polynémes de Jacobi

Listing A.1 — Construction des polynémes de Jacobi 1D.

function P = jacobi_eval(N,a,b,x)

% FUNCTION P = JACOBI_EVAL(N,a,b,x)

% Construct and plot the Jacobi Polynomial
% P~ (a,b)(x) up to degree N.

doplot = 0;
if N <= 0

disp(’error > Order must be at least 1°);
else

if N ==
P(1,:) = ones(size(x));
P(2,:) = (a-b+(a+b+2)*x)/2;
else
P(1,:) = ones(size(x));
P(2,:) = (a-b+(a+b+2)*x)/2;
for i = 3:N+1
ak (1) = 2*xix(i+a+b)*(2*xi-2+a+b);
ak(2) = (a*a - b*b)*(2*i-2+a+b+1);
ak (3) = (2*i-2+a+b)*(2*xi-2+a+b+1)*x(2*xi+a+b);
ak(4) = 2*%(i-1+a)*(i-1+b)*(2*i+a+b);
P(i,:) = ((ak(2)+ak(3)*x).*P(i-1,:)-ak(4)*P(i-2,:) )/ak(1l);
end
end
end

if (doplot)

hold all;

for i=1:size(P,1)
plot (x,P(i,:));
end

end

return
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Listing A.2 — Construction des polynémes de Jacobi 2D.

function ZJ = jacobi2D(N,a,b)

h
YA
b

X

FUNCTION ZJ = JACOBI2D(N,a,b)

Construct and plot the 2D Jacobi Polynomial
P_ij~(a,b) up to degree N.

= linspace(-1,1,150); y = x;

doplot = 1;

[X,Y] = meshgrid(x,y);
if N <= 0

disp(’error > Order must be at least 1°);

else

Jx
Jy

jacobi_eval(N,a,b,x);
jacobi_eval(N,a,b,y);

k=0;
for p=1:N+1
for g=1:N+1
k=k+1;
[XJ,YJ] = meshgrid(Jx(p,:),Jy(q,:));
ZJ(k).mat = XJ.*YJ;
end
end

if (doplot)
k=0;
space = 1.5;
figure (1) ;hold on;
for p=1:N+1
for g=1:N+1
k=k+1;
xp = x + (p-1)*(2+space);
yq = y + (gq-1)*(2+space);
[XP,YQl=meshgrid (xp,yq);

surf (XP,YQ,ZJ(k) .mat, ’LineStyle’, ’none’);

end
end
end

end

return
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