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これまで, 種の時間変化に対する個体群動態を記述した数理モデルの漸近挙動が広く考察されてき

た. 本論文では, 微分方程式および差分方程式によって記述された時間遅れをもつ数理モデルにおける

平衡点の安定性解析に関する結果を述べる. 具体的には, 研究テーマを以下の 3項目:

• 時間遅れをもつ協力型 Lotka-Volterra モデルのパーマネンス条件

• 非線形接触項および時間遅れをもつ感染症モデルにおける内部平衡点の大域漸近安定性

• 連続時間モデルにおける平衡点の大域安定性を保つ離散スキームの導出

に大別し, 研究成果を紹介する.

第 1章では, 以下の時間遅れつき協力型 Lotka-Volterra モデルを考える (Lu, Lu (2008) 参照). x′1(t) = x1(t)(r1 − a111x1(t− τ)− a211x1(t− 2τ) + a112x2(t− τ)),

x′2(t) = x2(t)(r2 + a021x1(t) + a121x1(t− τ)− a022x2(t)− a122x2(t− τ)), τ ≥ 0.
(1.1)

ただし, ri > 0, akij > 0, (i, j = 1, 2, k = 0, 1, 2) である. 以下の初期条件:{
x1(θ) = ϕ1(θ) ≥ 0, θ ∈ [−2τ, 0], ϕ1(0) > 0,

x2(θ) = ϕ2(θ) ≥ 0, θ ∈ [−τ, 0], ϕ2(0) > 0
(1.2)

の下で (1.1) がパーマネント, すなわち, ある正定数 mi, Mi (i = 1, 2) が存在して (1.2) を満たす任意

の ϕi (i = 1, 2) に対して

mi ≤ lim inf
t→+∞

xi(t) ≤ lim sup
t→+∞

xi(t) ≤Mi, i = 1, 2

が成立するための十分条件を考える. 競争型モデルや捕食者 · 被食者型モデルとは対照的に, (1.1) のよ

うな協力型モデルがパーマネントであるためには, 係数に対して τ に依存した条件が要求されるだろ

う, と多くの研究者により示唆され, 生物学的にも幅広い関心を集めている. その一方で, (1.1) がパー

マネントであるための時間遅れに無関係な新しい十分条件を提案し, 以下の定理を得た.

定理 1.1. a111a
0
22 > a021a

1
12 かつ a211a

0
22 > a121a

1
12 ならば, 系 (1.1) はパーマネントである.

定理 1.1を得るための解析手法における独自性は, Nakata, Muroya (2010)によって構築された x1(t)

および x2(t) の上極限評価手法と Wang, Ma (1991) の研究に端を発する境界 Lyapunov 汎関数法の

応用により得られる x1(t) および x2(t) の下極限評価手法を組み合わせた点にある. さらに, Nakata,

Muroya (2010) により提案された (1.1) のパーマネンス条件に関する結果を一般次元に拡張した.

第 2章では, 以下の時間遅れつき SIRS (Susceptible-Infected-Recovered-Susceptible) 感染症モデル

を考える. 
S′(t) = B − βS(t)

∫ h

0

f(τ)G(I(t− τ))dτ − µS(t) + δR(t),

I ′(t) = βS(t)

∫ h

0

f(τ)G(I(t− τ))dτ − (µ+ γ)I(t),

R′(t) = γI(t)− (µ+ δ)R(t), h ≥ 0.

(2.1)
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ただし, B > 0, β > 0, µ > 0, γ > 0, δ ≥ 0, f ∈ C([0, h],R+),
∫ h

0
f(τ)dτ = 1 である. 初期条件は以下

の通りである.

S(0) = ψ1(0) > 0, I(θ) = ψ2(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h, 0], ψ2(0) > 0, R(0) = ψ3(0) > 0. (2.2)

また, 感染個体との非線形接触を特徴付ける関数 G は以下の 2つの仮定を満たす.

(H1) G(I) は [0,+∞) 上連続かつ単調増加で G(0) = 0 である,

(H2) I/G(I) は (0,+∞) 上単調増加かつ limI→+0(I/G(I)) = 1 である.

このとき, (2.1) の解 (S(t), I(t), R(t)) は [0,+∞) 上ただ一つ存在し, すべての t ≥ 0 に対して

S(t) > 0, I(t) > 0, R(t) > 0 であり, limt→+∞(S(t) + I(t) + R(t)) = B/µ が成立する. また, 基本再

生産数 R0 を以下のように定義する.

R0 =
Bβ

µ(µ+ γ)
.

この基本再生産数は「単位感染個体群が生産する 2 次感染個体群密度」を表し, 感受性人口集団への

伝染病の侵入条件を与えるための閾値 (threshold) として重要な役割を果たしている. (2.1) は常に境

界平衡点 E0 = (S0, 0, 0), S0 = B/µ をもつ. また, R0 > 1 ならば, (2.1) は E0 に加えて, ただ一つの

内部平衡点 E∗ = (S∗, I∗, R∗), S∗ > 0, I∗ > 0, R∗ > 0 をもち, 次を満たす.

B − µS∗ − βS∗G(I∗) + δR∗ = 0, βS∗G(I∗)− (µ+ γ)I∗ = 0, γI∗ − (µ+ δ)R∗ = 0.

はじめに, δ = 0 の場合, 双線形接触項を含む遅れつき SIR (Susceptible-Infected-Recovered) モデ

ルにおいて McCluskey (2010) によって構築された Lyapunov 汎関数を用いた解析手法および非線形

接触項を含む遅れなし SIR モデルにおいて Korobeinikov (2007) によって構築された Lyapunov 関数

を用いた解析手法の組み合わせにより, 以下の命題を得た.

命題 2.1. δ = 0 とする. このとき, R0 ≤ 1 ならば (2.1) の境界平衡点 E0 は大域漸近安定であり,

R0 > 1 ならば (2.1) の内部平衡点 E∗ は大域漸近安定である.

ここで, (2.1) の平衡点 E0 (resp., E∗) が大域漸近安定であるとは, E0 (resp., E∗) が一様安定であ

りかつ (2.2) を満たす任意の ψi (i = 1, 2, 3) に対して, (2.1) の解が limt→+∞(S(t), I(t), R(t)) = E0

(resp., limt→+∞(S(t), I(t), R(t)) = E∗) を満たすことである. さらに, この結果を非分離形の非線形接

触項を含む時間遅れつき SIR モデルにおける平衡点安定性解析にも拡張した.

一方, δ ≥ 0 の場合においても, 基本再生産数の値ごとに対応したリャプノフ汎関数を構成し, open

problem であった内部平衡点の大域漸近安定性に関して以下の定理を得た.

定理 2.1. (i) R0 ≤ 1 ならば, (2.1) の境界平衡点 E0 は大域漸近安定である.

(ii) R0 > 1 かつ

µS∗ − δR∗ ≥ 0 (2.3)
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ならば, (2.1) の内部平衡点 E∗ は大域漸近安定である.

定理 2.1 は McCluskey (2010) の SIR 感染症モデル (δ = 0) から SIRS 感染症モデル (δ ≥ 0) への大

域解析に関する拡張結果である. さらに, (2.3) は h に無関係な条件式であり, 以下の定理によって, 与

えられた R0 に対して内部平衡点 E∗ が大域漸近安定であるための δ の具体的範囲を得た.

定理 2.2. R0 > 1 とする. このとき, 以下の条件:
0 ≤ δ < +∞, for 1 < R0 ≤ 1 +

µ

γ
,

0 ≤ δ ≤ δ :=
µ

R0

1+µ
γ
− 1

, for R0 > 1 +
µ

γ

(2.4)

が成り立つならば (2.3) が成り立つ. 特に G(I) = I のとき, (2.3) と (2.4) は互いに同値である.

さらには, 単調反復法 (モデル変数の上極限, 下極限により構成された反復列が内部平衡点に収束する

ための係数条件を考察する方法) の適用により, δ が十分大きいならば, (2.1) の内部平衡点が大域漸近

安定である結果も得た. 上記手法は SIS (Susceptible-Infected-Susceptible) モデルや viral infection モ

デルをはじめとする多くの時間遅れつき感染症モデルにおける平衡点の安定性解析にも応用できる.

第 3章では, 第 2章で紹介された連続時間 SIR モデルのもつ内部平衡点の安定性を保つ離散スキー

ム導出に関する研究報告を行う. 離散時間モデルにおいても, 上記連続時間モデルのもつ平衡点の安定

性を保つ離散スキーム導出に関する研究が広く行われてきた. McCluskey (2010) が与えた Lyapunov

汎関数の時間微分における対数関数項の式変形の適切な差分化に着目し, 後退オイラー法のバリエー

ション (a variation of backward Euler method) を用いて離散化された以下の差分モデルを考える.

s(p+ 1)− s(p) = B − βs(p+ 1)
m∑
j=0

f(j)i(p− j)− µ1s(p+ 1),

i(p+ 1)− i(p) = βs(p+ 1)
m∑
j=0

f(j)i(p− j)− (µ2 + γ)i(p+ 1),

r(p+ 1)− r(p) = γi(p+ 1)− µ3r(p+ 1), m ≥ 0.

(3.1)

ただし, B > 0, β > 0, µi > 0 (i = 1, 2, 3), γ > 0, f(j) ≥ 0 (j = 0, . . . ,m),
∑m

j=0 f(j) = 1 である.

(3.1) は常に境界平衡点 Ẽ0 = (s0, 0, 0), s0 = B/µ1 をもつ. また, R̃0 = Bβ
µ1(µ2+γ) とおくと, R̃0 > 1 な

らば, (3.1) は Ẽ0 に加えて, ただ一つの内部平衡点 Ẽ∗ = (s∗, i∗, r∗), s∗ > 0, i∗ > 0, r∗ > 0 をもつ.

このとき, 以下の定理を得た.

定理 3.1. R̃0 ≤ 1 ならば, (3.1) の境界平衡点 Ẽ0 は大域漸近安定であり, R̃0 > 1 ならば, (3.1) の内

部平衡点 Ẽ∗ は大域漸近安定である.

連続時間モデルにおける安定性結果と同様に, 上記手法を分離形の非線形接触項を含む時間遅れつき差

分モデルにおける平衡点の安定性解析に拡張した.

第 4章では, 関連する話題について考察を与え, 第 5章では, 今後の検討課題と展望を述べる.
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