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Este trabalho incide sobre as propriedades relativisticas e termodindmicas da matéria de modo a
se obter dados para universos de fluidos em contraste com universos de poeira. Com o auxilio de uma
simulacdo em python, € estudado o comportamento destes universos, dando especial atengao as

consequéncias das propriedades fluidas da matéria negra fria.

This paper focuses on the relativistic and thermodynamic properties of matter in order to obtain
data for fluid universes as opposed to dust universes. With the help of a simulation in python, we study
the behavior of these universes, giving special attention to the consequences of the fluid properties of cold

dark matter.



Introducao

O trabalho descrito neste texto baseia-se em conceitos ao alcance de qualquer
um com um conhecimento simples de matematica e fisica.

No Universo existem varias entidades, como a matéria, a radiacao e energia
negra, cada uma com caracteristicas diferentes e cada uma interferindo na evolucdo do
Universo de maneira diferente.

A matéria negra, teorizada em 1934, tem sido uma das areas mais estudadas em
Relatividade Geral. Recentemente, com o auxilio da teoria da Supersimetria, foi
postulada o que podera ser a particula de matéria negra. Os valores de massa desta
particula ainda ndo sdo conhecidos com precisdo. Apesar disso, conhecem-se os limites
da massa desta particula.

O Universo ¢ uniforme em larga escala, portanto, este trabalho, baseou-se num
modelo em que cada uma destas entidades se comporta como um fluido uniforme. Um
gas fluido difere de um gas de poeira pela presenca de uma pressao, que interfere com
as equacgdes de Friedmann. Esta pressdao deve ser calculada através de um conjunto de
equagoes da fisica estatistica.

A massa das particulas de um gas interfere com as propriedades termodinamicas
deste, como a pressao, que, por sua vez, interfere com a evolucao do universo a larga
escala, cujas consequéncias serdo estudadas neste trabalho.

O primeiro capitulo descreve algumas bases da Relatividade Restrita e um pouco
do formalismo usado.

No segundo capitulo, descreve-se um pequeno resumo da Relatividade Geral e
uma visao simples de como chegar as equacdes diferencias desta.

O terceiro capitulo € reservado a aplicagdo dessas equagdes diferenciais ao
universo e algumas das solugdes obtidas para um universo Homogéneo e Isotropico a
grande e pequena escala.

Enquanto que os trés capitulos anteriores se restringem a area da Cosmologia, o
quarto capitulo descreve equacdes da termodindmica, ou fisica estatistica, para gases,
que permitirdo obter as grandezas necessarias para as equagoes obtidas no capitulo trés.

O quinto capitulo descreve o trabalho realizado na simulagao a partir dos dados

obtidos pela WMAP e apresenta as respectivas conclusdes.






Capitulo 1

Da Relatividade Restrita

No inicio do século XX dois grandes pilares foram erguidos para suportarem a
Fisica. Um dos quais, a mecéanica quantica, tem evoluido desde entdo, tendo ganho
muitos adeptos € novos ramos. Desde a Fisica de Matéria Condensada, a Bariogénese, a
(QED) Electrodinamica Quantica, todas elas se ligam a esta teoria base. Conquistou o
chamado “Modelo Padrdao” e ainda hoje ¢ uma teoria extremamente promissora, tendo
em conta que € uma teoria com o historial de apenas um século.

A Relatividade, por outro lado, tem estado na ciéncia hd cerca de 500 anos.
Desenvolvida inicialmente por Galileu, a teoria também evoluiu bastante desde esse
tempo, ganhando um lugar especial na Fisica.

A Relatividade Galileana mantinha o principio de que o espaco e o tempo seriam
absolutos, ou seja, as medidas de tempos e comprimentos seriam as mesmas

independentemente do referencial [1]:

t'=t (1.1a)
xX'=x—vt (1.1b)
y =y-—mnt (1.1¢)
z' =z—v,t (1.1d)

“O espago e o tempo sdo a tela para as leis da Fisica”. Pode parecer uma frase
um pouco poética, no entanto, ¢ uma frase muito mais literal que o que aparenta, como
se verd mais tarde.

A nova relatividade, a Relatividade Restrita, comegou apds o aparecimento do
Electromagnetismo unificado de Maxwell.

As equagdes de Maxwell, para qualquer referencial [2,3]:



V-E=£ (1.2a)
€o

V-E=0 (1.2b)

VxE = -2 (1.2¢)

- o -> (’)E

VXB = ,u()] + 80,1105 (12d)

Rescrevendo as equagdes para o vacuo (p=J=0) permanecem apenas as
componentes induzidas, ou transversas. Usando a identidade [3,16] VXVXA = V-

(V . ff) — V24 adquirem-se as equagdes [2,3]:

= d2E

V2E = Eolo 55 (1.3a)
= 9%B

VZB = Eoﬂoﬁ (13b)

Comparando estas equagdes com a equagao de onda:

%% _ 2y2
5z = VY (1.4)
Conclui-se facilmente que ,/souo_ =299792458™/s=c ¢é o valor da

velocidade de propagagdo de uma onda electromagnética (EM) no vécuo, tendo mais
tarde se comprovado que a luz ¢ uma onda EM.

O problema que surge destas equacdes € que estas simplesmente nao tém
qualquer ponto de referéncia. A partir deste momento na historia a Fisica comegou a
fracturar-se. De um lado, a Mecanica Classica, defendendo o absolutismo do espago e
do tempo, previa que a luz teria uma velocidade ¢ para o referencial em que ela seria
produzida, ganhando ou perdendo velocidade em outros referénciais. E um pequeno
fragmento da Fisica, o Electromagnetismo, que afirmava que a velocidade da luz era
apenas ¢. Modelos foram propostos, tentando validar a Mecanica Classica, pois parecia
muito contra-intuitivo e contra a relatividade de Galileu (1.1) que qualquer que fosse o
referencial a velocidade da luz seria sempre uma constante.

Surpreendentemente, o Electromagnetismo passou os testes, e partindo do

simples principio de que a velocidade da luz no vécuo ¢ c, meio século depois do



Electromagnetismo ter surgido, a perspectiva do espaco ¢ do tempo absolutos seria
quebrada.
Portanto, com estas caracteristicas do EM, ¢ possivel definir dois principios

simples que serdo as bases da nova mecanica [1]:

* A velocidade da Luz ¢ a mesma para qualquer observador

* As Leis da Fisica sdo iguais em todos os referenciais inerciais.

Com o aparecimento da Relatividade Restrita surge o conceito de espago-tempo,
uma unica entidade cujas propriedades abriram um leque de efeitos novos. Esta teoria
enrola o espaco com o tempo, com uma mudanca de referencial o espago e o tempo

rodam entre si (de forma hiperbolica em contraste a uma forma esférica) [1]:

= v (t _ vxx+vyy+vzz)

C2
x'=x—yut + 2@ - D(v, + v, +v,) 1
o ;comy = = (1.5)
! Yy v
Y =y =yt + = D + vy +v,) 1-(9)
z' = z—yvzt+—(y— 1) (v, + v, + v,)
O referencial pode ser reorientado ficando:
~r(t-5)
_ 1
y(x—vt);comy = — (1.6)
Y=y 1-(3)
z'=2z

Mais propriamente, € como que num espirito de unido, a grandeza do tempo fica
descrita em unidades de espago como o produto ct.

E possivel utilizar as novas grandezas (1.5) para criar o que é designado por um
invariante, uma grandeza que ndo se altera perante uma mudanca de referencial. A

primeira €:

2 = (ct)? —x%? —y? — 72 (1.7a)



st =(ct):—x"*—y'*—2"7 (1.7b)

sz =s'"? (1.8)

Este invariante, como muitos outros na Relatividade Restrita tem uma forma
hiperbdlica em contraste com uma forma esférica (s? = (ct)? + x? + y? + z?). Caso
fosse esférica, esta grandeza poderia ser descrita como o quadrado da norma de um
vector:

s?2=5-5;coms = (ct,x,y,2) (1.9)

No entanto, ¢ possivel definir o vector, ou mais correctamente, o tetravector

posi¢do X:

ct

X =x* = (ct,X) = (ct,x,y,z) = (1.10)

N R

E possivel replicar o invariante (1.7) se considerar o produto do tetravector X

—
com um tetravector x':

X = x, = (ct,—X) = (ct,—x,—y,—2) = : (1.11)

Usando a nota¢do de Einstein, que subentende um somatorio num determinado
indice, quando, num produto de dois factores, estes tém esse mesmo indice em comum.

Designa-se por contrac¢ao de indices, ja que a grandeza resultante ndo os contém:

—
!

X-x'=Y4_ xtx, = xtx, = (ct)? — x? —y% — 7% = 52 1.12
u=0Xx"Xy n y
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Grandezas vectoriais, como o primeiro tetravector (1.10), caracterizam-se por ter
indices contravariantes, enquanto que as grandezas como o segundo tetravector (1.11)
se caracterizam por ter indices covariantes.

E possivel converter covariantes em contravariantes e vice-versa através da

matriz de métrica da seguinte forma [1]:

1 0 0 0
0 -1 0 0
W = =

0 0 0 -1
1 0 0 O0]fet ct
_ v_|0 -1 0 0 ]x|_[—x

=90 =10 o Z1 olly|T |-y (1.14)

0 O 0 -—-1llz -z

No entanto, se as coordenadas ndo forem cartesianas, a matriz de métrica
adquire uma forma diferente. Por exemplo, para coordenadas esféricas, muito usadas em

Relatividade Geral, e cujos vectores sdo:

ct
. r
X =xt= 9 (1.15)
®
A matriz de métrica adquire a forma:
1 0 0 0
0 -1 0 0
g = 0 0 2 0 (1.16)
0 0 0 —7r?(sin8)?
Portanto, € possivel escrever o invariante (1.7) juntando (1.10) e (1.14):
s? = x,xV = xtg,,xY (1.17)
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Esta quantidade s (ou 6) ¢, normalmente, designada por tempo proprio. O tempo
proprio € o tempo medido no préprio referencial, ou seja no ponto 0 espacial, pegando
em (1.7) obtém-se:

s2=52=(cth)? = (co)?;comx' =y ' =2'=0 (1.18)

Enquanto que, para um referencial externo, tem-se:

(co)? = (ct)®? —x* —y? —z> =y 2(ct)%;comy =

Deve-se, ainda, considerar um diferencial de tempo proprio para adquirir as

grandezas seguintes, mais uma vez usando (1.7):

c?do? = c?dt? — dx? — dy? — dz? (1.20)

Quando o valor ¢ positivo, designa-se por uma variagdo ou intervalo do tipo
tempo. Quando a diferenca entre dois pontos, ou eventos, ¢ do tipo tempo, estes dois
eventos podem estar dentro da mesma linha de causalidade, ou seja, um dos eventos
pode ser causa ou efeito do outro. Pode ainda afirmar-se que um deles se situa dentro do
cone de luz do outro, ja que este limita as linhas de causalidade.

Quando o valor do tempo proprio € negativo, o intervalo designa-se por ser do
tipo espaco, sendo que dois eventos separados por um intervalo do tipo espago nao
podem ser causa-efeito um do outro.

Finalmente, quando o valor do intervalo ¢ 0, designa-se por ser um intervalo do
tipo nulo, ou luz, pois um dos eventos assenta sobre o cone de luz do outro.

O vector seguinte ¢ o vector de velocidade, este tetravector calcula-se

diferenciando o tetravector posi¢ao pelo tempo proprio [1]:

=yt =2 = (1.21)

uk = (yet,yv) = y(c,v*,v?,v?) (1.22)

12



A norma hiperbolica deste tetravector, daqui em diante designada por norma, ¢

também um invariante:

2_.2
uﬂuﬂ — VZ(CZ _ ,UZ) — (C 1:;2) — CZ (123)

c2

Continuando € possivel criar o tetravector aceleragdo a partir do tetravector

velocidade [1]:
at = — (1.24)

Finalmente um dos invariantes mais importantes ¢ a norma do tetravector

momento [1]:

= (£5) = Crr) 439
php, = (g)z — p? = m?c? (1.26)

Relatividade implica que ¢ possivel mudar de referencial sem que as suas
grandezas invariantes se alterem. Estas mudancgas sdo atingidas matematicamente
através de matrizes de Lorentz [1], usando as transformacdes (1.5) que representam

“boosts™ (1.28), e a estas podem ser aplicadas rotagdes para obter matrizes de Lorentz:

x'" = LF,xV (1.27)
7 v v
14 Y= Y= Y-
x x2 X1,V X1,Z
y= 1+ - ¢-D0 G-D
Lk, = 5 o 2 oz (1.28)
v— ¢-D— 1+0¢-DF ¢-D—
z X,,Z Vo, Z z2
—r= -D5Y -D 1+ G -D
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Convém notar que, este tipo de transformacdes, ¢ sempre feita entre dois
referenciais inerciais. Uma transformac¢do dupla, ou seja, uma mudanca do referencial A
para o B seguida de outra mudanca de referencial do B para o C ndo equivale
necessariamente a uma mudanca de referencial de A para C. E preciso ter em atengdo

que a adicao de velocidades nao ¢ aplicada neste tipo de operacoes:
LEy(vy +vp) # L5 (v LP , (v,) (1.29)

E importante ainda conhecer um Gltimo tetravector, o tetravector gradiente, que

¢ definido como:

gr =2 — ( 9 _V) = aax (1.30)

- dxy cat’

-9 _ (o g\_|o
a“_ax”_(cat'v)_ 0 (1.31)

Estes tetravectores permitem o aparecimento de propriedades interessantes.
Definindo um tetravector densidade (de matéria ou carga), com J' sendo as componentes

do vector fluxo (de matéria ou corrente):

cp

J#=(cp.]) = fy (1.32)
]Z

Aplicando o gradiente relativistico a este tetravector e igualando-o a 0, adquire-

se a equagao de continuidade:

14



M, =0 =L+V-[=0e (1.33)
o®=_§.J 1.34
% = 7] (134)

Em relatividade Geral, muitas vezes esta derivada aparece com uma notagao

especial, com uma virgula em indice. Assim, rescrevendo (1.33) nessa notacao, tem-se:
[T
JEu=0

O EM, que despoletou a pesquisa pela Relatividade Restrita ¢ ele préprio
intrinsecamente relativistico. Assim, ¢ possivel construir um tensor EM, cujo produto
interno € um invariante. Neste caso, ndo se tratara de um tetravector, mas de uma
matriz, ou tensor de 2% ordem. O Tensor de Faraday deve conter as 6 componentes dos
Campos Eléctrico e Magnético. No entanto, para construir este tensor, inicia-se de uma
forma mais simples. Os campos Eléctrico e Magnético sdo derivados de potenciais (o
potencial eléctrico e potencial vector), que podem ser encontrados com as equagdes

(1.2) [2,3]:
A-V-V=E (1.35a)

—VxA =8 (1.35b)

Com um escalar e um vector de natureza semelhante, tal com o espago € o

tempo, a energia € 0 momento, organiza-se o tetravector potencial:
Ak = (cV, A) = (cV, A*, A7, A7) (1.36)

Como os potenciais sao definidos a menos de uma constante, um produto interno

de (1.31) com (1.36) pode ser calibrado para qualquer valor a escolha do leitor:

9,4k =7 (1.37)

15



Por exemplo, designa-se por calibre de Lorentz quando este tltimo ¢ 0.
Contudo, definindo o produto de modo a nao contrair os indices o resultado ¢ o

Tensor de Faraday ou tensor EM [2, 3]:

otAY — 0VAH = FWY (1.38)
0 -— E¥ _EY _ E"]
Cc Cc [
£ o -B* B
FHv =] ¢ (1.39)
2 B 0 -B
E _pv Bpr 0
. |
Ou:
C C c
£ 0 -p B
F. = (1.40)
-2 Bt 0 B
~E _py B* 0
A |
Como se pode ver, o tensor de Faraday, € um tensor anti-simétrico F#V = —FV#

O produto interno deste tensor ¢ também um invariante:
E 2
Fpy WV = 2 <32 - () ) (1.41)

Com os campos sob a forma de tensor, ¢ possivel escrever duas das equacdes de
Maxwell, nomeadamente a geracdo de campos Eléctricos ¢ a indugdo de campos

Magnéticos, da seguinte forma:
o F* =Jv (1.42)

Para escrever as equagdes que restam pode-se usar a seguinte formula:

16



ayFaﬁ + aaF[;y + aﬁFya =0 (143)

Todavia com esta forma, pode ser muito complicado obter-se as equagdes. Uma
forma mais simples implica apenas que se defina um tensor, cujas componentes
Eléctricas sdao trocadas pelas Magnéticas, e afirmar que ndo existem mono-pdlos

magnéticos. Assim, as equacdes restantes adquirem a forma de (1.42).

F#(B,E) = F*'(E,B) (1.44)
Jmt =0 (1.45)
9, F* =0 (1.46)

O leitor poderd perguntar o porqué de se dar tanta importancia ao EM em
relatividade restrita. Muitos dos efeitos da relatividade restrita ndo sdo visiveis no
quotidiano. Até a cerca de 1% da velocidade da luz os efeitos sdo praticamente
desprezaveis, € mesmo assim nao existem objectos no quotidiano que se movam
a 10,8x10%km/h.

No entanto, € possivel verificar que os efeitos relativisticos convertem Campos
Eléctricos em Campos Magnéticos. Supondo um Campo Eléctrico de uma carga no seu
referencial, ou seja, num referencial estacionario, ao observar essa carga em movimento
num referencial externo, verifica-se o aparecimento de um Campo Magnético. Pode-se
verificar que aplicando um conjunto de transformadas de Lorentz a um Tensor de
Faraday puramente Eléctrico neste surgem Campos Magnéticos. Aplicam-se duas

transformadas pois trata-se de um tensor de segunda ordem:

i EX EY EZ1
0 == = -=
Ex
po | 000 (1.47)
EY ’
Z 0 o o0
Z 0 o0 o0

17



Ff = Fmv, oL F (1.48)

Estes efeitos sdo passiveis de ser interpretados como sendo o Magnetismo uma

correcgao relativistica da Electrodindmica.

18



Capitulo 2

Da Relatividade Geral

A Relatividade Geral, apesar do nome, ndo ¢ tdo simples como generalizar a
Relatividade Restrita (RR). De facto, a Relatividade Geral (RG) generaliza a RR para
admitir referenciais acelerados. Ao faze-lo a for¢a de gravidade torna-se apenas uma
forca inercial (semelhante a forga centrifuga ou de Coriolis).

Mas comecemos pelo inicio. No fim do séc. XVII, Isaac Newton unificou as
forcas da queda, estudadas anteriormente por Galileu, com a sua lei dos corpos em
queda, e as forcas que mantinham os astros em movimento pelo céu, estudados por
muitos outros curiosos € culminado com as leis de Kepler.

A lei da Atraccdo Universal foi, para a época, um avang¢o espantoso na
compreensao da natureza, esta lei obtinha os resultados das leis de Kepler quando
aplicado aos astros. Quando aplicado a uma escala mais pequena, como a humana,

adquiria a forma da lei dos corpos em queda de Galileu:
F=G6"¢ 2.1)

A propria forca € coerente com a 3% lei de Newton. Analisando a equacao ¢ facil
ver que um corpo que atraia um segundo corpo ira sofrer uma forca de atrac¢do igual
mas em sentido oposto. Na RG isto surge de forma menos directa.

A RG inicia-se com o tensor de métrica (1.13) pois este representa a forma do
espaco-tempo e portanto de extensdes entre dois pontos deste.

O tensor de métrica ainda se define como g*¥, mas o tensor de Minkowski,
cujos valores sdo (1.13), define-se como n#*", e qualquer alteracdo h*" na métrica pode

ser descrita como [4]:

gty =n*v + (2.2)

19



Quando o tensor de métrica, ou apenas métrica, tem a forma (1.13), o tensor
designa-se por ter a métrica de Minkowski e o espago ¢ Euclidiano. Isto €, um espaco(-
tempo) Euclidiano ou plano, obedece a todos os Axiomas ou Postulados de Euclides.

Estes postulados permitem o chamado paralelismo de Euclides:

Para uma recta, dado um ponto, ¢ possivel definir uma e uma s6 recta que,
passando por esse ponto com a mesma direc¢ao que a recta inicial seja paralela a recta
inicial.

Este paralelismo implica que, para duas rectas paralelas, a distancia entre as
estas ndo varia ao longo das rectas. Implica também que a soma dos angulos internos de
um triangulo seja 180°.

Contudo, quando a geometria ndo € plana, este paralelismo ja ndo se verifica.

Num espago de curvatura positiva, como numa superficie esférica, duas rectas
nao colineares, com a mesma direc¢do, convergem num ponto com um angulo diferente
de 0, a soma interna dos angulos de um triangulo ¢ superior a 180° e a razdo entre o
perimetro de uma circunferéncia e o seu didmetro € inferior a n. Por outro lado, num
espaco de curvatura negativa ou hiperbolica, duas rectas ndo colineares, com a mesma
direc¢do, divergem, a soma interna dos angulos de um triangulo ¢ inferior a 180° ¢ a
razao entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu didmetro € superior a 7.

Para este tipo de espagos, ndo faz muito sentido falar em rectas, a distancia
minima entre dois pontos deixa de ser uma recta para ser denominada por geodésica.
Uma geodésica, € a linha mais curta entre dois pontos num espago curvo, mesmo que
esse espaco tenha curvatura 0.

E possivel calcular as equagdes de uma geodésica a partir de um principio
variacional.

A linha mundo de uma particula do tipo tempo entre dois pontos minimiza o
tempo proprio entre eles.

O tempo proprio entre dois pontos ¢ dado por [4]:

Tap = ff dt = ff ’ga[gdx“dxﬁ (2.3)

Descrevendo parametricamente as coordenadas x# como fun¢do de uma variavel

v que varie entre 0 no ponto A e 1 no ponto B o tempo proprio entre os dois pontos €:

20



dx® dxB
tap = Jy d¥ |Gap oo (2.4)

As linhas mundo que minimizam o tempo proprio para esta equacao sao as que

satisfazem as equagdes de Lagrange:

d oL aL

E(a(dxa/dy))  oxa (2.5)
df ) = dx? dxf

L(%x7) = [9ap o 2.6)

Resolvendo o Lagrangiano obtém-se as equacdes do movimento, ou equagao da

Geodésica:

GT LT Y = () Lq _ dx® Lo d*x® 27
X%+ Tpxtx? = 0,comx® =—— e X% =—— (2.7)

u® + LLutu’ =0 (2.8)

Onde os coeficientes ['%

wv> chamados de simbolos de Christoffel [4,5,6], sdo

construidos a partir da métrica e das suas primeiras derivadas.

Ol g_ agyv agyu _ aguv
ng =2 (32 4 ) (2.9)

axk  axv  axY
Estas entidades tém propriedades de simetria:
Ih =L (2.10)
Observando as equagdes (2.7) ou (2.8), € possivel ver o aparecimento de

aceleracdes devido a componentes de velocidade, semelhante a aceleracdes devido a

forgas de inércia.
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Isto pode ser interpretado como o principio de equivaléncia, que afirma que nao
¢ possivel diferenciar um referencial acelerado de um referencial gravitico.

Estas sdo as equagdes que determinam o movimento dos corpos devido a
espagos-tempo curvos. Sao estas as equagdes que mostram os efeitos da gravidade sobre
os corpos. Os corpos movem-se sobre geodésicas pelo espaco-tempo.

No entanto, para encontrar as equacdes que originam a curvatura do espaco-
tempo, € necessario continuar a desenvolver as equagdes.

Se se imaginar dois corpos em geodésicas diferentes, entre elas existe uma
“distancia” que se vai alterando ao longo das linhas.

Para se saber o quanto esta distdncia se altera ¢ preciso definir uma derivada
covariante com uma geodésica.

Quando se faz uma derivada parcial de uma grandeza, em ordem a uma varidvel,
deve-se ter em atengdo a forma como esta variavel varia de ponto para ponto. Como se
esta a lidar com um espago-tempo que ndo € plano, a derivada ou gradiente ao longo de
uma geodésica varia, ndo sé porque os valores das grandezas sdo diferentes de ponto
para ponto mas também porque proprio espago-tempo, a base do gradiente, ¢ diferente
de ponto para ponto.

Define-se entdo a derivada covariante de um vector v na base de coordenadas o

como [4]:

B
VovP =20 + Thyv® (2.11a)
v
Vavg = — Topvs (2.11b)

No caso de se derivar um escalar, ndo aparece uma componente com Ffe.

Fazendo a derivada covariante de um tensor obtém-se [4]:

avP
X4 Thv, — TE Py (2.12)

V,vf, =

Pode-se ver que o vector velocidade u” tangente a uma geodésica obedece a

equacao:
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V,u® =0 (2.13)

Definindo agora um vector wh perpendicular a u” de uma geodésica de tal modo

que:
wru = Wﬁg[gau“ =0 (2.14)

Pode-se definir a aceleracao de w com a equagdo do desvio da geodésica [4]:
(V5V,ws)* = —R%ps, uPwour (2.15)

O tensor R“ﬁ&,, [4,5,6] conhecido como o tensor de Riemann ou curvatura de

Riemann, ¢ descrito pela equagao:

Ra _ar‘%)’_arfés_l_ra 1"0 _ 0(1—'9 216
BSY = 5 — 5 T Lsolpy — Lyelps (2.16)

Pontualmente, o tensor de Riemann pode aparecer completamente contravariante

[4]:

1 82gq 02gas 0%ggs  0%gp
R9 =R = —( Y _ & 4 ) 2.1
Gaolt"psy = Rapsy = 3\5xBoxd ~ oxPox? ' ox%ox?  9x@xdd (2.17)
Um tensor de quarta ordem e dimensao 4 tera 4*=256 componentes, no entanto,
devido a certas propriedades simétricas e anti-simétricas do tensor, estas sao reduzidas a

20:

Rapsy = —Rgasy (2.18a)
Rapsy = —Rapys (2.18b)
Rapsy = Rsyap (2.18¢)
Rapsy + Rasyp + Raygs = 0 (2.18d)

Com este tensor € possivel agora determinar quao curvo € o espago-tempo.
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O tensor de Ricci [4], ou tensor de curvatura, adquire-se pela contrac¢do do

primeiro e terceiro indices do tensor de Riemann, obtendo-se:
Rﬁ)/ = Raﬁay (219)

Este tensor contém as caracteristicas da curvatura do espaco-tempo.

Agora com este tensor, € possivel, a partir de um principio variacional, chegar as
equacdes de campo de Einstein. No entanto, num Lagrangiano ndo podem existir
grandezas tensoriais isoladas. Para este caso, pode-se obter o escalar de curvatura, ou

escalar de Ricci, que se obtém contraindo mais uma vez os indices do ltimo tensor:
R = g"R,, (2.20)

Apesar dos varios tensores aqui referidos, assume-se que o Lagrangiano dependa

apenas de uma métrica g*v e das suas derivadas:
S = [L(G",0,9",0,09",..)d*x (2.21)

O Lagrangiano de Einstein ¢ ,/—gR [6], onde o escalar ,/—g [6] esta

relacionado com as variaveis de integragdo e equivale a \/ —|g*|.

E possivel verificar que este Lagrangiano contém os valores da métrica e apenas
os valores das suas primeiras e segundas derivadas, ja que o tensor de Riemann contém
as segundas derivadas da métrica e este ndo ¢ mais derivado.

Portanto, com a ac¢do da seguinte forma [6]:

S=[\-gRd* (2.22)

E escrevendo as equagdes de Euler-Lagrange para este Lagrangiano, tendo em

atencao que este contém uma segunda derivada da métrica, obtém-se [6]:

6L oL 0L L
sghv — aghv <aguva> . + <ag#\/,aﬁ> s (2.23)

’ )
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Mas voltando a acg¢do, o principio da ac¢do minima ou estacionaria diz-nos que,
para uma variacdo local da métrica, a variagdo da accao ¢ 0. Considerando que a

contribuicao dos extremos ¢ 0 [6], chega-se a:
S=[,/-gRd*x & (2.24)
0=[6(/-gR)d*x & (2.25)

O escalar \/—g, que estaria acoplado a d*x, por depender de g’, também é

derivado:

0=[6(/—9)R+6R)/—gd*x & (2.26)

0= DR 4 2R Ty gy dhx e (2.27)

sgnv T sguy

Para o escalar de R usa-se a relagdao (2.20), enquanto que para o escalar da

métrica é tratado como um diferencial normal §(—g)/? = — % (—9)~Y258g [6]:
_ _ 6(g) R 5(9 Ruv) u J4
0= (5B =+ 2 [—g)5gh d*x & (2.28)

Para o determinante g usa-se a férmula de Jacobi [6] e conclui-se que 6(g) =

99"76(g,n) ou(9) = —99,,6(g"):

0=f(—- 0wl R L p [~DEg™d*x e (229

gtV 2y/-g
0= (99w % + Ry [—9)8g" d*x & (2.30)
0=[y=9 (~guwr+Ru)8g" d*x & 2.31)
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Obtém-se assim um tensor de segunda ordem conhecido como tensor de

Einstein:

R
Ruv = vy = Gy (2.32)

Pode-se ainda constatar que usando o diferencial §g,,, em vez de 6g*", se

obtém:

RV — ghv 2 = GHv (2.33)
Verifica-se entdo que:
oL v
9m =—/—gG (2.34a)
oL
3557 =96 (2.34a)

Também se pode verificar que:

oL
Visg =0=VuGH =0 (2.35)

Entdo, a conclusdo ¢ que as equacdes de movimento sao:

GH =0 (2.36)

No entanto este resultado esta errado, ou melhor, incompleto.

O tensor contém certas caracteristicas das dobras do espaco-tempo, mas afirma
que estas sdao 0. Isto apenas ¢ verdade no vacuo. O Lagrangiano considerado admitia
apenas que a ac¢ao se devia as dobras do espaco-tempo. Todavia, os efeitos da matéria
(e energia) ndo foram considerados.

Portanto, o novo Lagrangiano deve conter também a contribui¢do da matéria Ly,

para além da contribui¢ao do espaco-tempo L:
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O Lagrangiano da contribuicdo de matéria ¢ muito complicado, ndo s6 de se
definir, mas também de desenvolver na ac¢do, por isso mesmo, este nao sera definido

explicitamente aqui. Ainda assim, usando uma relacao semelhante a (2.34) [6] tem-se:

dLg
= [ZgGm
aguv g
0Ly

= [—gTH
aguv 9

(2.38)

J4

Aqui, o tensor de segunda ordem T#Y € o tensor Energia-Momento.

Este tensor contém muitas caracteristicas da matéria. Antes de mais, € um tensor
simétrico, o que quer dizer que T#¥ = T"#; de seguida as componentes deste tensor t€ém
todas unidades de pressdo ou densidade de energia, o que fard ainda mais sentido
quando se deparando com a componente 00, que ¢ efectivamente a densidade de energia
(relativistica) T°® = p. As outras componentes da diagonal sdo as componentes de
pressio ou deformagio T'' =P, T?? =P, T* =P, As componentes T =
TO, comi=1,2,3 representam a densidade de momento ou fluxo de energia.
Finalmente, as componentes que sobram representam a tor¢ao ou a rotacao.

O tensor energia-momento pode ser escrito, na mecanica de campos [15] como:

oL

W = —2 2% _ pgw (2.39)

Juv

Onde £ ¢ a densidade Lagrangiana do conjunto de campos € interacgdes a serem
analisadas.

Em cosmologia o tensor tem a seguinte forma, que sera usada mais tarde:

T% = u*uf(p + P) — g*FP (2.40)

Onde p ¢ a densidade energética de matéria (e radiagdo) e P a pressao.
Tendo agora o tensor Energia-Momento as equacdes do movimento adquirem a

seguinte forma:
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GW = 2kTW (2.41)

4G ~
Comk = —+ as equagdes finalmente tornam-se:

8TG

w o—
G =

THY (2.42)

Estas sdo as equagdes de campo de Einstein. E nestas equagdes que a Gravidade

¢ gerada, pois sdo estas que mostram os efeitos da matéria no espago-tempo.
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Capitulo 3

Da Cosmologia

Em 1917, dois anos apos a formulagcdo da Relatividade Geral, Albert Einstein,
tendo verificado que as suas equagdes (2.40) previam um universo dindmico, €
convencido que este seria estatico, acrescentou uma componente que seria coerente com
os postulados da RG, de modo a manter o universo estavel, denominada de constante
Cosmologica [5]:

e N 3.1)

No mesmo ano, Willem de Sitter aplicou as equacoes de campo de Einstein ao
Universo, extraindo toda a matéria contida nele e verificou que, mesmo sem matéria, o

universo seria dindmico.
G*W +gtA=0 (3.2)

No entanto, s6 em 1922 ¢ que, contando com as contribui¢des de varios fisicos,
estas equagdes foram utilizadas para descrever o universo.

A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) ou métrica de
Robertson-Walker ¢ consistente com um universo Homogéneo e Isotropico, o que ¢
exactamente o necessario para o trabalho aqui desenvolvido. Esta métrica [5,7] costuma

aparecer em coordenadas esféricas:

dr?
1-kr?

ds? = (cdt)® — Q(t)( + rzdﬂz), dQ? = dB? + de?sin?(0) (3.3a)

Qu reescrita na forma matricial:
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1 0 0 0
go|® e O 0 (3.3b)
0 0 —Q(t) r? 0 '
0 0 0 —Q(t) r?(sin 8)?

Para além do que ja é conhecido, aparecem nesta métrica dois pardmetros novos.
O primeiro Q(t) é chamado factor de escala e é o pardmetro que esta relacionado com o
tamanho do universo. O segundo ¢ k e é o parametro de curvatura do universo.

E possivel ver que para um valor de k = 0 a métrica torna-se a métrica de
Minkowski, e portanto o espago-tempo torna-se plano.

Para um valor de k = 1 o que se verifica é que o universo torna-se esférico, ou

eliptico, e fechado:
ds? = (cdt)? — Q(1) - (< + r2d0?) (3.4a)

Substituindo r por sin(y), obtém-se:

ds? = (cdt)? — Q(t) - (% +sin?(d0?) & (3.4b)
& ds? = (cdt)? — Q(t) - (dy? + sin?(x)dQ?) (3.4¢)

Tendo como base estas equagdes, nota-se que o universo € curvo e fechado, pois
de forma analoga a dQ? = d@? + de?sin?(0), duas coordenadas que representam uma
superficie esférica, tem-se dy? + dQ2sin?(x) o que implica que a coordenada y tem um
caracter curvilineo e forma o equivalente a uma superficie esférica tridimensional.

Para além disso, para um valor de k = —1 ¢é facil notar que o espago-tempo

torna-se hiperbolico, fazendo uma transformacao semelhante:

ds? = (cdt)? — Q(t) - (irrz + rdeZ) (3.5a)
ds? = (cdt)? = Q) - (Trags=+ sih?(1)d?) & (3.5b)
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& ds? = (cdt)? — Q(t) - (dy? + sih?(x)dQ?) (3.5¢)

Usando esta métrica e desenvolvendo-a usando as equagoes (2.7), (2.17), (2.19),
(2.20), obtendo um tensor de Einstein (2.33) e aplicando-o as equacdes de campo
(2.42), o conjunto de equacdes obtidas sdo conhecidas como as equagdes de Friedmann.

Para cada uma das 16 componentes (10, pois o tensor de Einstein e de Energia-
Momento sdo ambos simétricos) tem-se uma equagdo diferente. No entanto, usando-se
uma aproximacao de um fluido perfeito, ndo s6 nao existe fluxo de energia, como
também ndo existem componentes de rotacdo de matéria. Assim, apenas as
componentes da diagonal sdo diferentes de 0. O tensor (2.40) ¢ perfeito para estas
equagoes, pois a larga escala as entidades do universo podem ser consideradas como
fluidos perfeitos.

A componente 00 ¢ a seguinte [7]:

) 2A 4ATG
%—%=—:7(p+3p) (3.6)

A outras componentes da diagonal reduzem-se a [7]:
G, (9) 4 ke _ _sms
28+ (&) +% = P (3.7)

Estas equagdes de 2* ordem, estando acopladas, podem ser reescritas da seguinte

forma:

N 2

Q)" k2 24 _8nG
(Q) e+t =p (3.8)
p=-3(0+P) (3.9)

Estas sdo conhecidas como as equagdes de Friedmann ou Friedmann-Lemaitre e
sa0 muito mais simples, pois sdo equacdes de 1* ordem.

O valor % = H é o parAmetro de Hubble e tem unidades de tempo™1.
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Com efeito, a primeira equagao (3.8) descreve a evolucao do universo enquanto
que a segunda equacdo descreve a evolucdo das componentes, ou melhor, de cada

entidade do universo:
po==35(pi+P) (3.10)

As entidades mais conhecidas podem dividir-se em trés tipos de comportamento:
a radiacdo, a matéria nao relativistica e a energia negra. Apesar de existirem muito mais
tipos de comportamento mais complexos, neste trabalho s serdo considerados estes trés
e um comportamento de transicao.

Enquanto que para um universo de poeira, em que ndo se consideram as
interac¢des entre os constituintes das entidades, a Unica equagao relevante ¢ (3.8) e as
entidades comportam-se de forma simples p = p(Q), para este caso, a equagdo (3.9)

fica:
P, = —B%kipi, k; = constante (3.11)

No caso de um universo de fluidos, a equagdo (3.10) torna-se mais relevante
para a evolucao do universo.

Enquanto que o célculo da densidade de cada entidade se obtém da propria
equagao (3.10), acoplada a equacgao (3.8), a pressao de cada entidade € calculada por um
processo, que sera clarificado no capitulo seguinte.

Mesmo sem se conhecer qual € o processo, € possivel observar as consequéncias
do comportamento de cada entidade na evolucao do universo.

Comecando pelo caso mais simples, a matéria ndo relativistica tem um
comportamento bastante intuitivo. Sabe-se que para uma determinada quantidade de gas
(ndo relativistico) duplicado o volume desse mesmo gés a sua densidade passa para
metade. Da mesma forma, ao duplicar o tamanho ou o factor de escala do contentor,
dado que o volume octuplica, a densidade torna-se oito vezes menor. Assim, chega-se a

uma simples lei (3.11) para este tipo de comportamento:
Pmar € Q73 (3.12)
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Desta forma comportam-se tipicamente a matéria visivel do universo, como
protdes, electrdes, neutrdes etc., e a matéria negra fria.

Se em vez de um gas de matéria ndo relativistica, este for constituido por
radiacdo (matéria ultra-relativistica), o comportamento ¢ ligeiramente diferente. Com
um gas de radiagdo, ao aumentar o factor de escala para o dobro, este gas também se
espalha pelo espaco, diminuindo a densidade em oito. No entanto, deve-se considerar
que, ao esticar o espaco, os comprimentos de onda da radiagdo também sado esticados e a
densidade (energética) desce em mais um factor de dois. Assim, a lei (3.11) para

radiagdo torna-se:

Praa X Qy °XQ; " =Q~* (3.13)

Assim se comporta a radiacdo de fundo cdsmica, constituida por fotdes e
neutrinos.
Finalmente, a ultima entidade, a energia negra, pode ser considerada uma

entidade fazendo apenas a seguinte modificacdo na equagao (3.1):

81G 81G

GV + g A = TETHY & GHY = Z2TH — gV (3.14)
E, dado que se comporta como uma constante:
Pr=0 (3.15)

Dado que a densidade total ¢ a soma das densidades de cada entidade, a
evolugdo do universo, descrita pela equacdo (3.8), ¢ determinada pela entidade
dominante e pela curvatura do universo.

Considerando que o universo € plano (k=0), quando a entidade dominante ¢ a

matéria nao relativistica, a evolu¢ao do universo torna-se:

-\ 2

(%) = %(%) &, com o = const. (3.16)
ty 8nG o
= Q =
3c* Q
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e 00 = %0@

3c¢*

Q

2
671G 3\ 73
( /:_40t+ 0 /2> (3.17)

Com um universo dominado pela radiag¢do, obtém-se:

(%)2 83’;46 (04) &, com o = const. (3.18)

(:)Q=\[ /8”6 ot + Qy> (3.19)

Finalmente, para um universo dominado pela energia negra, o tipo de evolugao
verificado é:

-\ 2

(%) 83%0 ©,com o = const. (3.20)

811G
@ln(Q)z—La@
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8nG

& Q= Qpe V3’ (3.21)

Nao obstante, saber qual ¢ a entidade dominante no universo nao ¢
necessariamente suficiente para conhecer a evolucao deste. O parametro k, de curvatura
do universo, assemelha-se a uma constante do movimento nas equacdes de Friedmann.

O universo ser eliptico (ou esférico), plano ou hiperbdlico reflecte-se na evolucao deste:

0 2 ke? 86

o) T3P

0% = S PQP—kc? & (3.22)
. 8nG
Q=4+ E,DQZ — kc? (323)

Para um k positivo, o universo para a sua expansao e colapsa; para um valor de
k=0, o universo apenas para quando a densidade da entidade dominante chega a 0, o
que, para uma dominancia de matéria ndo relativista ou radiacdo, ocorre para Q=o0, ou
seja, o universo expande-se eternamente tendendo para uma expansdo nula. Ja para k
negativo nota-se que o universo tende para uma expansao constante.

A figura seguinte mostra a equagdo (3.22) para os trés possiveis valores de k e

para um universo dominado pela matéria ndo relativistica:
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Fig. 3.1 - Q2(Q) para o caso de k=1, k=0 e¢ k=-1. A linha horizontal representa
02 = 0.

A evolucao de cada um destes universos ¢ apresentada na figura 3.2. Observa-se
que, para um universo eliptico (ou esférico), este colapsa ap6s um limiar calculado em
(3.23), para o caso de um universo plano este tende para uma expansao nula e,

finalmente, para um universo hiperbolico este tende para uma expansao constante.

Fig. 3.2 - Q(t), para os trés tipos de curvatura. Os dois eixos iniciam no 0.
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No entanto, hoje em dia, cada vez mais os dados apontam ndo s6 para que o
universo seja verdadeiramente plano (k = 0), mas também para que existe uma
contribuicao considerdvel de energia negra nas equagdes de Friedmann. Portanto, a
partir de certo ponto, a dominadncia do universo € passada da matéria (nao relativistica)

para a energia negra, este efeito ¢ observado como uma aceleracdo na figura 3.3.

A>0

Fig 3.3 - Q(t), para k=0, para universos com e sem energia negra (A > 0). Os

dois eixos iniciam no 0.
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Capitulo 4

Da Termodinamica

E preciso notar que os exemplos do capitulo anterior foram simulados para uma
aproximacao de um universo de poeira. No entanto as simulacdes tratadas neste trabalho
foram feitas considerando uma aproximacao de fluido. Para este tipo de aproximagao, ¢
preciso considerar a equagdo de estado das entidades do universo.

Uma equagdo de estado relaciona as diferentes varidveis de estado e indica o
estado do sistema apenas com o valor destas, ndo requerendo o caminho percorrido por
elas.

Em termodinamica, as varidveis de estado relevantes costumam ser a
temperatura, o volume, a pressao, o numero de particulas, o potencial quimico, mas em
cosmologia a equacdo de estado ¢ dada pela relagdo da pressdo com a densidade

(energética), ficando apenas implicitamente dependentes das outras variaveis:

P =P(p) @.1)

A equacao de estado, em cosmologia ¢ dada pelo quociente entre a pressao ¢ a

densidade:
P
=— 4.2
w=" (4.2)

A equacdo de estado permite usar valores que ndo sdo previstos classicamente
para as equagdes de Friedmann.

As equagoes (3.10) tornam-se:

po=-30p(1+w) 4.3)
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Observando os casos extremos obtém-se as formulas apresentadas no capitulo

anterior.

Para um gés ideal, a equacdo de estado termodinamica é:

PV = NKT

A energia média das particulas de um gas ndo relativistico €:

U = Nxmc?

Portanto o valor da equacao de estado ¢:

PV =—IkT &
c
kT

S w= =~
mc?

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Este ultimo considera-se 0, pois para um gas nao relativistico a temperatura nao

pode ser muito elevada, caso contrario a energia das particulas serd suficiente para que

estas se comportassem de forma relativistica. Assim, aplicando este valor a (4.3),

obtém-se a equacgao (3.12).

Para um gés ultra-relativistico, a energia de cada particula ¢ diferente, alterando

a mecanica do gas, a energia média do gas surge de maneira diferente. A energia de

cada particula é:

E =pc=p*+p,° +p,°c
U=(E) = N{pl)c &

125 +py2 +pz° )

/px2+py2+pzz

& Ne(|Z]) = Ne

Recorrendo agora ao principio da equiparti¢ao, cuja forma ¢:

(4.8)

(4.9)

(4.10)
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i=1{a; (j—f)) = akT (4.11)

Aplicando a equagdo, considerando que g = p e i = 1,2,3 obtém-se:

U= NZL=1 c (pl \[m ) NZL=1 (pl (6Pi)> 3NkT (4-12)

Juntando esta solu¢do a equacao (4.4) obtém-se que:
0= § (4.13)

Com este valor na equagao (4.3), o resultado € a equagdo (3.13).

E assim possivel observar que a equagio de estado é um 6ptimo indicador do
caracter relativistico de uma entidade do universo e, portanto, do seu comportamento. E
curioso notar ainda que a pressdo, a caracteristica que distingue um fluido de poeira,
surge nestas entidades cosmoldgicas devido a efeitos relativisticos.

Enquanto que ndo tem um comportamento previsto classicamente, pode-se ver

como se comporta a Energia negra pelo lado direito da equagdo (3.14):

8mG

8mG
C4

c4

TH — gt = —=—TW' (4.14)

Analisando a componente da constante cosmoldgica como uma entidade no
tensor energia-momento, observa-se que, num referencial comovente (u®* = (1,0,0,0)),
esta entidade cosmoldgica tem os valores de energia e pressao simétricos. Representado
o tensor energia-momento desta entidade em coordenadas esféricas, a componente 00,
puramente temporal, e a 11, puramente radial indicam a densidade e a pressao,

respectivamente:

—-A 0 0 0
0 —2— o0 0
_Aghv = =kt (4.15)
0 0 Ar? 0
0 0 0 Ar?(sin6)?
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Assim o valor da equagao de estado ¢
w=-1 (4.16)

E aplicado a equagdo (4.3), obtém-se a (3.15).

Esta modifica¢do permite dinamizar a equacio (3.10). E verdade que, enquanto
que a equacgdo de estado depende apenas explicitamente da densidade e da pressao
w(p, P), esta depende implicitamente de outras variaveis como a temperatura € o
potencial quimico w(T,u), que, por sua vez, dependerdo do volume e do numero de
particulas w(Q, N) e do tipo de particulas que estdo a ser consideradas.

Chega-se entdo aos integrais termodinamicos. Comecando para uma distribui¢ao
de particulas considera-se inicialmente o que ¢ conhecido como o espago de fase, pois €

neste espaco que se distribuem os estados das particulas:

3 3
fdr=[2=E (4.17)

A constante h é a constante de Planck, cujo valor ¢ 6.626068 x 107! Js, que
indica o tamanho dos estados e permite que o valor do integral ndo tenha unidades.

As particulas ndo se distribuem igualmente pelo espaco de fase. Os estados mais
baixos de energia tém maior probabilidade de estarem ocupados € quanto maior for a
temperatura maior ¢ a probabilidade de os estados de energia mais elevados serem

ocupados. Portanto considera-se assim uma distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann:

E-
fus(E,T, 1) = e i (4.18)

Onde E ¢ a energia de cada particula em cada estado, T a temperatura das
particulas, p o potencial quimico e k ¢ a constante de Boltzmann, cujo valor ¢ de
1,3806503x10> J/K. O potencial quimico indica o valor de energia que um sistema
ganha ao se acrescentar particulas a esse.

Assim, o numero de particulas pode ser definido como o integral em todo o

espaco de fase para uma distribui¢ao de particulas:
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o _E-H
N=[ e krdl (4.19)

Como se pode ver, pela figura seguinte, alterando a temperatura, ¢ mantendo o
numero de particulas, a distribuicdo muda, mantendo, no entanto, a forma de uma

exponencial:

fus

Fig 4.1 - fy5(E). A linha 1 representa ma distribui¢do genérica das particulas
pelos estados. As outras duas representam a distribuicdo do mesmo n° de

particulas para uma temperatura superior (linha 2) e inferior (linha 3).

No entanto, ha particulas que podem ocupar mais que um estado com a mesma
energia. Essa quantidade chamada de degenerescéncia € colocada no integral como um

valor g:
o _E-H
N=g/[, e *’rdl (4.20)

Resolvendo parte do integral obtém-se a densidade de particulas:

® _E-p
N=gj e kTdl
0
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) E—u
oN= ij e ' dPxd®p &
0
oo E—u
<:)N=%Vjo e kT d3p &

N g (® En
@V=F,[0 e kT 4mp<dp &

en= %fooo pze_%dp (4.21)

O integral corre os valores de momento das particulas e portanto de energia, pois
esta depende do momento. Assim, resta a temperatura e o potencial quimico. A
temperatura indica como € que as particulas se distribuem pelos estados e o potencial
quimico tera o valor necessario para que o integral obtenha o valor de densidade de
particulas observado.

Tendo agora a forma de como estdo distribuidas as particulas, pode-se integrar o
produto desta distribui¢ao com o valor de energia de cada estado, obtendo-se a energia
do conjunto das particulas. Uma vez que a integragdo (4.21) da a densidade de
particulas, do integral obter-se-a a densidade energética, usando os mesmos valores de

temperatura e do potencial quimico:
4mg oo P _E-u
p=—J Exp%e ¥ dp (4.22)

O integral final € o que proporciona o valor de pressao para a distribuicao [7]:

4mg (oo p?c? 2
P=— —X
h3 J0 3E p

E—p
e kTdp (4.23)
Estes integrais ndo sdo, apesar de muito proximos, apropriados as entidades do
universo, dado que a funcao (4.18) representa uma distribuicao de particulas cléssicas, e
este tipo de distribuicdo aproxima-se de uma distribuicdo real para temperaturas
elevadas e densidades baixas. As particulas na realidade comportam-se de forma

diferente, dividindo-se em dois tipos: os fermides, que obedecem ao principio de
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exclusao de Pauli, e os bosdes, que ndo obedecem ao principio de exclusdo de Pauli.
Segundo este principio, duas particulas, ou dois fermides, ndo podem ocupar o mesmo
estado.

Os fermides, como quaisquer outras particulas, tendem a ocupar estados mais
baixos de energia, ocupando estados de maior energia com temperaturas elevadas.
Todavia, para temperaturas muito baixas, os fermides ndo podem cair todos para o
estado mais baixo de energia, sendo que tendem, por isso, a ficar distribuidos de forma
compacta.

A funcao de distribuicao € assim ligeiramente diferente. Para fermides, usa-se

uma distribuicao de Fermi-Dirac [7]:

fon (B, T, 1) = —=— (4.24)

e kT +1

Neste tipo de distribuicao, o potencial quimico tem um significado extra. Para

temperaturas muito baixas T = 0:

frp = LparaE < u
frp = 0,para E > u

Portanto, os fermides, para temperaturas baixas, compactam-se todos nos
estados com energia inferior ao potencial quimico, deixando os estados superiores
isentos de particulas. Como se pode ver na figura seguinte, para temperaturas mais
baixas, a forma da distribui¢ao ¢ bastante compacta e para temperaturas mais elevadas o

potencial quimico desce e a distribui¢ao tende para (4.18):
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fFD —

Fig 4.2 - fep(E). A linha 1 representa uma distribuicdo de fermides pelos
estados. As outras duas representam a distribuicdo do mesmo n°® de particulas

para uma temperatura superior (linha 2) e inferior (linha 3).

O outro tipo de particulas, os bosdes, tendem, como outras particulas, a ocupar
os estados mais baixos, ocupando os mais energéticos com temperaturas mais elevadas.
Contudo, quando as temperaturas baixam, os bosdes tendem todos a ocupar ndo os
estados mais baixos mas o estado mais baixo de energia, o que faz com que o estado 0
acumule muito mais particulas numa distribuicdo de bosdes do que numa distribuigao
de particulas classicas ou fermides.

Uma distribuicao de Bose-Einstein difere das outras duas distribuicdes (4.18)

(4.24) por uma pequena diferenca [7]:

for(E, T, 1) = =5 (4.25)

e kT —1

O que se observa ¢ que quando E tende para p o valor da distribuicao tende para
infinito, portanto o valor do potencial quimico para os bosdes nunca pode ser maior que
0. Na verdade, ¢ que o facto do potencial quimico nao poder subir mais do que 0 que da
origem a efeitos como o condensado de Bose-Einstein, que surge quando através da
integragdo (4.20) com (4.25), para temperaturas muito baixas, ndo se consegue obter a

totalidade das particulas no sistema. Isto faz com que uma quantidade finita, e nao
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infinitesimal, de particulas esteja no estado de energia minima. Mas este tipo de efeito

nao sera tratado aqui. Por exemplo, os fotdes, que sao bosdes, tétm o u=0, permitindo

que sejam criados e destruidos livremente.

A figura seguinte permite observar as distribui¢des para valores de temperatura

diferentes:

fBE

Fig 4.3 - fgg(E). A linha 1 representa uma distribuicao de bosdes pelos estados.
As outras duas representam a distribuicdo do mesmo n° de particulas para uma

temperatura superior (linha 2) e inferior (linha 3).
As distribui¢des sao entao:

. a = +1, fermides
fET, 1) =5 a = 0, classico (4.26)

ekl +a \ g = —1,bosdes

E os integrais sao:

n= T—ffow f(E,T,u)xp?dp (4.27)
p ="y EXF(ET,mxpdp (4.28)
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_ 4mg oo p?c? 2
P=—"]y 55 Xf(E,T,u)Xp*dp (4.29)

A radiagdo mantém sempre o mesmo caracter relativistico até as temperaturas de
hoje. Os fotdes t€ém uma temperatura de fundo do universo de 2,725 K [8] mas sdo
sempre relativisticos independentemente desta. Os neutrinos tém uma temperatura mais
baixa, de 1,91 K [7] mas a essa temperatura os neutrinos ainda t€ém uma energia cinética
muito superior a massa. A Energia negra ainda se considera como uma constante.

A matéria s6 se comporta de forma nao relativistica para temperaturas baixas,
um aumento elevado da temperatura leva estas entidades a comportarem-se cada vez
mais como a radiagdo. Portanto, os integrais (4.27), (4.28) e particularmente o (4.29)
sdo importantes para determinar os valores para a equacdo (3.10), mas ndo sdo
suficientes.

Para determinar o comportamento de cada entidade ¢ preciso determinar quatro
variaveis. A densidade p ¢ determinada pela equagdo (3.10), a pressdao P para esta
equagao, ¢ determinada pelo integral (4.29). Para este integral, ¢ necessario determinar o
potencial quimico p calculando o integral (4.28), sendo que apenas o valor correcto de p
obtém o valor determinado de p. Para cada um destes integrais ¢ necessario determinar a
temperatura T.

Para determinar T considera-se uma expansao adiabatica. Para um gas a equagao

da expansao adiabatica é:

PVY = const. (4.30)

O valor vy € o coeficiente adiabatico e

PQ3Y = const (4.31)

E com (4.4) a equacao torna-se:

TQ3Y~3 = const (4.32)

T o Q3737 (4.33)
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Para um gas nao relativistico o coeficiente adiabatico ¢ 5/ 3 © para uma gas ultra

ralativistico o valor ¢ 4/ 3 [13]. Os casos extremos sao entao:

T < é, nao relativistico
! (4.34)
T o’ ultra relativistico

Determinar a temperatura das entidades ¢ bastante complicado quando se
considera que estas ndo se mantém nao relativisticas durante todas as épocas do
universo. Portanto, para este trabalho, usou-se um modelo para determinar a
temperatura que utiliza o valor da equagdo de estado e da sua capacidade de determinar

o caracter relativistico de um gas:

1

T o —— (4.35)

Q2—3w

Estes integrais e equacdes permitem analisar o comportamento do universo de
hoje até a época da inflacao.

A medida que este se expande a temperatura diminui, o que permite concluir
que, para um universo mais jovem a temperatura tera sido mais elevada. A partir de uma
determinada temperatura, os fotdes podem comecar a produzir particulas como electroes
e pides e inclusivé, desconfinar os quarks nos nucledes. Assim dependendo da
temperatura dos gases o comportamento do universo ainda jovem pode ser alterado.

Usando a equacdo seguinte pode-se determinar a densidade da matéria que
depende apenas da temperatura e das energias de massa e desconfinamento das

particulas [9]:

7 2 2
p= (ZBosées );; + EZFermiGes gF) §_0T4 = Z_ON(T)T4 (4-36)

Onde gz e gr sdo as degenerescéncias de cada tipo de bosdes e fermides

disponiveis. N(T), a degenerescéncia efectiva, ¢ dado pelo pela tabela seguinte [9]:
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Temperatura Particulas 4N(T)
T <m, Y,V 29
m, <T <m, et 43
m, <T <m, ut 57
m, <T <T, mt 69
T. <T <mg —nf+ w,u,d,d+gl. | 205
mg <T <m, s, S 247
m,<T<m;, c,C 289
m, <T <m, T 303
my <T <my, b, b 345
My z <T < Myiggs wt,2Zz° 381
Myiggs <T <my H° 385
m; <T tt 427

Tabela 4.1 — A 1% coluna contém os intervalos de temperatura em que se formam

2
particulas. As massas estdo multiplicadas por um factor de % T, ¢ a temperatura

necessaria para o desconfinamento dos quarks. A 2* coluna contém as novas particulas.

A 3? coluna contém o valor do quadruplo da degenerescéncia efectiva.
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Capitulo 5

Simulacao ¢ Resultados

Tendo agora as equagdes necessarias € possivel criar uma simulagdo mais
precisa.

A simulagdo ¢ feita em python e encontra-se em anexo [anexo — 1].

Comecando pelos valores actuais de temperatura de fundo e densidades,
providenciados pelos dados mais actuais da sonda WMAP, os valores da WMAP de
densidade estdo adaptados de modo a que o parametro de Hubble e factor de escala de

hoje tenham o valor de 1:

2

(%) =%p—"§<= (5.1)

o H? = 55 oy + pr - pe + A — oz (52)
& Hy? = %(Pbo + Pro t Peo + A%) —kce* o (5.3)
& 1=/Qpo+ Qo+ Qo + Uy + Qo (5.4)

Onde os valores q, Q,9, Qco, Qp, Qo S20 as contribuicdes de matéria baridnica,
radiacdo, matéria negra fria, energia negra e curvatura do universo respectivamente [8].

Estes valores sdo:

Qpo = 0,0456 + 0,0015
Qo = 4,966x107°(1 + 0,2271x(4,4 + 1,5))
Qq = 0,228 +£ 0,013 (5.5)
Q, =0,726 + 0,015
Qo = —0,0049 + 0,013
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Dado que o maior contributo, na radiagdo de fundo, ¢ o dos fotdes e a
temperatura dos fotdes ¢ de 2,725 K [8], este serdo considerados como a componente
dominante desta e a temperatura desta sera a dos fotdes. Os neutrinos também
participam na radiacdo e a sua contribui¢do ¢ a (0,2271x(4,4 £+ 1,5)) mas considera-se
que a sua temperatura € as dos fotdes e ndo 1,91 K [7].

A varidvel base da simulag¢do ¢ o tempo e este ¢ corrido no sentido inverso. O
tempo vem adaptado ao pardmetro de Hubble (H, = t,~! = 1). Nota-se assim que o
tempo ¢ mau parametro para determinar o fim da simulacdo pois este € corrido
linearmente em vez de se tender para 0. O parametro usado para terminar a simulagdo
torna-se entdo, o factor de escala.

A primeira parte do programa define apenas constantes universais € equacoes
matematicas como a exponencial que se ird usar [9].

De seguida, o programa define um conjunto de fungdes que serdao usadas: (4.24),
(4.25) e (4.36).

O programa, depois, define os valores iniciais das varidveis usadas. Nota-se que
o tempo tem um factor acrescentado. Este factor serve para calibrar o valor inicial do
tempo de modo a que o valor final seja o mais proximo de 0 para que se obtenham
valores analisaveis as pequenas escalas de tempo. Este valor ndo interfere com a
simulagdo. O ponto 0 do tempo nao tem significado fisico nas equagdes diferenciais.

Ainda antes de se iniciar a simulacao, o programa abre os ficheiros de texto onde
ira guardar os dados e define o tamanho dos saltos de tempo iniciais entre iteragdes € a
precisdo do programa.

A simulagdo inicia com um ciclo que apenas termina quando o universo alcanga
o tamanho aproximado aquando o fim da inflacdo. Este valor calculado vem da seguinte

equacao:

Tinp~1028 K
To~10° K
Trqa Q7"
Qinf1~107%°

(5.6)

Estes valores de temperatura e escala correspondem a um tempo na ordem dos

10750H,7 1.
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Dado que os valores de densidade, e temperatura na primeira interac¢ao ja sao

conhecidos, a unica grandeza que necessita ser calculada ¢ a pressdo, e para isso

também se calcula o potencial quimico. Do ciclo principal surge um conjunto de sub-

ciclos para calcular a pressao.

Os valores de temperatura (e a constante de Boltzmann), massa das particulas e

potencial quimico encontram-se adaptados a escala das densidades e de c = h = 1 pela

constante “a” definida antes da simulagao:

_1
_ (3h3c5H02) /4 _ +|_32m%G (5.7)

32m2G 3h3c5Hy?

Usando a equacao (4.28) chega-se a este valor:

Artg (*
p = h—sjgj EXf(E,T,u)xp%dp
0

H 2 87TG

ng

2¢2 + m2c* —
j Jpic? +m2c4><f< P T “) Xp2dp

3_H0 h3

87‘[G

2.7 2C2 + m2C4 —
?;-IC 73 j p?c? + m2c4><f< P T H) xp?dp
0

87‘[G

2.2 +mzc4

H02h3

3
32m2G

p'2+m2ct*—u\ [+ 322G
2 24 - 12 !
3csH 2Rz VP T Xf( KT s ) PP
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O programa inicia com um valor de potencial quimico igual ao das massas das
particulas para minimizar o tempo perdido na primeira iteragdo e apenas termina o
primeiro sub-ciclo quando o valor obtido pelo integral (4.28) iguala o da densidade.

O sub-ciclo procura os valores de potencial quimico integrando numericamente,
pela defini¢do de Riemann, o valor de densidade e depois incrementa o valor do
potencial usando o método de Newton, usado para determinar zeros, usando a seguinte

equacao:

_ JEf(wd3p-Q
Hx+1 = Ux fEalfaif)d%

(5.8)

Quando o valor ¢ proximo o suficiente este ciclo termina e o valor de pressao ¢
entdo integrado numericamente, também pela definicdo de Riemann. O resultado ¢ que

a pressdo vem nas mesmas unidades da densidade:

_ a0
Q, = —35(ﬂi +Y;) (5.9)
Este processo ¢ feito primeiro para a matéria baridnica e as particulas
consideradas sdo os protdes que sdo as particulas mais massivas € comuns desta
entidade cosmolodgica. E em seguida o processo ¢ repetido para a matéria negra, e para

esta considera-se a particula tedrica supersimétrica mais leve, um fermiao [9], com uma
massa de entre 10 GeV/CZ e 10 TeV/CZ [9,17,18,19], conhecido como o neutralino,

que consiste na mistura mais leve de higgsinos e Winos, as particulas supersimétricas
dos fracdes W* e H,. Finalmente o potencial quimico é guardado para a préxima
iteracdo, poupando assim tempo de integragao.
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Tendo as pressdes a fase seguinte ¢ fazer o calculo da variacdo do factor de
escala usando a equacao (5.4). De seguida, usando o valor obtido de H = % calcula-se a

evolucdo de cada entidade usando as equacdes (3.13) para a radiacdo e a (5.9) para a
matéria baridnica e para a matéria negra.

A matéria negra tem o seu valor de temperatura que ¢ inicializado por tentativas
de modo a que os valores de temperatura da radia¢do e da matéria negra apos a inflagao
estejam em equilibrio térmico, pois pode considerar-se que toda a matéria e radiacao se
tenham formado através da e apds a inflagdo. Para matéria baridonica considera-se a
temperatura da radiagdo por duas razdes. A primeira € que antes do tempo de
recombinac¢do, o ponto de tempo em que a densidade de radiacdo se torna mais baixa
que a de matéria e o universo se torna transparente, a temperatura da radiagdo ¢ forgada
na matéria baridnica e a segunda que apos este ponto a temperatura da matéria ¢ dificil
de determinar devido a processos de condensagdo de matéria estelar. No presente
trabalho calcula-se a temperatura utilizando a equagdo (4.34) para o caso ultra-
relativistico.

A simulagdo para se adaptar as novas escalas de tamanho e tempo a cada
intervalo ou itera¢do calcula a0 mesmo tempo valores de densidade em um e em dois
passos pelo método de Euler, e, no fim de cada iteragdo, caso a diferenga relativa entre
os dois valores de escala obtidos em um e em dois passos, for maior que o definido
inicialmente, na precisdo, o calculo ¢ repetido com os valores anteriores € passos de
tempo mais finos, sem que haja incremento de tempo.

Quando a diferenga de valores ¢ pequena o suficiente o tempo € incrementado,
as temperaturas sao alteradas de acordo com a equagdo (4.35) e os valores sdo
guardados nos varios ficheiros de texto e o ciclo principal recomeg¢a com 0s novos
valores.

O esquema, na pagina seguinte, simplifica o ja explicado.

Os dados da simulagdo estdo organizados em dois tipos. No primeiro tipo os
dados estdo organizados em funcdo do tempo. No segundo conjunto os dados estdo
organizados em funcdo da temperatura.

A razdo pelo qual alguns dos dados se apresentam em funcao da temperatura tem
a ver com o facto de a simulagdo ter um limite de precisdo até uma escala de 10732 no
tempo. O resultado ¢ que ainda que se possam adquirir os outros valores nao € possivel

encontrar um valor de calibragdo para o tempo que permita que os valores de tempo

55



finais se aproximem mais a zero que um valor da escala 10732H, '. Isto porque é
necessario que os valores de tempo tendam para (0 para se obter valores em escala
logaritmica. Dado que o tempo a atingir ¢ 1075°H, ™!, certo dados estdo apresentados
em funcao da temperatura.

Os valores de temperatura, no entanto, ndo precisam de ser calibrados, excepto a
temperatura inicial da matéria negra fria cuja explicacdo ja foi dada. Os valores de
temperatura da radiacao crescem com o decorrer da simulagdo e o resultado ¢ que como
as escalas vao aumentando, qualquer pequeno desvio torna-se futil com o aumento das

escalas.

-Qrad Qbar-Q-CDM Tb:erCDM
\‘,/ \‘/’/
Q; T JEfd®p
L
. ®9)? ;13
Y; IS5

I —

=\/&A1r +Qp + O, + Q) + Q002

W

ﬂl=—39(?€+m
. 0

JIESIESY

\'4 _
Prad X Q *

Fig 5.1 — Esquematizagdo do programa.
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O primeiro conjunto de resultados representa o factor de escala do universo em
funcao de do tempo.
A maior parte dos dados sdo apresentados em escalas bi-logaritmicas pois os

valores correm um largo espectro de escalas.

001
0.0001 [ ) )
16-006 |- 7
16008 [ 7

16010 [ -

16012 [ ~

1e-014 [ e

1e-016 [~

1e-018
1e-030 1e-025 1e-020 1e-015 1e-010 1e-005 1

Fig 5.2 - Q(t) em escala bi-logaritmica.

A primeira caracteristica a notar-se no grafico é que entre o tempo 1 e 107> os
dados se aproximam a uma recta com um declive mais acentuado que os dados antes de
1075, Esta alteracdo do declive torna-se mais clara com os dados da densidade mas
deve-se a transicio entre um universo dominado pela matéria (apés 107°) e um
universo dominado pela radiagio (antes de 107>).

A outra caracteristica notdvel ¢ a pequena variacao na regularidade da recta que
ocorrer proxima de t = 10729, Este efeito deve-se ao aparecimento de novas particulas
e principalmente ao desconfinamento dos quarks que ocorre nesta época. Torna-se mais
obvio observando um graficos com os dados de temperatura.

O seguinte conjunto de dados, mais uma vez em escala bi-logaritmica,
corresponde aos valores de densidades, mais concretamente os valores de ., {,, =

'Qb +.QCBQA:
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1e+060
164050 [ B
1e+040 [ T~ b

164030 [ T~ R

164010 [ S

1e-010
1e-030 1e-025 1e-020 1e-015 1e-010 1e-005 1

t
Fig 5.3 - Q;(t) em escala bi-logaritmica. A linha 1 representa densidade de
matéria (barionica e negra). A linha 2 representa a densidade de radiacdo e a

linha 3 representa a densidade de energia negra.

Neste grafico nota-se, proxima do tempo 107°, a transi¢do entre a época da
radiacdo e a época de matéria do universo. Nota-se também, ainda que levemente, que
os declives das rectas da radiagdo e da matéria sdo menores antes deste ponto. Isto deve-
se a que o universo evolui de forma diferente em diferentes épocas.

Torna-se mais claro observando os valores de densidade modificados. Este
valores sdo equivalentes aos valores de (1 mas em vez de estarem adaptados ao

parametro de hoje, estdo adaptados aos valores do parametro em cada ponto do tempo:

_8nG p
T 3c4 Hoz

_8nG p
~ 3c* H?

!

Assim os seguintes dados oferecem um visao mais detalhada das transi¢des das

épocas modernas:
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1e-014 1e-012 1e-010 1e-008 1e-006 0.0001 0.01 1

t

Fig 5.4 - Q'(t) em escala logaritmica no tempo. A linha 1 representa densidade
modificada de matéria (baridnica e negra). A linha 2 representa a densidade modificada

de radiagdo e a linha 3 representa a densidade modificada de energia negra.

Nestas curvas notam-se duas transi¢des. A transicdo ja esperada, radiacao-
matéria, ocorre proximo do tempo 107°. A mais recente transi¢io ¢ a da matéria-
energia. Esta transi¢cdo, para a nova €poca, implica que o universo de hoje estd numa
fase de crescimento exponencial como o calculado em (3.21).

E importante ainda referir mais um pormenor curioso. Para isso tem-se os dados
dos pontos de transi¢do de dominancia mais proximos que a simula¢do adquiriu, estdo

indicados na tabela seguinte:

Transigio | g/ Qaa Qs T (K) t (Hy™h)
A —mat 0,497 0,000248 0,501 3,74000 0,727
mat —rad | 0,494 0,505 8,21x10712 31700 2,37x10706

Tabela 5.1 — O primeiro conjunto de dados refere-se a transicao energia-matéria

e o segundo conjunto a transi¢do radiagao-matéria

As pequenas transigdes relacionadas com o aparecimento de novas particulas sdo
mais dificeis de se notar. Para isso certos dados estdo apresentados em fun¢do da

temperatura.
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se um mapa temperatura (de radia¢ao)-tempo:

-QTotal

Antes de mais, para auxiliar a andlise de dados

1e+018

1e+016

1e+014
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1e+010

1e+008

1e+006

10000

100

em fun¢do da temperatura, cria-

1e-030

1e-025

1e-020

1e-015

1e-010

t

Fig 5.5 - T,-cq (t) em escala bi-logaritmica.

1e+100

1e+080
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1e+040

1e+020

1e-005

100000

100000

1e+010

T

1e+015

1e+020

1e+025

1e+030

Fig 5.6 - Q7otq:(T) em escala bi-logaritmica. As linhas verticais representam as

temperaturas para formagdo de novas particulas. Da esquerda para a direita, tem-se as

temperaturas de formacdo de: e*,u*, nt, desconfinamento + s §,c¢,t5,bb,W* +

Z%HCett.
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tem a maior variagao.

De todas as transi¢des, a mais notavel ¢ a que ocorre com o desconfinamento dos
quarks. Pois pode ver-se na (tabela 3.1) que na transi¢do para o desconfinamento o N

0.35

Os dados seguintes contém os valores das equagdes de estado para a matéria
barionica e para a matéria negra fria com uma massa de 100 GeV/Cz

N\
03

0.2

01

) -
1e-025 1e-020 1e-015

1e-010

1e-005

Fig 5.7 - w(t) em escala logaritmica no tempo. A linha 1 representa os valores

da equacgdo de estado para a matéria barionica e linha 2 representa os valores da equagédo
de estado da matéria negra com 100 Ge'V/C2

Para mostrar os efeitos da massa das particulas da matéria negra sobre o
universo modificou-se a massa destas:
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0.35

0.25

0.15

005

N\
‘
1e-035 1e-030

1e-010

1e-005
t

Fig 5.8 - w(t) em escala logaritmica no tempo. Da esquerda para a direita cada
linha representa, respectivamente, o valor da equacao de estado para particulas negras
de massas 10 TeV/Cz’ 1 TeV/Cz’ 100 GeV/Cz, 10 GeV/CZ e protdes

Observa-se que o espacamento entra cada curva, de matéria negra, ¢ de cerca de
duas ordens de grandeza. Isto deve-se a que, para uma ordem de grandeza de massa
maior, as particulas tornam-se relativisticas a uma ordem de grandeza superior, na
temperatura. A outra ordem de grandeza vem do facto de que a temperatura das
particulas no estado final tem de ser uma ordem inferior devido as equagdes (4.34).

Observa-se por estas equacdes que, para um aumento de uma ordem na massa das

particulas negras, a temperatura de hoje dessas particulas desce em uma ordem.

As diferengas entre os valores de massa ¢ notavel apenas na equacao de estado.
As alteragdes no comportamento do universo sdo tempos de ordens de frac¢des do

segundo, em larga escala, ou seja, demasiado pequenas para serem relevantes.

Quando se altera a massa das particulas sem que se recalibre o valor do tempo,
os ultimos valores de tempo que a simulagao obtém sao:
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Massa das Tempo final da simulagdo
particulas (sem recalibragdo)
10 GeV/ , 5,762x107%!
100 G¢V/ , —4,212%1072°
1Tevy, —4,864x10741
10 Tevy , —4,864x1074

Tabela 5.2 — Tempo final da simulacao em dependéncia da massa da particula de

matéria negra.

Com os dados, de Q';4«, para os casos extremos de massas de 10 TeV/Cz e

10 GeV/C , observa-se qudo pouco a massa interfere com o universo em larga escala.

0001 [
0.0001 [

Q'
dark .o |-
1e-006 [~
1e-007 [~

1e-008 [~ 1

1e-009 - =

1e-010
1e-035 1e-030 1e-025 1e-020

1e-015 1e-010 1e-005 1 100000

t

Fig 5.9 - Q' 44,1 (t) em escala bi-logaritmica. A linha 1 contem os valores de

Q' jark para uma massa, das particulas de matéria negra, de 10 GeV/CZ e linha 2 para

uma massa de 10 TeV/Cz_

Nota-se um conjunto de degraus no grafico. Observando o mapa de

temperatura/tempo (Fig 5.5) e o grafico (Fig 5.6), que contém os pontos de formacao de
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novas particulas, nota-se que cada degrau corresponde ao aparecimento de particulas

novas na radiacao e consequente diminui¢ao do contributo da matéria no universo.
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Conclusoes

A maior parte do trabalho realizado resumiu-se a optimizagdo da simulagdo. A
implementagdo das equacdes de Friedmann num processo iterativo foi a primeira parte
do trabalho. A segunda parte consistiu em melhorar a precisdo da simulacdo. A terceira
parte correspondeu a implementagdo um bom método para calcular a pressao, e portanto
o potencial quimico, para que o programa simulasse fluidos. Finalmente, usando os
dados da WMAP foram obtidos os resultados e fez-se a analise.

Nota-se que os modelos usados, sdo boas aproximacdes da realidade. O universo
¢ apenas uniforme a larga escala e, a uma escala mais pequena, a matéria organiza-se
em estruturas complexas. No entanto estas estruturas formaram-se entre
10~5H, ! (tempo de recombinacio) e 10~3H, ' (primeiras estrelas) o que faz
com que, numa escala logaritmica, a matéria se comporte como um fluido “ideal” para a
maior parte do tempo do universo.

As trés épocas modernas do universo, de radiacdo, de matéria e de energia, sao
caracterizadas pela sua entidade dominante no universo. Na tabela 5.1 nota-se que a
transi¢do energia-matéria ocorre muito antes da temperatura destas entidades baixar até
ao ponto da recombinagdo atomica.

A recombinagdo ocorre por volta dos 3700 K, mas, nos dados obtidos observa-se
que a transi¢cdo radiacdo-matéria ocorre com uma diferenca de temperatura de uma
ordem de grandeza, a cerca de 31700 K.

Enquanto que a massa das particulas afecta, consideravelmente, o
comportamento da matéria negra fria, esta nao interfere o suficiente no comportamento
do universo para que se obtenham alteragdes visiveis a larga escala. As particulas de
matéria negra podem entdo tomar praticamente qualquer valor de massa, dentro dos
parametros estudados, pois este ndo altera os valores, ja estabelecidos, de idade para o
universo, em larga escala.

Deve-se referir que a simulacdo ¢ feita no sentido retrogrado do tempo o que
explica o limite da precisdo neste. Os erros acumulados tornam-se mais dominantes a

medida que as escalas diminuem. Este problema poderia ter sido resolvido facilmente
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apenas simulando no sentido normal do tempo, mas, os valores conhecidos com
precisdo sao os valores do presente.

Deve-se ainda referir que, de acordo com os dados da WMAP, o valor da

equagdo de estado da energia negra ¢ w = —1,06t8’(1)g. O valor da equagdo de estado
da energia negra usado, na presente simulagdo, foi de w = —1, mantendo-se dentro dos

valores medidos.
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Anexo — 1

from math import *

#constantes

k=1.3806504*10%*-23 #constante de Boltzmann J/K)
G=6.67428*10**-11 # de Newton (m**3/kg s**2)
h=6.62606896*10%*-34 # de Plank (Js)

¢=299792458 #velocidade da luz (m/s)
C=1.60217646*10**-19 #carga do electrao ©)
sb=5.6704*10**-8 #constande de Stefan—Boltzmann (W/m**2 K**4)
mb=1.672621637*10**-27 #massa tipica de barides (Kg)
md=(100*10**9)*C/(c**2) # das particulas de matéria negra

H0=2.33e-18 #H real

a=3*(h**3)*(c**5)*(HO**2)/(32*(pi**2)*G)
a=a**(-1/4)

#fungdes

def fer(x,u,T):
if (x-u)/(T)>400:
return exp(-(x-u)/(T))
else:
return 1/(exp((x-u)/(T))+1)

def bos(x,u,T):
if (x-u)/(T)>400:
return exp(-(x-u)/(T))
else:
return 1/(exp((x-u)/(T))-1)
def deri(x,u,T):
if (x-u)/(T)>400:
return exp(-(x-u)/(T))*4
else:
return cosh((x-u)/(2*T))**-1
def raden(T):
#a € o valor que calibra ro para T de modo a obter os valores inciais
k=1.3806504*10**-23
C=1.60217646*10**-19
¢=297000000

G=29

# massas
m1=C*0.511e6#electrao
m2=C*105.66e6#muao
m3=C*139.6e6#piao
m4=C*175e6#desconfinamento
m5=C*483e6#stranho
m6=C*1.27e9#chame
m7=C*1776e6#tau
m&=C*4.67¢9#bottom
m9=C*91.8e9#fracoes W+/- Z
m10=C*114.4e9%higgs
m11=C*172e9%#top

m=[ml,m2,m3,m4,m6,m7,m8,m9,m10,m11]
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o=[14,14,12,178,42,14,42,36,4,42]

for i in range(10):
if T*k>=m([i]:
Gt=g[i]
return G

#valores iniciais

ty=1
ti=1+0.0170104291315+4.02163043244¢-14
Q=1

0r=9.92823e-5
OL=0.726
0b=0.0456
0d=0.228
Om=0b+0d
Ok=1-Or-Om-OL

G=(8/3)*G*pi
K=(H0**2)*(c**2)/G

kep=open("univl.txt",'w")
temp=open("temp.txt","w")
W=open("w.txt","w"
Wi=open("wl.txt","w"
matéria=open("mat.txt","w"
radiacao=open("rad.txt","w"
nrj=open("ene.txt","w"
odet=open("rot.txt","w"
matéria2=open("mat2.txt","w"
radiacao2=open("rad2.txt","w"
nrj2=open("ene2.txt","w")
qdet=open("QT.txt","w"

dt=-0.01*ty
pre=0.002

t=ti

Qx=Q

T0=2.7
T1=2.7*(10%*(-15))

g=2
m=a*mb*(c**2)
ml=a*md*(c**2)
u=m

ud=ml

ud1=0

Tr=TO0
Td=T1

f=1/raden(Tr)
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while Q>10**-28:

tk=t
Qk=Q
Qk2=Q

#Calc de Pressao
#.calc de u

N=0

n=0b

dp=0.01

du=dp

p=0

T=a*k*Tr

while abs(N-n)/n>0.01:
p=0

e=sqrt(p**2+m**2)

dp=sqrt(((200*T+u))**2-((m)**2))*0.0001

du=dp/100000

N=0

nl=0

n2=0

while (e-u)/T<200:
N+=g*(p**2)*dp*fer(e,u,T)*e
nl+=g*(p**2)*dp*fer(e,u-du/2,T)*e
n2+=g*(p**2)*dp*fer(e,u+du/2,T)*e
pt=dp
e=sqrt(p**2+m**2)

dn=(n2-nl)/du
u=u-(N-n)/dn
#print(u,dn,N,n1,n2)

print("beep")

p=0

P=0

e=sqrt(p**2-+m**2)

while (e-u)/T<200:
e=sqrt(p**2+m**2)
P+=g*(p**4)*dp*fer(e,u,T)/(3*e)
pt=dp

print(P,P/N)

if Td<5600:
Pd=0
Nd=0d
else:
p=0
Nd=0
nd=0d
T=a*k*Td
while abs(Nd-nd)/nd>0.01:
p=0
ut=ud+ud1

e=sqrt(p**2+m1**2)
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dp=sqrt(((200*T+ut))**2-((m1)**2))*0.0001

du=dp/10000

Nd=0

nd1=0

nd2=0

while (e-ut)/T<200:
Nd+=g*(p**2)*dp*fer(e,ut,T)*e
nd1+=g*(p**2)*dp*fer(e,ut-du/2,T)*e
nd2+=g*(p**2)*dp*fer(e,ut+du/2,T)*e
pt=dp
e=sqrt(p**2+m1**2)

dn=(nd2-nd1)/du
udl=ud1-(Nd-nd)/dn
#print(ud1,dn,Nd,(Nd-nd)/dn)

print("burp")

p=0

Pd=0

e=sqrt(p**2+m1**2)

ut=ud-+udl

while (e-ut)/T<200:
e=sqrt(p**2+m1**2)
Pd+=g*(p**4)*dp*fer(e,ut,T)/(3*e)
pt=dp

print(Pd,Pd/Nd)

#fim de calc de Pressao

Pb=P
Pr=(1/3)*Or
0=0b+Or*f*raden(Tr)+0d

Q1=sqrt((O+OL)*(Q**2)+0k)
Ob1=-3*(Ob+Pb)*Q1/Q
0d1=-3*(0d+Pd)*Q1/Q
Orl1=-3*(O0r+Pr)*Q1/Q

#ok

Qk+=Q1*dt
Qk2+=Q1*dt/2

Tr2=Tr*(Q/Qk2)

Ob2=0b+(Ob1*dt/2)
0d2=0d+(0d1*dt/2)
Or2=0r+(Or1*dt/2)

Pb2=Pb

Pd2=Pd

Pr2=(1/3)*0r2
02=0b2+0r2*f*raden(Tr2)+0d2

Q1=sqrt((02+0L)*(Qk2**2)+Ok)
Ob1=-3*(0b2+Pb2)*Q1/Qk2
0d1=-3*(0d2+Pd2)*Q1/Qk2
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Orl=-3*(0r2+Pr2)*Q1/Qk2

Qk24+=Q1*dt/2

Ob2=0b2+(0b1*dt/2)
0d2=0d2+(0d1*dt/2)
Or2=0r2+(Or1*dt/2)

err=abs((Qk-Qk2)/Qk2)
if err<pre:

Tr=Tr*(Q/Qk2)

Td=Td*((Q/Qk2)**(2-3*(Pd/Nd)))

Qx=Q
Q=Qk2
Ob=0b2
0d=0d2
Or=0r2

Om=0b+0d
0O=0Om+Or*f*raden(Tr)
g=((O+OL)+Ok*(Q**2))**-1

T=Tr

ta=t+2.6230833014e-17

print (Q,Q1,0m,Or*f*raden(T),ta, T, Td,raden(T),log(Q,10)/(-0.28))
print (Om*q,0Or*q*f*raden(T),0L*q)
kep.write(str(ta)+"\t'+str(Q)+"n")
temp.write(str(ta)+"\t'+str(Tr)+"\n")
W.write(str(ta)+"\t'+str(P/N)+"\n")

W l.write(str(ta)+"\t'+str(Pd/Nd)+"\n")
matéria.write(str(ta)+"\t'+str(Om*q)+"\n")
radiacao.write(str(ta)+"\t'+str(Or*q*f*raden(T))+"n")
nrj.write(str(ta)+"\t'+str(OL*q)+"\n")

matéria2. write(str(ta)+"\t'+str(Om)+"\n")
radiacao2.write(str(ta)+"\t'+str(Or*f*raden(T))+"\n")
nrj2.write(str(ta)+"\t'+str(OL)+"n")
odet.write(str(T)+"\t'+str(O)+"n")
qdet.write(str(T)+"\t'+str(Q)+"n")

t+=dt

else:

Qx=Q
dt=dt/2

kep.close()
temp.close()
W.close()
Wil.close()
matéria.close()
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radiacao.close()
nrj.close()
odet.close()
matéria2.close()
radiacao2.close()
nrj2.close()
qdet.close()
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