
摩擦力做的功與熱力學第一定律

摘要:

「摩擦生熱」是眾所週知的一句話，經

由實驗，很容易驗證這項敘述的正確性，但

要如何由古典力學的「功一能」定理，證明因

為摩擦而減少的力學能，確實轉換成等量的

熱能(或內能) ，卻幾乎沒有一本國中、高中

或大學的物理教科書，明白加以解說，個中

原因主要是熱力學裡的功，其實與力學裡慣

用的功，略有不同，而這些書通常並沒有了

解或注意到這一點。

本文首先由力學與熱力學的觀點，討論

摩擦力所做的功，說明兩者間究竟有何差

異，再根據「功一能」定理，並考膚、熱交換，

由能量守恆的觀點導出熱力學第一定律，並

以一簡單的例子，即兩物體間的相對滑動運

動，說明因摩擦而減少的力學能，的確轉換

成等量的熱能。

摩擦力做的功與熱力學第一定律

「功」是一個非常基本的物理學概念，

不管是用在力學或熱力學中，它的定義其實

都是相同的，更明白的說， I 功(w) J 指的是

「力(的」乘以「力的作用點治力方向的位移

。) J '即 W=Fs 0 依據這個定義，當一個質點

順著運動路徑滑動很小的一段距離 s 時，摩擦

力f對此質點所做的功 W應為

w = - fs (1)
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對一個不能被簡化為質點的物體而言，

在力學中討論與此物體移動有關的運動問題

時，上式所給的結果一般都可視為是正確

的，但在熱力學中，如果討論的是包括內能

(有時亦稱為熱能)在內的各種能量之間的轉

換，或者討論的是有關能量守恆的問題，則

(1)式所給的結果就不一定是正確的。以下分

節討論為什麼會有這樣的差異，並說明如何

由「功一能」定理推導出熱力學第一定律。

為簡化問題，本文中所考慮的物體運

動，只限物體質，心治一水平直線路徑移動的

情形，物體相對於質心並無轉動運動。

(一)物體可視為剛體時，物體的動能與

摩擦力對物體所做的功

在力學中討論物體的運動時，通常都將

物體視為剛體，亦即物體內任何兩點之間的

距離永遠固定不變。在這樣的模型下，當物

體以移動方式運動時，此物體內各質點的位

移與速度，分別都與物體質心eM 的位移 s

與速度 V 相同(如圖1) 0
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使用剛體模型時，組成物體的各質點，

其運動方向均相同，因此物體內部沒有任何

熱運動，無法反映溫度的變化。由於各質點

相對於質心的速度都為零，沒有來自內部熱

運動的動能，因此物體的動能 K全部都來自

於其整體的移動運動，而與質心運動的動能

KCM 相同 ， l:lP

K = K CM = 三 mV
2

(2)

上式中 m 為物體的質量。

考慮一個初速不為零的剛體物體，在有

摩擦力的水平面上，沿著直線路徑運動。當

物體由 G 移動到 b 時，其質心速度會逐漸改

變而由 Va 變成丸，因此其動能的變化根據

(2)式為

1 勻 1 勻
L1K =L1KrM =-:- mVh

L

一 -mV工 (3)
~，~ 2 v 2 w

當此物體移動時，物體上受到摩擦力作

用的各點 I' 其位移 st 均等於質心位移 s '故

摩擦力對物體所做的功 W ， 等於各接觸點上

的摩擦力 A 的合}Jf' 乘以質心治f方向的位

移(一s) ，即

W = -Ifi月=一(I fi)s = - fs (4)

上式與(1)式的結果相同，顯示將物體視為剛

體時，摩擦力對物體與對質點所做的功，其

公式並無不同。

由於剛體物體內任何兩質點間的相對位

移均為零，故內力不能做功，此物體所有的

功昀來自於摩擦力，因此依據「功一能」定理，

物體動能的變化須等於摩擦力對物體所做的

功，即

L1K = L1KCM = - fs (5)

仁式右邊之值為負，故物體的動能會減少，

即受到摩擦力作用時，力學能會一直減少，

而不能守恆。

(二) I 功一能」定理(物體內部的運動

不可忽略，但與外界溫度相同)

在熱力學中，因為需要考慮物體內部的

分子運動，不能將物體視為剛體，因此前(一)

節中所得有關物體移動運動的力學公式與結

果，並不一定適用。

假設物體是由質量為叭的許多質點組

成，則物體的質量為m = Imi 0 若此物體

的質心速度為V ， 則依定義可得

mV = I mivi (6)

設第 i 個組成質點的速度為片，則此質

點相對於質心的速度 Ui = Vi - V 可用來描

述此物體內部的運動狀態。若將上式右邊的

質點速度叭，改用相對速度 Ui與質心速度V

表示，則可得

mV=Zmpi=Zm(1F+ui)=mV+ZmiUi
比較上式最左與最右兩邊的結果，可看出

Z miut=0 。同樣地，物體的動能也可改

用相對速度與質心速度表示為

K=jzmtlyf=jZF7111YZ Vi

=izmI川J 川i)

=jzmt叭叭2V·uJ

=ju)叭izmtuf+

V ·CLm ,.u,)
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能量，因此在熱力學中，上式左邊必須包括

由外界進入物體的淨熱量 Q' 即

但上式最後一項為零，故得物體的動能為

1 吋 1 吋

K= 一 mηIV" +一 L 叫叫:U可i =KCM +Kj叫r2 2 一 Q+ Wext = ,&(CM + L1Eint

上式所表示的關係，即為「熱力學第一

)ll/at\

上式中的 KCM 與(2)式中所得的結果相同，

稱為此物體「質心運動的動角色 J '而 Kjnt 則 定律」。

(四)物體內部的運動不可忽略時，摩擦

力對物體所做的功

在(四)與(五)兩節中，都假設物體是在水

稱為此物體「內部運動(或相對運動)的動

能」。顯然地，由於內部的分子運動，在熱力

學中，物體的動能不再是 (2)式 O

假設外力對物體所做的功為 We汀，而在

平面上治直線路徑滑行，並以物體質心速度

V的方向為正方向。

物體內部運動狀態改變時，內力所做的功為

Wint '則依據古典力學中的「功一能」定理，

(Wω+Wjnt )必等於物體的動能變化L1K ' 若將物體與水平面兩者間的接觸面放大

來看，則如圖 2 所示，接觸面將呈凹凸不平，故由(7)式可得

而只在一些點上接觸。設兩者問第 i 個接觸

點的位移為 51 ，而水平面與物體在此點受到

的摩擦力分別為作用力 fi 與反作用力

一元，則由於摩擦力的作用，水平面對物體

做的功為W= 乏(一fJ剖，而物體對水平面

做的功則為 W' =LfiSi

W + W' = 0 '即摩擦力在兩者相對滑行時

所做的功為零 C 注意:此處因物體與水平面

Wext + wi叫

在一般問題中，物體的內力為保守力，故必

存在一個與組成質點相對位置有關的位能函

數 Ujr此，而可改用此位能的損失來表示內力

所做的功，即Wjnt = -t1U圳，故(8)式在移

項整理後，亦可表示為 此因

Wext = ,&(CM + L1Kint + t1Uint

若以 Ejnt 代表 Kjnt 與 Ujnt 之和，即

Ejnt = Kjnt + U則，則 Ejnt 即為物體的「內

(9)

不可視為剛體，故不同的兩個接觸點，其位

水平面

移 Si 與 sj 並不一定相同。

能 J '而上式可更進一步簡化為

Wext = ,&(CM + L1Ejnt

(三) r 熱力學第一定律J (物體內部的

運動不可忽略，且與外界溫度不

、
‘
.
a，

n
υ

l(

同)

(1 0)式所顯示的關係，是在物體與外界

(五)物體內部的運動可忽略時，摩擦

力對物體所做的功

在力學中討論摩擦力所做的功時，一般

-29 一

兩者的溫度相同的假設下得到的，因此兩者

之間只能以「功」的形式，來進行能量(包括

動能與位能)的交換。當物體與外界的溫度不

同時，兩者之間尚可透過「熱」的形式交換
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都將物體與水平面視為剛體，忽略內部運

動，故物體與水平面接觸的各點，其位移到

都等於物體質心運動的位移 s '即摩擦力對

物體所做的功為

w= 工(- f i )Si =(-'I fJs =- fs (2)

同樣地，水平面各點的位移sj也都等於其質

心運動的位移 s'，故摩擦力對水平面所做的

功為

w' = 'I fiS; = ('I fi )s' = fs' (3)

當物體相對於水平面的滑行速度為正

時 '-f<O'物體的位移S > S '，故摩擦力

在兩者相對滑行時所做的功

w+W' =- f(s - s') < 0 '即恆為負值，此

結果與第(四)節的結論w + W' = 0 ，明顯不

同，但一般的物理教科書，似乎都未特別強

調此一差異。

(六)在摩擦力作用下，減少的質心動

能，等於增加的內能

以下以一個簡單的例子，說明由於摩擦

力的作用，兩物體的質心動能總和會減少，

但內能的總和則會增加，且減少的質心動能

必等於增加的內能。此例子取材自今年二月

舉行的國際物理奧林匹亞競賽國家代表隊複

選考試試題 O

甲與乙兩物體均為長方體，質量分別為

M與 m' 兩者間的滑動摩擦係數為μ 。如圖 3

所示，甲物體原本靜置於光滑無摩擦的水平

面 S 上，其]頁部平面的中心為 Oc 乙物體在

甲物體頂部平面上，於時刻 t =0 時，以初速

v 開始向右滑行，於 t = or 時，到達 O 點後停

在該點。由動量守恆定律，當乙逐漸減速時，
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圖 3

為了考慮內能的變化，必須以第(四)節

的方式，處理摩擦力對甲與乙兩物體所做的

功。設摩擦力為接觸力，則如圖 2 所示，甲

與乙兩物體在第 i 個接觸點的位移相同而均

為抖，而甲與乙在此接觸點受到的摩擦力，

則互為作用力 A與反作用力(- fi) 。故甲經

由摩擦力對乙所做的功為W =-'I fisi ' 而

乙經由摩擦力對甲所做的功為

W'=之后抖，故得W + W' = 0 '即摩擦

力對兩物體所做的功為零，此與第(四)節所

得之結果相同。

因兩物體與外界無功或熱之交換，摩擦

力對乙所做之功 w l1P為外力所做之總功，故

若由甲進入乙的熱量為 Q' 則依熱力學第一

定律，即(1 1)式，乙物體質心動能之變化量

L1KCM 與內能之變化量/)， U ， 必須滿足下式:

W + Q = L1KCM + L1U (1 4)

同理，若由乙進入甲的熱量為 Q' ， 則甲物體

質心動能之變化量 L1K~M 與內能之變化量

/), U' ， 必須等於功W'與熱 Q'之和，即

W' + Q'=巫山 +L1U' (1 5)

但因兩物體與外界無功或熱之交換，即

W + Q + W' + Q' = 0 '故將(14)與(1 5)兩

式相加後，可得兩物體因摩擦而增加之內能

共為
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L1U + L1U' = 一(L1KCM + 巫山) (1 6)

上式顯示兩物體因摩擦而增加之內龍，確

實等於兩物體減少之質，心動能。

本例子中損失的質心動能可求出如下o

假設位移與摩擦力均取向右為正方向。當乙

物體到達中心O 停下時，兩物體合為一體，

其質心速度相同而均為 V ， 故由總動量守恆

可得mν =(m+M)V ， 即

(2 1)
一

質心動能之變化量巫山則等於動摩擦力

戶均與其質心位移 D 之乘積，即

巫山=仰ψ ，故利用(1 9)與(20)式的結

果，可由(1 6)式得

b..U + b..U'

=戶ng(d - D)

mM (2m + M)v 2 - m 2Mv 2

2(m+M)2

mM 2
一一一一一一-ν

2(m+M)(1 7)
m

v= 一一一一 ν
m+M

在水平方向上，乙物體受到的動摩擦力

為 - /lJrlg 甘為重力加速度)，滑行的加速度

恆為α= 一μg' 故由等加速度運動的公式，

可求得乙到達O 點之時刻τ為

v -v Mν
T= 一一一一= (1 8)

-a μ:g(m + M)
在 t = 0 到現日間，乙物體質心滑行之距離為

l 勻 l 勻
K;nt = -=- MV L + -=- m(ν -v)"
山 2 2

…V , 2 , 1 ___/ Mν=-Af(-IIIL一)L+-=-m(一一之一 )2 (22)
2 m+M 2m+M

mM 勻
=一一一一一-一一-v

2(m+M)

在本例中，因甲與乙兩物體最後合為一

體，無相對運動，故亦可視之為完全非彈性

的碰撞問題。考慮甲與乙兩物體所組成的系

統，在碰撞前(即甲為靜止，乙以速度v 出

發) ，系統的質心速度為 V ， 如(17)式，而甲

與乙相對於系統質心的速度則分別為(0-的

與(v-的。故利用(17)式，可得在碰撞前，系

統內相對運動的動能為

在碰撞後(即乙到達O 點停 F) ，甲與乙相對

於系統質心的速度均為零，故系統內相對運

動的動能為零，亦即(22)式所示之系統內最

初相對運動的動能完全損失o

由 (21)與(22)兩式可看出

L1U + L1U' = Kint (23)

即甲與乙兩物體所組成的系統，在發生完全

非彈性碰撞後，系統內相對運動的動能Kint

(1 9)

(20)

d =;如Y吋

ν 2m+M Mν

2 m+M μ:g(m+M)

M(2m+M)ν2

2μg(m+M)2

而甲物體質心滑行之距離則為

D=步。吋

ν m Mν

2 m+M μg(m+M)

mMν2

2μg(m+M)2

在 t =0 至廿期間，乙物體質心動能之變化量

L1KCM 等於動摩擦力 -j.JJ均與其質心位移

d 之乘積，即 L1KCM = - j.JJηgd ' 而甲物體

- 31 一
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完全損失，而全部轉換成為系統增加之內能

(L1U + L1 U') 。

由以上的討論可知，若將物體視為剛

體，則物體的內能將不可能有變化，也就

無法由功一能定理，說明損失的力學能會轉

換成為等量的內能。遇到例如上例或一般

熱力學中的問題時，因需考慮物體內能的

(上承第 26 頁)

B

A

4.某個袋子千里有 a 顆白球與 b 顆黑球 'a 與 b

皆為正整數且 a<b 。如果從此袋中將球一

顆一顆隨機取出，並在取球過程中隨時記

錄已經取出的自球數與黑球數，那麼從取

出第一顆球後到將球全部取出的過程中，

已取出的白球數與黑球數曾經在某個時候

相等的機率是多少?

結語

證明與二項式係數有關的恆等式較典型

的作法是由代數著于，例如將特定的值代入

二項式定理或是直接將各 C(n， r) 表為分式

然後再通分化簡等;另一個常見的作法是由

變化，不可將物體視為剛體，而計算摩擦

力對物體所做的功時，也必須由功的基本

定義(即力乘以作用點治力方向的位移)出

發，不能將物體各部分的位移都視為完全

一樣，而說摩擦力所做的功就像剛體所適

用的公式一樣，仍然還是一戶ηgd 與

伊ngD 。

組合的觀點設法營造出適當的情境，例如將

C仰， r) 解釋成由 n 顆球中取出 r 顆球的方法

數等，數學歸納法及生成函數亦是可能的證

明方式;本文則是由幾何的觀點賦予一些恆

等式幾何上的意義。

「一題多解」原為數學解題樂趣的泉

源，所謂「條條道路通羅馬 J' 本文探討的是

與路徑有關的問題，這句格言在此顯得格外

貼切。
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