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ÉTUDE DES INSTABILITÉS DES TOURBILLONS DE SILLAGE D’AVION
EN EFFET DE SOL

Pascal DORAN

RÉSUMÉ

Avec l’augmentation de l’utilisation du transport aérien par les voyageurs, un trafic de plus

en plus dense près des aéroports se forme. Le sillage de chaque avion représente une menace

potentielle pour la stabilité d’un avion se trouvant à proximité de ce sillage. Cette menace

est d’autant plus grande que l’avion est près du sol, comme dans le cas d’un avion en phase

d’atterrissage et de décollage. Afin de minimiser les risques, une distance sécuritaire doit être

imposée entre l’avion meneur et l’avion suiveur. Pour augmenter le trafic aérien, cette dis-

tance doit être minimisée. Pour ce faire, une étude des mécanismes de dissipation naturelle

des sillages d’avion en effet de sol est réalisée. Cette étude s’obtient par DNS et des ana-

lyses de stabilité linéaire d’une paire de tourbillons contrarotatifs. Les simulations numériques

modélisent la configuration d’une paire de tourbillons contrarotatifs en effet de sol, alors que

l’étude analytique de stabilité modélise une paire de tourbillons contrarotatifs hors effet de sol.

Il est observé que dans la configuration en effet de sol les tourbillons principaux de la paire

s’induisent mutuellement une vitesse vers le bas. À l’approche du sol, des couches limites se

forment et se séparent finalement pour devenir des tourbillons secondaires de moindres circula-

tions que les principaux. L’étude du champ de perturbation des tourbillons à partir des résultats

numériques met en évidence une instabilité typique d’un mode de flexion (ou bending wave)

dans les tourbillons secondaires et le début de l’apparition d’une instabilité du mode ellip-

tique dans les tourbillons principaux. De plus, l’étude de la stabilité linéaire du sous-système

composé d’un tourbillon principal et d’un tourbillon secondaire corrobore les nombres d’onde

identifiés à l’aide des simulations numériques. Or, il est déduit que seuls le ratio de circulations

(Λ) et le rayon du tourbillon secondaire (a2/d) sont nécessaires pour prédire le nombre d’onde

le plus instable par l’analyse théorique de la stabilité du système tourbillonnaire. Par la suite,

l’effet d’un vent latéral est considéré. L’effet de ce vent est équivalent à l’ajout d’une vorticité

de fond. Cette vorticité de fond a pour effet de rendre le système tourbillonnaire asymétrique.

Les sous-systèmes gauche et droit, composés chacun d’un tourbillon principal et d’un tour-

billon secondaire, interagissent différemment selon la vorticité résultant de la superposition

de la vorticité de fond et celle du sous-système. Dans cette configuration en effet de sol avec

un vent latéral, le ratio de circulations (Λ) et le rayon du tourbillon secondaire (a2/d) sont

évalués. Ces deux paramètres permettent de déterminer, à partir de la même théorie de stabilité

linéaire énoncée précédemment, le nombre d’onde le plus instable responsable de la dissipation

naturelle du sillage d’avion.

Mots clés: tourbillons de sillage, effet de sol, instabilité, stabilité linéaire, dynamique des

fluides





STUDY OF INSTABILITY OF AIRCRAFT WAKE VORTICES IN GROUND EFFECT

Pascal DORAN

ABSTRACT

With the increasing use of air transport for passengers, traffic increasingly dense near airports

is formed. The wake of each aircraft represents a potential threat to the stability of a plane

in the vicinity of this wake. This threat is even greater when the plane is near the ground,

as in the case of an aircraft in landing and takeoff phase. To minimize risks, a safe distance

must be imposed between the aircraft leader and follower aircraft. To increase air traffic, the

distance should be minimized. To do this, a study of the wakes’ natural dissipation mecha-

nisms in ground effect is achieved. This study is obtained by numerical simulations and linear

stability analyzes of a pair of counter-rotating vortices. DNS models the configuration of a

pair of counter-rotating vortices in ground effect, while the analytical stability study models a

pair of counter-rotating out of ground effect. It is noted for in ground effect configuration the

main vortices of the pair mutually induce a downward velocity. At ground approach, boundary

layers are formed and eventually separated to become secondary vortices whose circulations

are less than the principal’s. The study of the vortex perturbation field from the numerical re-

sults shows a typical bending mode instability in the secondary vortices and the beginning of

the appearance of an elliptical instability in the main vortices. In addition, the study of the

linear stability of the subsystem consists of a primary vortex and secondary vortex which cor-

roborates the wave numbers identified using numerical simulations. Now, it is deduced that

only the ratio of circulations (Λ) and the radius of the secondary vortex (a2/d) are needed to

predict the most unstable wave number from theoretical analysis of stability the vortex system.

Subsequently, the effect of a side wind is considered. The effect of the wind is equivalent to

adding a background vorticity. This background vorticity has the effect of making the vortex

system asymmetric. The left and right vortex subsystems, each composed of a main vortex and

a secondary vortex, interact differently depending on the vorticity resulting from the superposi-

tion of the background vorticity and that of the subsystem. In this in ground effect configuration

with a crosswind, the ratio of circulation (Λ) and the radius of the secondary vortex (a2/d) are

evaluated. These two parameters are used to determine, with the same linear stability theory

outlined above, the most unstable wave number leading to the dissipation of the aircraft wake

vortices.

Keywords: Wake Vortex, Ground Effect, Linear Stability, Fluid Dynamics
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INTRODUCTION

L’utilisation du transport aérien par les voyageurs est continuellement en augmentation. Une

des conséquences de cette augmentation est le nombre croissant d’avions en circulation dans

le ciel. Avec cette augmentation, certains problèmes de congestion à proximité des aéroports

peuvent survenir. Adapter ce mode de déplacement à sa popularité croissante est un problème

nécessitant une attention particulière. Concevoir des avions pouvant accueillir davantage de

passagers est une solution. Cependant, le développement d’un nouvel avion peut prendre plu-

sieurs années voire des décennies. Une autre possibilité est d’avoir davantage d’avions simul-

tanément dans le ciel afin de répondre à la demande croissante des voyageurs. Avec un nombre

d’appareils en constante augmentation, un trafic de plus en plus imposant et dense se forme

dans le ciel à proximité des aéroports. Par conséquent, le nombre d’atterrissages et de décol-

lages d’un aéroport donné augmente et entraîne des retards de plus en plus importants pour

les voyageurs. Le trafic aérien a été responsable de près de 1 682 700 heures de retard en

2007. Ceci est traduit par des pertes économiques de 41 milliards de dollars américains (Ago-

gino & Kagan (2012)). Les aéroports représentent donc un point critique pour le trafic aérien.

Minimiser la distance entre deux avions lors des atterrissages et décollages devient un aspect

à considérer. En vue de cette optimisation, les distances séparant deux avions consécutifs en

phase d’atterrissage ou de décollage doivent être gérées efficacement. Minimiser la distance

entre deux avions permet de réduire l’attente des avions en phase d’atterrissage ou de décol-

lage. Néanmoins, une distance sous-évaluée peut compromettre la stabilité d’un avion suiveur

due à la présence du sillage d’un avion meneur. Ces tourbillons de sillage, générés par toutes

surfaces portantes, sont illustrés schématiquement à la figure 0.1.
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Figure 0.1 Schématisation de l’enroulement tourbillonnaire menant à

la formation d’une paire de tourbillons contrarotatifs de sillage

d’avion. (www.airlinepilotchatter.com)

L’avion suiveur peut se voir induire un mouvement de roulis ou une perte brusque d’altitude

sous l’influence du sillage de l’avion meneur (Rossow (1999)). Cette menace à la stabilité im-

pose une difficulté supplémentaire aux pilotes qui disposent d’une marge de manœuvre réduite

vu la proximité du sol lors des phases d’atterrissage et de décollage. Pour pallier ce problème,

des normes conservatives imposent des distances entre les avions en fonction de la masse des

avions (Transport Canada (2015)). Or, comprendre le mécanisme naturel de dissipation du

sillage auquel un avion en effet de sol (IGE) est soumis permet d’optimiser l’espacement mi-

nimal entre deux avions. Cette optimisation peut s’effectuer selon deux notions. Une première

notion législative consiste à adapter les normes au type de l’avion, à la masse de l’avion, la

topologie du site d’atterrissage ainsi que des conditions climatiques. Pour ce faire, des outils

numériques simplifiés sont développés pour les contrôleurs aériens qui permettront, à plus long

terme, de suivre l’évolution du sillage potentiellement dangereux d’un avion (Holzäfel & Kla-

detzke (2011)). Une seconde notion physique vise à amplifier le mécanisme de dissipation

artificiellement pour atténuer la dangerosité du sillage de l’avion meneur plus rapidement que

s’il évoluait naturellement. Le détail de ces mécanismes naturels de dissipation est abordé plus

loin dans cette thèse.
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Afin d’appliquer les deux notions soulevées précédemment, une meilleure compréhension de

la dynamique des tourbillons de sillage d’avion en effet de sol est nécessaire. Il est compris que

les instabilités dynamiques au sein de ces structures de vorticité sont les principales causes du

processus de dissipation de l’énergie. Le mécanisme naturel de dissipation du sillage d’avion

hors effet de sol (OGE) est étudié pour la première fois par (Crow (1970)) et ces travaux sont

considérés comme une référence dans le domaine de la stabilité des sillages d’avion OGE. Le

cadre de ce projet de recherche consiste en l’étude d’une paire de tourbillons contrarotatifs

dans une configuration IGE. Ce projet vise à contribuer à la compréhension de la dynamique

des tourbillons de sillage d’avion IGE par l’étude des mécanismes bi et tridimensionnels d’in-

stabilités auxquels ces tourbillons sont sujets. Afin d’y parvenir, une caractérisation détaillée

des systèmes tourbillonnaires étudiés est réalisée. Ensuite, les mécanismes d’instabilités sont

analysés puis identifiés. Finalement, l’effet d’un vent latéral sur les mécanismes des instabilités

est discuté. Par conséquent, une meilleure compréhension des mécanismes de dissipation des

tourbillons peut, entre autres, permettre de minimiser les distances entre deux avions consécu-

tifs.

Cette thèse contient une revue de la littérature sur l’état de l’art des mécanismes des instabili-

tés des structures tourbillonnaires dans différentes configurations. La littérature exposée dans

cette thèse met l’accent sur les avancements à ce jour ainsi que l’objectif détaillé du présent

travail. Le chapitre 2 présente la définition du modèle mathématique élaborée pour atteindre les

objectifs principal et spécifiques. En outre, le modèle numérique choisi, l’effet de la géométrie

du domaine de simulation, l’implémentation d’un vent latéral ainsi que le plan de travail sont

discutés. Dans le chapitre 3, la procédure de validation des résultats analytiques et numériques

(DNS) ainsi qu’une comparaison entre un cas test et la littérature sont présentées. Suit dans le

chapitre 4, l’étude de la principale configuration considérée dans cette thèse, soit une paire de

tourbillons IGE. Cette dernière est simulée avec un nombre de Reynolds basé sur la circulation

du tourbillon (ReΓ = 2 500) où une caractérisation des principaux paramètres et des spectres
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d’énergie sont analysés. Ensuite, le comportement d’un vent latéral est simulé et ses effets sur

les caractéristiques du système tourbillonnaire sont discutés. Par la suite, la recherche met l’ac-

cent sur le lien anticipé entre la configuration IGE d’une paire de tourbillons et la configuration

OGE d’une paire de tourbillons de circulations différentes. En détaillant l’interaction entre les

tourbillons d’une paire asymétrique, le chapitre 5 détaille la théorie de stabilité linéaire adaptée

à une paire OGE contrarotative de tourbillons de circulations différentes. Le but de ce chapitre

est de prédire les instabilités d’une paire de tourbillons IGE. Dans le chapitre 6, une méthode

d’analyse est présentée afin de déterminer le comportement des instabilités dans une confi-

guration IGE à un Reynolds élevé (i.e. 2 500 < ReΓ < 100 000) à l’aide de simulations 2D.

Finalement, la conclusion générale est suivie de recommandations pour travaux futurs ainsi

que des compléments d’information sous forme d’annexes détaillées.



CHAPITRE 1

REVUE DE LITTÉRATURE

Une distance minimale entre deux avions consécutifs est recherchée malgré qu’une contrainte

doit être respectée afin de répondre aux critères de sécurité de Transport Canada. Le tableau 1.1

synthétise l’espacement minimum entre deux avions selon les normes de Transport Canada.

Tableau 1.1 Classification de l’espacement minimal en fonction de la masse

de l’aéronef. Transport Canada (2015)

Adapter ces espacements à la masse exacte d’un avion demande une meilleure compréhension

de l’évolution des structures tourbillonnaires à un niveau fondamental. Les effets 3D dans un

écoulement dominé par la dynamique des tourbillons deviennent rapidement complexes (Wu

et al. (2006); Alekseenko et al. (2007)). Comme ces tourbillons sont naturellement instables,

l’étude de ces tourbillons est souvent jumelée à des analyses de stabilité de la dynamique des

fluides. Plusieurs travaux représentent un état de l’art de l’étude numérique des tourbillons de

sillage d’avion près du sol (Dufresne & Winckelmans (2005); Harris & Williamson (2012))
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ainsi que pour une approche tant expérimentale que numérique sur la problématique des insta-

bilités des tourbillons de sillage d’avion (Rossow (1999); Breitsamter (2011)). Dans ce cha-

pitre, la formation du sillage d’avion est d’abord étudiée et ces effets sur un avion suiveur sont

discutés. Cette discussion met l’accent sur la dangerosité et la dissipation naturelle d’un sillage

d’avion. Puis, les mécanismes d’instabilités d’une paire de tourbillons IGE sont décrits. Les

particularités d’un système tourbillonnaire IGE y sont détaillées. Une fois la littérature discu-

tée, la problématique du présent projet de recherche est élaborée. L’objectif principal et les

objectifs spécifiques de cette thèse concluent le chapitre.

1.1 Formation du sillage d’avion

Les tourbillons de sillage d’un avion sont générés par la différence de pression entre l’extrados

et l’intrados de l’aile d’un avion (surface portante). Cette différence de pression est maximale

au bout (extérieur) de l’aile et perd de l’ampleur en se rapprochant du fuselage (Anderson

(2007)). La structure du sillage devient complexe près de l’avion surtout lorsque celui-ci est

en phase de décollage et d’atterrissage. En effet, l’empennage et les mécanismes hypersusten-

tateurs peuvent générer leurs propres paires de tourbillons contrarotatifs. Une configuration à

quatre tourbillons en vue d’une analyse plus près de l’avion peut être réalisée (Crouch (1997);

Jacquin et al. (2003); Ortega (2001); Nelson & Babie (2005)). Suite à la fusion des différents

tourbillons corotatifs du sillage proche de l’avion, une structure tourbillonnaire non axisymé-

trique, et par conséquent, plus complexe en résulte. La conséquence de telles fluctuations azi-

mutales contribue à complexifier l’analyse du sillage d’avion. À partir d’une distance d’environ

neuf fois l’espacement (b) entre les tourbillons (i.e. 9b) derrière l’avion, le sillage de l’avion

se résume à une paire de tourbillons contrarotatifs (Jacquin et al. (2003)). Pour une simple

aile, la paire de tourbillons est visible à partir d’une distance de ≈ 1b telle que représentée à la

figure 1.1b. Les tourbillons peuvent être modélisés avec des distributions de vitesse azimutale

et de vitesse axiale. L’effet de la vitesse axiale est abordé dans les sections suivantes. Chaque

tourbillon s’induit mutuellement une vitesse vers le bas. Ainsi, les tourbillons générés à un

temps antérieur sont plus bas que ceux générés par l’aile au temps présent. Conséquemment,
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le sillage évolue spatialement derrière l’avion. Afin de se concentrer sur l’effet de la paroi,

l’étude présentée ici met l’accent sur une configuration d’une paire de tourbillons axisymé-

triques contrarotatifs IGE sans vitesse axiale. C’est avec cette configuration que la dangerosité

du sillage d’un avion meneur sur un avion suiveur est analysée dans la section suivante.

a)

b)

Figure 1.1 Formation du sillage d’avion due à une différence de

pression entre l’extrados et l’intrados de l’aile (figure a). Vue de

dessus de la formation du sillage (figure b) (Van Dyke (2005)). La

différence de pression intrados/extrados à un effet sur l’ensemble

de l’envergure de l’aile.



8

1.2 Évaluation de la dangerosité

Quatre principales situations peuvent être identifiées où un avion suiveur croise le sillage d’un

avion meneur (figure 1.2) et toutes ont des conséquences différentes et potentiellement dange-

reuses pour la stabilité de l’avion suiveur. D’abord, la situation où les deux avions se suivent

l’un dernière l’autre est considérée. À ce moment, l’avion suiveur est exposé à un souffle vers

le bas aussi appelé downwash qui induit une perte brusque d’altitude. À l’opposé, si l’avion

suiveur est décalé vers l’extérieur soit à l’extrême gauche ou droit du sillage de l’avion meneur,

l’avion est soumis à un souffle vers le haut aussi appelé upwash qui peut causer une augmen-

tation soudaine d’altitude. Si l’avion suiveur est aligné avec un des tourbillons de sillage de

l’avion meneur alors la moitié de l’avion suiveur est soumis au downwash et l’autre moitié

au upwash. Par conséquent, l’avion suiveur est soumis à un mouvement de roulis dans le sens

horaire ou antihoraire selon le tourbillon rencontré. La quatrième situation représente un avion

croisant perpendiculairement le sillage d’un autre avion. Dans cette situation, l’avion est ex-

posé à une série de souffles alternants vers le haut et le bas pouvant entraîner une contrainte

importante sur la structure de l’avion (Breitsamter (2011)). Ces situations sont d’autant plus

dangereuses si l’avion suiveur se trouve en phase d’atterrissage ou de décollage. Le pilote

dispose de peu de temps et d’une faible altitude pour stabiliser l’appareil.

Figure 1.2 Effets du sillage d’un avion

meneur sur un avion suiveur (Carten Jr (1971)).
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Pour quantifier l’effet de souffle ou de roulis sur un avion suiveur, le profil de vitesse moyen

du sillage de l’avion meneur est considéré. À titre de référence, un coefficient de moment (CM)

de l’avion suiveur engendré par un avion meneur avec un coefficient de portance CL,meneur est

CM =
CL,meneur

b2

∫ b/2

−b/2
(w/U∞)ydy (1.1)

avec w le profil transversal de vitesse du sillage, b l’espacement des tourbillons de l’avion

meneur et U∞ une vitesse de référence du système tourbillonnaire (Rossow (1999)). Cette dis-

tribution de vitesse est directement liée à la circulation (Γ) générée par l’aile i.e. lié au poids de

l’avion. Cela implique que plus un avion est lourd, plus la circulation est importante. Cela se

traduit par une augmentation de la dangerosité d’un sillage d’un avion lourd par rapport à un

avion léger. De plus, la dangerosité du sillage d’un avion est directement liée à la persistance

dans le temps du champ moyen de vitesse de ce sillage. Donc un avion plus lourd laissera

un sillage plus persistant dans le temps qu’un avion plus léger. Outre la masse de l’avion, la

persistance dans le temps du sillage est déterminée par les mécanismes naturels de dissipation

du sillage. La stabilité des structures tourbillonnaires composants le sillage moyen de l’avion

détermine la persistance dans le temps de la menace associée au sillage. Par conséquent, s’at-

tarder au cycle de vie de ce sillage d’avion permet d’évaluer la durée de la menace pour un

potentiel avion suiveur.

1.3 Dissipation naturelle d’un sillage d’avion

Il a été mentionné précédemment que le sillage d’un avion est une structure tourbillonnaire

se dissipant naturellement. Or cette dissipation se produit par une combinaison de deux fac-

teurs. Le premier facteur représente les effets visqueux générés par les gradients de vitesse. Le

second facteur consiste en la formation d’instabilités à partir de perturbations naturellement

présentes dans l’écoulement. La viscosité du fluide ne peut permettre une dissipation rapide

du sillage et seules les instabilités contribuent significativement à la dissipation de l’énergie

des tourbillons de sillage d’avion (Fabre (2002)). En somme, la façon de dissiper naturelle-
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ment l’énergie d’un sillage d’avion se fait en générant des structures de différentes longueurs

d’onde. Pour savoir quelles longueurs d’onde sont sélectionnées, une étude des mécanismes

d’instabilité du système tourbillonnaire est réalisée.

1.4 Tourbillons de sillage d’avion IGE

Un des objectifs à long terme de l’étude des tourbillons de sillage d’avion IGE est de déve-

lopper des outils numériques pour réduire le risque que des avions croisent un tourbillon de

sillage d’un autre avion (Proctor & Switzer (2000); Gerz et al. (2002)). Pour ce faire, plusieurs

simulations numériques sont réalisées dans le but d’obtenir un point de vue différent de ce-

lui fourni par résultats expérimentaux et d’accumuler une banque de résultats numériques qui

pourront calibrer de futurs outils ou systèmes embarqués de prédiction qui serviront tant aux

contrôleurs aériens qu’aux pilotes d’avion. Les mêmes auteurs précisent que ces recherches ont

pour objectif de réduire les distances entre les avions tout en améliorant la sécurité aérienne. Ce

qui caractérise un sillage IGE, c’est le fait que les tourbillons induisent des couches limites au

sol. Sous l’effet d’un gradient de pression défavorable, la couche limite se sépare pour former

une nouvelle structure tourbillonnaire qui est appelée tourbillon secondaire telle qu’observée,

entre autres, par Luton & Ragab (1997); Dufresne & Winckelmans (2005); Winckelmans et al.

(2008) et illustré à la figure 1.3. Ces tourbillons secondaires sont dotés d’une circulation (Γ2)

inférieure à ceux des tourbillons principaux (Γ1) et sont les premiers à montrer des signes d’in-

stabilité. Pour cette raison, les mécanismes de croissance des instabilités est étudiés. Ceux-ci

comprennent les ondes : longues (λ � b, instabilité du mode de flexion), courtes (λ ≈ a, insta-

bilité du mode elliptique) et intermédiaires (λ ≈ b, instabilité de Crouch). Seule l’instabilité du

mode elliptique dépend de la structure interne du tourbillon de sillage (Widnall et al. (1971)).

Dans la configuration IGE, certaines études suggèrent qu’il s’agit d’une instabilité du mode el-

liptique (Luton & Ragab (1997); Duponcheel et al. (2009)) une autre avance qu’une instabilité

de Crouch est à l’origine de cette instabilité observée IGE (Harris & Williamson (2012)).
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Figure 1.3 Tourbillon de sillage en effet de sol d’après

Winckelmans et al. (2008).

1.4.1 Effet de la paroi solide

L’effet de la paroi se fait ressentir principalement à partir des effets visqueux et l’image miroir.

Néanmoins, afin de simplifier l’analyse en première approximation il est possible de négliger

les effets visqueux. Cette méthode permet de développer une équation hyperbolique pour pré-

dire les trajectoires des tourbillons contrarotatifs en configuration proche effet de sol (NGE,

i.e. sans tenir compte des effets visqueux dus à la paroi) où le tourbillon principal glisse le

long de la paroi (Lamb (1932)). La théorie de Lamb n’est valable que pour un écoulement sans

viscosité (i.e. ReΓ → ∞ et condition de glissement à la paroi) et des tourbillons représentés par

une ligne de vorticité (i.e. a
b → 0).

La configuration IGE est définie comme étant une paire de tourbillons contrarotatifs où les ef-

fets visqueux du fluide à la paroi sont pris en considération. La formation des couches limites à

la paroi sous l’effet des tourbillons principaux est simulée à ReΓ = 600 000 par une analyse 2D

(Eriksson et al. (1977)). Ces couches limites, sous l’effet d’un gradient de pression défavorable,

provoquent l’épaississement des couches limites jusqu’à leur arrachement devenant ainsi des



12

tourbillons secondaires. Une fois séparées de la paroi, ces structures tourbillonnaires orbitent

autour des tourbillons principaux. Comme leurs travaux se limitent à une analyse bidimension-

nelle, il est impossible d’étudier le mécanisme de dissipation des tourbillons secondaires. Le

mécanisme de dissipation étant un phénomène 3D. Cependant, ils étudient l’écoulement sur

une large plage de nombre de Reynolds variant entre 6 000 < ReΓ < 600 000. En plus, l’utili-

sation d’un code de différences finies d’ordre supérieur combiné à un écoulement à haut ReΓ

permet d’observer la formation d’une succession de tourbillons secondaire, tertiaire et qua-

ternaire provenant de l’arrachement de la couche limite. Quelques résultats 3D sont présentés

(trajectoires 2D vs 3D) dans un domaine où Lz ≈ a0,1 mais aucune analyse de stabilité n’est

réalisée.

Un modèle LES peut être utilisé pour étudier l’effet de la paroi (Proctor et al. (2000)). Leurs

résultats mettent en évidence l’importance de redimensionner le système tourbillonnaire afin

de réduire le nombre de paramètres à faire varier. Il est observé que la décroissance de l’éner-

gie des tourbillons est peu influencée par la turbulence ambiante. De plus, avec une turbulence

ambiante élevée, les tourbillons interagissent avec leurs images miroirs en se liant entre eux.

Similairement, les trajectoires 2D et 3D des tourbillons sont comparées (Puel & de Saint Victor

(2000)). D’abord, avec des calculs 2D les effets diffusifs et rebonds successifs des tourbillons

sont caractérisés. Puis, leurs dépendances face au Re est analysée. Si les rebonds sont peu af-

fectés par Re, la diffusion du rayon du tourbillon dépend grandement du nombre de Reynolds

justifiant qu’à haut Re les effets visqueux sont faibles. De plus, à haut Re une création suc-

cessive de petits tourbillons est observée rendant le suivi des trajectoires plus complexe. Pour

le calcul 3D, une instabilité qualifiée d’elliptique est observée, mais encore une fois, aucune

étude de stabilité n’est réalisée.

Trois régimes ou situations sont identifiés lors de l’évolution d’une paire de tourbillons IGE

(Williamson et al. (2014)). Le premier régime représente une paire dont la formation se fait près

du sol et dont le mode de flexion dans les tourbillons principaux ne dispose pas suffisamment de

temps pour se développer. Conséquemment, les tourbillons secondaires formés deviennent les

premiers à montrer des signes d’instabilité. Les anneaux de vorticité décrits par Crow (1970)
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n’ont pas le temps de se former. Ces anneaux se produisent naturellement lors de la dissipation

d’une paire de tourbillons OGE. Le second régime correspond à une formation des tourbillons à

une hauteur supérieure qu’au premier régime et permet aux tourbillons principaux de dévelop-

per un mode de flexion. Cependant, le processus de dissipation par les instabilités est influencé

par la proximité de la paroi et de la paire principale. Avec l’ondulation axiale des tourbillons,

une forte concentration de vorticité se forme aux points où la distance entre les tourbillons

principaux est maximale. Cette forte concentration de vorticité engendre de petits anneaux de

vorticité qui rebondissent sur la paroi. Le dernier régime consiste en une paire de tourbillons

loin du sol (i.e. OGE) de façon à ce que le mode de flexion aille suffisamment de temps pour

développer des ondulations dans le tourbillon principal et que celui-ci interagisse avec la paroi,

ce qui engendre des anneaux de vorticité et dissipe le sillage d’avion sans avoir à former des

tourbillons secondaires. Similairement, il est montré que trois types de modes de flexion (ou

instabilité de Crow pour une paire symétrique) sont présents lorsque les tourbillons sont IGE

(Kornev & Reichert (1997)). D’abord, il y a l’instabilité de Crow pour une paire de tourbillons

à une hauteur H/b > 0.575, une instabilité hélicoïdale pour 0.438 ≤ H/b ≤ 0.575 et une insta-

bilité confinée dans un plan (à angle négatif par rapport à l’horizontale) pour H/b < 0.438.

Le cas correspondant au premier régime est étudié plus en détail. Une paire de tourbillons

contrarotatifs IGE définis par une distribution de vitesse de Lamb-Oseen est étudiée lors d’une

simulation DNS (Luton & Ragab (1997)). Un seul tourbillon de la paire y est simulé avec une

condition de symétrie. Dans une simulation à ReΓ = 2 196 et a0,1/b = 0.25, il est observé

que les tourbillons secondaires sont les premiers à montrer un signe d’instabilité jusqu’à une

dissipation complète due aux effets d’étirement de vorticité. Les résultats obtenus montrent

que λ/a0,1 = 3.20 (ka0 = 1.95) et λ/a0,1 = 1.78 (ka0 = 3.5) et le mécanisme d’instabilité

du mode elliptique est cité pour expliquer les nombres d’onde observés. Dans ces travaux, le

rayon initial a0,1 des tourbillons principaux est utilisé pour adimensionner les résultats. Or, il

est préférable d’utiliser la valeur du rayon du tourbillon instable (tourbillon secondaire dans

ce cas-ci, a2) au moment où des signes d’instabilité apparaissent. De plus, il est proposé par

Harris & Williamson (2012) d’adimensionner les résultats avec la distance entre les tourbillons
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principal et secondaire d et non l’espacement initial des tourbillons principaux b. Le fait que

les tourbillons principal et secondaire ne soient pas de mêmes circulations, |Γ1| 	= |Γ2|, n’est

pas considéré dans l’analyse de Luton & Ragab (1997). Une autre étude (non publiée) avance

également le caractère elliptique de l’instabilité en effet de sol (Duponcheel et al. (2009)).

Des résultats expérimentaux similaires sont obtenus par Harris & Williamson (2012) lors de

l’étude d’une paire de tourbillons IGE. Des instabilités formant des boucles Ω semblables à

celles observées par Luton & Ragab (1997) sont identifiées expérimentalement. Ces boucles

ont été observées par Ortega et al. (2003) lors de l’analyse de l’instabilité de Crouch. Ces ondes

sont attribuées au mécanisme de l’instabilité du mode de flexion et non à celui de l’instabilité

du mode elliptique comme déduit par Luton & Ragab (1997). L’effet de rotation de la paire

de tourbillons principal-secondaire, introduite par Bristol et al. (2004), est utilisé pour relier

l’instabilité observée en configuration IGE avec le mode de flexion en configuration OGE.

Ensuite, il est montré expérimentalement que des instabilités de courtes longueurs d’onde sont

observées dans le tourbillon secondaire et contribuent à enrichir l’hypothèse que l’instabilité

observée est elliptique (Cottin & Leweke (2007)). De plus, une nouvelle instabilité de type

centrifuge est identifiée à haut ReΓ. La possibilité que la configuration IGE soit propice à

développer tant une instabilité du mode elliptique qu’une instabilité du mode de flexion est

évoquée par Leweke et al. (2016) et Duponcheel et al. (2009).

1.4.2 Instabilité du mode de flexion

Une revue plus théorique est présentée dans cette section puisque cette théorie est reprise de

façon détaillée plus tard dans la thèse pour expliquer la stabilité linéaire d’une paire de tour-

billons IGE. Le mode de flexion dans un sillage d’avion, aussi connue sous le nom d’onde

longue ou onde de déplacement, a été expliquée pour la première fois par Crow (1970). La

prédiction théorique de la longueur d’onde de l’instabilité (λ/b = 8.6) dans le sillage d’un

avion est déterminée à partir de l’hypothèse que le sillage peut être simplifié par un filament de

vorticité pour chacun des tourbillons, d’indice 1 et 2 (voir figure 1.4), et que l’instabilité doit

satisfaire le critère : ka 
 1 où k = 2π
λ .
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Figure 1.4 Représentation schématique par filament de vorticité

d’une paire de tourbillon OGE (Crow (1970)).

L’origine de l’onde longue dans les tourbillons réside dans l’interaction du tourbillon 1 (droite)

et du tourbillon 2 (gauche). Crow montre que la perturbation évolue dans un plan faisant un

angle de 48◦ par rapport à l’horizontale de façon à ce que les plans s’intersectent sous les

tourbillons ( i.e. angle de 132◦ par rapport à l’horizontale). Ces résultats sont observés expéri-

mentalement (Leweke & Williamson (1998)). Une visualisation du mode de flexion est illustrée

à la figure 1.5. De façon numérique, Luton & Ragab (1997) montrent que le mode de flexion

OGE est identifiée dans un plan à 45◦ par rapport à l’horizontale avec ReΓ = Γ
ν = 8 784. Le taux

de croissance adimensionnel calculé est α∗ = αTref = 0.81 alors que le taux prédit par Crow

(1970) est α∗ = 0.80. De plus, le mode de flexion est observé avec un modèle LES adapté aux

structures tourbillonnaires (Cocle et al. (2007)). Une analyse numérique est réalisée sur l’insta-

bilité du mode de flexion et l’instabilité du mode elliptique pour différents ratios de circulations

soit Λ = Γ2
Γ1

où les indices 1 et 2 dénotent les tourbillons principal et secondaire respectivement
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(voir figure 5.2a) (So et al. (2011)). Dans cette analyse, le champ de perturbation est obtenu à

partir des simulations numériques dans l’objectif de faire une analyse de stabilité linéaire. Les

résultats permettent de faire le lien entre le ratio de circulations (Λ) et le nombre d’onde, et ce,

pour l’instabilité du mode de flexion (kb) et l’instabilité du mode elliptique (ka) discutée plus

loin.

Similairement, Jacquin et al. (2003) présentent une revue théorique, numérique et expérimen-

tale des mécanismes de la croissance des instabilités en se basant sur la théorie de la stabilité

linéaire. Leur recherche permet d’identifier un mode de flexion dans une configuration à quatre

tourbillons. L’effet de l’induction mutuelle, étant supérieur aux effets d’auto-induction, permet

certaines simplifications. Par contre, représenter un tourbillon par un filament (i.e. a/b → 0)

de vorticité n’est valide que pour l’onde longue si le modèle de Crow est utilisé. La méthode

des vortex est utilisée pour décrire le comportement des tourbillons principalement OGE. Ces

méthodes lagrangiennes ont peu de dispersion et permettent de bien conserver l’énergie (Win-

ckelmans et al. (2008)). Au moyen de la méthode de filament de vorticité avec filtre, le mode

de flexion est observé avec une période de λ/b = 8.53, soit une valeur très proche de la valeur

théorique de Crow i.e. λ/b = 8.6.

Figure 1.5 Mode de flexion vue expérimentalement par Laporte (2002).
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1.4.3 Instabilité du mode elliptique

L’instabilité du mode elliptique, λ/a = O(1), est aussi connue comme une instabilité d’onde

courte suite aux travaux de Pierrehumbert (1986); Bayly (1986); Waleffe (1990) entre autres.

Ce type d’instabilité est qualifié d’elliptique en raison de la déformation de la structure interne

du tourbillon par le mécanisme de l’instabilité. Parce que, cette instabilité est due essentiel-

lement à la structure interne du tourbillon, le modèle de filament tourbillon de Crow ne peut

être exact pour modéliser cette instabilité. Par conséquent, l’onde courte ka = 1.44 de Crow

(1970) est un mode parasite ou spurious mode tel que montré par Widnall et al. (1971), car

cette onde ne respecte pas la plage de validité du modèle utilisé par Crow soit ka 
 1. Plu-

sieurs travaux (Widnall et al. (1971); Roy et al. (2011); Arendt et al. (1997); Jacquin et al.

(2003)) montrent que l’instabilité du mode elliptique correspond à l’interférence constructive

(résonance) de deux ondes de Kelvin, de modes azimutaux m = 1 et m =−1, créant une onde

stationnaire (ω = 0) pouvant être amplifiée dans un champ de déformation. Il est précisé que

l’instabilité du mode elliptique est caractérisée par un mode azimutal |m| = 1 (dipôle) s’il n’y

a pas de vitesse axiale (Jacquin et al. (2003)).

Deux modes instables elliptiques sont identifiables soit : ka ≈ 3.9 et ka ≈ 7 pour une distri-

bution de vorticité de type gaussienne (Widnall et al. (1971)). Avec une distribution de vor-

ticité gaussienne (ωωω = (r2 − a2)2) les modes instables peuvent être réécrits par kae ≈ 2.7 et

kae ≈ 4.9 où le rayon effectif ae est utilisé. Ce rayon effectif (ae) d’une distribution de vorticité

quelconque représente le rayon a qu’un tourbillon avec un profil de vorticité constant (profil de

Rankine) doit avoir pour que les deux profils aient la même réponse dynamique i.e. développent

la même instabilité. Le facteur d’équivalence dynamique de Windall est ae = 0.7a. Mais, tous

les travaux de recherches ne suivent pas le même standard pour présenter les nombres d’onde.

Ainsi, certains auteurs présentent toujours leurs résultats avec un nombre d’onde ka ne faisant

ainsi aucune allusion au rayon équivalent ae (Ryan et al. (2006, 2012); So et al. (2011). C’est

le cas pour So et al. (2011) qui utilisent un tourbillon avec une distribution de vorticité de type

Lamb-Oseen. Une analyse de stabilité linéaire similaire à celle de So et al. (2011) est réalisée

par Ryan et al. (2012) avec une paire de tourbillons contrarotatifs de type Batchelor. Leurs
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principaux résultats mettent en évidence que l’instabilité du mode elliptique d’un tourbillon de

type Batchelor est générée par la résonance des modes azimutaux m = −2 et m = 0 alors que

dans le cas d’un tourbillon de type de Lamb-Oseen la résonance se produit entre les modes

m =−1 et m = 1.

Il est également observé que la croissance des instabilités est due au champ de déformation au-

tour du point de stagnation qui amplifie la perturbation dans la structure tourbillonnaire. Ainsi,

la théorie de stabilité linéaire est utilisée pour calculer le taux de croissance des instabilités du

mode elliptique (Tsai & Widnall (1976); Moore & Saffman (1975)). Il est montré que le taux

de croissance est maximal lorsque la perturbation n’est pas en rotation (ω = 0). De plus, des

travaux expérimentaux ont permis pour la première fois d’identifier des instabilités du mode

elliptique (courtes longueurs d’ondes) de ka = 1.8 dans un écoulement à ReΓ = 2 750 (voir

figure 1.6) (Leweke & Williamson (1998)). Un taux de croissance de l’instabilité du mode el-

liptique a été mesuré à α∗ = 0.94±0.12. Ces travaux ont également étudié l’interaction entre

l’instabilité du mode elliptique et l’instabilité du mode de flexion. L’instabilité du mode ellip-

tique est fortement influencée par l’instabilité associée au mode de flexion (Leweke & William-

son (1998)). D’autres travaux montrent que dans le cas d’une paire contrarotative le pic de

croissance de l’instabilité du mode elliptique est obtenu à ka ≈ 2.3 (ReΓ = ∞, α∗ ≈ 1.4) et

ka ≈ 3.9 (ReΓ = 7 000, α∗ ≈ 0.8 et ReΓ = ∞, α∗ ≈ 1.4) (Le Dizès & Laporte (2002)). Donc

l’augmentation du ReΓ a très peu d’influence sur la longueur d’onde, mais augmente le taux de

croissance (Le Dizès & Laporte (2002)). Ainsi, un fluide dont les effets visqueux sont faibles

par rapport aux forces d’inertie s’oppose moins à la croissance d’une perturbation.

Des tourbillons sont analysés avec une vitesse axiale (uz) représentée par le paramètre q= uθmax
uz

et avec une perturbation non axisymétrique (Lessen & Paillet (1974a)). En se basant sur une

théorie négligeant les effets visqueux, le taux de croissance maximal se trouve à q = 0.85 avec

un nombre d’onde azimutal m = −6. Par la suite, une théorie tenant en compte les effets vis-

queux est considérée (Lessen & Paillet (1974b)). Les trois premiers modes azimutaux négatifs

sont étudiés, m = −1, m = −2 et m = −3. Les taux de croissance maximaux se trouvent res-

pectivement à q = 0.40, q = 0.60 et q = 0.80. Les ReΓ critiques minimaux sont de ReΓ = 16,
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ReΓ = 31 et ReΓ = 57 pour les trois modes étudiés. Un ReΓ critique indique le seuil ou les ef-

fets visqueux sont si dominants que toutes instabilités sont amorties. Dans cette configuration,

une instabilité de ka = 1.9 pour q = 2.07 est identifiée (Ryan et al. (2006)). Par conséquent,

la vitesse axiale au sein du tourbillon influence l’instabilité du mode elliptique (Lacaze et al.

(2007)). De plus, l’instabilité du mode elliptique apparaît suite à la superposition des modes

azimutaux m = 0 et m =−2 (quadripôle) avec un plus grand taux de croissance que le cas sans

vitesse axiale (Roy et al. (2011)).

Figure 1.6 Instabilité du mode elliptique d’une paire de tourbillons contrarotatifs à

ReΓ = 2 750 telle que vue expérimentalement par Leweke & Williamson (1998).

1.4.4 Instabilité de Crouch

Un autre type d’instabilité est observé par Crouch (1997) pour la première fois sur des systèmes

à quatre tourbillons comme illustré à la figure 1.7. L’instabilité de Crouch est aussi appelée

instabilité d’onde intermédiaire. La longueur d’onde de cette instabilité se situe entre λ/b= 1.5

et λ/b= 6 ce qui est plus petit que l’instabilité du mode de flexion (λ/b= 8.6), mais plus grand

l’instabilité du mode elliptique. Une instabilité qui varie entre λ/b = 0.7 et λ/b = 2.3 est aussi
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mise en évidence dans de configuration à quatre tourbillons (Ortega et al. (2003)) et deux

tourbillons asymétriques (Bristol et al. (2004)). Ce type d’instabilité, λ/b = O(1), observée

dans des paires asymétriques où le tourbillon de moindre circulation s’enroule autour de celui

doté d’une plus forte circulation en générant des boucles oméga (Ω). Les effets de rotation de

la paire tourbillonnaire asymétrique composée par un tourbillon principal et secondaire dans

une configuration à quatre tourbillons OGE est considérée pour la première fois par Bristol

et al. (2004). Cet effet de rotation est illustré à la figure 1.8 où une seule paire du système

à quatre tourbillons y est illustrée. La possibilité que le même mécanisme d’instabilité soit

présent dans un système à quatre et deux tourbillons est formulée par Bristol et al. (2004).

Le fait que l’instabilité de Crouch soit plus petite que celle identifiée par Crow (1970) serait

attribuable à l’effet de rotation de la paire de tourbillons principal-secondaire représenté par

la vitesse angulaire Ω. L’importance de la dynamique gouvernant cette paire asymétrique va

au-delà du système à quatre tourbillons OGE. En effet, le même argument peut être utilisé pour

expliquer le mécanisme des instabilités d’une paire asymétrique OGE. Dans quelle mesure

cette dynamique est applicable à une paire asymétrique interagissant avec une paroi solide

reste à déterminer.

Figure 1.7 Instabilité de Crouch d’un système

à quatre tourbillons telle qu’illustrée par

Crouch (1997).
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Figure 1.8 Vitesse de rotation Ω autour du point O
due à la différence de circulation du tourbillon

principal (Γ1) et secondaire (Γ2).

1.4.5 Effet d’un vent latéral et autres aspects climatiques

En pratique, une paire de tourbillons en effet de sol est souvent exposée à diverses conditions

climatiques telles que la turbulence, la stratification, le vent, etc. L’aspect le plus souvent étudié

est l’effet d’un vent latéral sur la dynamique des tourbillons (Bricteux et al. (2016)). Jusqu’à

présent, il n’est pas possible de savoir si l’effet d’un vent amplifie ou atténue la croissance

d’une instabilité. Une banque de données recueillies à l’aéroport de Memphis en 1995-96 dans

le cadre d’un programme de recherche de la NASA est analysée par Yaras (1998). Ces données

proviennent d’une vaste campagne d’essais en vol où les mesures ont été réalisées avec un sys-

tème LIDAR et ont permis d’étudier le sillage de plus de 550 avions. Les données contiennent

des mesures avec un niveau ambiant de turbulence, de vent, de cisaillement et de convection

naturelle faible. Le comportement des tourbillons est cohérent avec l’évolution rapportée dans

la littérature pour les cinq premières unités de temps convectif. Malgré les erreurs de mesure

expérimentale, les résultats permettent de conclure que les tourbillons principaux font un re-

bond sous l’effet de la présence de structures secondaire de vorticité comme constatée par les

essais en laboratoire et les simulations.
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L’effet d’un vent latéral sur une paire de tourbillons contrarotatifs IGE est analysé par Ro-

bins & Delisi (1993). Il est constaté que le sillage d’un avion peut perdurer jusqu’à 3.5 minutes

et se déplacer d’environ 500 m perpendiculairement à la piste d’atterrissage sous l’effet d’un

vent latéral d’une intensité de 3 à 5 m/s. Par la suite, leurs résultats numériques obtenus par une

analyse 2D, où les effets de la turbulence ambiante sont négligés, consistent essentiellement à

une comparaison concluante avec des données expérimentales des trajectoires de tourbillons.

Un modèle LES et des résultats expérimentaux sont étudiés pour déterminer l’impact d’un

vent latéral sur l’évolution des tourbillons IGE et caractériser la trajectoire des tourbillons

(Hamilton & Proctor (2000)). Il est précisé que la distance L séparant des pistes d’atterrissage

parallèles doit respecter le temps t de convection selon l’équation t = 0.688L
U où U est la vitesse

moyenne du profil de vent latéral. Une analyse LES majoritairement qualitative où l’influence

du vent sur les trajectoires est étudiée par Georges et al. (2005). De plus, l’impact des modèles

sous mailles est discuté par une analyse de la dissipation de l’énergie. Finalement, avec des

observations expérimentales, il est montré que les variations de température des tourbillons

sont de l’ordre de 1 degré Celsius. Ceci justifie que le sillage d’un avion soit considéré comme

isotherme et incompressible (Burnham & Hallock (2005)). Donc, il est observé que la présence

d’un vent influence l’évolution d’un système tourbillonnaire en effet de sol. Cette influence sur

les mécanismes d’instabilité reste à déterminer.

1.5 Problématique étudiée

Actuellement, l’un des principaux facteurs limitatifs de la capacité des aéroports est dû aux

délais de sécurité imposés entre les décollages et les atterrissages des avions. Deux avions qui

se suivent doivent donc garder une certaine distance, ou être séparés par un certain intervalle

de temps, pour permettre aux tourbillons du premier avion de se dissiper et ainsi éviter que le

deuxième avion n’entre directement en contact avec eux. Le problème de la proximité entre

deux avions est plus critique près des aéroports, lorsque les avions sont en phase de décollage

ou d’atterrissage alors qu’ils se trouvent en plus, près du sol (IGE). Une meilleure compré-

hension de la dynamique instable des tourbillons de sillage d’avion près du sol permettrait une
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évaluation plus précise de la « dangerosité » réelle d’un système tourbillonnaire à un instant

donné et pourrait permettre la conception de systèmes actifs qui pourraient accélérer la dissi-

pation des tourbillons et ainsi, réduire les délais sécuritaires entre les avions (Rossow (1999);

Dufresne & Winckelmans (2005)).

Pour ce faire, la caractérisation des instabilités et l’étude des mécanismes des instabilités

lorsque la paire de tourbillons se trouve IGE sont réalisées. C’est ainsi qu’il est possible de

contribuer à la compréhension des mécanismes fondamentaux régissant le comportement des

instabilités du mode de flexion (bending mode), de Crouch et elliptique en configuration IGE

par des simulations numériques. À ce jour, la littérature identifie un mécanisme d’instabilité du

mode elliptique comme avancé par Luton & Ragab (1997); Duponcheel et al. (2009) et un mé-

canisme semblable à l’instabilité de Crouch comme suggéré par Harris & Williamson (2012).

Les travaux présentés dans cette thèse permettent de faire la lumière sur cette apparente contra-

diction.

De plus, dans quelles mesures la proximité du sol et l’effet d’un vent latéral affectent-ils l’évo-

lution des instabilités dans le sillage et surtout sa dissipation éventuelle sont des questions qui

demeurent en grandes parties non résolues (Dufresne & Winckelmans (2005); Cottin & Leweke

(2007)) et font partie des objectifs de cette thèse.
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1.6 Objectifs des travaux de recherches

L’objectif principal du présent projet est de :

• Contribuer à la compréhension de la dynamique des tourbillons de sillage d’avion en ef-

fet de sol par l’étude des mécanismes bi et tridimensionnels des instabilités auxquels ces

tourbillons sont sujets.

Les objectifs spécifiques sont :

1. Caractériser les instabilités d’une paire de tourbillons contrarotatifs interagissant avec le sol

et identifier s’il s’agit d’un mécanisme associé à l’instabilité du mode elliptique ou non ;

2. Identifier les principaux mécanismes responsables des instabilités et de la forte tridimen-

sionnalité et de la dissipation rapide du système tourbillonnaire représentant le sillage d’un

avion IGE;

3. Identifier les effets d’un vent latéral sur ces mécanismes d’instabilités.



CHAPITRE 2

MÉTHODOLOGIE

Ce chapitre présente la méthode utilisée pour atteindre les objectifs présentés à la section 1.6

en précisant les définitions physique et mathématique du problème et la méthode choisie pour

modéliser la physique de l’écoulement. De plus, comme l’analyse modale occupe un rôle pri-

mordial dans l’étude des instabilités, la méthodologie utilisée pour extraire les spectres d’éner-

gie est abordée dans ce chapitre. Puis, l’implémentation d’un vent latéral et axial est abordée.

Suit le développement d’outils numériques pour le pré/post-traitement des simulations. La des-

cription du code de calcul et des ressources informatiques sont abordées et un plan de travail

conclut le chapitre.

2.1 Définition du problème physique et mathématique

Le modèle étudié consiste en une paire de tourbillons contrarotatifs située à une hauteur H du

sol. Les tourbillons ont un espacement b comme illustré à la figure 2.1.

Figure 2.1 Représentation schématique du domaine de simulation et d’une

paire de tourbillons en effet de sol. Où b est la distance entre les tourbillons de

rayon a et de circulations Γ. La paire se trouve à une hauteur initiale H par

rapport au sol.
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Les tourbillons d’un rayon a ont une circulation Γ de grandeur identique, mais de signe op-

posé. Le nombre de Reynolds est défini par ReΓ = Γ/ν où ν est la viscosité cinématique. Afin

de modéliser numériquement la dynamique des tourbillons les distributions de vitesse et de

pression doivent être le plus conforme possible aux équations incompressibles de N-S :

∇ ·u = 0 (2.1)

et
∂u
∂ t

+u ·∇u =− 1

ρ
∇p+ν∇2u. (2.2)

Un profil algébrique de bas ordre de la vitesse tangentielle décrit par l’équation (2.3) est utilisé

(Rosenhead (1930)) afin de mieux représenter un tourbillon à haut ReΓ. Le champ de vitesse

et de vorticité d’un tourbillon correspondant au profil algébrique de bas ordre est décrit par les

équations (2.3) et (2.4) :

uθ (r) =
Γ

2π
r

r2 +a2
(2.3)

et

ωz (r) =
Γ
π

a2

(r2 +a2)
2

(2.4)

où r est la distance du centre du tourbillon, uθ la vitesse tangentielle et ωz la vorticité axiale

(selon z). À titre de référence, d’autres profils de vitesse azimutale (voir figure 2.2) sont utilisés

dans la littérature tel le tourbillon de Rankine dont le profil de vitesse et de vorticité sont

respectivement :

uθ (r) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Γ

2π
r

a2 si r < a

Γ
2πr si r > a

(2.5)

et

ωz (r) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Γ

πa2 si r < a

0 si r > a.
(2.6)
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Similairement, une distribution de vorticité algébrique d’ordre élevé a des profils de vitesse et

de vorticité définis par :

uθ (r) =
Γ

2π
r
(
r2 +a2

)
(r2 +a2)

2
(2.7)

et

ωz (r) =
Γ
π

2a4

(r2 +a2)
3
. (2.8)

Puis, une distribution de vorticité gaussienne a des profils de vitesse et de vorticité :

uθ (r) =
Γ

2πr

(
1− exp

(−r2/a2
))

(2.9)

et

ωz (r) =
Γ
π

1

a2
exp

(−r2/a2
)
. (2.10)

D’autres modèles existent où trois différentes sections du tourbillon sont modélisées par diffé-

rentes équations (Jacquin et al. (2003)). Dans les travaux présentés ici, les profils de vitesse ne

présentent aucune composante axiale de vitesse. La figure 2.2a permet de comparer différents

types de distribution de vorticité par les équations (2.3), (2.5), (2.7) et (2.9). Si rc représente

la position du maximum de la vitesse azimutale pour une distribution de vorticité donnée, le

rayon a permet quant à lui, de connaître quelle serait le rayon caractéristique du tourbillon

de Rankine équivalent pour la distribution de vorticité étudiée. Les différentes valeurs d’équi-

valence sont répertoriées dans le tableau 2.1. La figure 2.2b montre qu’une fois les facteurs

d’équivalence appliqués aux équations (2.3), (2.5), (2.7) et (2.9) tous les profils ont le même rc

que le tourbillon de Rankine.

Tableau 2.1 Facteur d’équivalence (σ ) entre le rayon

(a) de différentes distributions de vorticité et la position

du maximum de vitesse azimutale (rc) avec a = σrc.

Distribution de vorticité Facteur d’équivalence (σ )

Constante (Rankine) —

Algébrique de bas ordre 1.0

Algébrique d’ordre élevé 1.335

Gaussienne (Lamb-Oseen) 0.8921



28

a) Profils des vitesses radiales sans calibration.

b) Profils des vitesse radiales calibrés avec a = σrc. Les profils

sont corrigés par le facteur σ de façon à atteindre leur vitesse

maximale à la même position radiale, soit r = a, selon les

paramètres du tableau 2.1.

Figure 2.2 Différentes modélisations de profils radiaux de vitesse

azimutale pour un tourbillon de : Rankine (vorticité constante),

distribution de vorticité algébrique de bas ordre, distribution de

vorticité algébrique d’ordre élevé et Lamb-Oseen (distribution de

vorticité gaussienne).
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Le profil de Rankine est trop simpliste pour une analyse numérique due à la discontinuité de

la distribution de vorticité. Pour les trois autres profils, le ReΓ relativement faible utilisé dans

cette thèse implique que les profils tendent tous vers le profil de Lamb-Oseen après quelques

pas de temps de la simulation. Dans le but initial d’étudier des tourbillons à haut ReΓ, le profil

de distribution algébrique de bas ordre de vorticité est implémenté pour les travaux présentés

dans cette thèse. La figure 2.3 permet de visualiser la distribution de vitesse et de vorticité adi-

mensionnelles associée à une paire de tourbillons contrarotatifs OGE avec a0,1/b = 0.05. La

vitesse de référence et le temps de référence pour adimensionner les courbes sont respective-

ment : Uref = Γ/(2πb), de longueur : Lref = b et de temps : Tref = Lref /Uref = (2πb2)/Γ avec

Γ = 2π et b = 1. L’effet du rayon sur cette distribution est discuté plus loin dans la thèse. La

pression est définie selon le profil de vitesse azimutale. La distribution de pression est donnée

par la solution de
d p
dr

=
u2

θ
r
. (2.11)

Outre les conditions initiales de vitesse et de pression, pour qu’un problème soit bien posé

du point de vue mathématique, les conditions aux limites du domaine de la simulation sont à

déterminer.

2.2 Définition des conditions aux limites

Pour modéliser et résoudre l’écoulement adéquatement, une sélection appropriée des condi-

tions aux limites doit être réalisée. Le rôle de ces conditions aux limites est de permettre une

meilleure approximation d’un domaine ouvert. Le domaine de simulation est délimité par six

conditions aux limites. Le tableau 2.2 détaille les conditions aux limites alors que la figure 2.4

illustre schématiquement leur emplacement dans le domaine de simulation. Pour les parois 2 à

4 une condition non réflective (ou hyperbolique) est développée selon l’équation (2.12) (Ferzi-

ger & Perić (2002); Givoli (1991)). Le but d’utiliser une telle condition aux limites est de ré-

duire les effets numériques et non physiques de la proximité des parois sur les tourbillons. Plus

précisément, cela permet de convecter naturellement les structures d’écoulement qui sortent du

domaine.
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Figure 2.3 Profils radiaux de vitesse et vorticité initiales pour une

paire de tourbillons contrarotatifs avec a0,1/b = 0.05.

L’implémentation de ce type de condition aux limites dans le logiciel OpenFOAM est présentée

à l’annexe I.
Dφ
Dt

=
∂φ
∂ t

+uni

∂φ
∂ni

= 0 (2.12)

où φ est une quantité physique (u et p) qui peut être transporté par une particule de fluide

sortant du domaine. L’utilisation de cette condition aux limites permet de réduire la taille du

domaine de simulation et par conséquent, la durée du calcul.

Tableau 2.2 Conditions aux limites du domaine de simulation.

Parois Représentations physiques Fonctions Conditions mathématiques

1 Sol Non-glissement u = 0 et ∇p|n = 0

2 Atmosphère Non réflective voir équation (2.12)

3 Atmosphère Non réflective voir équation (2.12)

4 Atmosphère Non réflective voir équation (2.12)

5 Atmosphère
Périodicité

avec paroi 6
u(z = 0) = u(z = Lz)
p(z = 0) = p(z = Lz)

6 Atmosphère
Périodicité

avec paroi 5
u(z = Lz) = u(z = 0)
p(z = Lz) = p(z = 0)
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Figure 2.4 Schéma des conditions aux limites du domaine de simulation.

2.3 Méthodes numériques envisagées

Les équations de Navier-Stokes (N-S) peuvent être discrétisées selon plusieurs méthodes ; dif-

férences finies (FDM), éléments finis (FEM), volumes finis (FVM) et spectrales sont les princi-

pales. La méthode des volumes finis est généralement favorisée à cause de la nature conserva-

trice du bilan des flux imposés sur chaque volume de contrôle et de la possibilité de modéliser

des géométries complexes (Ferziger & Perić (2002); Versteeg & Malalasekera (2007)). Cepen-

dant, la FVM est difficilement adaptable aux ordres supérieurs et est donc considérée comme

une méthode de bas ordre, généralement d’ordre deux. La FDM permet d’être adaptée plus

facilement aux ordres supérieurs, mais plus limitée au niveau géométrique pour des méthodes

d’ordre élevé (Patankar (1980)). Compte tenu de la simplicité du présent domaine de simula-

tion, un code de différences finies d’ordre élevé est souhaitable. Un code spectral est aussi à

considérer étant donné que les dérivées spatiales sont évaluées de façon exacte (Canuto et al.

(1988)). Cependant, la nécessité d’avoir uniquement des conditions aux limites périodiques

rend quelque peu difficile l’utilisation des méthodes spectrales. Cette limitation peut être pal-

liée par l’utilisation d’éléments spectraux. Dû à la simplicité du maillage orthogonal du présent

travail, un code de différences finies d’ordre supérieur est l’idéal. Bien que chaque méthode ait
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leurs propres caractéristiques, une difficulté est commune à toutes. La difficulté pour résoudre

les équations de N-S réside dans le couplage de la vitesse et de la pression dans l’équation de

conservation de la quantité de mouvement. Suite à cette problématique, la méthode PISO est

courante pour découpler la vitesse et la pression lors de simulations instationnaires (Issa, R.I.

(1985)), Cet algorithme est développé à partir de SIMPLER (Patankar (1980)).

Par ailleurs, une approche de programmation orientée objet est proposée en utilisant la méthode

des volumes finis (Jasak (1996); Weller et al. (1998)) et la méthode PISO. Ce logiciel permet

une syntaxe de programmation se rapprochant de la formulation tensorielle des équations de N-

S ou plus généralement des équations aux dérivées partielles. Malgré l’accès à certains manuels

la syntaxe de programmation est lourde et la courbe d’apprentissage peut s’avérer ardue pour

un utilisateur débutant dans le domaine de la dynamique des fluides numérique. Cette méthode

appelée FOAM permet d’implémenter, à partir d’opérateurs déjà programmés, une grande va-

riété de phénomènes physiques, principalement dans le domaine de la mécanique des fluides.

Plusieurs modèles numériques sont déjà implémentés dans le code tel la DNS, LES et RANS.

Ce code s’appelle aujourd’hui OpenFOAM et est utilisé dans cette thèse. La disponibilité de

ce code source ouvert en fait un choix avantageux. Le fait qu’il s’agisse d’une méthode de bas

ordre ne représente pas un problème majeur. Avec un maillage plus raffiné, une méthode de bas

ordre peut donner des résultats aussi précis qu’une méthode d’ordre élevé. Suite au choix de la

méthode des volumes finis, un choix d’un modèle numérique doit d’être effectué pour résoudre

les équations de N-S.

2.4 Choix du modèle numérique

Il existe plusieurs modèles numériques pouvant représenter la physique de l’écoulement. Parmi

ceux-ci, les modèles DNS, hypervisqueux, LES, méthodes vortex et RANS sont les plus com-

muns. Les modèles de turbulence sont largement utilisés en aéronautique, mais ces modèles

ne sont pas envisageables ici, car les travaux se consacrent essentiellement à l’étude des insta-

bilités soit la transition d’un écoulement laminaire vers un écoulement turbulent. Cependant,

un modèle de turbulence peut être utile pour suivre uniquement l’évolution des tourbillons
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IGE dans le cadre d’une étude qualitative (Spalart et al. (1999)). À l’opposé, la DNS per-

met de simuler l’intégralité de l’écoulement i.e. les grandes et les petites échelles en résolvant

l’équation de conservation de la masse (2.1) et de quantité de mouvement (2.2) sans simplifica-

tion ou modélisation mathématique outre l’exception qu’ici l’écoulement soit incompressible.

Simplification acceptable alors que les variations de température sont négligeables au sein du

tourbillon (Burnham & Hallock (2005)). En simulant l’intégralité de l’écoulement, les champs

de vitesse et de pression des petites échelles de l’écoulement sont résolus. Cependant, plus les

échelles d’un écoulement sont petites, plus le maillage devrait être raffiné. Par conséquence,

d’importantes ressources de calcul sont requises lorsqu’un modèle DNS est utilisé à Reγ élevé.

En effet, les petites échelles sont plusieurs ordres de grandeur inférieure aux grandes échelles

et lors d’un calcul par DNS toutes ces échelles doivent être résolues pour bien représenter

le transfert d’énergie des grandes échelles (structures fortement énergétiques) vers les petites

échelles (structures faiblement énergétiques). Plus le ReΓ est élevé, plus fines sont les structures

de l’écoulement et par conséquent, plus le maillage devra être fin. Ainsi, avec l’utilisation de la

DNS, il est nécessaire d’avoir un maillage contenant un nombre de volumes (ou cellules) très

élevés.

Il est également possible de considérer un modèle hypervisqueux (voir annexe II) pour pal-

lier les problèmes de la simulation des petites échelles. Essentiellement, la particularité de ce

modèle est d’ajouter un terme biharmonique (idéalement d’ordre élevé) à l’équation (2.2) qui

permet de filtrer les petites échelles en minimisant l’impact sur les grandes échelles de l’écou-

lement. Cette approche illustre sensiblement la philosophie des modèles LES (Garnier et al.

(2009)). Il est démontré que les modèles LES de base ne devraient pas être utilisés tels quels,

car le ReΓ effectif est inférieur au ReΓ spécifié dans les paramètres de la simulation (Cocle

et al. (2007); Dufresne et al. (2006)). Ceci est dû au fait que ces modèles dissipent l’éner-

gie de tous les modes, changeant ainsi la dynamique de l’écoulement. Or, il serait préférable

de dissiper uniquement les modes élevés (les petites échelles de l’écoulement). À ce stade, il

est plus réaliste de s’orienter vers un modèle DNS et de se contraindre à des faibles ReΓ. Le

modèle hypervisqueux n’est pas adaptable efficacement aux méthodes de bas ordres et aucun
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modèle LES adapté et validé à la dynamique des fluides tourbillonnaires n’est disponible en

ce moment. Finalement, les méthodes des vortex permettent de représenter un écoulement non

visqueux (i.e. haut Re) en appliquant la loi de Biot-Savart (Winckelmans et al. (2005)). Ces

méthodes vortex, comme la plupart des méthodes lagrangiennes, sont reconnues pour être peu

dispersive et conservent efficacement l’énergie.

Dans le cadre des travaux présentés dans cette thèse, la DNS est choisie pour sa capacité à

résoudre l’ensemble des échelles qui caractérisent un écoulement dans les régimes laminaire

et transitoire. OpenFOAM dispose d’un solveur (icoFoam) qui permet de telles simulations.

Ce choix est le plus adapté pour résoudre les équations de N-S et facilite l’ajout et le couplage

de code extérieur pour l’analyse de post traitement par exemple. Il est discuté dans la section

suivante du couplage entre OpenFOAM et le code FFTW pour effectuer une analyse spectrale

qui est requise pour caractériser les instabilités développées dans le domaine de la simulation.

Ces conséquences sur la géométrie du domaine de simulation sont discutées à la prochaine

section.

2.5 Effets de la profondeur (Lz) du domaine

Pour déterminer la longueur d’onde la plus instable au sein du système tourbillonnaire, le

recourt à une méthode systématique pour calculer la réponse modale est utilisé. Pour ce faire,

une décomposition spectrale est réalisée avec un code extérieur FFTW. Cette décomposition

spectrale est discutée à l’annexe III. La nature périodique de l’écoulement facilite l’analyse

spectrale par l’utilisation de spectres d’énergie à différents instants de la simulation. Cependant,

cela implique qu’un nombre entier de longueurs d’onde doit être présent dans le domaine du

calcul.

Puisqu’une condition cyclique est utilisée à chaque extrémité des tourbillons, ceux-ci adapte-

ront plus facilement une variation périodique le long de leur axe de rotation. La conséquence

directe d’une telle condition aux limites est l’apparition d’une ou plusieurs longueurs d’onde
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telle que

k =
2π
λ

(2.13a)

=
2πn
Lz

(2.13b)

avec n le numéro du mode. À noter que n ne peut être qu’un entier et par conséquent l’écou-

lement ne peut répondre que sur des longueurs d’onde discrètes : λ = Lz, Lz/2, Lz/3, ..., Lz/n.

Ainsi, pour minimiser Δλ entre deux modes consécutifs, il est préférable de faire apparaître

l’instabilité sur des modes élevés. De par sa nature λ = O(1/n) il est possible de montrer

qu’avec une réponse sur le sixième mode par exemple, l’erreur maximale sur λ/Lz est de 9%

et qu’une réponse sur le 50e mode, l’erreur est de 1%. Or, pour faire répondre une instabilité

sur le 50e mode, un domaine avec Lz = 50λ est requis ce qui nécessite un maillage imposant,

voire irréaliste étant donné la taille de chaque cellule du domaine. Il est recommandé de faire

répondre le système sur le mode le plus élevé possible en tenant compte de la capacité de cal-

cul disponible. Comme alternative, il est possible de faire répondre l’instabilité sur des modes

relativement bas, mais en faisant plusieurs simulations avec des Lz légèrement différents. L’in-

stabilité dominante est celle dont le taux de croissance est le plus grand parmi tous les Lz testés.

Cette dernière alternative est retenue pour cibler le taux de croissance le plus instable.

2.6 Implémentation d’un vent latéral

Le dernier objectif spécifique nécessite l’implémentation d’un vent latéral. L’écoulement total

peut être représenté par

utotal = uvent +u (2.14)

où u est le champ de vitesse sans vent (voir figure 2.1). Pour y arriver, le vent (uvent) peut

être considéré comme étant passif ou actif. Un vent actif, i.e. uvent(x, t), signifie que ce dernier

pourra varier dans le temps et l’espace sous l’influence du champ de vitesse utotal(x, t). L’autre

alternative consiste à implémenter un vent passif. Dans ce cas, uvent(x) devient un champ vec-

toriel constant dans le temps. N’étant plus considéré comme un champ de variable à calculer,
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le vent peut être considéré comme un terme source constant dans les équations de N-S. Autre-

ment dit, le vent affectera les tourbillons, mais que ces derniers n’affecteront pas le vent. À ce

stade, l’ajout d’un vent passif est privilégié pour l’analyse préliminaire (simplifiée) de l’effet

d’un vent latéral sur les mécanismes des instabilités des tourbillons de sillage d’avion en effet

de sol. Cette implémentation se fait en modifiant le code source du solveur d’OpenFOAM. La

figure 2.5 permet de visualiser l’interaction d’un vent latéral avec une paire de tourbillon IGE.

b

a

ΓΓ

Η

Uvent

uvent(y)

δ

Figure 2.5 Schématisation du profil de vent latéral avec une paire de tourbillons

contrarotatifs IGE. Le vent passif, uvent(y), est modélisé par une loi 1/7 avec

δ/b = 10 tel que décrit par l’équation (2.15)

Un profil 1/7 de la vitesse du vent est utilisé tel que

uvent

Uvent
=

( y
δ

)1/7
(2.15)

où Uvent et δ représentent une vitesse et une hauteur de référence respectivement. Ces para-

mètres permettent d’ajuster l’intensité et le profil du vent. En substituant l’équation (2.14) dans
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les équations (2.1) et (2.2) on trouve :

∇ ·u = 0 (2.16)

et
∂u
∂ t

+u ·∇u+u ·∇uvent +uvent ·∇u =−∇p
ρ

+ν∇2u+ν∇2uvent . (2.17)

Ces équations sont implémentées dans le code pour réaliser l’étude de l’effet du vent latéral

sur une paire de tourbillons contrarotatifs en configuration IGE.

2.7 Développement d’outils numériques des solveurs et de pré/post-traitement

Une brève description des solveurs et outils (utilitaires) de pré/post-traitement est présentée

dans cette section. Le but étant de décrire les différents outils requis pour traiter et valider les

résultats des simulations numériques. Seulement les étapes clés, tel le couplage entre FFTW et

OpenFOAM sont couvertes. Par la suite, la routine MATLAB pour visualiser l’écoulement est

discutée.

2.7.1 Développement des solveurs dans OpenFOAM

Tous les solveurs utilisés dans cette thèse se basent sur un des solveurs d’OpenFOAM, Ico-

FOAM. Ce solveur est développé pour les écoulements 3D instationnaires et incompressible.

Dans certains cas, les modifications apportées au solveur sont au niveau de l’algorithme de

résolution numérique pour implémenter le vent latéral passif détaillé à la section 2.6. D’autres

modifications sont aussi réalisées, par exemple au niveau d’ajouts de fonctionnalités permettant

de mieux caractériser l’écoulement comme l’implémentation d’analyses modales (voir annexe

III) ou d’algorithmes servant à identifier les différentes caractéristiques des tourbillons tels que

la position du centre (x/b, y/b), rayon (rc/b), espacement (b), circulation (Γ), etc. des différents

tourbillons dans l’écoulement.
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2.7.2 Utilitaires de pré/post-traitement

Dans un premier temps, les utilitaires de prétraitement incluent la génération de conditions

initiales en vitesse et pression avec un bruit blanc. Également, il est possible d’induire une

perturbation à une longueur d’onde et amplitude spécifique dans la condition initiale. De plus,

si la configuration étudiée consiste à un système IGE ou OGE avec deux ou quatre tourbillons,

l’effet de l’image miroir (sous la paroi inférieure) est prise en considération pour générer le

système tourbillonnaire modélisé.

Dans un second temps, les utilitaires de post-traitement ont été développés de façon à pouvoir

faire la caractérisation sur le champ moyen (ou mode 0) de vorticité. La caractérisation consiste

à déterminer pour chaque tourbillon présent dans le domaine de simulation une série de para-

mètres. Ces derniers représentent : la position du centre (x,y) du tourbillon par l’entremise d’un

extremum local de vorticité, la circulation (Γ) et le rayon caractéristique (rc) en identifiant la

distance radiale du maximum de la vitesse azimutale. De plus, l’espacement centre à centre

entre les tourbillons est calculé.

Un autre utilitaire permettant d’isoler un mode (n) en particulier ou d’extraire un seul mode

d’un champ vectoriel ou scalaire est développé. Ainsi, si seul le mode n = 0 du champ de

vorticité est conservé, le champ moyen est obtenu. Alors que si seul le mode n = 0 est retiré

du champ de vorticité, le champ de perturbation est obtenu. Comme mentionné précédem-

ment, l’analyse modale représente un outil efficace pour la caractérisation et la visualisation

des résultats numériques. Le détail mathématique de la décomposition spectrale est présenté à

l’annexe III.

2.7.3 Visualisation et caractérisation avec MATLAB

La visualisation de l’écoulement représente une étape importante de l’analyse d’une simulation

numérique. Due à la nature tourbillonnaire de l’écoulement, les tourbillons peuvent être visua-

lisés soit par des isosurfaces de vorticité ou des isosurface de λ2 (Jeong & Hussain (1995)). Le

critère de visualisation λ2 ne s’avère pas aussi efficace que les isocontours de vorticité dans le
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cas présent. Les isocontours de vorticité permettent de mieux visualiser la structure ondulatoire

des tourbillons. Pour cette raison, les tourbillons et les différents modes composants ceux-ci

sont visualisés par des isosurfaces et des isocontours de vorticité.

Dans le cas présent, le mécanisme de transition d’un état essentiellement 2D (à τ∗ = 0) vers

un état 3D (à τ∗ > 0) est le point central des présents travaux de recherche. Cette transition se

fait par l’apparition d’instabilités qui amène l’écoulement d’un état bidimensionnel à un état

tridimensionnel. D’un point de vue de l’analyse modale, cela revient à étudier la croissance

des modes 1 à nz/2− 1 qui forme le champ perturbé où nz est le nombre de cellules selon

l’axe z. Le mode 0 est le champ moyen, donc la « composante » 2D de l’écoulement. En

conséquence, le champ moyen ajouté au champ perturbé représente le champ tel que vu dans

l’espace cartésien. Chacun de ces modes peut être extrait de l’écoulement et visualisé par des

isosurfaces de vorticité avec un programme de traitement de données. Dans le cas présent, le

logiciel MATLAB est retenu pour effectuer ces visualisations.

Pour des raisons de flexibilité et de manipulation des visualisations lors du post-traitement de

résultats, il a été jugé pertinent de développer un code MATLAB pour la visualisation des simu-

lations réalisées avec OpenFOAM (voir annexe IV). La routine MATLAB est continuellement

améliorée dans le but de permettre une meilleure illustration des mécanismes d’instabilités des

tourbillons de sillage d’avion en effet de sol. Ainsi, la routine permet de faire tout ce que Pa-

raFOAM (outil de visualisation d’OpenFOAM) fait et encore plus sans bogue d’affichage. Par

exemple, il est possible d’afficher les résultats sans avoir recourt à la reconstruction des sous-

domaines de simulation ce qui permet d’économiser temps et espace disque, ce qui n’est pas

négligeable pour des simulations DNS. De plus, ParaFOAM a de la difficulté à afficher cer-

taines variables (vorticité, modes instables, etc.) en périphérie du domaine dû à une mauvaise

interpolation aux limites du domaine de simulation. Le nouvel outil de visualisation programmé

avec MATLAB n’a pas de tels problèmes et est utilisé pour visualiser l’ensemble des résultats

présentés dans cette thèse.
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2.8 Codes de calcul et ressources informatiques

Plusieurs logiciels commerciaux sont actuellement disponibles, mais OpenFOAM version 2.1.1

(Jasak (1996); Weller et al. (1998)) semble le meilleur choix pour plusieurs raisons. D’abord,

le code source (C++) est ouvert ce qui implique qu’il est modifiable et donc, très flexible d’uti-

lisation pour la mécanique des fluides numérique (Churchfiel et al. (2010)). Par conséquent,

il devient possible d’adapter les applications (solveur, utilitaires, conditions aux limites, etc.)

à ses besoins et d’automatiser une partie du post-traitement des résultats numériques. Open-

FOAM est du domaine publique ce qui évite tout problème de gestion de licences surtout

pour les calculs en parallèle. Le logiciel est développé pour être installé sur un système Linux

(Ubuntu de préférence). OpenFOAM inclut quelques schémas de discrétisation temporelle et

spatiale principalement de deuxième ordre. Ceux-ci sont retenus pour les travaux dans cette

thèse.

Pour effectuer les simulations, des outils de calculs puissants sont requis. L’utilisation du «clus-

ter» Guillimin devient nécessaire. Ce calculateur est doté de plus de 21000 cœurs ou «cores»

avec des processeurs de type Sandy Bridge et Westmere. La connexion entre les nœuds est

assurée par une connectique Infiniband ce qui permet d’atteindre une capacité de calcul d’en-

viron 130 Tflops. À noter qu’une simulation n’utilise jamais la totalité du calculateur, mais

plutôt 144 cœurs maximum pour des raisons de rendement et surtout de temps d’attente. Le

post-traitement est réalisé sur MATLAB avec un PC conventionnel.

2.9 Plan de travail

Le plan adopté pour atteindre les objectifs par la méthodologie susmentionnée consiste à réali-

ser les différentes étapes suivantes :

• Valider le modèle numérique et ses conditions aux limites non réflectives (Chapitre 3) ;

• Analyser les résultats d’un système de tourbillons contrarotatifs IGE. Suite à cette analyse,

il est tenté d’identifier des similitudes avec une configuration OGE à deux tourbillons avec

un ratio de circulation Λ 	=−1 (chapitre 4) ;
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• Formuler une approche théorique gouvernant la stabilité linéaire d’une paire de tourbillons

contrarotatifs OGE (chapitre 5.3) ;

• Appliquer la théorie de stabilité linéaire d’une paire de tourbillon OGE à une paire de

tourbillon IGE comme décrit dans l’objectif principal de la thèse (chapitre 5.5) ;

• Déterminer les instabilités dans une paire de tourbillons dans une configuration IGE variant

de 2.5 × 103 < ReΓ < 1.0 × 106 et avec 0.01 < a/d2 < 0.25 par l’étude du champ de

vorticité axiale de simulations 2D (chapitre 6.1) ;

• Évaluer l’effet d’un vent latéral sur le mécanisme des instabilités pour une configuration à

deux tourbillons contrarotatifs IGE (chapitre 6.2).





CHAPITRE 3

VALIDATION DU MODÈLE NUMÉRIQUE

Ce chapitre présente la procédure de validation et les résultats ayant été reproduits dans le

cadre de cette validation. D’abord les conditions aux limites sont validées. Une comparaison

entre une prédiction analytique et numérique des trajectoires NGE est présentée. Par la suite,

un ajustement des paramètres du cycle PISO est testé. Suis une étude du maillage pour déter-

miner quelle taille des cellules est à adopter pour les calculs numériques. D’autres aspects du

modèle numérique sont à valider tels l’implémentation des FFT dans le solveur d’OpenFOAM,

puis différents outils de caractérisation sont validés. Pour valider la capacité du code à simu-

ler la dynamique instable d’une paire de tourbillons IGE, une comparaison de résultats avec

Luton & Ragab (1997) est présentée. Ces derniers présentent des résultats qui décrivent les

instabilités dans une paire de tourbillons contrarotatifs IGE où un plan de symétrie est utilisé

de façon à simuler un seul tourbillon de la paire.

3.1 Validation des modifications du solveur et du maillage

La validation consiste en quatre aspects principaux. D’abord, il est cherché à savoir comment

minimiser l’influence des conditions aux limites du domaine ouvert sur les trajectoires. De

plus, une comparaison des trajectoires avec celles de Lamb (1932) est effectuée. Par la suite,

les paramètres du cycle de correction PISO et le nombre de corrections non orthogonales sont

validés. Enfin, le maillage 3D est validé. Pour valider les résultats numériques, une étude de

convergence basée sur trois maillages différents est réalisée.

3.1.1 Condition non réflective aux limites du domaine

Afin de résoudre le problème mathématique, l’imposition des conditions aux limites est né-

cessaire. Ces conditions aux limites peuvent engendrer un biais dans la dynamique du fluide

à proximité des limites du domaine ouvert. Une condition non réflective, voir équation (2.12),

permet de réduire les effets non physiques (biais) engendrés par les conditions aux limites
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modélisant une paroi ouverte. Uniquement dans le cadre de la validation des conditions aux li-

mites, plusieurs cas tests 2D ont été réalisés dans un domaine réduit de 4b×2b avec un maillage

de 400× 200, une hauteur initiale des tourbillons H/b = 1, un rayon initial a0,1/b = 0.05 et

un ReΓ = 5 000. La paire de tourbillons évolue dans une configuration OGE où une condition

non réflective à la paroi inférieure du domaine est imposée. Dans le cas présent, l’utilisation

d’un gradient normal nul affecte la trajectoire des tourbillons lorsque ceux-ci se rapprochent

des limites du domaine de la simulation (voir figure 3.1 gauche). Avec la condition non réflec-

tive d’OpenFOAM, modifiée selon les détails présentés à l’annexe I, les tourbillons sont moins

influencés par la proximité de la paroi inférieure comme illustrée à la figure 3.1 (droite).

a) Gradient normal nul à τ∗ = 0 b) Advection modifiée à τ∗ = 0

c) Gradient normal nul à τ∗ = 0.5 d) Advection modifiée à τ∗ = 0.5

e) Gradient normal nul à τ∗ = 1 f) Advection modifiée à τ∗ = 1

Figure 3.1 Comparaison entre la condition de gradient normal nul (gauche) et

la condition d’advection d’OpenFOAM modifiée avec f = 0.75 (droite) en

fonction du temps adimensionnel τ∗.
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En effet, les tourbillons initialement à une hauteur H/b = 1 sont peu déformés par la pa-

roi inférieure et leur vitesse adimensionnelle de convection mutuelle, théoriquement égale à

Uref = 1, est respectée. La vitesse de référence et le temps de référence sont respectivement :

Uref = Γ/(2πb), de longueur : Lref = b et de temps : Tref = Lref /Uref = (2πb2)/Γ avec Γ = 2π

et b = 1. Par conséquent, la condition non réflective permet de minimiser la perturbation de la

paroi sur la dynamique de l’écoulement.

3.1.2 Comparaison des trajectoires 2D NGE analytique et numérique

Le comportement d’une paire de tourbillon NGE a été étudié, entre autres, par Lamb (1932).

Avec l’hypothèse d’un fluide non visqueux (sans couches limites et ReΓ → ∞) et de tourbillons

représentés par des filaments de vorticité (a/b → 0) la trajectoire hyperbolique des tourbillons

est donné par

y =
b |x|√

4x2 −b2
(3.1)

avec −∞< x/b< 1/2 et 1/2< x/b<∞. Afin de reproduire les trajectoires des tourbillons NGE

numériquement, certaines adaptations sont requises soit ; considérer l’évolution des tourbillons

dans un plan (simulations 2D) et négliger les effets visqueux (condition de glissement au sol et

un ReΓ = 5 000). Les calculs numériques ont été réalisés dans un domaine de 10b×5b avec un

maillage de 1000×500 et des tourbillons d’un rayon initial a0,1/b = 0.05. La figure 3.2 montre

les trajectoires des tourbillons où le maximum de vorticité est utilisé comme référence pour

établir leurs positions. Un écart inférieur à 5% entre les trajectoires numériques et théoriques

(équation (3.1)) est observé. Dans un autre ordre d’idée, il est possible de constater la faible

perturbation de la trajectoire près des parois latérales du domaine où se trouvent les conditions

non réflectives.
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Figure 3.2 Trajectoires 2D d’une paire de tourbillons contrarotatifs

sans couche limite (NGE) pour différents ReΓ. Une condition aux

limites non-réflective est utilisée aux parois latérales et supérieure.

3.1.3 Ajustement des paramètres du cycle PISO

Pour réduire le temps des simulations sans compromettre leurs précisions, des tests sur le cycle

PISO ont été réalisés. De façon générale, deux cycles de correction pour le calcul de la pression

et de la vitesse sont nécessaires (Issa, R.I. (1985)). L’utilisation d’une grille orthogonale ouvre

la possibilité de réduire le nombre de cycles de correction PISO. Réduire le nombre de cycles

implique que le calcul de la pression est effectué une seule fois par pas de temps. Le premier

test vise la trajectoire 2D des tourbillons d’une simulation caractérisée par ReΓ = 10 000,

8b×4b soit un maillage de 800×400 (= 3.2×105) volumes, avec H/b = 3 et a0,1/b = 0.05.

Les trajectoires sur une simulation 2D sont identiques selon qu’il y ait 1 ou 2 cycles PISO. Le

second test est réalisé avec une simulation 3D. Des calculs avec un et deux cycles de correction

PISO ont été réalisés. Les deux simulations ont un ReΓ = 5 000, avec un domaine de 8b×4b×
0.8889b soit 576×288×64 volumes. La hauteur initiale de la paire est H/b = 2 avec un rayon

de a0,1/b = 0.1. Les durées des simulations sont de 5.33 heures (1 cycle PISO) et 8.01 heures

(2 cycles PISO) soit une réduction de 33% de la durée de la simulation. Les visualisations, non

présentées ici, ne montrent aucune différence dans l’évolution des tourbillons et des isosurfaces

de vorticité.
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3.1.4 Étude du maillage 3D

Le critère utilisé pour générer le maillage de cette section est utilisé dans l’ensemble des simu-

lations présentés dans cette thèse. Le but d’un tel critère étant de s’assurer que les résultats sont

indépendants de la taille des cellules et de la taille du domaine de simulation. La configuration

simulée est représentée par la figure 2.1 avec un domaine de 8b×4b×0.9b et un maillage de

576×288×64 = 10.6×106 cellules, H/b = 2, a0,1/b = 0.1 et ReΓ = 5 000. L’énergie (E) et

l’enstrophie (E ) tels que définies par :

E =
∫

V

1

2
u2 dV (3.2)

et

E =
∫

V

1

2
ωωω2 dV (3.3)

respectivement sont utilisés pour étudier l’effet de la taille des cellules du maillage sur la com-

portement globale de l’écoulement. Les évolutions temporelles d’énergie et d’enstrophie ont

été comparés (voir figure 3.3) et la convergence a été observée. Suite une série de tests visant à

reproduire les résultats de la littérature (voir section 3.2) une contrainte de 12 cellules dans le

rayon initial (a0,1) est imposée pour générer le maillage. C’est avec ce critère que les maillages

sont générés en fonction de la taille du rayon du tourbillon principal. Toujours dans le but de

minimiser les erreurs, les mesures de taux de croissance faites à partir de la vitesse (ex. éner-

gie) sont plus précises que celles faites à partir de la vorticité (ex. enstrophie), car l’utilisation

de l’opérateur rotationnel (ωωω = ∇×u) engendre une erreur de discrétisation supplémentaire.

Cette erreur de discrétisation est toujours plus importante sur une dérivée ce qui est le cas lors

du calcul de l’enstrophie.
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Figure 3.3 Convergence des différents profils d’énergie et d’enstrophie.

3.1.5 Comparaison entre le profil de vitesse numérique et théorique

Dans la section 2.1, plusieurs de profils vitesses ont été abordés dont ceux correspondants,

entre autres, à un profil de vorticité gaussien dit de Lamb-Oseen et à un profil algébrique de

bas ordre. Lors de la caractérisation d’un système tourbillonnaire, le rayon caractéristique rc

est généralement mesuré via les résultats numériques alors que dans les travaux analytiques, le

rayon a est plus courant. Le lien entre ces deux paramètres peut être défini comme le facteur

d’équivalence σ . Alors chaque profil de vitesse azimutale possède un facteur d’équivalence

différent (voir tableau 2.1), il devient important de connaître le profil de vitesse à tout moment

dans la simulation de façon à utiliser le facteur d’équivalence approprié si l’on souhaite caracté-

riser adéquatement le système tourbillonnaire. La caractérisation du profil de vitesse azimutale

numérique de la condition initiale confirme que le profil algébrique de bas ordre est utilisé tel

qu’illustré par la figure 3.4a où le profil numérique est confondu avec le profil théorique de

vorticité de bas ordre. Tous les profils présentés à la figure figure 3.4a sont comparés avec le
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même rayon et la même circulation. Le profil de vitesse azimutale numérique présenté provient

d’une paire de tourbillons IGE avec un ReΓ = 5 000 et un rayon initial a0,1/b = 0.10. Cepen-

dant, il est possible de constater par la figure 3.4b que le profil de vitesse numérique s’éloigne

de la distribution de vitesse algébrique de bas ordre pour se rapprocher du profil de vitesse de

Lamb-Oseen. Cette observation s’explique par la présence des effets visqueux qui, à bas ReΓ,

diffusent la vorticité telle qu’un tourbillon de Lamb-Oseen. Il est conclu que relativement tôt

dans la simulation, il est plus réaliste de considérer un système tourbillonnaire composé de

tourbillons dont la distribution de vorticité est celle de Lamb-Oseen.

3.2 Validation numérique de la réponse modale d’un système tourbillonnaire IGE

Le but de la présente validation est de confirmer la capacité d’analyser la réponse modale

du système tourbillonnaire tel que décrit par Luton & Ragab (1997). Le modèle numérique

utilisé dans cette thèse est testé dans cette section afin de reproduire le principal résultat de Lu-

ton & Ragab (1997). Ces derniers déterminent la longueur de l’onde la plus instable du système

tourbillonnaire étudié. Dans le cadre de cette validation, un seul tourbillon de la paire IGE est

simulé avec une condition de symétrie comme illustrée par la figure 3.5. Pour être conformes

à Luton & Ragab (1997), des conditions de symétrie sont utilisées, pour cette simulation, aux

parois latérales du domaine et d’une condition de périodicité aux extrémités de l’axe de rotation

du tourbillon est utilisée. Le sol est modélisé avec une condition de non-glissement. La simu-

lation est caractérisée par ReΓ = 2 196, un domaine de 2.5b×2.5b×4b, des tourbillons d’un

rayon initial a0,1/b = 0.25 (distribution de vorticité de Lamb-Oseen) et d’une hauteur initiale

H/b = 1.25. Le nombre de Courant est fixé à Co = 0.50. Le maillage est de 128×128×256

(= 4.2×106) cellules comparativement à 64×64×128 points de calculs pour Luton & Ragab

(1997) avec un code de différences finies (FDM) d’ordre élevé. Le calcul s’est fait avec 64 pro-

cesseurs en 4.8 heures pour une simulation de 15 unités temps. Suivant Luton & Ragab (1997),

l’adimensionnement des résultats dans cette section se fait avec le rayon initial du tourbillon

principal agissant comme longueur de référence Lref = a0.
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a) τ∗ = 0

b) τ∗ = 5.0

Figure 3.4 Évolution radiale de la vitesse azimutale où r = 0 est le centre du

tourbillon. Profil de vitesse azimutale numérique comparé avec le profil de

vitesse théorique de Lamb-Oseen et d’algébrique de bas ordre (avec même rc
et Γ) pour τ∗ = 0 et τ∗ = 5.0. Le profil numérique est extrait d’un tourbillon

principal IGE avec ReΓ = 5 000 et un rayon initial a0,1/b = 0.10.
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En somme, le système tourbillonnaire étudié représente une paire de tourbillons bien qu’un

seul tourbillon soit simulé avec un plan de symétrie.

Figure 3.5 Représentation schématique du domaine 3D de simulation

tel que décrit par Luton & Ragab (1997). Une paire de tourbillons IGE

est modélisée, mais seul le tourbillon de droite est simulé avec des

conditions de symétrie.

3.2.1 Caractérisation des instabilités

Il est attendu de voir apparaître des instabilités dans le sillage d’un avion qu’il soit en effet

de sol ou non. Lors d’une simulation numérique, le type d’instabilité observable dépend des

caractéristiques géométriques du domaine de la simulation et plus précisément de la profondeur

de ce dernier i.e. dans le sens du déplacement de l’avion soit Lz dû à la nature périodique

de l’instabilité (voir section 2.5). Les instabilités des tourbillons sont caractérisées par leur

nombre d’onde ka0,1 et leur taux de croissance α∗ où a0,1 est le rayon initial des tourbillons

principaux similairement à Luton & Ragab (1997). Plus loin dans la thèse, il est montré qu’un

adimensionnement plus approprié doit être utilisée.
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3.2.2 Visualisations et décompositions spectrales

La visualisation et la caractérisation des instabilités dans le domaine de simulation est présentée

dans cette section afin de suivre l’évolution des perturbations dans le système tourbillonnaire

IGE. Pour ce faire, les isosurfaces de vorticité sont visualisées ainsi que les spectres d’éner-

gie et d’enstrophie pour être en mesure d’identifier les longueurs d’onde qui croissent pour

devenir une instabilité dans l’écoulement analysé. La figure 3.6 montre les isosurfaces de la

magnitude de la vorticité (|ωωω|) avec une distribution de couleurs correspondant à sa compo-

sante z (ωz) ainsi que la décomposition spectrale correspondante pour τ∗ = 2, 5 et 12 respecti-

vement. Suivant Luton & Ragab (1997), les nombres d’ondes sont adimensionnés avec le rayon

initial du tourbillon (a0,1/b = 0.25). Ces figures permettent de voir le mode 8 (ka0,1 = 3.14 et

λ/a0,1 = 2.0) au moment où l’arrachement de la couche limite survient vers τ∗ ≈ 2. Par la suite,

vers τ∗ ≈ 5 alors que le tourbillon secondaire orbite autour du principal, le mode 5 (ka0,1 = 1.96

et λ/a0,1 = 3.2) est celui qui domine l’écoulement. Puis, à τ∗ = 12 les isocontours montrent

des boucles oméga (Ω) générées par le tourbillon secondaire. Pour un même écoulement, une

instabilité à ka0,1 = 1.96 (mode 5 et λ/a0,1 = 3.2) est obtenue par Luton & Ragab (1997). La

réponse modale de la simulation numérique présentée dans cette section est donc cohérente

avec le cas de référence de Luton & Ragab (1997).

Les modes 5 et 8 sont ceux qui dominent l’écoulement et la figure 3.7 permet de comprendre

leurs évolutions respectives en les isolant du reste de l’écoulement. Ces visualisations montrent

des isosurfaces de |ωωω| des modes 5 (gauche) et 8 (droite) et colorées par leur ωz respective. Par

définition d’un bruit blanc, la perturbation initiale de tous les modes à τ∗ = 0.1 est unifor-

mément distribuée à l’intérieur du domaine de simulation. Les effets visqueux dissipent leur

énergie faisant apparaître les premières structures vers τ∗ ≈ 0.5. À ce stade, le mode 8 s’or-

ganise plus rapidement que le mode 5, ce qui avait déjà été observé par le spectre d’énergie

à la figure 3.6. Peu de temps après, la perturbation se concentre et se déplace dans la partie

inférieure du domaine où la couche limite se forme. À τ∗ = 1.0, la perturbation est entièrement

dans la couche limite qui subit un gradient de pression défavorable et qui entraîne la séparation

de la couche limite.
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a) τ∗ = 2 b) τ∗ = 2

c) τ∗ = 5 d) τ∗ = 5

e) τ∗ = 12 f) τ∗ = 12

Figure 3.6 Isosurfaces de la magnitude de la vorticité avec coloration

selon la composante z (gauche) et décompositions spectrales (droite)

où les modes 5 (ka0,1 = 1.96) et 8 (ka0,1 = 3.14) sont les plus instables.
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a) τ∗ = 0.1 b) τ∗ = 0.1

c) τ∗ = 0.5 d) τ∗ = 0.5

e) τ∗ = 0.6 f) τ∗ = 0.6

Figure 3.7 Isosurfaces de la magnitude de la vorticité du mode 5

(gauche) et 8 (droite) avec coloration selon ωz pour τ∗ = 0.1 à

τ∗ = 0.6. Suite page suivante.
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g) τ∗ = 1 h) τ∗ = 1

i) τ∗ = 2 j) τ∗ = 2

k) τ∗ = 3 l) τ∗ = 3

Figure 3.7 (Suite) Isosurfaces de la magnitude de la vorticité du

mode 5 (gauche) et 8 (droite) avec coloration selon ωz pour τ∗ = 1

à τ∗ = 3.
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À partir de τ∗ = 2.0 les perturbations des modes 5 et 8 sont d’amplitudes similaires alors qu’à

τ∗ = 3.0 la perturbation qui se situe dans le tourbillon secondaire est dominé par le mode 5,

ce qui est toujours conforme aux résultats de la décomposition spectrale. La dernière série

de visualisation permet de suivre plus en détail l’évolution du champ de perturbation pour

les mêmes temps étudiés précédemment. La figure 3.8 illustre le champ de vorticité à z/Lz =

0.5 duquel le mode 0 (champ de base) a été retranché ce qui donne finalement le champ de

perturbation. À la droite de cette figure, le même champ de perturbation est disposé selon

trois plans xy à z/Lz = 0.5, 2 et 3.5 de façon à montrer la variation axiale de la structure

de la perturbation. Toutes les figures disposent d’isocontours (en noir) de la magnitude de la

vorticité pour mieux situer les perturbations par rapport aux structures tourbillonnaires. Cette

prise de vue permet de renchérir sur le fait que la perturbation prend forme dans la couche

limite vers τ∗ = 0.5 pour atteindre un maximum lorsque le tourbillon secondaire est formé.

De plus, l’observation de l’ensemble du champ de perturbation permet de mieux identifier le

dipôle (de faible intensité) du tourbillon principal et celui (de grande intensité) du tourbillon

secondaire. Un dipôle entièrement confiné dans noyau du tourbillon est une caractéristique

d’une instabilité du mode elliptique avec un mode azimutal m = 1 et n > 1 où n est le numéro

du mode d’oscillation. À l’opposé, un dipôle s’étalant au-delà du noyau est caractéristique

d’une instabilité du mode de flexion ou bending mode (ex. instabilité de Crow) avec m = 1 et

n = 0. Une discussion sur les paramètres m et n et sur la structure du champ de la perturbation

est présentée au chapitre 5. D’après la structure de la perturbation, un mode de flexion semble

dominer le tourbillon secondaire.
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a) τ∗ = 0 b) τ∗ = 0

c) τ∗ = 0.5 d) τ∗ = 0.5

e) τ∗ = 0.6 f) τ∗ = 0.6

Figure 3.8 Magnitude de la vorticité de la perturbation vue de face à

z/Lz = 0.5 (gauche) et isométrique (droite) de τ∗ = 0 à τ∗ = 0.6.

Coloration selon ωz du champ de perturbation. Suite page suivante.
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g) τ∗ = 1 h) τ∗ = 1

i) τ∗ = 2 j) τ∗ = 2

k) τ∗ = 3 l) τ∗ = 3

Figure 3.8 (Suite) Magnitude de la vorticité de la perturbation vue de

face à z/Lz = 0.5 (gauche) et isométrique (droite) de τ∗ = 1 à τ = 3.

Coloration selon ωz du champ de perturbation.
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3.2.3 Taux de croissance

Le dernier point d’intérêt pour caractériser l’évolution d’une instabilité est de quantifier le

taux de croissance exponentielle (α) d’une perturbation de vitesse u′. D’après la théorie de la

stabilité linéaire temporelle, il est possible d’écrire

u′(r,θ ,z, t) = û(r)eαt+i(kz+mθ−ωt) (3.4)

avec α le taux de croissance de la perturbation et ω la fréquence angulaire de la perturbation.

Les taux de croissance adimensionnés (voir figure 3.9) obtenus pour l’énergie (enstrophie)

sont de α∗ = 1.20 (= 1.09) pour ka0,1 = 1.96 sur un mode 5, et de α∗ = 1.04 (= 0.924)

pour ka0,1 = 3.14 sur un mode 8. Il est attendu d’avoir des taux de croissance de l’ordre de

l’unité comme discuté par Crow (1970); Leweke & Williamson (1998). Ces taux de croissance

calculés à partir de l’énergie (u2) ont été divisés par un facteur deux pour obtenir le taux selon

une perturbation de vitesse (u) comme stipulé par l’équation (3.4). Luton & Ragab (1997) ne

précisent aucun taux de croissance dans leur étude.

Figure 3.9 Taux de croissance des modes 5 (ka0,1 = 1.96,

α∗ = 1.20) et mode 8 (ka0,1 = 3.14, α∗ = 1.04).
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3.3 Synthèse du chapitre

Avec les résultats obtenus dans ce chapitre de validation, il est possible d’avancer que le solveur

utilisé dans cette thèse permet de reproduire des résultats de la littérature. D’abord, la trajec-

toire hyperbolique 2D est conforme aux travaux analytiques (non visqueux) de Lamb (1932) et

les résultats numériques de Luton & Ragab (1997) (ka0,1 = 1.96 i.e. mode 5) ont été corroborés

en raffinant le maillage de la simulation par un facteur 2 dans chaque direction. Cela se traduit

par un domaine de simulation avec 8 fois plus de cellules que celui utilisé par Luton & Ragab

(1997). Ceci est expliqué par l’utilisation d’un code de différences finies d’ordre élevé par Lu-

ton & Ragab (1997). Suite à cette comparaison avec Luton & Ragab (1997), un minimum de

12 cellules dans le rayon du tourbillon principal a été imposé pour l’ensemble des calculs tri-

dimensionnels présentés dans cette thèse. La prochaine étape consiste à simuler et caractériser

le système tourbillonnaire intégral sans plan de symétrie dans une configuration IGE.



CHAPITRE 4

ANALYSE D’UNE PAIRE DE TOURBILLONS CONTRAROTATIFS IGE

La principale configuration étudiée dans le cadre de cette étude consiste en une paire de tour-

billons contrarotatifs en effet de sol (IGE) telqu’illustré à la figure 2.1 (chap. 2). Le sillage

proche de l’avion est composé de plusieurs structures tourbillonnaires dues à la présence

de plusieurs surfaces portantes, telles que les ailes et l’empennage de l’avion (Jacquin et al.

(2003)). Pour un avion en configuration haute portance, le sillage peut être approximé par une

paire de tourbillons (voir figure 4.1a) à partir d’une distance d’approximativement 9b derrière

l’avion. C’est avec cette approximation d’une paire de tourbillons contrarotative que le sillage

de l’avion est étudié dans ce chapitre. De plus, l’effet de sol est important ici, car l’avion est

considéré en phase d’atterrissage ou de décollage, donc à basse altitude. Alors que les tour-

billons s’induisent mutuellement une vitesse vers le bas, un rapprochement entre la paire des

tourbillons principaux et le sol se produit. Ce rapprochement génère des couches limites qui se

décrochent du sol dû à un gradient de pression défavorable. Après la séparation, la vorticité des

couches limites forment des tourbillons secondaires orbitant autour des tourbillons principaux

à une distance d. Dans un premier temps, la caractérisation d’une paire de tourbillons IGE sans

vent latéral est étudiée dans à la section 4.1. Dans un second temps, l’effet d’un vent latéral sur

les caractéristiques du système tourbillonnaire est étudié à la section 4.2.

4.1 Étude de l’effet du sol sans vent latéral

La figure 4.1b illustre les tourbillons principaux et secondaires en plus de détailler la notation

des différents paramètres caractérisant le système tourbillonnaire en effet de sol. À noter que

l’indice 0 est utilisé pour indiquer la valeur initiale d’un paramètre, ex. le rayon initial du tour-

billon principal est a0,1. De plus, les variables avec les indices 1 et 2 représentent les propriétés

des tourbillons principaux et secondaires respectivement. L’instabilité attendue peut-être sen-

sible à la longueur Lz du domaine de simulation comme discuté en détail à la section 2.5. Pour

déterminer la longueur Lz, il est possibilité de faire plusieurs simulations avec différents Lz et
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d’identifier le taux de croissance maximal parmi chaque Lz testé pour déterminer quel nombre

d’onde est le plus instable. Une approche théorique permettant d’éviter ce problème est discu-

tée dans le chapitre 5. L’importance d’estimer à l’avance ces différents paramètres est discutée.

Ces paramètres incluent les rayons a des tourbillons (principaux et secondaires) ainsi que leurs

circulations Γ respectives pour déterminer la longueur d’onde instable avec un taux de crois-

sance maximal et par le fait même, la longueur Lz du domaine de simulation. Cette valeur de Lz

correspond à un nombre entier n de longueur d’onde instable (λ |instable) soit Lz = n λ |instable.

Les calculs présentés dans ce chapitre correspondent à ReΓ = 2 500 dans un domaine de simu-

lation de dimensions 8b × 4b × 4.58b dans la direction x, y et z respectivement. Le maillage

utilisé pour ces calculs est 576 × 288 × 330 = 54.7 × 106 cellules de dimensions moyennes

h/b = 1.58 × 10−2. Les simulations sont d’une durée de 26 à 52 heures sur 144 cœurs

(Sandy Bridge) pour 10 unités de temps. Le choix de Lz est déterminé à partir d’un estimé de la

longueur d’onde prédite par la théorie de la stabilité linéaire détaillée au chapitre 5. La hauteur

initiale des tourbillons est fixée à H/b = 1.25. Une hauteur initale trop grande augmente inuti-

lement la taille du domaine alors qu’une hauteur trop faible empêche de capter l’ensemble de

la physique de l’effet de sol. Les rayons initiaux des tourbillons principaux pour chacune des

simulations sont de a0,1/b = 0.05, 0.10, 0.15, 0.20 et 0.25. Les différents rayons permettent

d’analyser les effets d’auto-induction au sein des tourbillons. Pour tous les calculs présentés

dans cette thèse, une perturbation "bruit blanc" est imposée dans la condition initiale du champ

de vitesse. Ce bruit blanc est défini par un niveau énergétique correspondant à 10−6E0,0 où E0,0

représente l’énergie initiale du mode 0. Une analyse des visualisations et des spectres d’éner-

gie est présentée. De plus, l’impact du rayon initial des tourbillons principaux (a0,1) sur les

instabilités est détaillé. Pour chaque calcul, l’évolution temporelle des principales propriétés

physiques est présentée pour identifier l’instant où les instabilités commencent leur croissance

(exponentielle).
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a) Système tourbillonnaire à la condition initiale.

b

a1,d

1,d1,g

dd

2,d2,g

dg

a2,d

x

y

b) Système tourbillonnaire avec les tourbillons secondaires formés.

Figure 4.1 Schématisation d’une paire de tourbillons contrarotatifs de sillage d’avion en

configuration IGE. Comparaison entre la condition initiale a) et lorsque les tourbillons

secondaires sont formés b). Les tourbillons sont espacés d’une distance b et représentés

par un rayon a, une circulation Γ et d’une hauteur initiale H. Les tourbillons principaux et

secondaires sont espacés d’une distance d. Les indices 1, 2, d et g signifient

respectivement principal, secondaire, droite et gauche. Les instabilités longitudinales se

développent le long des tourbillons, dans la direction perpendiculaire au plan illustré.
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4.1.1 Visualisation & analyse spectrale

La dynamique d’une paire de tourbillons contrarotatifs a déjà été abordée au chapitre 3 lors

de la comparaison des résultats avec les travaux de Luton & Ragab (1997). Contrairement à

ces derniers, aucune hypothèse n’est faite quant à la nature symétrique ou antisymétrique dans

la configuration IGE de l’instabilité des tourbillons secondaires. Or, le système tourbillonnaire

complet sans restriction sur la symétrie ou non des instabilités est simulé. Les figures 4.2 et

4.3 permettent de visualiser la condition initiale du système tourbillonnaire IGE avec une re-

présentation d’isocontours de la magnitude de la vorticité avec une coloration correspondant

à la vorticité axiale (ωz). Pour certaines visualisations, un spectre d’énergie y est associé et

permet de suivre l’évolution des différents nombres d’onde longitudinaux pouvant être repré-

sentés dans l’écoulement. L’observation de la condition initiale illustrée à la figure 4.2 met en

évidence la prépondérance bidimensionnelle de la condition initiale de l’écoulement.

Figure 4.2 Visualisations de la condition initiale d’une paire de tourbillons

contrarotatifs IGE avec les isosurfaces de la magnitude de la vorticité colorées

selon la composante axiale (z) de vorticité avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.
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En effet, les tourbillons sont, au départ, essentiellement 2D si ce n’est des ondulations engen-

drées par le bruit blanc décrit précédemment. Ce bruit blanc comme illustré à la figure 4.3

doit fournir une perturbation uniforme sur l’ensemble des nombres d’onde pouvant être géné-

rés dans le domaine de simulation. Une perturbation non uniforme induirait un biais dans le

développement des instabilités rendant l’analyse des spectres d’énergie difficile.

Figure 4.3 Spectres d’énergie de la condition initiale d’une

paire de tourbillons contrarotatifs IGE avec a0,1/b = 0.10 et

ReΓ = 2 500. Un bruit blanc d’un niveau énergétique de

E(kd,τ∗)/E(0,0) = 10−6 est utilisé. Les spectres sont

adimensionnés avec E0,0, l’énergie du mode 0 à τ∗ = 0.

Dès les premiers pas de temps (figure 4.4a), il est constaté que les tourbillons s’induisent mu-

tuellement une vitesse vers le bas de Uref ≈ Γ/2πb = 1. Dû au rapprochement des tourbillons

avec le sol, des couches limites se forment de vorticité opposée au tourbillon principal adja-

cent. Ce rapprochement accélère le fluide près de la paroi inférieure générant ainsi un gradient

de pression défavorable à la couche limite. Par conséquent, il est observé qu’un épaississement

graduel de la couche limite (figures 4.4a et 4.4b) jusqu’à sa séparation à τ∗ ≈ 3 (figure 4.4c)

devenant à ce moment un tourbillon secondaire.
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a) b)

c) d)

Figure 4.4 Visualisations d’une paire de tourbillons contrarotatifs IGE avec les

isosurfaces de la magnitude de la vorticité colorées selon la composante axiale (z) de

vorticité de τ∗ = 1 à τ∗ = 4 avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

En raison de cette observation, la distance d (voir figure 4.1b) séparant les tourbillons principal

et secondaire par rapport à leur extremum local de vorticité respectif est définie. Au fur et à me-

sure que le tourbillon secondaire orbite autour du tourbillon principal, le tourbillon secondaire

montre des signes d’instabilité avant le tourbillon principal (figure 4.4d). Comme la circulation
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du tourbillon secondaire Γ2 est inférieure à celle du tourbillon principal Γ1 i.e. |Γ2| < |Γ1|, il

est attendu que le tourbillon principal soit doté d’un champ de déformation plus imposant que

celui du tourbillon secondaire (Marshall et al. (2001); Ortega et al. (2003)).Ainsi, le tourbillon

principal déforme davantage le tourbillon secondaire que vice-versa.

e) f)

g) h)

Figure 4.4 (Suite) Visualisations d’une paire de tourbillons contrarotatifs IGE avec les

isosurfaces de la magnitude de la vorticité colorées selon la composante axiale (z) de

vorticité de τ∗ = 5 à τ∗ = 8 avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.
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La déformation du tourbillon secondaire s’accentue lorsque celui-ci se trouve confiné entre le

sol et le tourbillon principal (figure 4.4e). À ce moment, un phénomène d’étirement de vorticité

domine dans la structure secondaire menant à la formation des boucles Ω aux résultats rappor-

tés dans l’étude des systèmes à quatre tourbillons OGE (instabilités de Crouch) i.e. λ/d =O(1)

(Ortega (2001)). De plus, il est montré que la dynamique des systèmes à quatre tourbillons est

essentiellement dominée par l’interaction des tourbillons principal et secondaire (Bristol et al.

(2004)). Cela permet d’interpréter, toujours selon Bristol et al. (2004), un système à quatre

tourbillons comme deux systèmes indépendants à deux tourbillons. Il est donc possible de

faire un lien entre la configuration à quatre tourbillons OGE et la double paires de tourbillons

(principal-secondaire) dans la configuration IGE.

i) j)

Figure 4.4 (Suite) Visualisations d’une paire de tourbillons contrarotatifs IGE avec les

isosurfaces de la magnitude de la vorticité colorées selon la composante axiale de

vorticité (ωz) de τ∗ = 9 et τ∗ = 10 avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

Du côté des spectres d’énergie (figure 4.5), l’analyse indique que les grands nombres d’onde

kd ≈ 40 (petites structures de l’écoulement) sont fortement amortis par rapport aux faibles

nombres d’onde kd ≈ 1 (grandes structures de l’écoulement). Cela s’explique par le fait que
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les effets visqueux sont proportionnels aux gradients de vitesse et par conséquent, comme tous

les nombres d’onde ont initialement un même niveau d’énergie (bruit blanc) des gradients

de vitesse plus intenses sont présents aux petites échelles. Ainsi, dès les premiers instants

de la simulation il est observé que la queue du spectre d’énergie s’affaisse de plus en plus

pour les grands nombres d’onde (figure 4.5a). Le même phénomène peut être observé avec les

isosurfaces de vorticité entre τ∗ = 0 (figure 4.2) et τ∗ = 1 (figure 4.4a) où un lissage naturel

des isosurfaces de vorticité peut être observé.

a) b)

c) d)

Figure 4.5 Spectres d’énergie (Ekd) d’une paire de tourbillons contrarotatifs IGE de τ∗ = 1

à τ∗ = 10. Les spectres sont adimensionnés avec E(0,0), l’énergie du mode 0 à τ∗ = 0 avec

a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500. À τ∗ = 6 le mode 6 (kd = 4.7) est le plus instable.
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À partir de τ∗ ≈ 2 (figure 4.5b) les modes 6 à 9 (kd ≈ 4.7 à kd ≈ 7.0) se démarquent jusqu’à

τ∗ ≈ 3 où un pic au mode 6 (kd ≈ 4.7) devient visible. Cette instabilité domine l’écoulement

tant et aussi longtemps que les tourbillons secondaires orbitent autour des tourbillons prin-

cipaux i.e. vers τ∗ ≈ 4. Par la suite, les tourbillons secondaires sont exposés à un étirement

important lors du passage entre la paroi et les tourbillons principaux. Cet étirement génère un

transfert d’énergie des grandes structures (essentiellement le mode 0) de l’écoulement vers les

plus petites structures représentées par les modes supérieurs. Ce processus représente la tridi-

mensionnalité de l’écoulement qui consiste à l’évolution de la condition initiale structurée et

majoritairement 2D à un écoulement 3D (figure 4.4f à 4.5d) et éventuellement turbulent. Mal-

gré la forte tridimensionnalisation de l’écoulement à τ∗ = 10 (figure 4.4j) le spectre d’énergie

s’y associant (figure 4.5d) est caractérisé par une queue de spectre non saturée en énergie, i.e.

que l’énergie des modes élevés décroît continuellement. Le spectre d’énergie à la figure 4.6

permet d’analyser l’état instantané de chaque nombre d’onde de l’écoulement.

Figure 4.6 Évolution temporelle de l’énergie adimensionnelle où E(kd6,0) est

l’énergie initiale du mode 6. Taux de croissance adimensionnel α∗ = 0.83 du

mode le plus instable (n = 6 et kd = 4.7 pour a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500).
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Un autre aspect fondamental consiste à suivre l’évolution temporelle d’un nombre d’onde se

démarquant des autres. Tout au long de la simulation, le mode 6 (kd = 4.7) se démarque et son

évolution est illustrée par la figure 4.6. D’après la théorie de stabilité linéaire, il est attendu de

repérer une croissance exponentielle du niveau énergétique du nombre d’onde instable. Une

telle plage exponentielle (ou linéaire sur un graphique semi-logarithmique ) entre τ∗ ≈ 2.5 et

τ∗ ≈ 4.0 peut être constatée en conformité avec les résultats de la stabilité linéaire. Le taux de

croissance adimensionnel obtenu, par régression linéaire, est α∗ = αTref = 0.83. Cette valeur

est caractéristique de l’onde de flexion. Dans le cas présent où il s’agit du taux de croissance du

tourbillon secondaire, où Tref = 2πd2/Γ2 est utilisé comme proposé par Harris & Williamson

(2012). Suite à ces premiers résultats, l’instabilité dominante semble d’abord se développer

dans le tourbillon secondaire dû à l’interaction du tourbillon principal. Néanmoins, les spectres

tels que calculés ne donnent aucune indication quant à l’endroit ou origine la perturbation. Or,

sachant que le mécanisme d’instabilité n’est pas forcement identifiable par simple observation

de champ de vorticité, le champ de perturbation de vorticité permet de suivre l’évolution spa-

tiale et temporelle de l’instabilité. La figure 4.7 illustre la magnitude du champ de base (mode

0) de la vorticité et la distribution de couleur correspond au champ de perturbation (modes > 0)

de la vorticité. À τ∗ = 0 (figure 4.7a) le champ de perturbation est uniformément réparti sur les

tourbillons principaux. Peu après (figure 4.7b), l’intensité des perturbations est atténuée par les

effets visqueux par presque un facteur 100. Cependant, la perturbation se situe essentiellement

dans les couches limites et alignée avec l’écoulement avant même que ces couches limites se

séparent de la paroi pour générer les tourbillons secondaires. L’arrachement des couches limites

se produit à τ∗ ≈ 2 (figure 4.7c) et leur mouvement orbital autour de leur tourbillon principal

respectif s’étale de τ∗ ≈ 3 à τ∗ ≈ 4 (figures 4.7d à 4.7f). Au même moment, le champ de per-

turbation croît continuellement pour atteindre une intensité environ 100 fois plus importante

que celle originalement observée dans les couches limites. Finalement, à τ∗ ≈ 5 les tourbillons

secondaires sont fortement déformés dû à la présence des tourbillons principaux, mais surtout

de la paroi. La vue isométrique de la figure 4.7 permet d’observer la variation axiale du champ

de perturbation.



72

a) τ∗ = 0 b) τ∗ = 1

c) τ∗ = 2 d) τ∗ = 3

Figure 4.7 Isosurfaces de la magnitude du champ de vorticité colorées d’après le

champ de perturbation (modes > 0) de vorticité avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

Comme le champ de perturbation varie considérablement avec le temps, la distribution

de couleur est ajustée à chaque visualisation pour mieux localiser la zone où la

perturbation est maximale.
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e) τ∗ = 4 f) τ∗ = 5

Figure 4.7 (Suite) Isosurfaces de la magnitude du champ de vorticité colorées d’après

le champ de perturbation (mode > 0) de vorticité avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

Comme le champ de perturbation varie considérablement avec le temps, la distribution

de couleur est ajustée à chaque visualisation pour mieux localiser la zone où la

perturbation est maximale.

La figure 4.8 permet de détailler la structure de la perturbation dans un plan transversal à l’axe

de rotation des tourbillons. À titre de référence, des isocontours du champ moyen (mode 0)

de la vorticité ont été ajoutés en prenant soin de représenter la vorticité positive et négative en

trait continu et pointillé respectivement. De cette nouvelle perspective, il est possible de voir

le bruit blanc uniformément distribué dans le plan transversal (perpendiculaire aux rayons) à

τ∗ = 0 (figure 4.8a). Par la suite, comme décrit précédemment, à τ∗ ≈ 1 (figure 4.8b) les effets

visqueux dissipent la plupart des perturbations et, au même moment, la formation d’un dipôle

dans les tourbillons principaux est perceptible. Si l’intensité du dipôle des tourbillons princi-

paux croit lentement, celle des tourbillons secondaires visibles à partir de τ∗ = 2 (figure 4.8c)

s’amplifie plus rapidement et dominent le champ de perturbation à τ∗ ≈ 3 (figure 4.8e).

Au même moment, le dipôle des tourbillons principaux semble être confiné à l’intérieur des

tourbillons, alors que le dipôle des tourbillons secondaires s’étale au-delà de leur noyau res-

pectif. Or, l’étude de stabilité sur une paire asymétrique contrarotative de tourbillons OGE (So
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a) τ∗ = 0 b) τ∗ = 1

c) τ∗ = 2 d) τ∗ = 2.4

e) τ∗ = 3 f) τ∗ = 3.6

Figure 4.8 Isocontours de vorticité axiale (positif en trait plein et négatif en pointillé)

avec une distribution de couleurs correspondant au champ de perturbation de la vorticité

avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

et al. (2011)), met en évidence le fait que pour un mode de flexion, le dipôle s’étale au-delà

du rayon du tourbillon alors que pour une instabilité du mode elliptique, le dipôle de perturba-

tion est confiné à la structure interne du tourbillon. Dès lors, il est possible qu’une instabilité

du mode elliptique soit déjà présente dans les tourbillons principaux alors qu’une instabilité du

mode de flexion soit présente dans les tourbillons secondaires. Comme le tourbillon secondaire
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est doté d’une circulation (Γ2) plus faible (voir section 4.1.2) que le tourbillon principal (Γ1)

i.e. |Γ2|< |Γ1|, il est attendue que l’instabilité des tourbillons secondaires domine l’écoulement

(Bristol et al. (2004)). Cela implique une plus grande déformation du tourbillon secondaire que

du tourbillon principal.

4.1.2 Caractérisation du système tourbillonnaire

Pour approfondir l’analyse quantitative, une caractérisation du système tourbillonnaire a été

réalisée dans le but de mesurer : la circulation (Γ), le rayon (a) et la distance centre à centre

(d) entre les tourbillons. La première étape consiste à calculer le champ moyen en isolant le

mode 0 du champ de vorticité axiale. Toutes les caractérisations se font à partir de ce champ

moyen. De plus, ces caractérisations sont faites à partir du maillage de calcul et sont intégrées

au solveur d’OpenFOAM. Pour la seconde étape, le centre de chaque tourbillon est identifié

par un extremum local de vorticité. Enfin, la troisième étape détermine la circulation d’une

structure tourbillonnaire avec l’équation

Γ =
∫

S
ωωω ·dSSS ≈ ∑

S
ωz ΔxΔy (4.1)

où S représente une surface circulaire de rayon r = Ri où Ri est graduellement incrémenté de

façon à obtenir le profil radial de circulation. Le profil de circulation couvre une plage radiale

de Ri/b = 0 à Ri/b = 0.75 comme le montre la figure 4.9. Les effets du tourbillon voisin de

circulation opposée se font ressentir par l’annihilation de vorticité. Ce phénomène est d’autant

plus important avec l’augmentation du rayon du tourbillon où le chevauchement de vorticité est

plus présent. Ceci explique pourquoi le ratio |Γ|/Γ0 tend vers une valeur légèrement inférieure

à 1 alors qu’en principe (avec Γ0 = 2π , la circulation nominale) en faisant tendre Ri → ∞, le

ratio |Γ|/Γ0 → 1. Pour les tourbillons de faible rayon, i.e. a0,1/b ≈ 0.05, le ratio |Γ|/Γ0 → 1

plus rapidement, car la vorticité est davantage concentrée au centre du tourbillon minimisant

le chevauchement de vorticité. Un autre facteur pouvant influencer la précision de Γ est l’effet

de la discrétisation du maillage (taille de h). Cependant, la discrétisation du maillage influence

peu (≈ 1%) les ratios de circulations obtenus lors de la caractérisation des tourbillons.
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Figure 4.9 Exemple de profil radial initial de la circulation

pour les tourbillons principaux gauche (courbe pointillée)

avec Γ1,g < 0, et droite (courbe continue) avec Γ1,d > 0,

a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

L’étape suivante consiste à déterminer le rayon caractéristique du tourbillon en se basant sur

le profil de circulation obtenu précédemment. Pour ce faire, l’équation (4.1) est utilisée où en

appliquant le théorème de Stokes, il est possible de réécrire

Γ =
∮

C
uuu ·dlll (4.2)

où C est le contour d’intégration de rayon r = Ri correspondant à la surface d’intégration

de l’équation (4.1). Ainsi, à une distance r du centre du tourbillon, la vitesse azimutale d’un

tourbillon circulaire équivalent est

uθ (r) =
Γ(r)
2πr

(4.3)

où Γ(r) est la circulation incluse dans le contour d’intégration C de rayon r/b > 0. En utilisant

l’équation (4.3) avec le profil de circulation de la figure 4.9, le profil de vitesse azimutale uθ

de la figure 4.10 est obtenu. Le rayon caractéristique rc est défini comme étant la position
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du maximum de vitesse azimutale. Une conséquence de l’utilisation de l’équation (4.3) est

que le rayon caractéristique calculé est celui qu’aurait un tourbillon axisymétrique à partir de

la circulation extraite par l’équation (4.1). La relation entre le rayon caractéristique (rc) et

le rayon de tourbillon (a) est détaillée dans le tableau 2.1. Pour les tourbillons principal et

secondaire, une distribution de vorticité de type Lamb-Oseen est supposée.

Figure 4.10 Exemple de profil radial initial de la vitesse azimutale pour

les tourbillons principaux gauche (courbe pointillée) avec Γ1,g < 0, et

droite (courbe continue) avec Γ1,d > 0, a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

Jusqu’à présent, les caractérisations ont été présentées pour τ∗ = 0 mais le même processus

est répété à chaque pas de temps pour suivre l’évolution temporelle des tourbillons (voir fi-

gure 4.11). Chaque tourbillon est suivi séparément. Dans le cas des tourbillons secondaires,

ceux-ci sont suivis de leur formation, i.e. vers τ∗ ≈ 2, jusqu’à leur déformation/étirement, vers

τ∗ ≈ 4. Ainsi, il est observé que le champ de base reste symétrique en comparant les tour-

billons gauches et droits représentés par des cercles et des croix respectivement sur les courbes

de la figure 4.11. Le premier paramètre quantifié est le ratio de circulations Λ = Γ2/Γ1 et est
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largement référé lorsque la théorie de la stabilité linéaire pour une paire de tourbillons OGE

est abordée au chapitre 5. En ce moment, il est observé que Λ est constant entre τ∗ ≈ 2.5 et

τ∗ ≈ 4.0 soit l’intervalle de temps choisit pour caractériser le taux de croissance à la figure 4.6.

Le second paramètre discuté représente le rayon a des tourbillons. Les rayons des tourbillons

principaux (a1,g/b, a1,d/b) sont essentiellement circulaires et ils augmentent graduellement

par diffusion visqueuse. Cependant, les rayons (a2,g/d, a2,d/d) des tourbillons secondaires ne

semblent pas montrer la même tendance. Ceci s’explique par le fait que les tourbillons se-

condaires se déforment plus que les principaux adoptant ainsi une forme allongée réduisant

la distance par rapport au centre des tourbillons principaux et entraînant une augmentation

du ratio a2/d. De plus, il est observé que le rayon initial des tourbillons principaux influence

grandement la cinématique des tourbillons et sera discuté dans la section suivante.

Figure 4.11 Évolution temporelle des principales caractéristiques des tourbillons

principaux et secondaires (gauches "o" et droites "+" respectivement) avec

a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500. Avec a1/b le rayon du tourbillon principal, a2/d le

rayon du tourbillon secondaire, d/b l’espacement entre tourbillons principal et

secondaire et Λ le ratio de circulations des tourbillons secondaire et principal. Les

tourbillons secondaires sont suivis et caractérisés qu’à partir de τ∗ = 2 et deviennent

sévèrement déformés à τ∗ ≈ 4.5.
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4.1.3 Effet du rayon du tourbillon principal

La taille typique du rayon d’un tourbillon de sillage d’avion est de a0,1/b ≈ 0.01 (Jacquin

et al. (2003)). Or, en tenant compte du critère de 12 cellules dans le rayon initial du tourbillon

principal cela impliquerait un maillage de 9 600× 4 800× 5 496 = 2.5× 1011 cellules pour

un domaine de 8b×4b×4.58b. Puisqu’un tel maillage ne peut être réalisé avec les ressources

disponibles, la taille minimale du rayon analysé est de a0,1/b = 0.05. Jusqu’à présent un seul

calcul avec un rayon de a0,1/b = 0.10 a été présenté. Le but de cette section est de mettre en

évidence l’effet des rayons variant entre a0,1/b= 0.05 à a0,1/b= 0.25. La figure 4.12 montre le

champ moyen sous forme d’isocontours et le champ de perturbation de la vorticité axiale. Pour

l’ensemble des rayons des tourbillons utilisés, leur circulation initiale est définie par |Γ| = 2π .

La conséquence directe est que plus un tourbillon est petit, plus la circulation est concentrée

près de son centre de rotation. Cela implique un maximum de vorticité plus important au centre

du tourbillon (r/b= 0) et un maximum de vitesse azimutale plus grand au rayon caractéristique

(rc). Les conséquences sont observables tant sur l’aspect de la cinématique des tourbillons que

sur la résolution numérique du système tourbillonnaire et seront abordées dans les prochains

paragraphes.

D’abord, d’un point de vue de la cinématique des tourbillons, selon l’équation (4.2), la vitesse

azimutale à une distance d i.e. uθ (r = d) dépend de la circulation incluse dans un cercle de

rayon r = d centré sur le tourbillon. Dans le cas présent, ce n’est pas un tourbillon potentiel

(équation (4.3)) qui est utilisé, i.e. fluide irrotationnel excepté à r/b = 0 et où la circulation y

est concentrée, mais plutôt un tourbillon caractérisé par une distribution de vorticité similaire à

une gaussienne. Par conséquent, un plus petit rayon, toute autre chose étant égales, a pour effet

de concentrer la circulation près du centre du tourbillon et par conséquent, induire une plus

grande vitesse à une distance r = d. En analysant la cinématique des systèmes tourbillonnaires

avec a0,1/b = 0.05 (figure 4.12a) à a0,1/b = 0.25 (figure 4.12e) il est possible de percevoir que

pour un instant donné, ici τ∗ = 3, un tourbillon secondaire couplé avec un tourbillon principal

doté d’un rayon a0,1/b= 0.05 (figure 4.12a) orbite plus rapidement qu’un tourbillon secondaire

autour d’un plus gros tourbillon principal (ex. a0,1/b = 0.25 à la figure 4.12e).
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a) a0,1/b = 0.05 à τ∗ = 3 b) a0,1/b = 0.10 à τ∗ = 3

c) a0,1/b = 0.15 à τ∗ = 3 d) a0,1/b = 0.20 à τ∗ = 3

e) a0,1/b = 0.25 à τ∗ = 3

Figure 4.12 Effets des rayons initiaux des tourbillons principaux sur l’évolution du

tourbillon secondaire. Isocontours de la vorticité du champ moyen et du champ de

perturbation de la vorticité pour ReΓ = 2 500.

À faible rayon, le tourbillon secondaire se fait convecter plus rapidement, sous l’effet du tour-

billon principal, permettant ainsi de faire évoluer son champ de perturbation plus rapidement.

L’influence de la vitesse de rotation de la paire Ω sur le mécanisme d’instabilité est discutée

au chapitre 5. Or, la conséquence directe de cette observation est que les instabilités du tour-

billon secondaire se manifesteront plus rapidement. Par conséquent, une paire de tourbillons
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contrarotatifs en effet de sol se dissipera plus rapidement si la taille initiale des tourbillons prin-

cipaux est plus petite. Un processus d’analyse identique aux sections 4.1.1 et 4.1.2 est réalisé

pour chacun des rayons testés et les principaux résultats sont synthétisés dans le tableau 4.1.

D’abord, il est observé que plus le rayon initial du tourbillon principal a0,1/b est petit, plus le

tourbillon secondaire orbitera près du tourbillon principal. En comparant a0,1/b = 0.05 avec

a0,1/b = 0.25 où ce premier rayon est 80% plus petit que le second, une diminution de l’es-

pacement d de ≈ 5% est notée. L’espacement d, identifié comme longueur de référence, joue

un rôle central dans l’étude de la stabilité linéaire d’une paire de tourbillons contrarotatifs IGE

(Harris & Williamson (2012)). Il est donc proposé d’utiliser cette longueur de référence pour

adimensionner le rayon du tourbillon secondaire (a2/d), les nombres d’onde kd et les taux de

croissance α∗ = αTref avec Tref = 2πd2/Γ. Il est constaté que le ratio a2/d augmente avec

une réduction de la taille initiale du tourbillon principal. Ceci s’explique principalement par la

réduction de l’espacement d en fonction du rayon initial a0,1 discuté plus tôt. Le ratio a2/b,

non présenté ici, tend à diminuer avec une diminution du ratio a0,1/b du tourbillon principal.

La quatrième colonne du tableau 4.1 illustre un ratio de circulations Λ augmentant alors que

le rayon initial du tourbillon principal diminue. La circulation d’un tourbillon (
∣∣Γ0,1

∣∣ = 2π)

n’est pas concentrée en un point, mais plutôt distribuée. La proximité d’un tourbillon voisin de

circulation opposée a pour effet de créer un chevauchement de vorticité positive et négative.

Ce chevauchement a pour conséquence d’annihiler une fraction non négligeable de circulation.

Ce phénomène est d’autant plus important si la taille du tourbillon principal augmente comme

l’indique la première colonne du tableau 4.2 où la circulation du tourbillon principal gauche

est répertoriée pour différent rayon a0 allant de a0,1/b = 0.05 (Γ0,1 = −6.23) à a0,1/b = 0.25

(Γ0,1 =−5.14). Par conséquent, il est possible d’avancer que l’écart entre la circulation nomi-

nale de Γ0,1 =−2π ≈−6.28 et celle mesurée lors de la caractérisation est due uniquement au

chevauchement des deux tourbillons (i.e. de leur circulation). La troisième colonne montre la

circulation du tourbillon principal de gauche quelques instants après la formation du tourbillon

secondaire. Or, il est remarqué que le tourbillon principal cède une partie de sa circulation pour

former le tourbillon secondaire. Pour a0,1/b = 0.05 le tourbillon principal perd ≈ 3% de sa

circulation lors de la formation du tourbillon secondaire alors qu’avec a0,1/b = 0.25 le tour-
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billon principal perd ≈ 22% de sa circulation initiale. À l’opposé, la formation du tourbillon

secondaire est peu influencée par le rayon initial du tourbillon principal avec une circulation

qui se situe autour de Γ2 ≈ 1.35. En effet, une variation de 6% de la circulation est obser-

vée pour les différents rayons testés et cela indique que le ratio de circulations Λ = Γ2/Γ1 est

principalement influencé par la circulation du tourbillon principal Γ1 et non celle du tourbillon

secondaire Γ2. Similairement, plus le rayon du tourbillon principal est petit, moins il aura ten-

dance à céder de la circulation au tourbillon secondaire. Il est observé que la circulation servant

à générer le tourbillon secondaire provient du tourbillon principal. Ceci est dû à la conservation

de la circulation (théorème de Kelvin) et, de ce fait, le tourbillon secondaire se voit doté d’une

circulation moindre.

Tableau 4.1 Principaux résultats pour différents rayons initiaux (a0,1/b) pour

l’étude de la configuration d’une paire de tourbillons IGE avec ReΓ = 2 500.

Rayons
initiaux Espacements

Rayons lors
de l’instabilité

Ratios de
circulations Modes

Nombres
d’onde

Taux de
croissance

(a0,1/b) (d/b) (a2/d) (Λ = Γ2/Γ1) (n) (kd) (α∗)

0.05 0.56 0.36 -0.23 8 6.1 0.88

0.10 0.57 0.35 -0.24 6 4.7 0.89

0.15 0.60 0.37 -0.27 5 4.1 0.70

0.20 0.63 0.38 -0.30 4 3.4 0.67

0.25 0.65 0.38 -0.32 4 3.6 0.60

Tableau 4.2 Effet du rayon initial du tourbillon principal, a0,1, sur la caractérisation

de la circulation Γ0,1, Γ1, Γ2 et du ratio Λ = Γ2/Γ1 avec ReΓ = 2500.

Rayons
initiaux

Circulations
initiales

Circulations à la formation
du tourbillon secondaire

Ratios de circulations à la formation
du tourbillon secondaire

(a0,1/b) (Γ0,1) (Γ1) (Γ2) (Λ = Γ2/Γ1)

0.05 -6.23 -6.03 1.37 -0.23

0.10 -6.07 -5.63 1.35 -0.24

0.15 -5.81 -5.08 1.36 -0.27

0.20 -5.50 -4.54 1.36 -0.30

0.25 -5.14 -4.03 1.30 -0.32
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Les colonnes cinq et six du tableau 4.1 décrivent les instabilités identifiées par les modes n et

les nombres d’onde kd les plus instables. La sélection du mode n est directement liée au choix

de la longueur du domaine de simulation Lz comme il a déjà été expliqué à la section 2.5. Quant

aux nombres d’onde, le chapitre 5 met l’accent sur le lien de cause à effet avec les différents

paramètres rapportés aux tableaux 4.1. La dernière colonne du tableau présente le taux de

croissance. Ce dernier augmente avec une réduction du rayon initiale du tourbillon principal.

Comme illustré à la figure 4.12 les tourbillons de faibles rayons s’induisent une vitesse orbitale

plus importante due à une plus grande concentration de circulation au centre du tourbillon. La

croissance d’une instabilité dans le tourbillon secondaire se produit donc sur une période de

temps plus courte ce qui se traduit par un taux de croissance plus élevé. À titre de référence,

avec a0,1/b = 0.05, le tourbillon secondaire prend ≈ 2 unités de temps entre sa création et sa

destruction, alors qu’avec a0,1/b = 0.25 le même processus nécessite ≈ 4.2 unités de temps.

En conséquence, une vitesse de rotation orbitale plus élevée du tourbillon secondaire autour du

tourbillon principal semble être liée à un taux de croissance plus important.

Finalement, à noter d’un point de vue numérique, une réduction du rayon du tourbillon prin-

cipal implique une augmentation du maximum de vitesse azimutale, et impose nécessairement

un pas de temps (Δt) plus petit pour un même maillage (Δx). Ceci est dû au critère de sta-

bilité défini à partir du nombre de Courant, Co = UmaxΔt/Δx = 0.50. À titre de référence, le

temps de calcul pour 10 unités de temps est de 33 heures avec a0,1/b = 0.25, 26 heures avec

a0,1/b= 0.20, 44 heures avec a0,1/b= 0.15 et de 52 heures avec a0,1/b= 0.10 pour des calculs

réalisés avec 144 processeurs. Ceci confirme, à une exception près (avec a0,1/b = 0.20), plus

les tourbillons initiaux de la paire principale sont petits, plus le temps de calcul est grand. L’ex-

ception où le calcul avec a0,1/b = 0.20 semble plus rapide s’explique par le fait qu’il existe de

légères variantes de performance entre les processeurs disponibles du supercalculateur Guilli-

min.
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4.2 Étude préliminaire d’un vent latéral

La dernière configuration analysée consiste à ajouter un vent latéral lors de l’étude de la confi-

guration IGE tel qu’illustré à la figure 4.13. L’effet du vent latéral nécessite une adaptation

de la manière dont l’analyse modale est réalisée. En effet, un vent latéral vers la droite (selon

l’axe x positif) génère une vorticité négative selon z. Alors que sans vent latéral une symétrie

entre la paire (principal/secondaire) de tourbillons gauche et droite a été observée, l’écoule-

ment devient asymétrique avec la présence d’un vent. La vorticité de fond, associé au vent,

vient interférer différemment avec la paire gauche et paire droite du système tourbillonnaire.

En effet, la vorticité du vent s’additionnera à celle de la paire gauche dont sa vorticité est glo-

balement négative due à sa rotation dans le sens horaire. À l’inverse, par le même argument, la

paire de droite aura sa vorticité positive réduite sous l’effet de ce même vent.

Un autre effet ayant un impact sur la dynamique du système tourbillonnaire est la variation

perpendiculaire au sol de la vorticité de fond associée au vent latéral. Dû au profil 1/7, de vent

utilisé, voir équation (4.4a) et (4.4a), les gradients de vitesse sont plus importants à la paroi et

diminuent en s’éloignant de la paroi.

uvent

Uref
=

( y
δ

)1/7
(4.4a)

ωz,vent =
−y−6/7

7δ 1/7
(4.4b)

Conséquemment à la distribution de la vitesse et vorticité utilisée, un tourbillon se voit faible-

ment convecté près de la paroi par rapport un tourbillon plus loin de la paroi. La présence du

vent nécessite un domaine de simulation plus large pour suivre l’évolution de la paire IGE.

Pour éviter une largeur trop importante du domaine, une condition de périodicité est utilisée

aux parois latérales. Les tourbillons ont un rayon initial de a0,1/b = 0.15 et le vent latéral testé

est Uvent = 2Uref . Le domaine utilisé pour ces calculs est 10b× 4b× 4.68b avec un maillage

de 760× 312× 675 = 164× 106) de cellules de dimension moyenne h/b = 1.28× 10−2. La

simulation est d’une durée de 262 heures (11 jours) sur 144 cœurs pour 10 unités de temps.
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Figure 4.13 Schématisation d’une paire de tourbillons contrarotatifs en

configuration IGE avec un vent latéral. Le vent passif, uvent(y), est modélisé par une

loi 1/7 avec δ/b = 10 tel que décrit par l’équation (2.15)

La présente section vise d’abord une analyse qualitative de l’écoulement tridimensionnel à

partir d’une série de visualisation du champ de vorticité. Afin de comparer le mécanisme d’in-

stabilité présent dans la configuration avec et sans vent latéral, une attention particulière est

donnée au champ de perturbation de la vorticité. Pour une analyse plus quantitative, les spectres

d’énergie pour les paires de tourbillons gauche et droite sont analysés individuellement pour

déterminer l’effet du vent sur chacune des paires de tourbillons.

4.2.1 Visualisation & et analyse modale

Des visualisations du champ de vorticité à l’aide d’isosurfaces sont présentées à la figure 4.14.

Le vent passif (positif en x) est doté une vorticité négative constante dans le temps. En consé-

quence, la formation au sol des couches limites (figure 4.14b) gauche (vorticité positive) et

droite (vorticité négative) évolue différemment. D’abord à gauche, le vent (vorticité négative)

réduit la génération de vorticité positive au sol entraînant une couche limite de faible circula-

tion par rapport au cas de référence sans vent latéral. Par contre, le tourbillon principal gauche

composé de vorticité négative interagit avec le vent (vorticité négative) de façon à augmenter
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sa circulation |Γ|. En somme, la paire tourbillonnaire gauche composée des tourbillons princi-

pal et secondaire est caractérisée par un ratio de circulations plus grand i.e. Λg → 0 que celui

observé dans le cas sans vent latéral. Avec la même analyse, la paire tourbillonnaire droite est

composée d’un tourbillon secondaire doté d’une vorticité encore plus négative que le cas sans

vent latéral et un d’un tourbillon principal doté d’une vorticité moins positive que le cas sans

vent latéral. Contrairement à Λg le ratio de circulations droit est réduit i.e. Λd →−1 sous l’effet

d’un vent latéral.

a) b)

c) d)

Figure 4.14 Visualisations d’une paire de tourbillons contrarotatifs IGE sous l’effet d’un

vent latéral avec les isosurfaces de la magnitude de la vorticité colorées selon la

composante axiale (z) de vorticité de τ∗ = 1 à τ∗ = 4 avec a0,1/b = 0.15 et ReΓ = 2 500.
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Par la suite, les tourbillons secondaires orbitent autour des tourbillons principaux (figure 4.14c)

puis, deviennent fortement étirés et déformés (figure 4.14d) lorsque les tourbillons secondaires

se situent entre la paroi et les tourbillons principaux comme déjà observés dans le cas sans

vent latéral. Un autre moyen de visualiser l’asymétrie de l’écoulement passe par l’étude du

champ de perturbation. La figure 4.15a illustre la distribution de vorticité alors que le champ

de perturbation de la vorticité est illustré à la figure 4.15b. L’analyse de la structure du champ

de perturbation permet d’identifier un dipôle plus intense dans le tourbillon secondaire de la

paire droite que dans le tourbillon secondaire de la paire gauche.

a) b)

c)

Figure 4.15 Visualisations de la distribution de vorticité d’une paire de tourbillons

contrarotatifs IGE sous l’effet d’un vent latéral (figure 4.15a) avec les isocontour (figure

4.15b) et isosurfaces (figure 4.15c) de la magnitude de la vorticité colorées selon le champ

de perturbation de vorticité à τ∗ = 3.0 avec a0,1/b = 0.15 et ReΓ = 2 500.



88

Le fait que le tourbillon secondaire droit soit composé d’une vorticité de même signe que le

vent semble amplifier l’intensité de la croissance du dipôle. Cette observation se reproduit à

différentes positions axiales (z/b) comme le montre la figure 4.15c où le tourbillon secondaire

droit est exposé à un champ de perturbation s’étalant sur toute la longueur axiale du domaine

contrairement au tourbillon secondaire gauche.

Pour une analyse plus quantitative, les spectres d’énergie ont été produits afin d’identifier les

nombres d’onde le plus instables ainsi que les taux de croissance de ceux-ci. Comme discuté

précédemment, la nature asymétrique de l’écoulement rend possible un nombre d’onde in-

stable différent dans la paire gauche et dans la paire droite. Pour faciliter l’identification de ces

nombres d’onde instables, une analyse modale propre à chaque tourbillon est réalisée. Il en

résulte quatre spectres d’énergie représentant l’énergie propre à chaque tourbillon. Cependant,

il est observé que les quatre spectres sont similaires, c’est-à-dire que les spectres montrent tous

essentiellement les mêmes nombres d’onde instables. Les mêmes modes instables sont visibles

dans chaque spectre d’énergie, mais seules les amplitudes des modes varient faiblement. Ce qui

est cohérent avec le fait que l’instabilité dominante se développe plus rapidement sur le tour-

billon secondaire de la paire droite. À noter que le tourbillon secondaire plus instable possède

une vorticité de même signe que le vent latéral.

Par conséquent, la figure 4.16a illustre le spectre d’énergie pour l’ensemble de l’écoulement.

Un premier mode à n = 5 (kd = 2.3) est identifiable. Un second pic est identifié entre les

modes n = 8 (kd = 3.6) et n = 9 (kd = 4.0). D’autres pics, de plus faibles amplitudes, sont

aussi visibles à n = 15 (kd = 6.7) et n = 18 (kd = 8.0). Par ailleurs, le nombre d’onde kd = 8.0

(ou ka2 = 3.53) apparaissant avant même la séparation des couches limites est d’une intensité

énergétique supérieure lorsqu’observé dans les spectres des tourbillons principaux. Cette ob-

servation laisse croire que cette perturbation est aussi présente dans les tourbillons principaux.

Par l’étude du champ de perturbation (figure 4.15b) où un dipôle semble confiné à l’intérieure

de la structure du rayon principal et avec l’observation que λ/b≈ a1/b, il possible que cette in-

stabilité soit d’origine elliptique. Dans le même ordre d’idée, vers τ = 3 deux nombres d’onde

relativement proches (kd = 2.3 et kd = 3.6) deviennent visibles à partir de l’étude des spectres.
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L’observation de plusieurs nombres d’onde instables pourrait être expliquée par la présence

d’une asymétrie dans ce type d’écoulement due au vent latéral. Cette asymétrie peut être quan-

tifiée par une caractérisation du champ de base similaire à celle réalisée à la section 4.1.2.

a)

b)

Figure 4.16 Spectre d’énergie à τ∗ = 4.5 (figure a) d’une paire de tourbillons

IGE avec un vent latéral avec les taux de croissance des modes instables soit

les modes 5 (kd = 2.3), 8 (kd = 3.6), 15 (kd = 6.7) et 18 (kd = 8.0) avec

a0,1/b = 0.15 et ReΓ = 2 500.
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4.2.2 Caractérisation du système tourbillonnaire

L’asymétrie discutée dans la section précédente se répercute principalement dans le ratio de

circulations des paires de tourbillons gauche et droite ce qui induit une dynamique différente

des tourbillons, et par le fait même, une sélection différente de nombres d’onde instables par

rapport au cas sans vent latéral. La figure 4.17 met en évidence l’écart entre les caractéristiques

de la paire gauche et droite. Seuls les rayons des tourbillons principaux (a1/b) sont faiblement

influencés par l’effet du vent latéral. À l’opposée, les ratios de circulations Λg et Λd sont

influencés différemment par la présence du vent. La raison de cette asymétrie réside dans le

fait que la paire de tourbillons gauche est essentiellement composée de vorticité négative due

à la prédominance du tourbillon principal à vorticité négative.

Figure 4.17 Évolution temporelle des principales caractéristiques des

tourbillons principaux et secondaires (gauches "o" et droites "+"

respectivement) avec a0,1/b = 0.15, ReΓ = 2 500 et Uvent/Uref = 2. Avec a1/b
le rayon du tourbillon principal, a2/d le rayon du tourbillon secondaire, d/b

l’espacement entre tourbillons principal et secondaire et Λ le ratio de

circulations des tourbillons secondaire et principal.
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De façon similaire, la paire de tourbillons droite essentiellement composée de vorticité positive

due à la prédominance de vorticité positive du tourbillon principal. De ce fait, l’effet du vent a

pour conséquence d’augmenter la vitesse de rotation (Ω) la paire gauche dans le sens horaire.

À l’opposé, la paire droite voit une partie de sa vorticité être annihilée par la vorticité de fond

provenant du vent. Ainsi, l’effet du vent sur la paire droite se résume en une réduction de la

vitesse de rotation (Ω) dans le sens antihoraire du tourbillon secondaire autour du tourbillon

principal. Le tableau 4.3 permet de quantifier les principaux paramètres (Λ et a2/d) du sys-

tème tourbillonnaire qui permettront de comparer les nombres d’onde instables avec la théorie

de stabilité linéaire présentée au chapitre 5. L’analyse du tableau 4.4 avec la figure 4.16 permet

Tableau 4.3 Comparaison des ratios de circulations gauche (Λg) et droit (Λd)

ainsi que des rayons caractéristiques des tourbillons secondaires gauche (a2,g/d)

et droit (a2,g/d). Avec ReΓ = 2 500 et a0,1/b = 0.15 pour un calcul 3D.

Ratios de circulations Rayons tourb. secondaires

Λg Λd (a2,g/d) (a2,d/d)

Sans vent (Uvent/Uref = 0) -0.27 -0.27 0.37 0.37

Avec vent (Uvent/Uref = 2) -0.19 -0.40 0.44 0.37

Écarts par rapport au cas sans vent 30% -48% 19% 0%

de constater que les nombres d’onde les plus énergétiques ne sont pas ceux qui sont caracté-

risés par un taux de croissance maximal. En effet, le tableau 4.4 montre un nombre d’onde

kd = 6.7 (n = 15) a un taux de croissance α∗ = 0.70 le plus élevé mais celui-ci semble être

effectif sur une période de temps plus courte que le mode kd = 2.3 (n = 5 et α∗ = 0.68). Cela

explique pourquoi vers τ ≈ 8 le mode kd = 2.3 est plus énergétique que le mode kd = 6.7. Par

conséquent, du point de vue de la dissipation du système tourbillonnaire c’est le mode instable

le plus énergétique qui permet de dissiper l’énergie du champ de base le plus efficacement. De

plus, le fait que le taux de croissance le plus élevé ne représente pas le mode instable le plus

énergétique provient du fait que le champ de base du système tourbillonnaire varie temporelle-

ment plus rapidement sous l’effet d’un latéral. Ainsi, un champ de base instationnaire permet

à différentes perturbations d’intervenir dans le processus de dissipation du système tourbillon-

naire. De façon équivalente, si l’échelle de temps de la formation du mécanisme d’instabilité
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est inférieure à l’échelle de temps de convection du champ de base, alors ce mécanisme d’in-

stabilité peut évoluer tout en étant faiblement influencé par l’évolution du champ de base du

système tourbillonnaire. Dans le cas contraire, une échelle de temps de la formation du méca-

nisme de l’instabilité du même ordre de grandeur qu’une échelle de temps de la convection du

champ de base permet que le mécanisme d’instabilité stimule plusieurs nombres d’onde tout

au long de l’évolution du champ de base du système tourbillonnaire. Ainsi, le système tour-

billonnaire peut présenter plusieurs nombres d’onde instables sous l’effet du même mécanisme

d’instabilité.

Tableau 4.4 Principaux nombres d’onde instables

du tourbillon secondaire droit en configuration IGE

avec vent latéral où a0,1/b = 0.15, ReΓ = 2 500 et

Uvent/Uref = 2.

Modes Nombres d’onde Taux de croissance

(n) (kd) (α∗)

5 2.3 0.68

8 3.6 0.68

15 6.7 0.70

18 8.0 0.58

4.3 Synthèse du chapitre

En somme, les configurations d’une paire de tourbillons contrarotatifs IGE sans vent latéral

et avec vent latéral sont étudiées. Lors de l’interaction des tourbillons principaux avec la pa-

roi, des tourbillons secondaires se forment et orbitent autour des tourbillons principaux. À ce

moment précis, le système étudié devient une configuration à quatre tourbillons. Alors qu’un

tourbillon secondaire passe entre la paroi et le tourbillon principal, la déformation s’accentue

pour former des boucles Ω tel que rapporté par l’étude des instabilités de Crouch typiques

d’une configuration à quatre tourbillons OGE (Ortega (2001)). Par l’analyse du champ moyen

et de perturbation de la vorticité, il est observé que la perturbation est plus intense dans le tour-

billon secondaire que dans le tourbillon principal. De plus, cette perturbation tend à s’étaler
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au-delà du noyau des tourbillons secondaires ce qui laisse présager qu’il s’agit d’une instabilité

du mode de flexion alors qu’une instabilité du mode elliptique est visible dans les tourbillons

principaux (So et al. (2011)). En effet, dans les tourbillons principaux, les dipôles du champ

de vorticité de la perturbation semblent confinés à l’intérieur du noyau des tourbillons ce qui

permet d’identifier l’apparition de caractéristique de l’instabilité du mode elliptique. Dans le

cas sans vent latéral, pour chaque rayon initial simulé et analysé, le mode, le nombre d’onde et

le taux de croissance sont identifiés et les valeurs sont répertoriées dans le tableau 4.5. Dans le

Tableau 4.5 Principaux résultats pour l’étude d’une paire de tourbillons IGE sans

vent latéral.

Rayons initiaux des tourb. princ. Modes Nombres d’onde Taux de croissance

(a0,1/b) (n) (kd) (α∗)

0.05 8 6.1 0.88

0.10 6 4.7 0.89

0.15 5 4.1 0.70

0.20 4 3.4 0.67

0.25 4 3.6 0.60

cas avec un vent latéral de Uvent/Uref = 2 avec a0,1/b = 0.15 et ReΓ = 2 500 le mode le plus

instable est caractérisé par kd = 2.3 (n = 5) et un taux de croissance de α∗ = 0.68. Dans cette

configuration avec vent latéral, les caractéristiques (Λ et a2/d) du champ de base présentent

une forte asymétrie. De plus, les ratios de circulations (Λg et Λd) varient de façon importante

par rapport à la configuration sans vent latéral pouvant permettre à plusieurs nombres d’onde

de croître dans l’écoulement tourbillonnaire. Ce chapitre a permis de caractériser le système

tourbillonnaire en configuration IGE avec et sans vent latéral. Pour être en mesure de détermi-

ner pourquoi un nombre d’onde est sélectionné plutôt qu’un autre, il est nécessaire de procéder

à une analyse de stabilité du système tourbillonnaire étudié. Pour ce faire, il est justifié de sim-

plifier le système actuellement étudié tout en s’assurant de conserver la physique à l’origine

du mécanisme d’instabilité (Bristol et al. (2004); Harris & Williamson (2012)). Le chapitre 5

met l’accent sur les systèmes à deux tourbillons contrarotatifs OGE pour différents ratios de

circulations (Λ) et différents rayons (a1/b).





CHAPITRE 5

ÉTUDE DE LA STABILITÉ LINÉAIRE D’UNE PAIRE DE TOURBILLONS
CONTRAROTATIFS OGE

Le présent chapitre vise à établir le lien théorique entre le nombre d’onde (kb) et le ratio de cir-

culations du tourbillon secondaire et primaire (Λ). Pour ce faire, le système à deux tourbillons

IGE étudié au chapitre 4 est simplifié, se résumant ainsi, à l’interaction entre les tourbillons

principal et secondaire. La justification de cette simplification est présentée à la section 5.1.

D’abord, la modélisation du système tourbillonnaire OGE par la loi de Biot-Savart est pré-

sentée. Une fois les équations linéarisées, la dynamique du système est décrite. Par la suite,

les différents modèles d’auto-induction d’un tourbillon (ondes de Kelvin) sont détaillés. Les

effets du rayon du tourbillon modélisé et ses conséquences sur le nombre d’onde sont discutés.

Puis la résolution du système est abordée et les résultats sont présentés. La théorie présentée

dans ce chapitre et les annexes s’y rattachant se fondent sur le travail de Crow (1970), et est

généralisée pour prendre en compte des tourbillons asymétriques |Γ1| 	= |Γ2| (Bristol et al.

(2004); Harris & Williamson (2012)). Une discussion sur l’applicabilité de la théorie d’une

paire de tourbillons asymétriques OGE à une paire IGE est abordée. Finalement, les résultats

numériques obtenus dans la configuration IGE avec et sans vent latéral sont comparés avec les

résultats analytique obtenus dans la configuration OGE. Il est conclu que la théorie dévelop-

pée dans le présent chapitre permet de corroborer les résultats numériques obtenus par DNS

présentées au chapitre 4.

5.1 Simplification de la configuration IGE vers OGE

La configuration IGE étudiée dans au chapitre 4 est composée d’une paire de tourbillons contra-

rotatifs de circulations égales (Γ1,g = −Γ1,d). Ainsi, la paire principale s’auto-induit une vi-

tesse vers la paroi inférieure. Éventuellement, lorsque la paire principale devient suffisamment

proche du sol, une couche limite se développe et s’arrache pour devenir des tourbillons secon-

daires Γ2,g et Γ2,d . Ces derniers ont une circulation inférieure aux tourbillons principaux i.e.

|Γ2|< |Γ1|. Il est observé au chapitre 4 que c’est le tourbillon secondaire qui montre des signes
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d’instabilité alors que ce dernier est a proximité du tourbillon principal. Par conséquent, c’est

l’interaction entre le tourbillon secondaire et principal qui est au centre de la présente analyse

(figure 5.1). Pour continuer cette analyse, deux hypothèses doivent être formulées.

b

a1

1

d

2

a2

x

y

Figure 5.1 Simplification de la configuration IGE (trait continu et pointillé) en

une configuration OGE (trait continu). La configuration IGE est composée de

deux paires de tourbillons alors que la configuration OGE considère une seule

paire.

La première hypothèse suppose que les deux paires de tourbillons (chacune composée d’un

tourbillon principal et d’un secondaire) gauche et droite ne s’influencent pas mutuellement de

façon significative. Par conséquent, chacune des paires de tourbillons (principal et secondaire)

peuvent être considérées comme un système tourbillonnaire indépendant lors de l’analyse du

système IGE en argumentant par le fait que le champ de déformation de chaque paire de tour-

billons (principal et secondaire) est proportionnel à (d/b)2 (Bristol et al. (2004)). Le même

argument peut être utilisé pour négliger l’effet des paires de tourbillons sous la paroi ou des

«images miroirs» en utilisant (d/2H)2 où H est la distance du tourbillon principal à la paroi.

Donc une distance de 2H sépare les tourbillons principaux «réel» et «miroir».

La seconde hypothèse consiste à négliger les effets visqueux générés à la paroi. Bien que cette

paroi soit la cause de la formation du tourbillon secondaire, une fois ce dernier généré, il est
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supposé que la présence de cette couche limite ne contribue pas de façon considérable à la

déformation du tourbillon secondaire. Ce dernier est essentiellement influencé par le champ

de déformation du tourbillon principal. Suite à ces hypothèses, il ne reste plus que deux sys-

tèmes tourbillonnaires contrarotatifs (principal secondaire) indépendants l’un de l’autre dans

une configuration OGE. C’est cette configuration qui est visée dans l’analyse de stabilité li-

néaire du présent chapitre.

5.2 Mécanismes d’instabilité d’une paire de tourbillons OGE

Puisque la dissipation des tourbillons de sillage se fait principalement par l’apparition d’insta-

bilités, celles-ci sont détaillées dans cette section. Lors d’une étude des mécanismes d’instabi-

lité, il est voulu d’identifier si un ou des nombre(s) d’onde (k) occupe(nt) un rôle prépondérant

lors de l’évolution des mécanismes de dissipation du système tourbillonnaire étudié. Pour des

raisons de simplicité analytique, un tourbillon peut être représenté par une colonne de vorticité.

Par l’étude de cette colonne de vorticité, une relation fondamentale (relation de dissipation) a

mis en évidence la vitesse angulaire (ω) induite par une onde se propageant dans un écou-

lement tourbillonnaire et la longueur d’onde (λ ) de cette perturbation de faible amplitude,

appelée ondes de Kelvin (Thomson (1880)). Ce sont ces perturbations qui peuvent croître et

rendre les tourbillons de sillage d’avion naturellement instables. L’approche décrite par Dra-

zin & Reid (1981) permet, entre autres, d’élaborer sur la théorie de stabilité linéaire temporelle

et d’appliquer celle-ci à l’étude de la stabilité d’un tourbillon. Il a été discuté que la forma-

tion du sillage évolue spatialement et ceci s’applique également aux perturbations s’y trou-

vant. L’évolution des instabilités dans un système tourbillonnaire relève de la stabilité spatiale,

mais pour des raisons de simplification analytique, une évolution temporelle des instabilités est

considérée. Cette simplification est acceptable si l’évolution spatiale du sillage n’influence pas

significativement l’évolution temporelle d’une instabilité dans un intervalle de temps donné.

Cette analyse de stabilité temporelle consiste à décomposer le champ de vitesse en un champ

de base (ou champ moyen) et une perturbation selon l’équation

u = ubase +u′ (5.1)
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avec ubase le champ de base et u′ le champ de perturbation. La théorie est dite linéarisée dans

la mesure où la perturbation est de faible amplitude par rapport au champ de base représentant

la paire de tourbillons sans fluctuation axiale. Ainsi, il est possible de représenter la croissance

exponentielle de la perturbation u′ par une décomposition modale telle que

u′(r,θ ,z, t) = û(r)ei(kz+mθ−ωt)eαt + c.c. (5.2)

où k et m sont les nombres d’ondes axial et azimutal alors que ω et α représentent la vitesse de

propagation angulaire complexe et le taux de croissance de la perturbation respectivement avec

i =
√−1. Les composantes de u(r) dans l’espace spectral sont notées û(r). Pour simplifier

l’écriture, le conjugué complexe (c. c.) est omis. Le champ de vitesse u peut être représenté

selon différentes distributions de vitesse au sein du tourbillon. Une distribution standard de

vitesse correspond au tourbillon potentiel tel que

u(r) =
Γ

2πr
eθ (5.3)

où Γ représente la circulation d’un tourbillon. L’adimensionnement des nombres d’ondes longues

(kb) et courtes (ka) se fait par l’envergure de l’avion b et le rayon a du tourbillon (voir figure

5.2a) respectivement. De plus, une échelle de temps définie en fonction du temps nécessaire

aux tourbillons pour être convectés d’une distance b (temps convectif) est utilisée pour adi-

mensionner le taux de croissance. En somme, l’échelle de vitesse : Uref =
Γ

2πb , de longueur :

Lref = b et de temps : Tref =
Lref
Uref

= 2πb2

Γ ont été utilisées pour adimensionner tous les résultats

dans une configuration OGE et IGE à deux tourbillons.

Pour une paire de tourbillons OGE, la croissance exponentielle d’une perturbation est due à

l’interaction de trois facteurs (Crow (1970); Widnall et al. (1971)) :

1. Le champ de déformation dans lequel le tourbillon se trouve ;

2. Les effets de l’auto-induction auxquels le tourbillon s’expose ;

3. Les effets de l’induction mutuelle de chaque tourbillon de la paire.
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À noter que le champ d’étirement ou stretching field est de moindre importance par rapport aux

points sus mentionnés. En effet, une étude de la stabilité linéaire d’un tourbillon de Burgers

et de Lamb-Oseen dans un champ de déformation montre l’effet prépondérant du champ de

déformation (strain field) par rapport au champ d’étirement (Eloy & Le Dizès (1999)). Les trois

facteurs sus mentionnés interagissent entre eux pour développer un mécanisme d’instabilité. Le

premier facteur fait l’objet d’une description détaillée dans les paragraphes suivants.

Dans le contexte de la dynamique tourbillonnaire présentée ici, le champ de déformation est ca-

ractérisé par la présence de points de stagnations. Les points de stagnation deviennent visibles

dans un repère se déplaçant avec les tourbillons, alors que ceux-ci s’induisent mutuellement

une vitesse vers le sol (figure 5.2a). En se positionnant dans le repère en translation vers le bas

situé au centre du tourbillon de droite (par exemple), un observateur visualise l’écoulement tel

que représenté à la figure 5.2 b. Cet écoulement est obtenu en sommant la distribution de vitesse

azimutale du tourbillon de droite (de rayon a0,1/b = 0.05) et le champ de vitesse uniforme cor-

respondant à la vitesse de convection mutuelle des tourbillons vers le bas (mouvement relatif

du fluide). Ainsi, c’est avec cette perspective (figure 5.2 b) qu’il est possible de visualiser le

point de stagnation au point (−0.5,1) et, par conséquent, le champ de déformation généré par

le tourbillon de droite centré au point (0.5,1). Enfin, le même raisonnement s’applique pour

chaque tourbillon de la paire.

Par conséquent, le centre des tourbillons se trouve au cœur d’un champ de déformation. Ce

dernier amplifie ou amortit toutes perturbations (ou ondes) présentes dans l’écoulement. Une

onde instable peut se former en fonction du mécanisme d’instabilité selon s’il s’agit d’un mode

de flexion (bending wave ex. onde de Crow) ou d’un mode elliptique (onde de Widnall). Dans

le cas d’un mode de flexion, il s’agit d’une interaction entre le champ de déformation, les effets

de l’induction mutuelle et de l’auto-induction. Cette interaction résulte en une onde amplifiée

selon l’axe divergeant de champ de déformation. Dans le cas de l’instabilité du mode elliptique,

une onde stationnaire se forme suite à l’interférence constructive (ou résonance) de deux ondes

de Kelvin (Roy et al. (2011)). Suite à cette interférence, une onde stationnaire (ω = 0) en

résulte. La partie de l’onde stationnaire exposée à la partie divergente du champ de déformation
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Uref

Γ1-Γ2

Observateur se déplaçant 
avec les tourbillons :

Observateur fixe :

a

b

Γ1-Γ2

Uref

a) Vitesse Uref induite sur le tourbillon de

gauche par celui de droite (En haut). Une paire

de tourbillons contrarotatifs s’induisant, l’un sur

l’autre, une vitesse Uref vers le bas (En bas).

1

b) Représentation du point de stagnation au

centre du tourbillon de gauche engendré par la

superposition du tourbillon de droite et du

champ de vitesse uniforme vers le haut Uref .

Figure 5.2 Représentation schématique de la cinématique des tourbillons. Figure

a) : Un observateur fixe voit les tourbillons s’induire mutuellement une vitesse Uref
vers le bas, alors qu’un utilisateur se déplaçant avec un tourbillon voit l’écoulement

au loin se déplacer vers le haut avec une vitesse Uref . Figure b) : Champ de

déformation tel que vu par le tourbillon de droite sans l’effet du tourbillon de gauche.

est amplifiée. À l’opposé, la partie de cette onde exposée à la partie convergente du champ

est amortie et n’a aucun effet sur les mécanismes de l’instabilité et par le fait même, sur les

mécanismes de dissipation de l’énergie du système tourbillonnaire.

Autrement dit, si la perturbation n’a aucune (ou une très faible) rotation, alors elle est étirée

(croissance exponentielle selon la stabilité linéaire) par la partie divergente du champ de dé-

formation et écrasée (amortie) par la partie convergente de ce même champ. Cependant, si la

rotation angulaire n’est pas négligeable, la perturbation alterne continuellement entre un axe

divergeant et un axe convergeant, ce qui empêche la croissance de l’instabilité. Contrairement

à l’instabilité du mode de flexion, l’instabilité du mode elliptique se forme dans le noyau du

tourbillon où les effets d’auto-induction sont significatifs. La nature de l’interaction entre la

perturbation et le champ de déformation est détaillée dans la suite du présent chapitre.
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5.3 Modélisation à l’aide de la loi de Biot-Savart

Le système tourbillonnaire composé d’une paire contrarotative de filaments tourbillons est mo-

délisé par un écoulement non visqueux à l’aide de la loi de Biot-Savart (Saffman (1992)) telle

que visualisée par la figure 5.3.

Figure 5.3 Représentation schématique d’une paire de tourbillons OGE

d’après Crow (1970) (Fig. 2, p. 2173).

Le présente section reprend la démarche de Crow (1970) avec sa notation mais généralisée à

−1 ≤ Λ < 0 pour déterminer la perturbation r. La vitesse induite par un tourbillon p en un

point du tourbillon q (figure 5.3) est représentée par la relation

uq =
2

∑
p=1

Γp

4π

∫ Rpq ×dLp

|Rpq|3 (5.4)

où

Rpq = (x′p − xq)ex +(sp − sq)ey +(r′p − rq) (5.5)
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et uq est la vitesse induite au point xq par le tourbillon au point x′p. Les indices p et q varient

entre 1 et 2 soit le tourbillon droite (1) et gauche (2) respectivement. Dans le cas d’une in-

duction mutuelle on trouve p 	= q et dans le cas d’auto-induction on trouve p = q. Les indices

p et q ne suivent pas la notation d’Einstein (sommation implicite). La position du centre non

perturbé du tourbillon d’indice q est notée par (xq,sq) et une perturbation rq dans le plan yz y

est ajoutée à son centre pour modéliser l’ondulation d’une ligne de vorticité. Des primes « ′ »

sont également ajoutées à la coordonnée xp pour éviter la confusion lorsque p = q i.e. pour les

termes d’auto-induction. La figure 5.4 permet de représenter la perturbation rq dans le plan yz

défini par

rq = rq,y(xq, t)ey + rq,z(xq, t)ez (5.6)

et un élément dL du filament de vorticité composant le tourbillon est représenté par

dLq =

(
ex +

∂rq

∂xq

)
dxq. (5.7)

Figure 5.4 Représentation schématique de la

perturbation rq d’après Crow (1970) (Fig. 3,

p. 2173).
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De plus, le modèle doit tenir compte du mouvement de rotation et de translation de l’ensemble

du système tourbillonnaire. Dans le cas où Γ1 = −Γ2, la paire de tourbillons s’induit une vi-

tesse uniforme vers le bas égal à Γ1
2πb . Cependant, dans le cas d’une paire de circulations inégale

|Γ1| 	= |Γ2|, une rotation (Ω) et une translation sont induites par le tourbillon doté d’une circu-

lation supérieure.

Par conséquent, les tourbillons filaments tournent autour du centroïde de vorticité avec une

vitesse angulaire (Batchelor (1967); Le Dizès & Laporte (2002))

Ω =
Γ1 +Γ2

2πb2
(5.8)

et avec un axe de rotation centré à une distance :

ρ1 =
Γ2b

Γ1 +Γ2
(5.9a)

et

ρ2 =
Γ1b

Γ1 +Γ2
(5.9b)

par rapport au tourbillon principal (1) et secondaire (2) respectivement. Les distances ρ1 et

ρ2 sont donc définies par rapport au centre de rotation O du système tourbillonnaire (voir

figure 5.5). Le ratio de circulations est défini tel que

Λ =
Γ2

Γ1
. (5.10)

Les échelles de temps, de longueur et de vitesse du modèle sont respectivement données par :

Tre f =
2πb2

Γ1
, (5.11a)

Lre f = b (5.11b)
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Γ2
Γ1

Ο

|ρ1|

|ρ2|

Ω

Figure 5.5 Représentation schématique de la position de chaque centre des

tourbillons par rapport au centre de rotation du système tourbillonnaire. La paire

contrarotative Λ = Γ1/Γ2 orbite autour du point O avec une vitesse angulaire Ω.

et

Ure f =
Lre f

Tre f
=

Γ1

2πb
. (5.11c)

Attention b définit ici la distance inter-tourbillons, c’est l’équivalent de d dans la figure 5.1. La

référence de temps convectif (Tre f ) représente le temps nécessaire pour une paire de filaments

de se translater d’une distance Lre f à une vitesse Ure f . La vitesse angulaire de la paire de

tourbillons peut donc se réécrire par

ΩTre f = 1+Λ. (5.12)

Les rayons :
ρ1

b
=

Λ
1+Λ

(5.13a)

et
ρ2

b
=

1

1+Λ
(5.13b)
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sont définis pour Λ 	=−1. Par conséquent, si Λ 	=−1 la paire orbitera à une vitesse angulaire Ω.

Par ailleurs, l’équation de transport pour un fluide non visqueux appliquée à une particule de

fluide perturbée à une distance rq complète le système d’équations en décrivant le déplacement

lagrangien d’un élément matériel du filament tourbillon infinitésimal perturbé (r) comme suit

Drq

Dt
=

∂rq

∂ t
+uq

(
∂rq

∂xq

)
= uqex + vqey +wqez (5.14)

où uq,vq,wq sont les composantes en x, y et z du vecteur vitesse uq de l’équation (5.4). Avec

la relation de Biot-Savart (5.4) et l’équation (5.14) décrivant la cinématique du système tour-

billonnaire, l’analyse de la stabilité linéaire d’une paire de tourbillons contrarotatifs peut s’amor-

cer. En somme, quatre paramètres interviennent dans la dynamique de l’écoulement :

1. Le champ de déformation de chaque tourbillon influençant ainsi le tourbillon voisin,

2. L’induction du tourbillon principal sur le tourbillon secondaire (l’induction mutuelle),

3. Les effets du champ interne de déformation d’un tourbillon (l’auto-induction),

4. L’effet de rotation de la paire tourbillonnaire dû à l’asymétrie de la circulation.

Ces paramètres gouvernent le comportement d’une perturbation dans une paire de tourbillons

OGE. L’analyse de la stabilité d’une paire de tourbillons, présentée ici, est réalisée en suppo-

sant une perturbation de faible amplitude soit |rq|/b 
 1. Cette perturbation rq peut donc être

représentée sans perte de généralité par une forme modale telle que

rq(xq, t) = r̂qei(kxq+mθ−ωt) + c.c. (5.15a)

= r̂qeωIt+ikxq+imθ−iωRt + c.c. (5.15b)

avec les nombres d’onde axial (k) et azimutal (m) ainsi que la fréquence angulaire complexe

ω =ωR+ iωI . Le taux de croissance correspond à la partie imaginaire de la fréquence angulaire

α = ωI . Finalement, la formulation simplifiée de Crow (1970) sans dépendance à ωR et sans



106

nombre d’onde azimutal dû à la nature filamentaire du tourbillon est

rq(xq, t) = r̂qeαt+ikxq + c.c. (5.16)

où α représente dorénavant le taux de croissance dimensionnel. Comme rq(xq, t) est un vecteur

réel, le conjugué complexe (c.c.) de la perturbation dans l’espace spectral doit être ajouté. Pour

des raisons de simplification, le c.c. est sous-entendu.

Après manipulations (voir annexe V), le système à résoudre peut-être réécrit sous la forme d’un

problème aux valeurs propres adimensionnel : α∗r̂ = Ar̂ ou encore sous la forme matricielle

|A−α∗I|= 0 (5.17)

où la matrice A est définit par

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −Λ 0 0

−Λ 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

champ de déformation

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 Λψ

0 0 Λχ 0

0 ψ 0 0

χ 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

induction mutuelle

+β 2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 ω 0 0

−ω 0 0 0

0 0 0 Λω

0 0 −Λω 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

auto-induction

+Tre f Ω

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

rotation orbitale

(5.18)

avec les fonctions d’auto-induction, ω équation (A VI-12), et les fonctions d’induction mu-

tuelle de premier ordre, χ = f (β ) équation (A V-53), et second ordre, ψ = f (β ) équation

(A V-54), où β = kb. Les valeurs propres (taux de croissance adimensionnel : α∗) et vecteurs

propres (mode de déformation : r̂) sont à déterminer.
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La résolution du système d’équations (5.17) se fait par les routines MATLAB présentées à

l’annexe VII. Ces routines permettent dans un premier temps de reproduire les résultats de

Crow (1970), puis, dans un second temps, de généraliser le modèle d’auto-induction le rendant

apte à modéliser le mode de flexion (ou bending mode) pour différents Λ (i.e. pour différentes

longueurs d’onde). Les principaux résultats sont discutés à la section suivante.

5.4 Analyse des résultats de la théorie de la stabilité linéaire

Le premier résultat présenté à la section 5.4.1 consiste à la reproduction de l’instabilité de Crow

(Λ=−1) avec la théorie présentée par ce dernier. Il s’agit donc du cas particulier où Λ=−1. Le

système dispose de quatre degrés de liberté d’après le vecteur propre r̂ = (r̂1,y, r̂1,z, r̂2,y, r̂2,z)
T

où T indique la transposée. Par conséquent, le système étudié dispose de quatre valeurs propres,

mais toutes ne sont pas instables. La figure 5.6 représente les relations de dispersion permettant

d’évaluer l’auto-induction au sein d’un tourbillon. Le détail mathématique menant à cette figure

est présenté à la section 1 de l’annexe VI. Ces relations modélisent les différents mécanismes

des instabilités pour différentes distributions de vorticité composant les tourbillons. Les limites

du modèle de filament tel qu’utilisé par Crow ne permettent pas de représenter les effets de

l’auto-induction pour ka � 0.5 comme montre la figure 5.6. La relation de dispersion utilisée

par Crow (1970) revient à supposer que λ � b. Cette limitation provient de l’utilisation de

la méthode du cutoff utilisé par Crow. La figure 5.6 montre l’auto induction, ou de façon

équivalente, la relation de dispersion de chaque mode instable représentés avec m le numéro

de mode azimutal et n le numéro de mode radial. Ainsi, il est possible d’identifier l’instabilité

du mode de flexion avec m = 1 et n = 0 (ex. instabilité de Crow) ainsi que le premier (m = 1 et

n= 1) et second (m= 1 et n= 2) mode de l’instabilité du mode elliptique. Or, dans le cas d’une

paire asymétrique (−1 < Λ < 0) le mode de flexion se manifeste sur un nombre d’onde plus

grand ka � 0.5 (So et al. (2011)). Par conséquent, un modèle d’auto-induction (ω) pouvant

couvrir une plage de nombre d’onde plus large est requis. Pour ce faire, l’analyse de stabilité

utilise le modèle d’auto-induction de Saffman (1992) et Fabre (2002) pour l’instabilité du mode

de flexion (section 5.4.2) et l’instabilité du mode elliptique (section 5.4.3).
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Figure 5.6 Relations de dispersion (ω/Φ) des tourbillons de type Rankine et

Lamb-Oseen avec [m = 1, n = 0] (instabilité du mode de flexion) et [m = 1,

n = 1,2,3] (instabilité du mode elliptique) en fonction du nombre d’onde ka. Où

Φ = Γ/(2πa2) est la vitesse de rotation du tourbillon de rayon a. Le modèle

théorique servant à générer la courbe de dispersion est précisé entre parenthèses.

La relation de dispersion de Crow est valide pour ka 
 1.

5.4.1 Instabilité du mode de flexion (n = 0) avec Λ =−1 avec le modèle filament

Le cas spécifique de l’instabilité du mode de flexion avec Λ = −1 correspond à l’instabilité

d’onde longue de Crow. Pour avoir instabilité, un taux de croissance (α) positif est requis.

Après analyse des vecteurs propres obtenus à partir du système d’équations (5.17), le pre-

mier mode représente un mode symétrique alors que le second est antisymétrique. Dans le

cas actuel, la distance du cutoff déterminée pour étudier le même cas que Crow (1970) est

δ/β = 0.0632. Cette valeur est obtenue en calibrant à l’aide de la méthode du cutoff le mo-

dèle d’auto-induction tel que détaillé à la section 1.1 de l’annexe VI. En raison de la valeur

de δ/β , l’instabilité du mode de flexion est seulement possible pour le mode symétrique alors
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qu’une instabilité d’onde courte est possible tant pour le mode symétrique que pour le mode

antisymétrique. La figure 5.7 permet de visualiser les taux de croissance pour l’onde longue

(α∗ = 0.827) et l’onde courte (α∗ = 1.00) telle que suivant l’approximation de Crow. Ce-

pendant, seule l’instabilité d’onde longue est physique, car l’onde courte représente un mode

parasite généré par la méthode du cutoff. En effet, cette méthode permet uniquement de bien

modéliser les effets d’auto-induction qu’avec les nombres d’onde faibles soit ka 
 1. Il suffit

de se rapporter à la figure 5.6 pour identifier une région où le modèle de l’auto-induction de

Crow prédit faussement une auto-induction nulle ω/Φ = 0 à ka = 1.65. Cela se traduit par un

diagramme de stabilité erroné dans la région où ω = 0 dans la figure 5.8a. La relation de dis-

persion pour m = 1 et n = 0 (i.e. l’instabilité du mode de flexion) devrait tendre vers ω/Φ → 1

lorsque ka → ∞. Voir les courbes pour un tourbillon de Rankine selon Saffman (m = 1, n = 0)

et Crow (m = 1, n = 0) à la figure 5.6).

Figure 5.7 Taux de croissance de l’instabilité de Crow (d’onde longue) en fonction

de β = kb pour Λ =−1. L’instabilité de Crow est λ = 8.53b (β = 0.736) avec un

taux de croissance α∗ = 0.83 pour δ/β = 0.0632. L’onde courte de Crow est aussi

visible, mais cette dernière est hors de la plage de validité de la théorie présentée

dans cette section.



110

La figure 5.8 illustre les différents diagrammes de stabilité pour chaque valeur propre instable.

Les isocontours des taux de croissance adimensionnels (α∗) en fonction du nombre d’onde

adimensionnel (β ) et du cutoff adimensionnel (δ/β ) y sont représentés. Ce dernier est une

mesure du noyau du tourbillon. Pour un tourbillon de rayon donné, un ratio δ/β est déter-

miné et par conséquent une relation est obtenue entre le taux de croissance (α∗) et le nombre

d’onde (β = kb). L’instabilité dominante est associée au taux de croissance le plus élevé. En

suivant la théorie de Crow, une instabilité d’onde longue (i.e. instabilité de Crow) est identifiée

à β ≈ 0.736 avec un taux de croissance α∗ = 0.83 avec δ/β = 0.0632.

a) Mode symétrique. b) Mode antisymétrique.

Figure 5.8 Illustration des isocontours des taux de croissance (α∗) en fonction de β et

δ/β . Diagramme de stabilité d’une paire de tourbillons OGE avec Λ =−1 pour

l’instabilité d’onde longue (i.e. instabilité de Crow identifiée par une croix +) symétrique

(a) et antisymétrique (b) et de l’effet de l’auto-induction nulle ω = 0 (trait foncé).

L’instabilité de Crow observée à β ≈ 0.736 avec un taux de croissance α∗ = 0.83

(δ/β = 0.0632).

L’analyse du système d’équations (5.17) montre que les critères pour avoir instabilité sur-

viennent lorsque les effets d’induction mutuelle dominent sur les effets de l’auto-induction. Par

conséquent, le modèle approximatif des effets d’auto-induction utilisé par Crow (1970) s’avère

suffisamment précis que pour représenter le mécanisme d’une instabilité de faible nombre
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d’onde. La figure 5.8 illustre que le terme d’auto-induction (trait foncé) n’est pas nul dans

le voisinage de l’instabilité de Crow i.e. aux coordonnées (β ,δ/β ) = (0.736,0.0632).

En somme, seule l’instabilité associée au mode de flexion est caractérisée dans cette section.

Le tableau 5.1 permet de constater l’effet du rayon (a/b) sur la longueur d’onde (λ/b) calculée.

Des rayons variant entre a/b = 0.05 à a/b = 0.45 en passant par a/b = 0.0724, le rayon utilisé

par Crow (1970), permettent de mettre en évidence une variation de près de 70% de λ/b

par rapport au cas de référence de Crow. L’augmentation du rayon du tourbillon augmente

l’importance du terme d’auto-induction par rapport au terme de l’induction mutuelle. Cela se

traduit par une augmentation du nombre d’onde à laquelle l’instabilité du mode de flexion

apparaît. Par conséquent le mode de flexion ne peut être bien modélisé par la théorie de Crow

que si la calibration du terme d’auto-induction par la méthode du cutoff est basé sur le rayon

du tourbillon étudié comme illustré dans le tableau 5.1. Autrement dit, l’instabilité associée au

mode de flexion dépend de la taille du rayon du tourbillon instable.

Tableau 5.1 Caractérisation du mode le plus instable en fonction de différents rayons de

tourbillons de type Rankine (ae/b) et Lamb-Oseen (a/b) correspondant où a = 0.735ae
avec la théorie présentée par Crow (1970).

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 Cas 5 Cas 6 Cas 7 Cas 8 Cas 9 Cas 10

a/b 0.0500 0.0724 0.100 0.150 0.200 0.250 0.300 0.350 0.400 0.450

ae/b 0.0680 0.0985 0.136 0.204 0.272 0.340 0.408 0.476 0.544 0.612

δ/β 0.0437 0.0632 0.0874 0.131 0.175 0.218 0.262 0.306 0.349 0.393

β 0.694 0.736 0.782 0.858 0.932 1.01 1.10 1.22 1.40 2.36

α∗ 0.836 0.827 0.819 0.806 0.795 0.785 0.776 0.767 0.760 0.785

Malgré les limitations de la fonction d’auto-induction utilisée par Crow, il est possible de dé-

tailler le mécanisme du mode de flexion caractérisée par λ/b = 8.53 ou kb = 0.736 et un

taux de croissance de α∗ = 0.827. Il a été aussi possible de déterminer le lien entre le nombre

d’onde le plus instable en fonction du rayon du tourbillon. Mais les limitations sur la fonction

d’auto-induction imposent la nécessité d’utiliser un modèle d’auto-induction valide pour les

grands nombres d’onde et ce, même pour modéliser le mode de flexion. Le prochain modèle
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présenté permet d’étendre la plage de validité du mécanisme à l’origine de l’instabilité de Crow

à des longueurs ondes plus petites soit λ/b = O(a/b) comme il est nécessaire pour les cas où

Λ >−1.

5.4.2 Instabilité du mode de flexion (n = 0) avec Λ ≥−1 avec le modèle de Saffman

Le principal intérêt étant de comprendre l’effet de Λ sur la sélection du nombre d’onde dans

le mécanisme générant le mode de flexion. Pour ce faire, il est requis d’utiliser une fonction

d’auto-induction valide pour une plus grande variété de nombres d’onde. Par conséquent, la

théorie présentée par Chandrasekhar (1970) et Saffman (1992) vient augmenter la plage de

validité des résultats obtenus par Crow (1970). Pour la première fois par rapport à la littérature,

une distribution de vorticité de type Lamb-Oseen est utilisée pour l’analyse de stabilité linéaire

d’une paire de tourbillons asymétriques IGE.

5.4.2.1 Cas spécifique avec Λ =−1

En utilisant l’équation (A VI-12) (Fabre (2002)) comme relation de dispersion et en l’utilisant

avec le système d’équations (5.18) il devient possible de déterminer le diagramme de stabi-

lité tel que montré à la figure 5.9a pour un tourbillon de Rankine et à la figure 5.9b pour un

tourbillon de Lamb-Oseen. En comparaison avec la théorie de Crow présentée à la figure 5.8a,

aucune instabilité d’onde courte n’est prédite avec l’utilisation de la relation de dispersion de

Fabre. De plus, les figures 5.8a et 5.9 montrent la même instabilité du mode de flexion iden-

tifiée par la zone où le taux de croissance est α∗ ≈ 0.8. Chaque mode instable soit le mode

de flexion avec m = 1 et n = 0, le premier (m = 1 et n = 1) et second (m = 1 et n = 2) mode

elliptique disposent tous de leur propre relation de dispersion (Saffman (1992)). Pour le cas

particulier où Λ = −1 il est possible de montrer que l’équation (5.19) représente le taux de

croissance du mode symétrique en fonction essentiellement de l’auto-induction (ω), de l’in-

duction mutuelle (χ et ψ) et du champ de déformation. Ainsi, il est remarqué que pour avoir

un taux de croissance adimensionnel positif et réel, les deux termes sous le radical doivent être
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de mêmes signes. Les valeurs de ω =O(1), χ =O(1) et ψ =O(1) sont uniquement positives.

α∗ = [(1−ψ +ω)(1+χ −ω)]1/2 (5.19)

Contrairement aux figures 5.8a et 5.8b, la figure 5.9 permet de constater que dans le domaine de

résolution du diagramme de stabilité présentée, le terme d’auto-induction est non nul (ω 	= 0).

Il est donc possible de déduire que le mode de flexion n’est pas une onde stationnaire dans un

champ de déformation. C’est plutôt une perturbation amplifiée par les effets majoritairement

dominés de l’induction mutuelle par rapport aux effets de l’auto-induction (Crow (1970)).

a) Tourbillon de Rankine. b) Tourbillon de Lamb-Oseen.

Figure 5.9 Diagramme de stabilité avec des isocontours de α∗ de l’instabilité de

Crow (m = 1 et n = 0) d’un tourbillon de Rankine et Lamb-Oseen selon les théories

de Fabre (2002) avec Λ =−1. Les isocontours représentent les taux de croissance.

5.4.2.2 Effet de la distribution de la vorticité avec Λ ≥−1

Il a été discuté précédemment que deux types de distributions de vorticité sont considérés.

Le premier correspond à un tourbillon de Rankine caractérisé par une distribution constante

de vorticité confinée à l’intérieur du tourbillon. Le Rankine est souvent utilisé à cause de sa

simplicité mathématique. Le second correspond à un tourbillon de Lamb-Oseen caractérisé
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par une distribution gaussienne de vorticité typique des tourbillons à bas ReΓ. Le tourbillon

de Lamb-Oseen est sans discontinuité et est une solution analytique des équations de Navier-

Stokes. Il a déjà été discuté que chacun des types de distribution de vorticité dispose de sa

propre relation de dispersion. Saffman (1992) a développé une relation de dispersion pour

un tourbillon de Rankine alors que Sipp (1999) a obtenu une relation de dispersion pour un

tourbillon de Lamb-Oseen. La figure 5.10 illustre l’effet du type de distribution de vorticité sur

le mode le plus instable (kb et kae) avec différent Λ. De plus, le type de tourbillons n’a pas

d’influence significative sur l’onde de flexion pour une paire de tourbillons symétriques i.e.

Λ =−1. Ceci est conforme avec le fait que le mode de flexion est indépendant de la structure

interne de vorticité du tourbillon. Cependant, une différence devient notable lorsque le ratio de

circulations approche zéro. Ceci s’explique par le fait que lorsque Λ → 0 le mode de flexion se

forme à un nombre d’onde plus grand et que l’effet de rotation (Ω) de la paire tourbillonnaire

devient important comme l’indique la relation

ΩTre f = 1+Λ. (5.12)

Il est observé que plus l’effet de rotation de la paire est important (i.e. Λ → 0), plus le nombre

d’onde du mode le plus instable est grand. Ceci s’explique par le fait que le plan dans lequel

se forme l’instabilité est en rotation pour compenser la rotation Ω de la paire de tourbillons. Si

Ω augmente alors le terme de la fonction d’auto-induction devient plus important par rapport

aux autres termes d’où l’importance d’avoir une représentation valide de la fonction d’auto-

induction pour de plus grand nombre d’onde. Les fonctions d’auto-induction mentionnées dans

la section 1.3 et illustrées à la figure 5.6 indiquent que plus le nombre d’onde est grand, plus

l’onde tourne rapidement à l’intérieur du tourbillon. Il est possible de déduire qu’avec un Λ

près de zéro, le terme d’auto-induction s’ajuste pour contrer la rotation globale de la paire,

et par conséquent, donne lieu à la formation d’une perturbation caractérisée par un nombre

d’onde plus grand. De plus, le terme d’auto-induction dépend de la distribution de vorticité

(Saffman (1992); Sipp (1999); Fabre (2002)) et du rayon du tourbillon instable. Ceci implique

que les différentes distributions de vorticité réagissent différemment à une augmentation de la
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vitesse de rotation de la paire. Donc, plus la rotation de la paire est grande, plus l’écart entre

les types de distribution de vorticité s’accentue.

Figure 5.10 Nombres d’onde adimensionnels du mode le plus instable (β et kae)

en fonction du ratio de circulations. Comparaison du mode flexion selon un

tourbillon de Rankine (théorie de Saffman pour un tourbillon de Rankine) et d’un

tourbillon de Lamb-Oseen (théorie de Sipp & Fabre pour une Tourbillon de

Lamb-Oseen) avec a/b = 0.25.

5.4.2.3 Cas généralisé Λ ≥−1 : Effet du rayon

Un autre effet à considérer lors de l’étude de la stabilité d’une paire de tourbillon est le rayon a.

Plus précisément, le terme d’auto-induction est également influencé par le rayon du tourbillon.

La figure 5.11 permet de constater que plus Λ → 0, plus l’effet du rayon augmente. Avec



116

un argument similaire à celui énoncé dans la section précédente, un tourbillon plus gros aura

pour conséquence de s’exposer à des effets d’auto-induction plus grands. Et par le fait même,

augmenter le nombre d’onde de l’instabilité dominant, peu importe la distribution de vorticité

utilisée que ce soit un Rankine (figure 5.11a), ou un Lamb-Oseen (figure 5.11b). Pour quanti-

fier le mode le plus instable d’un tourbillon de Rankine et d’un tourbillon de Lamb-Oseen les

tableaux 5.2 et 5.3 respectivement chiffrent les écarts entre les deux modes de flexion selon

le tourbillon utilisé. La variation entre les nombres d’onde (β = kb) est de l’ordre de 1% ce

qui confirme l’indépendance de la distribution de vorticité dans une paire de tourbillons sy-

métriques pour un mode de flexion qui par définition ne dépend pas de la structure interne.

Tableau 5.2 Caractéristiques de l’onde de flexion en fonction de différents rayons de

tourbillons de type Rankine (ae/b) et Lamb-Oseen (a/b) selon la théorie de Saffman pour

un Rankine (i.e. a = 0.735ae) avec Λ =−1.

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 Cas 5 Cas 6 Cas 7 Cas 8 Cas 9 Cas 10

a/b 0.0500 0.0724 0.100 0.150 0.200 0.250 0.300 0.350 0.400 0.450

ae/b 0.0680 0.0985 0.136 0.204 0.272 0.340 0.408 0.476 0.544 0.612

β 0.697 0.740 0.787 0.862 0.932 1.00 1.07 1.15 1.22 1.31

α∗ 0.835 0.827 0.818 0.805 0.795 0.786 0.779 0.773 0.758 0.764

Tableau 5.3 Caractéristiques de l’onde flexion en fonction de différents rayons de

tourbillons de type Lamb-Oseen selon la théorie de Fabre pour un Lamb-Oseen (i.e.

a = ae) avec Λ =−1.

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 Cas 5 Cas 6 Cas 7 Cas 8 Cas 9 Cas 10

a/b 0.0500 0.0985 0.100 0.150 0.200 0.250 0.300 0.350 0.400 0.450

ae/b 0.0500 0.0985 0.100 0.150 0.200 0.250 0.300 0.350 0.400 0.450

β 0.701 0.789 0.791 0.866 0.934 1.00 1.07 1.13 1.20 1.28

α∗ 0.835 0.817 0.817 0.804 0.794 0.786 0.780 0.774 0.769 0.765
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a) Stabilité d’une paire de tourbillons OGE pour un Rankine

b) Stabilité d’une paire de tourbillons OGE pour un Lamb-Oseen

Figure 5.11 Nombres d’onde adimensionnels le plus instable (β ) en fonction du ratio de

circulations. Effet du rayon des tourbillons sur le comportement de l’onde de flexion pour

une distribution constante de vorticité, Rankine (a) et pour une distribution gaussienne de

vorticité, Lamb-Oseen (b).

5.4.2.4 Comparaison avec la littérature

Afin de comparer les courbes de stabilité linéaire avec la littérature, la figure 5.13 compare les

résultats de So et al. (2011) pour un ReΓ = 20 000 avec la présente théorie de stabilité adaptée

à un tourbillon de Rankine et de Lamb-Oseen. So et al. (2011) utilisent une distribution de

vorticité de type Lamb-Oseen. La figure 5.13 incluent les résultats originaux de So et al. (2011)

et une correction est proposée qui prend en considération l’annihilation de circulation lors de

la génération de la condition initiale de la simulation numérique. Cette annihilation est due au

chevauchement initial des profils de vorticité des tourbillons comme illustré à la figure 5.12.
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D’ailleurs, en observant la distribution initiale de vorticité il est possible de constater l’absence

de plateau de vorticité entre les tourbillons à la figure 5.12b. Cette absence de plateau est

indicatrice d’un chevauchement de vorticité plus important avec a0,1/b = 0.25 (figure 5.12b)

qu’avec a0,1/b = 0.05 (figure 5.12a). Ce chevauchement a pour conséquence de créer un écart

entre le ratio de circulation nominal (Λnominal) et effectif (Λeff .) Le ratio Λnominal est déterminé

en supposant aucun chevauchement des tourbillons et par conséquent, aucune annihilation de

circulation. Cela revient à considérer que les tourbillons sont suffisamment loin l’un de l’autre.

Cependant, Λe f f . est déterminé à partir de la caractérisation de la condition initiale de vitesse

du système tourbillonnaire et par conséquent, prend en compte les effets de chevauchement

avec le tourbillon voisin.

a) a0,1/b = 0.05 et Λnominal =−0.30 où

Λeff =−0.30

b) a0,1/b = 0.25 et Λnominal =−0.30 où

Λeff =−0.25

Figure 5.12 Représentation du chevauchement de vorticité entre le tourbillon principal et

secondaire lors de la génération de la condition initiale. Le tourbillon secondaire perd

autant de circulation (ou vorticité) que le tourbillon principal. Cette circulation perdue par

le tourbillon secondaire représente une plus grande proportion de circulation annihiler que

celle perdue par le tourbillon principal.

Il est observé que plus les rayons des tourbillons sont gros, plus l’écart entre le ratio de circu-

lations imposé (ou nominal i.e. Λnominal) et effectif (Λeff ) augmente. De façon similaire, plus

le ratio de circulations (Λ) s’approche de zéro, plus l’écart entre le ratio de circulations imposé
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(Λnominal) et effectif (Λeff ) augmente. Dans le cas où Λ > −1 le tourbillon fort à pour effet de

réduire davantage la circulation du tourbillon faible que le contraire comme il est possible de

le voir dans le tableau 5.4.

Tableau 5.4 Effet du chevauchement des tourbillons principal et secondaire. Ratio de

circulations imposé dans la condition initiale de vitesse (Λnominal) versus le ratio de

circulations calculé (Λeff ) pour une paire de tourbillons contrarotatifs de rayon

a0,1/b = 0.25. Avec (Λnominal) variant de -1 à -0.10 et où Λeff est obtenu en

post-traitant la condition initiale.

Ratios de circulations nominaux (Λnominal).

-1.00 -0.90 -0.80 -0.70 -0.60 -0.50 -0.40 -0.30 -0.20 -0.10

Λeff -1.00 -0.89 -0.78 -0.67 -0.56 -0.45 -0.35 -0.25 -0.16 -0.06

Écart (%) 0.0 1.4 3.0 4.7 6.8 9.2 12 16 22 31

Cela résulte par une augmentation de Λeff par rapport à Λnominal comme le montre la figure 5.13.

Pour alléger l’écriture, le ratio Λ fera référence à Λeff dans le reste de la thèse. Une autre correc-

tion apportée aux résultats de So et al. (2011) consiste à prendre en considération la diffusion

des tourbillons et par conséquent, adimensionner les résultats en fonction du rayon actuel (ka)

et non du rayon initial (ka0 avec a0,1/b = 0.25) tel que présentée à la figure 5.14. Bien qu’à

ReΓ = 20 000 les effets diffusifs soient relativement faibles par rapport aux effets convectifs

(i.e. td 
 tc), le rayon du tourbillon le plus instable augmente d’environ 10% (a/b = 0.275) dus

aux effets diffusifs au sein du tourbillon selon l’équation (5.20) (Le Dizès & Laporte (2002))

a(t) =
[
a2

0 +4νt
]1/2

. (5.20)

À ce stade des travaux, la figure 5.14 montre que la courbe théorique développée de la stabilité

linéaire d’une paire de tourbillons OGE concorde aux résultats numériques de So et al. (2011)

pour le comportement de l’onde de flexion. Dans quelle mesure la théorie du présent chapitre

peut s’appliquer à une paire de tourbillons contrarotatifs IGE est discuté dans la section sui-

vante.



120

−1 −0.9 −0.8 −0.7 −0.6 −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1
0

2

4

6

8

10

12

14

Λ

β
m

ax

 

 

Rankine (Stab. lin.) avec a/b = 0.25
Lamb−Oseen (Stab. lin.) avec a/b = 0.25
Re = 20000; So et al. 2011 (Num. avec Λ

nominal
) avec a

0
/b = 0.25

Re = 20000; So et al. 2011 (Num. avec Λ
eff

) avec a
0
/b = 0.25

Figure 5.13 Nombres d’onde adimensionnels du mode le plus instable (β ) en fonction du

ratio de circulations (Λ) pour a0,1/b = 0.25. Comparaison entre les courbes théoriques de

l’onde de flexion pour un tourbillon de type Rankine et de type Lamb-Oseen et les

résultats présentés par So et al. (2011). Ces derniers utilisent une distribution de vorticité

de type Lamb-Oseen. Les résultats corrigés de So et al. (2011) prennent en compte

l’annihilation de vorticité lors de la génération de la condition initiale.
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Figure 5.14 Nombres d’onde adimensionnels du mode le plus instable (β ) en fonction du

ratio de circulations (Λ). Comparaison entre les résultats de So et al. (2011) et les courbes

théoriques (Rankine et Lamb-Oseen) évaluées avec le rayon (a2/d = 0.275) au moment où

l’instabilité apparaît.

5.4.3 Instabilité du mode elliptique (n = 1) avec Λ ≥−1 avec le modèle de Saffman

Dans cette section, l’instabilité du mode elliptique est comparée avec l’instabilité du mode de

flexion. Pour ce faire, un tourbillon avec un distribution de vorticité constante (Rankine) est uti-

lisée. Avec l’utilisation de la fonction d’auto-induction propre aux modes radiaux supérieures

(i.e. n > 0), le premier mode de l’instabilité du mode elliptique (n = 1) est identifié. Le détail
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mathématique de la fonction d’auto-induction de l’instabilité du mode elliptique est présenté

à la section 1.2 de l’annexe VI. La figure 5.15 compare le nombre d’onde du mode le plus in-

stable β = kb en fonction de Λ (en 5.15a) et le nombre d’onde ka en fonction de Λ (en 5.15b).

Les modes suivants (n > 1, calculés mais non visible ici) sont caractérisés par des nombres

d’ondes plus grand que ceux pour n = 0 et n = 1. La prochaine étape consiste à comparer les

résultats numériques présentés au chapitre 4 avec les courbes théoriques des deux mécanismes

d’instabilités discutés précédemment.

a)

b)

Figure 5.15 Nombres d’onde adimensionnels du mode le plus instable β , en a),

et ka, en b), en fonction du ratio de circulations (Λ) avec a/b = 0.25.

Comparaison entre l’instabilité du mode de flexion (n = 0 avec traits pleins) et le

premier mode de l’instabilité du mode elliptique (n = 1 avec traits pointillés).
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5.5 Application de la théorie de stabilité linéaire d’une paire de tourbillons OGE à un
système tourbillonnaire IGE

La présente section vise à établir le lien entre les résultats obtenus par DNS de la configura-

tion de tourbillons IGE (chapitre 4) et les prédictions théoriques de la stabilité linéaire d’une

configuration de tourbillons OGE (section 5.4). La figure 5.16 met en évidence la corrélation

entre les résultats numériques IGE du tableau 5.5 et les courbes de la stabilité linéaire d’une

configuration OGE.

Figure 5.16 Comparaison entre les nombres d’onde du mode le plus instable

(β = kb) des résultats numériques (symboles) de la configuration IGE

(ReΓ = 2 500) et les courbes théoriques (lignes) de la stabilité linéaire d’une

paire OGE pour différents rayons (a0,1/b).

Le rayon du tourbillon secondaire (a2/d) au moment où l’instabilité apparaît est utilisé pour

le calcul des courbes de stabilité linéaire. Comme la courbe de β en fonction de Λ dépend du

rayon du tourbillon instable, l’ensemble des nombres d’onde instables issus des calculs nu-
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mériques possèdent chacune leur courbe de stabilité linéaire. En effet, chaque nombre d’onde

instable issu d’un calcul numérique possède son propre rayon de tourbillon secondaire (a2/d).

Pour simplifier la figure 5.16, seules les deux courbes correspondant aux rayons des tourbillons

secondaires maximal (a2/d = 0.38) et minimal (a2/d = 0.36) obtenus numériquement sont re-

présentées. Par conséquent, la région définie entre les deux courbes de la figure 5.16 représente

la plage de valeurs des nombres d’onde instables attendues pour un Λ donné. Attribuables à la

nature de la formation du tourbillon secondaire, les ratios de circulations Λ = Γ2/Γ1 varient

entre −0.23 < Λ < −0.32. Il est constaté que pour une paire tourbillonnaire symétrique (i.e.

Λ = −1) l’effet du rayon est négligeable. Cependant, pour un ratio Λ → 0 l’effet du rayon

doit être considéré dû à l’espacement vertical croissant entre les deux courbes théoriques. Le

tableau 5.5 permet de constater que les écarts entre le nombre d’onde le plus instable déter-

miné par l’analyse de stabilité linéaire d’une paire de tourbillon OGE et celui déterminer par

les résultats DNS varient 1.1% et 12%. Le cas où un écart de 12% est constaté est celui avec

le ratio de circulation Λ le plus faible. Or, la figure 5.16 montre qu’une petite variation de Λ

entraîne une variation importante de β pour les faibles valeurs de Λ. Il est donc attendu d’avoir

une erreur accrue sur β pour les faibles valeurs de Λ.

Tableau 5.5 Nombres d’onde instables (kd) issus de simulations numériques

par DNS IGE avec ReΓ = 2 500 pour différents rayons initiaux (a0,1/b = 0.05 à

a0,1/b = 0.25) comparés avec la théorie de stabilité linéaire d’une paire

tourbillonnaire OGE.

Rayons tourbillons principaux (a0,1/b). 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Rayons tourbillons secondaires (a2/d) 0.36 0.35 0.37 0.38 0.38

Ratios de circulations (Λ) -0.23 -0.24 -0.27 -0.30 -0.32

Nombres
d’onde

DNS (kd) 6.1 4.7 4.1 3.4 3.6

Stabilité linéaire (kb) 5.4 4.8 4.4 3.8 3.5

Écarts (%) DNS vs Stabilité linéaire 12 1.1 6.6 9.0 4.0
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5.6 Application de la théorie de stabilité linéaire d’une paire de tourbillons OGE à un
système tourbillonnaire IGE avec vent latéral

Dans le cas avec un vent latéral, une intensité de Uvent/Ure f = 2 est choisie pour générer les ré-

sultats numériques. Par conséquent, l’effet d’un vent latéral (figure 5.17) contribue à accentuer

l’asymétrie du système tourbillonnaire ce qui implique que les ratios de circulations varient sur

une plus grande plage de valeurs due à l’interaction entre la vorticité du vent et celle de la paire

de tourbillons.

Figure 5.17 Comparaison entre les nombres d’onde du mode le plus instable (β = kb)

des résultats numériques (symboles) de la configuration IGE (ReΓ = 2 500) et les

courbes théoriques (lignes) de la stabilité linéaire d’une paire OGE pour différents

rayons (a0,1/b).

Pour la configuration avec un vent latéral seul le cas avec a0,1/b = 0.15 est étudié. Au moment

où l’instabilité est observée, les caractéristiques (Λ et a2/d) de la paire gauche et droite sont

différentes ce qui permet des nombres d’onde différents au sein de chaque paire. Les rayons

des tourbillons secondaires, au moment où l’instabilité se développe, sont a2/d = 0.37 (avec

Λ =−0.37) pour la paire de tourbillons droite et a2/d = 0.44 (avec Λ =−0.44) pour la paire

de tourbillon gauche. La figure 5.17 montre un écart de 12% entre la valeur théorique de la
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stabilité linéaire et la valeur résultats DNS du nombre d’onde le plus instable de la paire de

tourbillons droite. Cependant, cet écart augmente à 84% pour le nombre d’onde de la paire de

tourbillons gauche (tableau 5.6).

Tableau 5.6 Nombres d’onde instables (kd) issus de simulations numériques par DNS

IGE avec vent latéral avec ReΓ = 2 500 et (a0,1/b = 0.15 comparés avec la théorie de

stabilité linéaire d’une paire tourbillonnaire OGE.

Paire droite de tourb. Paire gauche de tourb.

Rayons tourbillons secondaire (a2/d) 0.37 0.44

Ratios de circulations (Λ) -0.40 -0.19

Nombres
d’onde

DNS (kd) 2.3 3.6

Stabilité linéaire (kb) 2.6 22

Écarts (%) DNS vs Stabilité linéaire 12 84

Outre les simplifications intrinsèques au modèle théorique (section 5.1), l’écart entre les résul-

tats théoriques et numériques s’explique par deux principaux facteurs surtout dans la configura-

tion avec vent latéral. Le premier réside dans la difficulté de déterminer le ratio de circulations

Λ lors de la caractérisation de l’écoulement. En effet, plus les rayons des tourbillons principal

et secondaire sont importants, plus le chevauchement du profil de vorticité est important. De

plus, la vorticité négative associé au vent a pour effet d’annihiler partiellement celle du tour-

billon secondaire gauche dont sa vorticité est positive donc de signe opposé à celle du vent. Par

conséquent, leurs circulations respectives deviennent difficiles à déterminer. À l’opposé, pour

des tourbillons de faibles rayons, le chevauchement est de moindre importance permettant de

calculer le ratio de circulations Λ avec plus de précision. Le deuxième facteur consiste à te-

nir compte de l’influence de la distribution de vorticité au sein du tourbillon. La figure 5.10

illustre les courbes analytiques pour deux types de distribution de vorticité soit un tourbillon

de Rankine et Lamb-Oseen (sans vent latérale). Or, il a été montré à la figure 3.4 que le profil

de vitesse typique d’une simulation numérique n’est pas exactement celui d’un profil gaus-

sien. Par conséquent, la fonction d’auto-induction utilisée dans le modèle analytique n’est pas

identique à celle "naturellement" obtenue dans la DNS avec la présence d’un vent latéral.
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5.7 Synthèse du chapitre

En conclusion, la théorie présentée dans ce chapitre permet de prédire le nombre d’onde in-

stable pour une paire de tourbillons contrarotatifs hors effet de sol (OGE) et de circulations

inégales. La correction des ratios de circulations Λthéo. par Λeff appliquée aux simulations de

So et al. (2011) est justifiée surtout à cause de l’importance de l’annihilation de la circulation

lors de la génération de la condition initiale pour les plus gros tourbillons.

La comparaison avec la littérature, plus particulièrement avec les résultats de So et al. (2011),

est considérée concluante. Il est noté également que les courbes théoriques associées à un

rayon équivalant à celui d’une distribution constante de vorticité (Rankine) et celle pour une

distribution de type Lamb-Oseen sont cohérentes avec les résultats de So et al. (2011). À noter

que ces derniers utilisent une distribution gaussienne de vorticité qui est davantage associée à

un tourbillon dont le ReΓ est faible alors que So et al. (2011) utilisent ReΓ = 20 000.

En somme, la théorie de stabilité linéaire pour une paire OGE permet de prédire le compor-

tement d’une paire de tourbillons contrarotatifs en effet de sol (IGE) sans vent latéral, avec

une écart maximal de 12% par rapport aux résultats de l’analyse de stabilité. Il est conclu que

la croissance du mode le plus instable dans le tourbillon secondaire en configuration IGE est

entièrement expliquée par l’interaction entre les tourbillons principal et secondaire.

Dans le cas avec un vent latéral, le nombre d’onde le plus instable de la paire de droite est

prédite avec un écart de 12% alors que l’écart entre le nombre d’onde numérique et théorique

de la paire gauche est de 84%. L’erreur sur la prédiction du nombre d’onde de la paire gauche

est attribuable à la forte déformation du tourbillon secondaire gauche due au faible nombre de

Reynolds (ReΓ = 2 500). La déformation plus importante du tourbillon secondaire gauche par

rapport à celui du tourbillon secondaire droit est attribuable au fait que le tourbillon secondaire

gauche est contrarotatif par rapport à la vorticité du vent et donc s’annihile plus rapidement

que le tourbillon secondaire droit.
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La prochaine étape consiste à étendre l’application de la présente étude à un système tour-

billonnaire doté d’un rayon initial (a0,1/b) et nombre de Reynolds (ReΓ) plus près des valeurs

d’un avion commercial i.e. a0,1/b =O(10−2) et ReΓ =O(106). Cependant, le coût calcul rend

difficile de réaliser des simulations 3D à ces valeurs dans des temps raisonnables avec les

ressources actuelles. Cependant, en se basant sur les résultats précédents pour prédire les in-

stabilités, il suffit de connaître les valeurs de Λ et a2/d du champ moyen de vorticité alors que

l’instabilité n’est qu’au stade de perturbation. Cela implique qu’une simulation 2D à haut ReΓ

peut s’avérer une solution possible pour déterminer Λ et a2/d et par ce fait même, le nombre

d’onde le plus instable avec la théorie de stabilité linéaire. Ce concept est détaillé au chapitre 6.





CHAPITRE 6

PRÉDICTION DES INSTABILITÉS DANS LA CONFIGURATION IGE AVEC ET
SANS VENT LATÉRAL À HAUT REYNOLDS ET FAIBLE RAYONS

Avec les ressources informatiques disponibles, il est difficilement réalisable de procéder à des

simulations tridimensionnelles instationnaires avec des tourbillons typiques de l’aviation mo-

derne soit ReΓ = O(107) et un rayon a0,1/b = O(10−2) Jacquin et al. (2003). Avec l’augmen-

tation du ReΓ vient l’apparition de structures de plus en plus petites nécessitant un maillage

de plus en plus raffiné. Or, les résultats obtenus au chapitre 5 indiquent que la caractérisation

du champ moyen (mode 0) suffit pour extraire les paramètres cruciaux, soit Λ et a2/d, afin de

déterminer le nombre d’onde le plus instable du tourbillon secondaire. L’objectif de ce cha-

pitre est, en se basant sur des calculs numériques 2D, de déterminer les instabilités dominantes

d’une paire de tourbillons IGE à des ReΓ allant jusqu’à 100 000 et des a0,1/b allant jusqu’à

0.01. Pour ce faire, il est proposé de caractériser le champ bidimensionnel de vorticité axiale

afin de déterminer les paramètres Λ et a2/d à haut ReΓ et bas a0,1/b. Par la suite, ces para-

mètres sont utilisés pour permettre de prédire le nombre d’onde (kd) le plus instable que le

tourbillon secondaire aurait dans un écoulement 3D caractérisé par un champ moyen de vorti-

cité similaire à celui simulé par l’approche numérique 2D. Cette approche est validée dans la

configuration sans vent latéral à la section 6.1 puis appliquée à la configuration avec un vent

latéral à la section 6.2.

6.1 Prédiction sans vent latéral

Ainsi, pour valider cette approche il est requis de comparer le champ moyen de vorticité d’une

simulation 3D connu avec le champ de vorticité axiale d’une simulation 2D. Il est espéré que la

comparaison entre ces deux écoulements soit excellente afin d’affirmer que l’écoulement 2D se

comporte de façon suffisamment similaire au champ moyen d’un écoulement 3D. De plus, cette

comparaison doit être vérifiée du début de l’évolution du tourbillon secondaire jusqu’au mo-

ment où la tridimensionnalité de celui-ci apparaît, i.e. au moment que le tourbillon secondaire

se fasse étirer par le champ de déformation du tourbillon principal. Pour atteindre cet objectif,
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une comparaison qualitative et quantitative de l’écoulement est réalisée. Dans ce chapitre, une

validation de la méthode proposée pour déterminer le nombre d’onde kd le plus instable basé à

partir d’un calcul 2D est présentée. Par la suite, l’effet du rayon initial du tourbillon principal à

ReΓ = 10 000 est analysé et comparé avec un ReΓ = 2 500 présenté à la section 4.1.3. Finale-

ment, l’influence de ReΓ sur Λ et a2/d est discuté. La plage des nombres de Reynolds étudiée

varie entre 2 500 et 100 000 inclusivement due aux contraintes technologiques des ressources

informatiques.

6.1.1 Comparaison de la vorticité du champ moyen axial d’un calcul 3D et du champ
axial d’un calcul 2D

Dans un premier temps, une analyse qualitative est réalisée entre l’écoulement 3D (figures 6.1

gauche) et 2D (figures 6.1 droite). Ces deux écoulements ont pour caractéristiques communes

un ReΓ = 2 500 et a0,1/b = 0.10. La comparaison s’effectue de la condition initiale jusqu’à

τ∗ = 6. Cependant, une attention particulière est portée dans l’intervalle de temps de τ∗ = 2.5

à τ∗ = 4. Le choix de cet intervalle de temps est déterminé à partir de la figure 4.6 où la phase

de croissance exponentielle peut être identifiée à partir de la plage linéaire du graphique semi-

logarithmique. Cela implique que cet intervalle de temps est interprété comme étant l’instant de

la simulation où le mécanisme de l’instabilité agit sur le tourbillon secondaire. À ce moment,

le champ de vorticité axiale de l’écoulement 2D doit être représentatif du champ moyen de vor-

ticité axiale de l’écoulement 3D. Par définition, à ce moment la perturbation tridimensionnelle

est très faible par rapport au champ de base et la cinématique de l’écoulement est dominée par

les effets 2D du champ moyen de vorticité. Or, en comparant à différents instants les structures

tourbillonnaires (ex. nombre de tourbillons, position du centre des tourbillons) des calculs 2D

et 3D de τ∗ = 0 (figure 6.1a) jusqu’à τ∗ ≈ 4.6 (figure 6.1j) aucune différence n’est percep-

tible. De plus, l’évolution temporelle de l’écoulement 2D représente fidèlement l’écoulement

3D moyen pour toute la durée de vie des tourbillons secondaires soit de la création jusqu’au

début de la tridimensionnalité du tourbillon secondaire. Ce dernier point est important pour

appliquer la théorie de stabilité linéaire sur le système composé d’un tourbillon principal et

d’un tourbillon secondaire.
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a) Configuration 3D à τ∗ = 0 b) Configuration 2D à τ∗ = 0

c) Configuration 3D à τ∗ = 2 d) Configuration 2D à τ∗ = 2

e) Configuration 3D à τ∗ = 3 f) Configuration 2D à τ∗ = 3

Figure 6.1 Visualisation du champ moyen de vorticité d’une simulation 3D (gauche) et

de la vorticité axiale d’une simulation 2D (droite). Avec ReΓ = 2 500 et a = 0.10b.
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g) Configuration 3D à τ∗ = 4 h) Configuration 2D à τ∗ = 4

i) Configuration 3D à τ∗ = 4.6 j) Configuration 2D à τ∗ = 4.6

k) Configuration 3D à τ∗ = 6 l) Configuration 2D à τ∗ = 6

Figure 6.1 (Suite) Visualisation du champ moyen de vorticité axiale d’une simulation 3D

(gauche) et de la vorticité axiale d’une simulation 2D (droite). Avec ReΓ = 2 500 et

a = 0.10b.

Dans un second temps, le ratio de circulations Λ = Γ2/Γ1 est à déterminer tant pour le calcul

3D que pour le calcul 2D, et ce pour différent instant de l’évolution du tourbillon secondaire.

Ces caractéristiques sont rapportées dans le tableau 6.1. Il est possible de constater que dès

la création du tourbillon secondaire, i.e. τ∗ ≈ 2 jusqu’à τ∗ = 4, l’écart entre la configuration

3D et 2D est inférieur à 1% et atteint 2% à τ∗ = 4.4. À partir de τ∗ = 4.6 la tridimension-
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nalité de l’écoulement n’est plus négligeable et dès lors un écart de près de 9% est observé.

Des conclusions identiques résultent de l’analyse des rayons caractéristiques (rc,2/b). Un écart

inférieur à 6% dans l’intervalle τ∗ = 2 jusqu’à τ∗ = 4.6 indique que les rayons caractéristiques

du calcul 2D sont considérés suffisamment représentatif de ceux mesurés dans le calcul 3D.

En effet, suite à l’analyse de stabilité linéaire pour des valeurs de Λ ≈ 0.2 (voir figure 5.11b),

le nombre d’onde (kd) devient progressivement sensible à Λ et à a2/d. Une mauvaise prédic-

tion de Λ et à a2/d empêche d’avoir une estimation fiable du nombre d’onde instable dans

le tourbillon secondaire. Par conséquent, il est possible de conclure que le champ de vorticité

axiale d’une simulation 2D est représentatif du champ moyen de vorticité d’un calcul 3D entre

τ∗ = 0 à τ∗ ≈ 4.4. Le reste du chapitre met l’accent sur l’application de la technique détaillée

Tableau 6.1 Comparaison des ratios de circulations (Λ = Γ2/Γ1) et rayons

caractéristiques (rc,2/b) entre le champ moyen de vorticité axiale 3D et la

vorticité axiale 2D avec a0,1/b = 0.10 et ReΓ = 2 500.

Temps Ratios de circulations Rayons caract. tourb. secondaire

Calculs 3D Calculs 2D Écarts Calculs 3D Calculs 2D Écarts

τ∗ Λ3D Λ2D — (rc,2/b)3D (rc,2/b)2D —

2.0 -0.326 -0.329 0.9% 0.250 0.236 5.6%

3.0 -0.245 -0.246 0.4% 0.222 0.222 0.0%

4.0 -0.251 -0.250 0.4% 0.250 0.250 0.0%

4.4 -0.256 -0.251 2.0% 0.264 0.264 0.0%

4.6 -0.224 -0.244 8.9% 0.278 0.264 5.0%

5.0 -0.108 -0.236 119% 0.306 0.278 9.2%

précédemment. La première analyse à ReΓ = 10 000 vise à identifier l’effet du rayon initial du

tourbillon principal (a0,1/b) sur la caractérisation du tourbillon secondaire plus précisément

sur les paramètres Λ et a2/d. Les différents rayons testés sont a0,1/b = 0.05, 0.10, 0.15, 0.20

et 0.25. La seconde analyse met l’accent sur l’effet du ReΓ sur les paramètres Λ et a2/d en

comparant les résultats de ReΓ = 2 500, 5 000, 10 000 et 100 000 pour un rayon initial de

a0,1/b = 0.10. Dans tous les cas, le champ de vorticité axiale est caractérisé pour extraire les

variables Λ et a2/d afin d’utiliser la théorie de stabilité linéaire d’une paire de tourbillons OGE

pour déterminer le nombre d’onde le plus instable kd dans une configuration IGE.
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6.1.2 Prédiction des instabilités à différents rayons (a0,1/b)

Il a été discuté à la section 4.1.3 de l’effet du rayon initial des tourbillons principaux sur la

cinématique de l’ensemble des tourbillons ainsi que l’effet sur l’instabilité identifiée dans les

tourbillons secondaires à ReΓ = 2 500. Il est cherché à savoir si à ReΓ = 10 000 les mêmes

effets sont observés qu’à ReΓ = 2 500 et par conséquent, de déterminer si les effets du rayon

a0,1/b restent stables pour différents ordres de grandeur de ReΓ. En se basant sur les mesures

expérimentales de Jacquin et al. (2003), il est jugé pertinent d’inclure un rayon a0,1/b = 0.01

dans l’analyse 2D présentée dans cette section. Cette analyse inclut six différentes simulations

réalisées avec a0,1/b = 0.01, 0.05, 0.10, 0.15, 0.20 et 0.25 dans un domaine 2D commun soit

de 8b×4b. Les détails de ces simulations sont présentés au tableau 6.2.

Tableau 6.2 Spécifications des simulations 2D pour l’étude de l’effet du rayon

(a0,1/b) avec ReΓ = 10 000.

Rayons
initiaux

Domaines
simulation Maillages

Temps
simulation

Temps
calcul

Nombres de
processeurs

a0,1/b Lx ×Ly nx ×ny = ntot Tref heures —

0.01 8b×4b 9600×4800 = 46×106 3 1484 144

0.05 8b×4b 2400×1200 = 2.9×106 10 14 56

0.10 8b×4b 2400×1200 = 2.9×106 10 17 56

0.15 8b×4b 2400×1200 = 2.9×106 10 22 56

0.20 8b×4b 2400×1200 = 2.9×106 10 12 56

0.25 8b×4b 2400×1200 = 2.9×106 10 11 56

Le maillage est adapté de façon à avoir au moins 12 cellules pour modéliser le rayon initial du

tourbillon principal. Les calculs sont effectués avec un nombre de processeurs variant entre 56

et 144 pour un maximum de 10 unités de temps. Les résultats sont illustrés à la figure 6.2 où la

distribution de vorticité axiale est celle correspondant à τ∗ = 3. Après analyse, il est possible

de constater que l’effet du rayon est similaire à celui détaillé à la section 4.1.3. Essentiellement,

plus le rayon du tourbillon principal est petit, plus la vitesse induite par le tourbillon principal

sur le tourbillon secondaire est importante. Ceci est expliqué par le lien entre la taille du rayon

et la concentration de la circulation près du centre de rotation du tourbillon principal.
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a) a0,1 = 0.01b à τ∗ = 3 b) a0,1 = 0.05b à τ∗ = 3

c) a0,1 = 0.10b à τ∗ = 3 d) a0,1 = 0.15b à τ∗ = 3

e) a0,1 = 0.20b à τ∗ = 3 f) a0,1 = 0.25b à τ∗ = 3

Figure 6.2 Visualisation du champ de vorticité axiale d’une simulation 2D avec

ReΓ = 10 000. Différents rayons (de a0,1/b = 0.01 à 0.25) sont analysés.

De la même façon que dans les simulations 3D, la taille du rayon du tourbillon secondaire

a2/d reste constante pour les différentes valeurs de a0,1/b testées. Suite à la caractérisation

des simulations 2D et plus précisément à l’évaluation des Λ et a2/d, des nombres d’onde

(kd) instables anticipés sont déterminés avec la théorie de stabilité linéaire et synthétisés dans

le tableau 6.3. Les nombres d’onde montrent une tendance à diminuer avec un rayon initial

(a0,1/b) plus gros. Cette tendance est due à la façon dont le tourbillon secondaire se forme
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par arrachement de la couche limite et comment la circulation est répartie dans le tourbillon

principal et secondaire. Toujours d’après le tableau 6.3 il est observé que le ratio de circulations

(Λ) joue un rôle plus important que le rayon du tourbillon secondaire. En effet, ces derniers

varient de de 2% alors que les ratios de circulations varient de 19% ce qui laisse croire que la

variation des nombres d’onde (kd) est probablement due à Λ.

Tableau 6.3 Calcul des ratios de circulations (Λ = Γ2/Γ1) et rayons (a2/d) du

champ de vorticité axiale 2D avec ReΓ = 10 000 pour différents rayons initiaux

des tourbillons principaux a0,1/b.

Rayons initiaux
tourb. principal

Ratios de
circulations

Rayons
tourb. secondaire

Nombres d’onde
anticipés

Taux de
croissance
anticipés

a0,1/b Λ a2/d kd α∗

0.01 -0.384 0.304 2.32 0.970

0.05 -0.380 0.304 2.35 0.971

0.10 -0.396 0.304 2.25 0.966

0.15 -0.415 0.310 2.18 0.960

0.20 -0.442 0.311 2.05 0.950

0.25 -0.470 0.307 1.91 0.937

6.1.3 Prédiction des instabilités à haut ReΓ

Il a été discuté dans cette thèse que le nombre de Reynolds d’un sillage réel est de l’ordre de

ReΓ = O(106) et que de tels écoulements sont difficilement reproduits par DNS. L’approche

présentée dans cette section vise, encore une fois, à se baser sur un champ 2D de vorticité axiale

pour déterminer quel serait le nombre d’onde instable d’une simulation 3D, mais cette fois-ci,

en analysant l’effet du ReΓ sur Λ et a2/d. L’analyse présentée consiste en quatre différents

ReΓ = 2 500, 5 000, 10 000 et 100 000 avec le même rayon initial de a0,1/b = 0.10. Les

spécifications de chaque simulation se trouvent dans le tableau 6.4.
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Tableau 6.4 Spécifications des simulations 2D pour l’étude de l’effet du ReΓ
avec a0,1/b = 0.10.

Nombres de
Reynolds

Domaines
simulation Maillages

Temps
simulation

Temps
calcul

Nombres de
processeurs

ReΓ Lx ×Ly nx ×ny = ntot Tref heures —

2 500 8b×4b 576×288 = 1.7×105 10 1.5 3

5 000 8b×4b 2400×1200 = 2.9×106 5.5 31 96

10 000 8b×4b 2400×1200 = 2.9×106 10 17 56

100 000 8b×3b 6000×2250 = 13×106 8.0 285 144

Avec l’augmentation du ReΓ, les forces d’inertie deviennent significatives et de façon équiva-

lente, les effets visqueux sont moins dominants. Ainsi, de plus petites structures tourbillon-

naires dans l’écoulement deviennent perceptibles. La figure 6.3 permet d’analyser qualitative-

ment le raffinement des structures déjà existantes à bas Reynolds et surtout les nouvelles struc-

tures tourbillonnaires formées par l’arrachement de la couche limite. Alors qu’un tourbillon

tertiaire est à peine perceptible avec ReΓ = 2 500, un ReΓ = 5 000 permet aux tourbillons ter-

tiaires de perdurer davantage de temps. Les tourbillons tertiaires sont davantage définis pour

un ReΓ = 10 000. Pour ReΓ = 100 000, plusieurs fines structures tourbillonnaires sont for-

mées avec l’arrachement de la couche limite essentiellement due par la dominance des forces

d’inertie par rapport aux forces visqueuses. Bien que ces structures soient de faibles circula-

tions, elles sont persistantes dans le temps et viennent interagir avec le tourbillon secondaire

après que celui-ci ait orbité autour du tourbillon principal. Cependant, le comportement du

système tourbillonnaire au-delà de τ∗ ≈ 4 doit être interprété avec prudence, car le champ de

vorticité axiale du présent calcul 2D ne correspond plus au champ moyen d’un écoulement

3D. En effet, dès que le tourbillon secondaire s’approche du sol, les effets 3D deviennent non

négligeables et il est attendu que le champ moyen d’un écoulement 3D perdre de l’énergie au

détriment de la formation de structures tridimensionnelles dues à la présence des mécanismes

d’instabilités. Avant que les effets 3D deviennent non négligeables, l’écoulement semble être

dominé par l’interaction entre les tourbillons principal et secondaire pour l’ensemble des ReΓ

analysés. En raison de cette interaction, une caractérisation des tourbillons est effectuée et les

nombres d’onde anticipés par la théorie de stabilité linéaire sont présentés dans le tableau 6.5.
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Une caractéristique des écoulements à haut ReΓ est la diminution des échelles de temps diffu-

sives par rapport aux échelles de temps convectives. Par conséquent, il est attendu d’observer

des tourbillons moins diffus, donc plus petit, avec l’augmentation de nombre de Reynolds. Si-

milairement, le ratio de circulations (Λ) tend à se déplacer vers −1 avec l’augmentation du

ReΓ. Pour expliquer ce fait, il est observé que le tourbillon principal induit un arrachement

prématuré de la vorticité dans la couche limite par rapport aux écoulements à bas ReΓ. Il est

noté que la paroi conserve moins de circulation et la cède plus rapidement au tourbillon secon-

daire. Avec une couche limite se séparant plus rapidement et, par le fait même, ayant moins de

circulation, le tourbillon secondaire absorbe cette circulation libérée par la paroi. En somme,

avec l’augmentation du ReΓ, la circulation semble se répartir de façon à diminuer l’écart de

circulation entre |Γ1| et |Γ2|.

a) ReΓ = 2 500 b) ReΓ = 5 000

c) ReΓ = 10 000 d) ReΓ = 100 000

Figure 6.3 Effet de ReΓ pour a0,1/b = 0.10 dans le cadre d’une configuration

2D IGE à τ∗ = 4.
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Tableau 6.5 Calcul des ratios de circulations (Λ = Γ2/Γ1) et rayons

(a2/d) du champ de vorticité axiale 2D évalués pour différentes valeurs

de ReΓ avec a0,1/b = 0.10.

Nombres de
Reynolds

Ratios de
circulations

Rayons
tourb. secondaire

Nombres d’onde
anticipés

Taux de
croissance
anticipés

ReΓ Λ a2/d kd α∗

2 500 -0.24 0.36 4.9 1.0

5 000 -0.35 0.35 2.9 0.99

10 000 -0.40 0.30 2.3 0.97

100 000 -0.42 0.15 1.5 0.94

6.2 Prédiction avec vent latéral

Les calculs présentés dans cette section sont bidimensionnels avec un vent latéral. La sec-

tion 6.1 montre que les principales caractéristiques du champ moyen soient Λ et a2/d d’une

simulation 3D peuvent être approximé par un calcul 2D tant que la tridimensionnalité de l’écou-

lement soit faible. À partir de cette observation, il est possible de prédire le nombre d’onde

instable à l’aide de la théorie de stabilité linéaire présentée précédemment en se basant sur les

valeurs de Λ et a2/d obtenues numériquement à partir des calculs 2D. De plus, avec un écou-

lement 2D, il devient possible de raffiner le maillage pour permettre d’augmenter le nombre de

Reynolds. D’abord, avec ReΓ = 10 000, différentes valeurs de rayons principaux (a0,1/b) sont

testées. Ainsi, il est possible de déterminer si l’effet de la variation du rayon principal reste

constant pour différents ReΓ. De plus, les résultats présentés dans cette section permettent de

déterminer si les effets de a0,1/b et ReΓ décrits à la section 6.1 se reproduisent avec la présence

d’un vent latéral d’une intensité Uvent/Uref = 2. Pour déterminer ces effets, le nombre de Rey-

nolds est fixé ReΓ = 10 000 et les rayons des tourbillons principaux testés sont variés. Puis,

avec une valeur du rayon principal fixé à a0,1/b = 0.15 et le ReΓ est varié pour analyser les

effets sur la dynamique du système tourbillonnaire.
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6.2.1 Prédiction des instabilités à différents rayons (a0,1/b)

Pour évaluer les effets du rayon initial a0,1/b sur la dynamique du système tourbillonnaire,

trois simulations sont réalisées avec des rayons de valeurs a0,1/b = 0.05, 0.15 et 0.25. Les

caractéristiques numériques de ces simulations sont détaillées au tableau 6.6.

Tableau 6.6 Spécifications des simulations 2D pour l’étude de l’effet du rayon

(a0,1/b) avec ReΓ = 10 000 et un vent Uvent/Uref = 2.

Rayons
initiaux

Domaines
simulation Maillages

Temps
simulation

Temps
calcul

Nombres de
processeurs

a0,1/b Lx ×Ly nx ×ny = ntot Tref heures —

0.05 10b×4b 1680×672 = 1.1×106 10 9.4 144

0.15 10b×4b 1680×672 = 1.1×106 10 7.1 144

0.25 10b×4b 1680×672 = 1.1×106 10 6.1 144

La figure 6.4 permet de comparer les différents rayons des tourbillons principaux testés. Comme

dans le cas sans vent, il observé que plus le rayon du tourbillon principal est petit, plus celui-ci

possède une distribution de circulation près de son axe de rotation, et par conséquent, minimise

l’annihilation de circulation avec le tourbillon voisin doté d’une circulation de signe opposée.

Plus le rayon d’un tourbillon est faible, plus la vitesse de rotation de la paire tourbillonnaire

s’approche de la valeur théorique prédite par un modèle de tourbillon représenté à partir un

filament de vorticité.

Outre l’effet sur la vitesse de rotation de la paire de tourbillons, le tableau 6.7 montre que le

rayon initial des tourbillons affecte les ratios de circulations de la paire gauche et droite. À titre

de référence par rapport au cas sans vent, les ratios de circulations Λsans vent et les rayons des

tourbillons secondaires a2,sans vent/d sans vent latéral pour chaque rayon des tourbillons princi-

paux testés sont précisés dans le tableau 6.7. Les nombres d’onde contenus dans ce tableau sont

ceux associés à la paire droite des tourbillons. Suite aux résultats et l’analyse présentés du cas

3D avec vent latéral (voir section 5.5), il est préférable de se limiter à la prédiction de la paire

tourbillonnaire droite pour le cas spécifique d’une paire de tourbillons IGE avec un vent latéral.
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a) a0,1 = 0.05b à τ∗ = 3

b) a0,1 = 0.15b à τ∗ = 3

c) a0,1 = 0.25b à τ∗ = 3

Figure 6.4 Visualisation du champ de vorticité axiale

d’une simulation 2D avec ReΓ = 10 000. Différents

rayons (de a0,1/b = 0.05 à 0.25) sont analysés avec un

vent Uvent/Uref = 2.

Suite à la caractérisation, il est observé que les rayons des tourbillons secondaires gauche et

droit (a2,g/d et a2,d/d) augmente par rapport au cas de référence sans vent latéral. De plus, il est

observé que a2,g/d est supérieure à a2,d/d pour l’ensemble des cas testés. Or, il est possible de
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montrer que les rayons mesurés par rapport à l’espacement b montrent une tendance différente

soit que a2,d/b est plus gros que a2,g/b et que c’est la distance entre les tourbillons principal

et secondaire de la paire gauche (dg/b) qui est plus petite que celle de la paire droite (dd/b).

D’abord, le fait que a2,d/b soit plus gros que a2,g/b s’explique par le fait que la couche limite

formant le tourbillon secondaire droit s’arrache plus facilement sous l’effet du vent et entraîne

plus de vorticité lors du processus de formation du tourbillon secondaire droit et donc que le

tourbillon secondaire droit est plus gros que celui de gauche. Puis, la différence entre dg/b et

dd/b est attribuable à la vitesse de rotation des paires gauche et droite. La vorticité négative

(i.e. rotation dans le sens horaire) du vent contribue à accélérer la rotation de la paire gauche,

en rotation dans le sens horaire, et décélérer la rotation de la paire droite, en rotation dans le

sens antihoraire. Il est observé que les tourbillons d’une même paire ont tendance à s’éloi-

gner l’un de l’autre lorsque la rotation de la paire est en décélération et que les tourbillons

ont tendance à se rapprocher lorsque la rotation de la paire est en accélération. Ce lien entre

espacement des tourbillon et vitesse de rotation de la paire est expliqué par la conservation

de la quantité de mouvement angulaire. La caractérisation de Λg montre que la paire gauche

de tourbillons est faiblement influencé par la taille de a0,1/b et aucune tendance claire n’est

perceptible en fonction des différentes valeurs de a0,1/b testées. Toujours pour la paire gauche,

toutes les Λg observés sont inférieures à Λsans vent puisque la vorticité du vent amplifie celle

du tourbillon principal et vient annihiler partiellement la vorticité du tourbillon secondaire. Au

final, ces effets se résume en une augmentation des ratios de circulations (Λ = Γ2/Γ1) i.e. en

s’éloignant de la configuration symétrique de circulation Λ =−1. En somme, pour la paire de

gauche l’augmentation de a0,1/b a pour effet d’augmenter Λg et a2,g/d qui ont tous pour effets

d’augmenter le nombre d’onde instable selon la théorie de stabilité linéaire.

6.2.2 Prédiction des instabilités à haut ReΓ

Il a déjà été discuté qu’un ReΓ pour un gros porteur est de l’ordre de ReΓ = 1 × 107 soit

difficilement réalisable avec les ressources informatiques disponible. Or, les simulations 2D à

haut ReΓ présentés dans le cadre de cette étude préliminaire avec un vent latéral permettent
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Tableau 6.7 Comparaison des ratios de circulations gauche (Λg) et droit (Λd)

ainsi que des rayons caractéristiques des tourbillons secondaires gauche (a2,g/d)

et droit (a2,g/d). Avec ReΓ = 10 000 et Uvent/Uref = 2. Les valeurs de Λsans vent
et a2,sans vent/d proviennent de la configuration sans vent latéral.

Rayons initiaux Ratios de circulations Rayons des tourb. secondaires
Instabilités
anticipées

a0,1/b Λg Λd Λsans vent a2,g/d a2,d/d a2,sans vent/d kd α∗

0.05 -0.31 -0.42 -0.38 0.62 0.54 0.30 3.8 0.99

0.15 -0.33 -0.46 -0.42 0.62 0.52 0.31 2.2 0.98

0.25 -0.30 -0.55 -0.47 0.55 0.47 0.31 2.3 0.93

d’étudier l’effet du ReΓ combiné avec un vent latéral. Les détails des simulations permettant

une telle analyse sont répertoriés au tableau 6.8.

Tableau 6.8 Spécifications des simulations 2D pour l’étude de l’effet du ReΓ
avec un rayon a0,1/b = 0.15 et un vent Uvent/Uref = 2.

Nombres de
Reynolds

Domaines
simulation Maillages

Temps
simulation

Temps
calcul

Nombres de
processeurs

ReΓ Lx ×Ly nx ×ny = ntot Tref heures —

2 500 10b×4b 840×336 = 0.28×106 10 0.52 56

10 000 10b×4b 1680×672 = 1.1×106 10 7.1 144

100 000 10b×4b 6720×2688 = 18×106 10 240 144

La figure 6.5 met en perspective les trois ReΓ testés. Comme dans le cas sans vent latéral, le

ReΓ n’a aucune influence sur la vitesse de convection des différents tourbillons principaux et

secondaires. Par contre, le gradient de vitesse, plus important près de la paroi, a pour effet

de déformer davantage le tourbillon secondaire associé à un écoulement à bas ReΓ. Puisqu’un

tourbillon à haut ReΓ diffuse moins rapidement qu’à bas ReΓ, une structure tourbillonnaire à bas

ReΓ diffuse sa vorticité plus rapidement le rendant plus propice à s’étirer et se déformer sous

l’effet d’un vent latéral. Il est donc possible de déduire que sous l’effet d’un vent latéral à haut

ReΓ, le système tourbillonnaire, et plus précisément les tourbillons secondaires, se dissipera

plus lentement et sera plus persistent dans le temps.
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a) ReΓ = 2 500 à τ∗ = 3

b) ReΓ = 10 000 à τ∗ = 3

c) ReΓ = 100 000 à τ∗ = 3

Figure 6.5 Visualisation du champ de vorticité axiale

d’une simulation 2D avec un vent de Uvent/Uref = 2 où

a0,1/b = 0.15. Différents ReΓ variant de 2 500 à

100 000 sont analysés.

Par ailleurs, un tourbillon secondaire à haut ReΓ devient plus facile à caractériser et par consé-

quent induit une plus faible erreur lors de l’évaluation des ratios de circulations Λg et des

rayons secondaires a2,g/d et a2,d/d. Le tableau 6.9 résume les caractéristiques et les nombres
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d’onde instables associés à la paire droite des tourbillons pour les mêmes raisons précisées dans

la section précédente. Encore une fois, les valeurs de référence Λref et a2,re f /d représente la

configuration sans vent latéral à titre de comparaison. La caractérisation des ratios de circula-

tions montre qu’en augmentant ReΓ, l’écart entre les Λg et Λd se réduit. Ceci est la conséquence

de la faible dissipation du système tourbillonnaire à haut ReΓ. À l’opposé, malgré les rayons

des tourbillons secondaires a2,g/d et a2,d/d plus faible avec une augmentation du ReΓ, ces

rayons présentent un écart (entre le côté gauche et droit) croissant avec l’augmentation du ReΓ.

En somme, l’augmentation du ReΓ a pour effet de réduire la valeur des ratios Λg et Λd ainsi que

de réduire la taille des tourbillons secondaires. D’après la théorie de la stabilité linéaire d’une

paire de tourbillons OGE cela se répercute par une diminution du nombre d’onde instable.

Tableau 6.9 Comparaison des ratios de circulations gauche (Λg) et droit (Λd)

ainsi que des rayons caractéristiques des tourbillons secondaires gauche (a2,g/d)

et droit (a2,g/d). Avec a0,1/b = 0.15 et un vent Uvent/Uref = 2 pour un calcul 2D.

Nombres de
Reynolds Ratios de circulations Rayons tourb. secondaires

Instabilités
anticipées

ReΓ Λg Λd Λref a2,g/d a2,d/d a2,re f /d kd α∗

2 500 -0.10 -0.35 -0.24 0.55 0.60 0.36 7.8 1.0

10 000 -0.33 -0.46 -0.40 0.62 0.52 0.30 3.2 0.98

100 000 -0.38 -0.39 -0.42 0.34 0.22 0.15 1.9 0.96

6.3 Synthèse du chapitre

Le chapitre 6 montre qu’il est possible de se baser sur le champ de vorticité axial d’une simu-

lation 2D pour déterminer le nombre d’onde (kd) instable anticipé dans un écoulement 3D. En

effet, la théorie de stabilité linéaire se base sur le fait qu’une perturbation doit être faible par

rapport au champ de base ce qui revient à affirmer qu’à ce stade de l’écoulement, les effets

3D sont faibles. Or, il a aussi été démontré que seuls les paramètres Λ et a2/d sont néces-

saires pour déterminer le kd plus instable. Par conséquent, en extrayant Λ et a2/d du champ

de vorticité axiale d’un calcul 2D, il est possible de déterminer quelle serait l’instabilité domi-

nante dans une configuration 3D équivalente i.e. avec les mêmes Λ et a2/d. Avec l’économie
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en coût calcul d’une simulation 2D par rapport à une 3D, il devient possible de s’intéresser à

des rayons plus petits (a0,1/b = 0.01) et des nombres de Reynolds (ReΓ = 100 000) proche de

l’aviation moderne. Dans le cas sans vent latéral, il est démontré que les paramètres Λ et a2/d

sont influencés de façon non négligeable par le rayon initial du tourbillon principal (a0,1/d) et

le nombre de Reynolds (ReΓ). Un rayon a0,1/d plus petit à pour effet d’augmenter la valeur de

Λ sans influencer de façon significative le rayon a2/d. Similairement, l’augmentation du ReΓ a

pour effet de réduire Λ et a2/d. Dans tous les cas, la théorie de stabilité linéaire est appliquée

pour déterminer le nombre d’onde (kd) le plus instable. Dans le cas avec vent latéral, les ratios

Λg et Λd sont de moins en moins influencés par le vent avec l’augmentation de ReΓ et les tour-

billons secondaires gauche (a2,g/d) et droit (a2,g/d) conservent une taille relativement petite et

faiblement déformé par rapport aux configurations à faible ReΓ. Cette observation à haut ReΓ

laisse croire que la théorie de stabilité linéaire OGE pourrait faire fournir des prédictions plus

exactes à haut ReΓ concernant le nombre d’onde instable pour le cas spécifique de la paire de

tourbillons gauche sous l’effet d’un vent latéral.



CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS

L’étude de la stabilité d’un écoulement représente un champ vaste et complexe de la dynamique

des fluides. Une de ses applications est l’étude des instabilités des tourbillons de sillage d’avion

en effet de sol. Le sillage d’un avion est constitué d’une paire de tourbillons contrarotatifs qui

deviennent naturellement instables. Ces instabilités sont le principal mécanisme de dissipation

d’un système tourbillonnaire.

Ce projet visait a contribuer à la compréhension de la dynamique des tourbillons de sillage

d’avion en effet de sol par l’étude des mécanismes bi et tridimensionnels des instabilités aux-

quels ces tourbillons sont sujets. Les objectifs spécifiques étaient de : 1) Caractériser les insta-

bilités d’une paire de tourbillons contrarotatifs interagissant avec le sol et identifier s’il s’agit

d’un mécanisme associé à l’instabilité du mode elliptique ou d’un mécanisme semblable à l’in-

stabilité de Crow; 2) Identifier les principaux mécanismes responsables des instabilités, de la

forte tridimensionnalité et de la dissipation rapide du système tourbillonnaire ; 3) Identifier les

effets d’un vent latéral sur ces mécanismes d’instabilités (amplification ou atténuation).

Pour atteindre ces objectifs, la DNS et le logiciel de volumes finis OpenFOAM ont été utilisés.

Les calculs ont été effectués avec le super calculateur Guillimin fourni par le CLUMEQ. Afin

d’analyser les données générées par les simulations, plusieurs programmes de post-traitement

dont les différents outils d’analyse spectrale et de visualisation de l’écoulement ont été dévelop-

pés. Une validation des outils de pré et post-traitement a été présentée pour assurer l’exactitude

de l’analyse éventuelle des simulations. La capacité du logiciel OpenFOAM à simuler la na-

ture instable des tourbillons de sillage a été validée par la reproduction des résultats publiés

par Luton & Ragab (1997). Suite à cette comparaison avec la littérature, une contrainte d’un

minimum de 12 cellules dans le rayon du tourbillon principal a été imposée pour l’ensemble

des calculs tridimensionnels présentés dans cette thèse.
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Le chapitre 4 a consisté en l’étude numérique d’une paire de tourbillons de sillage contra-

rotatifs en effet de sol sans vent latéral. Une étude préliminaire avec vent latéral est aussi

présentée. Suite à la formation, puis la séparation des couches limites, des tourbillons secon-

daires de moindre circulation ont été générés. En raison de la séparation des couches limites, le

système tourbillonnaire étudié consistait en quatre tourbillons, soit deux paires de tourbillons

contrarotatifs composées chacune d’un tourbillon principal et d’un tourbillon secondaire. Les

circulations des tourbillons principaux Γ1 et secondaires Γ2 étant différentes (i.e. |Γ1| 	= |Γ2|),
une rotation Ω est induite à chaque paire. Cette rotation a occupé un rôle important dans la

compréhension du mécanisme de l’instabilité dans cette configuration. Les instabilités ont

été caractérisées à partir de décompositions spectrales permettant l’identification du nombre

d’onde de l’instabilité (kd), du numéro du mode (n) et du taux de croissance (α∗) du mode

instable. Il est noté que la dynamique instable de l’ensemble du système tourbillonnaire est

essentiellement gouvernée par la dynamique du sous-système tourbillonnaire composé par les

tourbillons principal et secondaire. Par conséquent, afin d’extraire l’information pertinente à

une éventuelle analyse de stabilité linéaire, le ratio de circulations (Λ = Γ2/Γ1) et le rayon du

tourbillon secondaire (a2/d) ont été caractérisés. Cette procédure de caractérisation a été repro-

duite pour différentes tailles de rayon initial du tourbillon principal (a0,1/b). La fin du chapitre

s’est concentrée sur l’étude préliminaire de l’effet d’un vent latéral sur la dynamique instable

d’une paire de tourbillons contrarotatifs en effet de sol. L’ajout d’un vent latéral (vers la droite)

a eu pour conséquence d’introduire une vorticité de fond (négative) qui a affecté l’ensemble

du système tourbillonnaire qui consistait en quatre tourbillons regroupés en deux paires. Cette

vorticité de fond a interagi différemment sur la paire gauche (en rotation dans le sens horaire)

et sur la paire droite (en rotation dans le sens antihoraire). La superposition de la vorticité de

fond à celle des tourbillons a augmenté la rotation de la paire gauche, alors que la paire droite

a subi une diminution de la vitesse de rotation. Cette superposition est venue briser la symétrie

du système tourbillonnaire en modifiant, entre autres, le ratio de circulations (Λ) et le rayon
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du tourbillon secondaire (a2/d). Dans tous les cas testés (avec et sans vent latéral), l’étude du

champ de perturbation a montré la présence d’une instabilité du mode de flexion dans les tour-

billons secondaires, et de moindre intensité, une instabilité ayant des ressemblances avec un

mode elliptique dans les tourbillons principaux. La dissipation du système tourbillonnaire est

dominée par la croissance de l’instabilité du mode de flexion dans les tourbillons secondaires.

Le chapitre 5 a mis l’accent sur l’analyse de la stabilité linéaire d’une paire de tourbillons

contrarotatifs hors effet de sol. Ainsi, l’interaction d’une seule paire de tourbillons a été consi-

dérée et l’effet de la paroi a été négligé afin de déterminer quel nombre d’onde est naturellement

sélectionné par le mécanisme d’instabilité. L’analyse de stabilité linéaire développée pour une

paire de tourbillons a permis de reproduire les résultats de Crow (1970). De plus, pour un tour-

billon de Rankine, elle a permis de déterminer le nombre d’onde de l’instabilité du mode de

flexion (m = 1, n = 0) et l’instabilité du mode elliptique (m = 1, n = 1,2,3). Le cas d’un tour-

billon de Lamb-Oseen a également été étudié pour le cas de l’instabilité du mode de flexion.

Pour ce faire, l’analyse de stabilité linéaire a été adaptée à une distribution gaussienne de vor-

ticité ce qui a requis une adaptation des effets d’auto-induction dans le modèle mathématique.

Le principal résultat du chapitre 5 a consisté à démontrer que les caractéristiques de l’instabi-

lité du mode de flexion dans le tourbillon secondaire de la configuration OGE sont les mêmes

que ceux présents dans le tourbillon secondaire dans une configuration IGE. Par conséquent, la

théorie présentée dans ce chapitre a permis de prédire le nombre d’onde instable avec un écart

variant entre 1 % et 12 %. Le principal résultat de l’étude préliminaire de l’effet d’un vent laté-

ral a été la capacité de la théorie de stabilité linéaire à prédire, à 12% d’écart, le nombre d’onde

instable de la paire de tourbillons droite du système tourbillonnaire à partir des paramètres Λ

et a2/d. Pour ce qui est de la paire de tourbillons gauche du même système tourbillonnaire, le

faible ReΓ est responsable de la forte déformation du tourbillon secondaire gauche et de la dif-

ficulté de le caractériser adéquatement. Par conséquent, l’écart entre le nombre d’onde instable

observé numériquement et celui prédit analytiquement est de 84%. En raison de l’ensemble



150

de ces résultats, il est observé que seuls le ratio de circulations (Λ) et le rayon du tourbillon

secondaire (a2/d) doivent être évalués pour déterminer le nombre d’onde (kd) le plus instable

du tourbillon secondaire dans la configuration IGE. Suite à cette observation, les paramètres

Λ et a2/d ont été évalués à partir de calculs bidimensionnels pour des tourbillons de faible

rayon (a0,1/b) et pour des écoulements à plus haut ReΓ. Outre le gain temporel, les simula-

tions bidimensionnelles ont permis d’évaluer ces mêmes paramètres avec des configurations

où ReΓ = 100 000 et a2/d = 0.01 à partir de simulations d’une durée de quelques jours seule-

ment. Par conséquent, des configurations se rapprochant des systèmes tourbillonnaires d’un

l’avion moderne ont été étudiées et leurs nombres d’onde instables ont été prédits à l’aide de

la théorie de stabilité linéaire d’une paire de tourbillon OGE. De plus, à haut ReΓ, la faible

déformation des tourbillons secondaires gauche et droit ont réduit l’erreur associée à la carac-

térisation de Λ, a2,g/d et a2,d/d permettant probablement de réduire l’écart entre le nombre

d’onde instable à partir d’un calcul numérique 3D et celui prédit analytiquement.

Ce projet de recherche a permis de faire le lien entre l’instabilité du mode de flexion et l’insta-

bilité observée dans une paire contrarotative de tourbillons de sillage d’avion en effet de sol.

Il est montré qu’à partir de la stabilité linéaire d’une paire de tourbillons OGE que le méca-

nisme d’instabilité du mode de flexion, à l’origine de l’instabilité dans la configuration IGE,

est le même que dans la configuration OGE. La variation de nombres d’onde le plus instable

entre ces deux configurations a été attribuable à l’effet de rotation Ω de la paire composée d’un

tourbillon principal et d’un tourbillon secondaire. Cette rotation est générée par le ratio de

circulations Λ > −1 et vient modifier l’interaction entre le champ de déformation (auquel les

perturbations sont sujets), les effets de l’auto-induction (influence du tourbillon sur sa pertur-

bation) et les effets de l’induction mutuelle (influence du tourbillon voisin sur la perturbation).

En raison de cette interaction, le mécanisme de l’instabilité du mode de flexion est identifié

comme étant le responsable de la sélection de l’instabilité lorsque le système tourbillonnaire

est exposé à un vent latéral. L’identification de l’instabilité du mode de flexion à l’origine des
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instabilités dans la configuration IGE a contribué à la compréhension du mécanisme de dis-

sipation des tourbillons de sillage d’avion en effet de sol. La conclusion la plus significative

est que l’instabilité du tourbillon secondaire IGE est gouvernée principalement par l’évolution

d’une paire de tourbillons asymétriques OGE.

En combinant les résultats de la DNS et de l’analyse de stabilité dans cette thèse, il devient

possible de développer des outils de prédiction de la longueur d’onde instable propre à un avion

dans une configuration en effet de sol. Bien que le développement de tels outils de prédiction

soit un objectif à plus long terme, certaines recommandations sont proposées pour la suite, à

court terme, de la présente recherche. Ces recommandations sont détaillées dans les prochains

paragraphes.

Dans le cadre des présents travaux de recherches, certaines recommandations ont été identifiées

dans l’objectif d’améliorer des recherches futures dans le domaine de l’étude des instabilités

des tourbillons de sillage d’avion en effet de sol. Il est d’abord question d’un modèle numé-

rique alternatif ainsi que du post-traitement des calculs à haut ReΓ optimisé. Une discussion

sur une distribution alternative de vorticité initiale est présentée. Une amélioration au modèle

analytique de la stabilité linéaire d’une paire de tourbillons contrarotative OGE est proposée.

Finalement, une implémentation révisée d’un vent latéral est abordée.

L’utilisation d’un code source ouvert de volumes finis de bas ordre a permis d’étudier les

instabilités dans les tourbillons de sillage d’avions en effet de sol. Néanmoins, un code de

différences finies d’ordre élevé aurait amené plusieurs avantages. Par exemple, par rapport à

une méthode de bas ordre, l’utilisation d’une méthode dite d’ordre élevée permettrait d’obtenir

la même précision avec un maillage plus grossier et donc, à un coût calcul moindre. De la

même façon, pour un maillage utilisé avec un code de volumes finis de bas ordre, le même

maillage utilisé avec un code de différences finies permettrait de simuler un écoulement à plus

haut Reynolds là où les échelles de l’écoulement sont plus petites.
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Toujours dans l’optique d’augmenter le nombre de Reynolds dans les futures simulations,

l’importance d’augmenter l’efficacité des routines MATLAB/OpenFOAM développées serait

à considérer. En effet, le temps de calcul a pu atteindre plusieurs mois lorsqu’il a été néces-

saire de réduire la taille des cellules qui ont composé le maillage des calculs à haut Reynolds.

Deux étapes du calcul ont été identifiées comme devenant problématiques pour ce qui a trait

au temps de simulation lors d’éventuelles simulations à haut Reynolds. Ces deux étapes ont

été la caractérisation du champ moyen de vorticité et la génération des visualisations. Ces deux

étapes ont été effectuées avec un seul processeur.

La solution à la première étape a consisté à réaliser la totalité de la caractérisation en calcul

parallèle. La caractérisation inclut l’identification des centres des tourbillons à partir d’un ex-

tremum local de vorticité et le calcul des principaux paramètres de chaque tourbillon i.e. la

circulation (Γ), le rayon (a/b, a/d) et l’espacement (b et d) des tourbillons. Dans le cadre

des simulations 3D réalisées dans cette thèse, le temps consacré à la caractérisation du champ

moyen s’est avéré négligeable (de l’ordre de 1 % du temps de calcul pour chaque pas de temps).

Cependant, pour les simulations 2D à haut ReΓ, l’ensemble des cellules du maillage ont été

inclus dans le plan transversal à l’axe des tourbillons. Par conséquent, l’étape de la caractéri-

sation est devenue très lourde par rapport à un pas de temps et la caractérisation avec un seul

processeur ralentit considérablement le calcul. Une caractérisation du système tourbillonnaire

sur plusieurs processeurs est recommandée.

La seconde étape à améliorer vise à permettre la génération des visualisations MATLAB en

parallèle. Il serait pertinent de générer les visualisations 3D au fur et à mesure que le calcul

progresse, et ce, en couplant MATLAB et OpenFOAM. Pour ce faire, la routine de visualisation

sous MATLAB devrait être modifiée pour générer une image à partir de chaque sous-domaine

de la simulation pour ensuite créer une seule image de l’ensemble du domaine de la simulation.
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En ce qui a trait aux conditions initiales de futures simulations, l’utilisation d’un profil de

vorticité de type Lamb-Oseen pour les calculs à bas Reynolds serait à considérer. Il est montré

que le profil de vorticité initial correspondant à une distribution algébrique de bas ordre tend

naturellement vers une distribution gaussienne (Lamb-Oseen) de vorticité. Comme le rayon de

chaque tourbillon a joué un rôle important pour évaluer les effets liés à l’auto-induction, il est

jugé pertinent de générer la condition initiale avec un profil de Lamb-Oseen. Toutefois, à haut

Reynolds, un profil de vorticité par palier (Jacquin et al. (2003)) pourrait être considéré pour

mieux représenter, entre autres, l’auto-induction à laquelle les tourbillons ont été sujets et aussi

obtenir à une meilleure prédiction du nombre d’onde le plus instable.

De plus, il est montré avec les simulations 2D à haut ReΓ qu’une succession de tourbillons

tertiaire et quaternaire sont venus s’ajouter au système tourbillonnaire déjà composé de tour-

billons principal et secondaire. Malgré une circulation moindre par rapport aux tourbillons

principal et secondaire, les tourbillons tertiaire et quaternaire pourraient être inclus dans les

modèles théoriques de la stabilité linéaire d’une paire de tourbillons. Actuellement, seule l’in-

teraction entre les tourbillons principal et secondaire est considérée dans la théorie de stabilité

linéaire. Il est jugé pertinent d’étudier l’effet de ces tourbillons tertiaire et quaternaire en les

incluant dans le modèle analytique de la stabilité linéaire et d’en étudier leur influence sur le

mécanisme d’instabilité à haut Reynolds. De plus, une autre amélioration à apporter au mo-

dèle théorique serait de prendre en compte le ratio des rayons secondaire-principal (a2/a1).

Présentement, le modèle analytique de la stabilité linéaire ne tient compte que du ratio de cir-

culations (Λ), de l’espacement (d) des tourbillons et d’une taille de rayons identiques pour les

tourbillons principal et secondaire. Encore une fois, une telle amélioration permettrait de mieux

évaluer le terme d’auto-induction au sein de chaque tourbillon, et de ce fait, de réduire l’ecart

entre le nombre d’onde prédit par l’analyse de stabilité et celui mesuré dans les simulations

numériques.
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La dernière recommandation à considérer est l’implémentation d’un vent actif. Dans cette

thèse, le vent implémenté a été passif, ce qui implique que le vent influence les tourbillons,

mais ceux-ci n’ont pas pu influencer le vent. Par conséquent, ce dernier a été une distribution

de vitesse et de vorticité constantes dans le temps. Un vent actif représenterait une amélioration

au modèle numérique, car le vent pourrait interagir avec le système tourbillonnaire conformé-

ment à la réalité.



ANNEXE I

DÉTAIL DE LA CONDITION NON RÉFLECTIVE (ADVECTION) IMPLÉMENTÉE
DANS OPENFOAM

La condition non réflective est représentée par

Dφ
Dt

=
∂φ
∂ t

+uni

∂φ
∂ni

= 0 (A I-1)

où φ est une quantité physique transportée par la particule de fluide (Ferziger & Perić (2002)).

Ici φ représente la vitesse (u) et la pression p. Le logiciel OpenFOAM dispose d’une condition

d’advection (non réflective) qui détermine les valeurs aux limites du domaine en résolvant

l’équation (A I-1). Cette solution est appliquée aux limites du domaine de la simulation par la

relation suivante

φ n+1
j = f φref +(1− f )

[
φ n

j−1 +
dφ
dx

∣∣∣∣
ref

Δx

]
(A I-2)

Ici φ est évaluée à un nœud j et un pas de temps n. Les paramètres sont définis comme suit

pour un schéma temporel de deuxième ordre :

dφ
dx

∣∣∣∣
ref

≡ 0, (A I-3)

φref ≡
2φ n

j −0.5φ n−1
j

1.5
(A I-4)

et

f =
1.5

1.5+Co
=

1.5Δx
1.5Δx+Un

j Δt
(A I-5)

avec le nombre de Courant : Co ≡U Δt
Δx . Une valeur constante de f = 0.75 donne les meilleurs

résultats (Doran & Dufresne (2011)) comme illustrés au chapitre 3 à la figure 3.1 (droite).





ANNEXE II

DÉTAILS D’UN MODÈLE HYPER VISQUEUX

L’idée générale du modèle hyper visqueux est de faire décroître l’énergie des petites longueurs

d’onde (petites échelles de l’écoulement donc grand k) en minimisant les perturbations des

grandes longueurs onde (grandes échelles donc petit k). Ce modèle nécessite l’ajout d’un terme

bi harmonique (par exemple ∇4u) à l’équation de conservation de quantité de mouvement (2.2).

Cet artifice mathématique a pour effet de multiplier les petites longueurs d’ondes par un facteur

qui tend vers 0 et multiplier les grandes longueurs d’onde par un facteur qui tend vers 1. Plus

l’ordre du terme bi harmonique est grand, plus les petites structures (ou longueurs d’onde) sont

filtrées efficacement i.e sans perturber les grandes structures (ou grandes longueurs d’onde) de

l’écoulement. L’équation 1D de Burgers linéarisée est considérée pour simplifier l’explication

où
∂u
∂ t

+ c
∂u
∂x

= ν
∂ 2u
∂x2

(A II-1)

avec c la vitesse constante de propagation et u la vitesse définie dans l’espace spectral par

u(x, t) =
∞

∑
k=−∞

û(k, t)eikx (A II-2)

avec le nombre d’onde défini par k = 2π/λ . En dérivant l’équation (A II-2) par rapport à t on

trouve

∂u(x, t)
∂ t

=
∞

∑
k=−∞

∂ û(k, t)
∂ t

eikx, (A II-3a)

=
∞

∑
k=−∞

∂̂u(x, t)
∂ t

∣∣∣∣
k
eikx (A II-3b)

ou encore
∂̂u(x, t)

∂ t
=

∂ û(k, t)
∂ t

. (A II-4)
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Similairement, en dérivant l’équation (A II-2) par rapport à x on trouve

∂u(x, t)
∂x

=
∞

∑
k=−∞

ikû(k, t)eikx (A II-5a)

=
∞

∑
k=−∞

∂̂u(x, t)
∂x

∣∣∣∣
k
eikx. (A II-5b)

Pour un nombre d’onde k, les dérivées spatiales d’ordres 1 à 4 dans l’espace spectral de-

viennent :
∂̂u(x, t)

∂x
= ikû(k, t), (A II-6)

∂̂ 2u(x, t)
∂x2

=−k2û(k, t), (A II-7)

∂̂ 3u(x, t)
∂x3

=−ik3û(k, t) (A II-8)

et
∂̂ 4u(x, t)

∂x4
= k4û(k, t) (A II-9)

De façon générale on obtient,

∂̂ nu(x, t)
∂xn = (ik)nû(k, t). (A II-10)

Après substitution des équations (A II-4), (A II-6) et (A II-7) dans l’équation (A II-1), il est

possible de montrer que
dû(k, t)

dt
=

[−ikc− k2ν
]

û(k, t). (A II-11)

Pour résoudre l’équation de Burgers, une solution de la forme est posée

û(k, t) = û(k, t = 0)e−ikcte−k2νt (A II-12)

où û(k, t = 0) est une constante d’intégration. C’est à cette étape que le terme hyper visqueux

est ajouté pour avoir les effets dissipatifs désirés. Pour avoir un terme supplémentaire dissipatif,

ce dernier doit être réel, donc n doit être pair dans l’équation (A II-10). Avec l’ajout d’un terme
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supplémentaire pour filtrer les petites longueurs d’onde on obtient avec n = 4

û(k, t) = û(k, t = 0)e−ikcte−k2νte−k4νhvt (A II-13)

avec νhv est le coefficient hyper visqueux (réel et positif). Ainsi, il est possible de remarquer que

pour les grandes longueurs d’onde (k 
 1) l’équation (A II-13) tend vers l’équation (A II-12)

et pour les petites longueurs d’onde (k � 1) l’équation (A II-13) tend vers 0 plus rapidement

avec le terme hyper visqueux. C’est l’effet désiré pour filtrer les petites structures sans altérer

les grandes structures de l’écoulement. L’équation (A II-11) devient

dû(k, t)
dt

=
[−ikc− k2ν

]
û(k, t)−νhvk4û(k, t). (A II-14)

L’équation de Burgers modifiée devient

∂u
∂ t

+ c
∂u
∂x

= ν
∂ 2u
∂x2

−νhv
∂ 4u
∂x4

. (A II-15)

Plus n est grand (ici n = 4), plus le filtre agit efficacement sur l’ensemble l’écoulement. Cepen-

dant, certaines difficultés peuvent survenir pour évaluer les dérivées d’ordre supérieure avec

une méthode de volumes finis.





ANNEXE III

DÉTAILS DE LA DÉCOMPOSITION SPECTRALE

Cette annexe sert de référence pour les détails théoriques et l’implémentation des transformées

de Fourier rapides (FFT) développé par Cooley & Tukey (1965) et exécutées avec FFTW ver-

sion 2.1.5 par l’entremise du code de volumes finis OpenFOAM. L’analyse spectrale occupe

une place centrale lors de l’étude du champ de vitesse et de vorticité et surtout pour caracté-

riser les instabilités. Pour s’assurer de l’exactitude des calculs spectraux, l’énergie totale dans

le domaine de la simulation a été calculée par deux méthodes pour des raisons de validation.

La première méthode consiste à calculer l’énergie en se basant sur la vitesse dans l’espace car-

tésien, alors que la seconde méthode considère la vitesse dans l’espace spectral. Un domaine

de simulation de dimensions Lx × Ly × Lz avec un maillage de Nx ×Ny ×Nz est considéré la

validation.

1. Formulation du problème à calculer

La technique utilisée ici permet de réaliser nx × ny transformées de Fourier 1D composées de

nz points. Ces points sont alignés parallèlement aux tourbillons. Ces FFT sont effectuées sur

les composantes de u. Cela permet d’obtenir les coefficients ûkn où kn(= 2πn/λ ) est le nombre

d’onde du mode n. Avec le traitement mathématique présenté ici, le spectre d’énergie (E = u2

2 )

est obtenu. Pour commencer, l’énergie est calculée par

E =
1

2

∫
V

u ·udV (A III-1)

avec

u =
∞

∑
k=−∞

ûkeikz (A III-2)
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où k est le nombre d’onde. En substituant A III-2 dans A III-1 on trouve

E =
1

2

∫
x

∫
y

∫
z

∞

∑
k=−∞

ûkeikz ·
∞

∑
m=−∞

ûmeimz dzdydx (A III-3a)

=
1

2

∫
x

∫
y

∞

∑
k=−∞

∞

∑
m=−∞

∫
z
ûkeikz · ûmeimz dzdydx (A III-3b)

=
1

2

∫
x

∫
y

∞

∑
k=−∞

∞

∑
m=−∞

ûk · ûm

∫
z
ei(k+m)z dzdydx. (A III-3c)

Le terme ∫ Lz

0
ei(k+m)z dz (A III-4)

où Lz est la longueur du domaine en z parallèle à l’axe de rotation des tourbillons peut être

simplifié davantage. En utilisant la relation d’Euler, eiθ = cos(θ) + isin(θ), le produit d’un

sinus et d’un cosinus explicité, ce qui permet de trouver

∫ Lz

0
cos(kz)cos(mz)+ icos(kz)sin(mz)+ isin(kz)cos(mz)− sin(kz)sin(mz)dz (A III-5)

Si k =−m ⇒ eq (A III-5) = Lz

Si k 	=−m ⇒ eq (A III-5) = 0.

Ainsi l’équation (A III-3) devient

E =
Lz

2

∫
x

∫
y

∞

∑
k=−∞

ûk · û−k dydx (A III-6)

où û−k est le conjugué complexe de ûk, noté û∗
k . L’équation (A III-6) se réécrit par

E =
Lz

2

∫
x

∫
y

∞

∑
k=−∞

ûk · û∗
k dydx (A III-7a)

=
Lz

2

∞

∑
k=−∞

∫
x

∫
y
ûk · û∗

k dydx. (A III-7b)
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Dans le cadre d’une analyse dans un domaine fini et discrétisé le nombre d’onde devient kn =

2πn/λ et l’équation A III-7 devient :

E =
Lz

2

nz/2

∑
n=−nz/2

∑
x

∑
y

ûkn · û∗
kn

ΔxΔy (A III-8)

ou encore :

E =
Lz

2

nz/2

∑
n=−nz/2

∑
x

∑
y

[
ûx,kn · û∗x,kn

+ ûy,kn · û∗y,kn
+ ûz,kn · û∗z,kn

]
ΔxΔy. (A III-9)

Dans le cas spécifique où les données sont composées de valeurs réelles, FFTW n’affiche pas

les complexes conjugués. Sachant qu’une valeur complexe multipliée par son conjugué devient

la magnitude au carré de cette valeur complexe, il est équivalent de réécrite l’équation A III-9

pour déterminer l’énergie En d’un mode n par

En =
Lz

2
∑
x

∑
y

[[
ℜ(ûx,kn)

2 +ℑ(ûx,kn)
2
]
+
[
ℜ(ûy,kn)

2 +ℑ(ûy,kn)
2
]

+
[
ℜ(ûz,kn)

2 +ℑ(ûz,kn)
2
]]

ΔxΔy.

(A III-10)

En tenant compte du facteur de normalisation 1/Nz (intrinsèque à l’algorithme de FFTW) sur

chaque û0 et que Lz = Nz ×Δz l’équation A III-10 devient pour le mode n = 0

E0 =
1

2Nz
∑
x

∑
y

[
(ûx,k0

)2 +(ûy,k0
)2 +(ûz,k0

)2
]

ΔxΔyΔz (A III-11)

et pour n > 0 toujours en tenant compte du facteur 1/Nz sur chaque ûn et du facteur 2 pour les

modes n > 0 on obtient

En =
1

Nz
∑
x

∑
y

[[
ℜ(ûx,kn)

2 +ℑ(ûx,kn)
2
]
+
[
ℜ(ûy,kn)

2 +ℑ(ûy,kn)
2
]

+
[
ℜ(ûz,kn)

2 +ℑ(ûz,kn)
2
]]

ΔxΔyΔz.

(A III-12)
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Cette méthode requiert le calcul d’une FFT 1D selon z pour chaque point (x,y). La quantité

d’information à traiter devient donc imposante et nécessite d’implémenter le calcul des FFT

directement dans OpenFOAM pour éviter la création de fichiers volumineux destinés au post-

traitement.

2. Utilisation, implémentation et validation avec FFTW 2.1.5

Le code FFTW est choisi pour son efficacité à calculer les transformés de Fourier discrètes

(DFT) et l’accessibilité à son code source en langage C. La version 2.1.5, permettant le calcul

en parallèle, est retenue au cas où le calcul des FFT sur plusieurs processeurs soit nécessaire.

Dans le cas présenté ici, il s’agit d’évaluer des FFT 1D sur des valeurs réelles. Le formatage

des données servant aux FFT se fait par l’entremise de tableaux 1D. Selon le code FFTW,

les tableaux d’entrées et de sorties des composantes de la vitesse u disposent de leur propre

formatage. Le tableau d’entrées du champ de vitesse se résume par

u0,u1,u2, ...,unz−1 (A III-13)

et le formatage des coefficients de la série de Fourier (tableau de sortie des FFT) s’obtient en

faisant une attention particulière à la partie imaginaire

ℜ(û0),ℜ(û1),ℜ(û2), ...,ℜ(ûnz/2),ℑ(û(nz+1)/2−1), ...,ℑ(û2),ℑ(û1). (A III-14)

La convention du langage C est utilisée ici, i.e. que nz/2 est un entier arrondi à l’unité inférieure

(i.e. 7/2 = 3).
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3. Exemple d’application

Pour savoir comment utiliser FFTW, un cas simple est d’abord considéré. De façon générale,

un signal peut être décomposé par une somme de signaux sinusoïdaux comme

y(x) =
n=∞

∑
n=0

[An cos(kxn)+Bn sin(kxn)] (A III-15a)

y(x) = A0 +
n=∞

∑
n=1

[
An cos

(
2π
λ

x
)
+Bn sin

(
2π
λ

x
)]

(A III-15b)

y(x) = A0 +
n=∞

∑
n=1

[
An cos

(
2πn

L
x
)
+Bn sin

(
2πn

L
x
)]

(A III-15c)

avec 0 ≤ x ≤ L. Dans le cas de DFT 1D sur des valeurs réelles, FFTW calcule donc les co-

efficients A0, An et Bn. Cependant, les coefficients An et Bn ne sont pas normalisés et il faut

donc les multiplier par un facteur 2/N. Cette normalisation est due à l’algorithme de calcul de

FFTW. Un exemple de décomposition spectrale est décrit plus bas avec un cas simplifié où le

signal suivant est discrétisé avec 11 points puis analysé avec FFTW. En utilisant la fonction

y(x) = 5sin(2π
x
L
)+7cos(2π4

x
L
)+10 (A III-16)

on reconnaît ici deux fonctions trigonométriques d’amplitude 5 et 7 sur les modes 1 et 4 res-

pectivement. À noter que les fluctuations varient autour de 10. Le code III.1 utilise uniquement

FFTW pour permettre de retrouver ces valeurs caractéristiques.

Extrait III.1 Code source pour générer le cas test de FFTW

1 # i n c l u d e < s t d i o . h>

2 # i n c l u d e <math . h>

3 # i n c l u d e < s t d l i b . h>

4 # i n c l u d e < r f f t w . h>

5

6 i n t main ( void ) {

7 i n t N = 11 , mode1 = 1 , mode2 = 4 ;

8 double amp1 = 5 , amp2 = 7 ;

9 f f t w _ r e a l i n [N] , o u t [N] , power_spec t rum [N/ 2 + 1 ] ;

10 r f f t w _ p l a n p , p r ;

11 i n t k , i ;
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12 p = r f f t w _ c r e a t e _ p l a n (N, FFTW_REAL_TO_COMPLEX, FFTW_ESTIMATE) ;

13 p r i n t f ( " S i g n a l s p a t i a l ( x , y ) \ n " ) ;

14 f o r ( i =0 ; i < N; ++ i )

15 {

16 i n [ i ]= amp1∗ s i n ( ( double ) i / ( double )N∗2 .0∗M_PI∗mode1 ) +

17 amp2∗ cos ( ( double ) i / ( double )N∗2 .0∗M_PI∗mode2 ) +

18 1 0 ;

19 p r i n t f ( " %1.16 e \ t %1.16 e \ n " , ( double ) i / ( double )N, i n [ i ] ) ;

20 }

21 r f f t w _ o n e ( p , in , o u t ) ;

22 p r i n t f ( " FFTW_brut \ n " ) ;

23 f o r ( i =0 ; i < N; ++ i )

24 {

25 p r i n t f ( " %1.16 e \ n " , o u t [ i ] ) ;

26 }

27 p r i n t f ( " FFTW_brut r e o r g a n i s e \ n " ) ;

28 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , 0 , o u t [ 0 ] ) ;

29 f o r ( i =1 ; i < (N+1) / 2 ; ++ i )

30 {

31 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ t %1.16 e \ n " , i , o u t [ i ] , o u t [N−i ] ) ;

32 }

33 i f (N % 2 == 0)

34 {

35 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , N/ 2 , o u t [N / 2 ] ) ;

36 }

37 p r i n t f ( "FFTW = FFTW_brut ∗2 /N \ n " ) ;

38 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , 0 , o u t [ 0 ] / N) ;

39 f o r ( i =1 ; i < (N+1) / 2 ; ++ i )

40 {

41 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ t %1.16 e \ n " , i , o u t [ i ]∗ 2 /N, o u t [N−i ]∗ 2 /N) ;

42 }

43 i f (N % 2 == 0)

44 {

45 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , N/ 2 , o u t [N / 2 ] / N) ;

46 }

47 p r i n t f ( " Ampl i tude \ n " ) ;

48 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , 0 , o u t [ 0 ] / N) ;

49 f o r ( i =1 ; i < (N+1) / 2 ; ++ i )

50 {

51 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , i , 2∗pow ( pow ( o u t [ i ] / N, 2 ) +pow ( o u t [N−i ] / N, 2 ) , 0 . 5 ) ) ;

52 }

53 i f (N % 2 == 0)

54 {

55 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , N/ 2 , o u t [N / 2 ] / N) ;
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56 }

57 p r i n t f ( " Ampl i tude au c a r r e e \ n " ) ;

58 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , 0 , o u t [ 0 ]∗ o u t [ 0 ] / ( N∗N) ) ;

59 f o r ( i =1 ; i < (N+1) / 2 ; ++ i )

60 {

61 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , i , 2∗pow ( o u t [ i ] / N, 2 ) + pow ( o u t [N−i ] / N, 2 ) ) ;

62 }

63 i f (N % 2 == 0)

64 {

65 p r i n t f ( "%2u \ t %1.16 e \ n " , i , pow ( o u t [N / 2 ] / N, 2 ) ) ;

66 }

67 p r i n t f ( " C a l c u l i n v e r s e \ n " ) ;

68 p r i n t f ( " " ) ;

69 pr = r f f t w _ c r e a t e _ p l a n (N, FFTW_COMPLEX_TO_REAL, FFTW_ESTIMATE) ;

70 r f f t w _ o n e ( pr , out , i n ) ;

71 p r i n t f ( " FFTW_brut /N\ n " ) ;

72 f o r ( i =0 ; i < N; ++ i )

73 {

74 p r i n t f ( " %1.16 e \ n " , i n [ i ] / N) ;

75 }

76 r f f t w _ d e s t r o y _ p l a n ( p ) ;

77 r f f t w _ d e s t r o y _ p l a n ( p r ) ;

78 re turn 0 ;

79 }

Ce programme se compile avec la commande III.2 si les librairies sont situées dans un empla-

cement standard :

Extrait III.2 Ligne de commande pour compiler le cas test de FFTW

1 >> gcc 2 f f t d e m o . c − l r f f t w − l f f t w −lm

Si, les librairies sont dans un autre emplacement, ce dernier est précisé avec la commande

(III.3) :

Extrait III.3 Ligne de commande alternative pour compiler le cas test de FFTW

1 >> gcc −I / home / pdoran / f f tw −2.1.5− l o c a l / i n c l u d e . . .

2 −L / home / pdoran / f f tw −2.1.5− l o c a l / l i b 2 f f t d e m o . c − l r f f t w − l f f t w −lm
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Avec les résultats dans la section Amplitude (voir extrait III.4) il est possible d’identifier

dans la première colonne le numéro du mode et l’amplitude de l’harmonique correspondant.

Dans le cas présent, les modes n = 0,1,4 d’amplitude 10, 5 et 7 respectivement sont identifiés

tel que prévu dans l’équation (A III-16).

Extrait III.4 Sortie intégrale du cas test de FFTW

1 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
2 S i g n a l s p a t i a l ( x , y )

3 0.0000000000000000 e +00 1.7000000000000000 e +01

4 9.0909090909090912 e−02 8.1191789496609932 e +00

5 1.8181818181818182 e−01 1.3551956108859596 e +01

6 2.7272727272727271 e−01 2.0837881939222935 e +01

7 3.6363636363636365 e−01 7.0622970564698093 e +00

8 4.5454545454545453 e−01 1.4316567875220345 e +01

9 5.4545454545454541 e−01 1.1499242306806066 e +01

10 6.3636363636363635 e−01 −4.9519868707277404 e−01

11 7.2727272727272729 e−01 1.0939667520413604 e +01

12 8.1818181818181823 e−01 4.4556361553144006 e +00

13 9.0909090909090906 e−01 2.7127707751049979 e +00

14 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
15 FFTW_brut

16 1.0999999999999997 e +02

17 −1.9539925233402755 e−14

18 −3.5527136788005009 e−15

19 7.1054273576010019 e−15

20 3.8500000000000021 e +01

21 7.9936057773011271 e−15

22 1.3322676295501878 e−14

23 −2.3092638912203256 e−14

24 8.8817841970012523 e−16

25 −3.3750779948604759 e−14

26 −2.7500000000000018 e +01

27 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
28 FFTW_brut r e o r g a n i s e

29 0 1.0999999999999997 e +02

30 1 −1.9539925233402755 e−14 −2.7500000000000018 e +01

31 2 −3.5527136788005009 e−15 −3.3750779948604759 e−14

32 3 7.1054273576010019 e−15 8.8817841970012523 e−16

33 4 3.8500000000000021 e +01 −2.3092638912203256 e−14

34 5 7.9936057773011271 e−15 1.3322676295501878 e−14

35 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
36 FFTW_brut ∗2 /N
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37 0 9.9999999999999982 e +00

38 1 −3.5527136788005009 e−15 −5.0000000000000036 e +00

39 2 −6.4594794160009110 e−16 −6.1365054452008653 e−15

40 3 1.2918958832001822 e−15 1.6148698540002277 e−16

41 4 7.0000000000000036 e +00 −4.1986616204005922 e−15

42 5 1.4533828686002050 e−15 2.4223047810003414 e−15

43 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
44 Ampl i tude

45 0 9.9999999999999982 e +00

46 1 5.0000000000000036 e +00

47 2 6.1704090482104392 e−15

48 3 1.3019496992907084 e−15

49 4 7.0000000000000036 e +00

50 5 2.8248685305333543 e−15

51 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
52 Ampl i tude au c a r r e e

53 0 9.9999999999999957 e +01

54 1 6.2500000000000089 e +00

55 2 9.6227991413736655 e−30

56 3 8.4101699812818614 e−31

57 4 2.4500000000000025 e +01

58 5 2.5230509943845586 e−30

59 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
60 C a l c u l i n v e r s e

61 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
62 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
63 FFTW_brut /N

64 1.7000000000000000 e +01

65 8.1191789496609932 e +00

66 1.3551956108859597 e +01

67 2.0837881939222935 e +01

68 7.0622970564698075 e +00

69 1.4316567875220347 e +01

70 1.1499242306806067 e +01

71 −4.9519868707277487 e−01

72 1.0939667520413604 e +01

73 4.4556361553144033 e +00

74 2.7127707751049979 e +00
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4. Implémentation de FFTW 2.1.5 dans OpenFOAM 2.1.0

L’implémentation de FFTW dans OpenFOAM se fait à partir du fichier options situé dans le

dossier Make du solveur (ou de l’utilitaire de condition initiale) ayant recourt aux librairies

FFTW. Un exemple du fichier options du solveur utilisé est détaillé (voir code III.5).

Extrait III.5 Fichier option d’OpenFOAM

1 EXE_INC = \

2 −I$ ( LIB_SRC ) / f i n i t e V o l u m e / l n I n c l u d e \

3 −I / s h a r e / apps / f f tw −2 . 1 . 5 / i n c l u d e \

4 −L / s h a r e / apps / f f tw −2 . 1 . 5 / l i b

5

6 EXE_LIBS = \

7 − l f i n i t e V o l u m e \

8 − l r f f t w \

9 − l f f t w \

10 −lm

Une fois le fichier options modifié et les équations A III-11 et A III-12 implémentés dans le

code source du solveur d’OpenFOAM, l’application se compile avec la commande III.6.

Extrait III.6 Ligne de commande pour compiler une application dans OpenFOAM

1 >> c l e a r ; wmake ; wclean

Au final, FFTW permet, entre autres, de générer un champ de vitesse initiale caractérisé par une

perturbation contrôlée. À titre de référence, la géométrie du domaine utilisée pour la validation

est de 8b× 8b× 4b avec un maillage de 576× 288× 288 cellules. La figure III-1 montre le

spectre d’énergie du champ de vitesse initiale où un bruit blanc d’une intensité de 10−6 est gé-

néré. Autrement dit, le champ de base (ou moyen) est exactement 106 fois plus énergétique que

le bruit blanc. Les spectres d’énergies sont rendus non dimensionnels avec la valeur l’énergie

du mode 0 à τ∗ = 0 (E0,0).
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Figure-A III-1 Spectre d’énergie de la condition initiale générée

avec un bruit blanc d’intensité de 10−6 par rapport au champ

moyen (mode 0).





ANNEXE IV

ROUTINES DE VISUALISATION ET CARACTÉRISATION SOUS MATLAB

Cette annexe détaille les routines MATLAB (SIMvisuParam.m et SIMvisualisation.m) servant

à visualiser et caractériser le système tourbillonnaire simulé avec OpenFOAM.

Extrait IV.1 Paramètres généraux pour les visualisations. Code source SIMvisuParam.m

1 [ emplF ich i e rPa ram , nomFich ie rParam ] = f i l e p a r t s ( mf i lename ( ’ f u l l p a t h ’ ) ) ;

2 % Paramè t r e s pour l e s v i s u a l i s a t i o n s

3 v i s u _ f l a g = ’ o f f ’ ; f i g _ f l a g = ’ o f f ’ ; p r i n t _ f l a g = ’ on ’ ; c o l o r B a r _ f l a g = ’ on ’ ;

c o l o r _ f l a g = ’ on ’ ;

4 c a r a c t = ’ on ’ ; p o s _ f l a g = ’ on ’ ; c a r a c t M a t l a b _ f l a g = ’ on ’ ; t r a c e C a r a c t _ f l a g = ’ on ’ ;

5 sequenceTemp = 0 : 0 . 2 : 5 ; % L i s t e p e r s o n a l i s é e des é c r i t u r e s des pas de temps à a n a l y s e r ( au

b e s o i n )

6 l z _ c o u p e = [ 0 . 1 0 . 7 5 ] ; % P o s i t i o n des p l a n s de coupe . Uniquement l z _ c o u p e ( 1 ) e s t c o n s i d é r é

pour l a vue de f a c e

7 nMode = [ 6 ] ;

8 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

9 % Paramé t r a g e des d i f f é r e n t e s vues %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

10 % 1 − i s o _ i s o S u r f V o r t −−−−−−−−−−−−− Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a

v o r t i c i t é c o l o r é es s e l o n l a comp . Z de v o r t i c i t é

11 i s o V a l ( 1 , : ) = [−3 −2 2 3 ] ; % V a l e u r s des i s o c o n t o u r s

12 o p a c i t e ( 1 , : ) = [1 0 . 6 0 . 6 1 ] ; % Op ac i t é des i s o c o n t o u r s

13 c o l o r B a r V a l ( 1 , : ) = [ 1 . 2∗ i s o V a l ( 1 ) 1 .2∗ i s o V a l ( end ) ] ; % V a l e u r s de l a b a r r e de c o u l e u r ( pour

i s o s u r f a c e s )

14 c o l o r B a r P o s {1} = ’ n o r t h ’ ;

15 camupVec ( 1 , : ) = [0 1 0 ] ;

16 c a m t a r g e t V e c ( 1 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

17 camposVec ( 1 , : ) = [15 20 2 0 ] ;

18 camvaVal {1} = ’ a u t o ’ ;

19 textPOS ( 1 , : ) = [− l x /2 −1.5 l y 0 .5∗ l z ] ;

20 % 2 − i s o _ i s o S u r f _ m o d e 0 −−−−−−−−−−− Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a

v o r t i c i t é ( mode 0) c o l o r é es s e l o n l a comp . z de v o r t i c i t é ( mode 0)

21 i s o V a l ( 2 , : ) = [−10 −8 8 1 0 ] ;

22 c o l o r B a r V a l ( 2 , : ) = [ 1 . 2∗ i s o V a l ( 1 ) 1 .2∗ i s o V a l ( end ) ] ;

23 c o l o r B a r P o s {2} = ’ n o r t h ’ ;

24 camupVec ( 2 , : ) = [0 1 0 ] ;

25 c a m t a r g e t V e c ( 2 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

26 camposVec ( 2 , : ) = [15 20 2 0 ] ;

27 camvaVal {2} = ’ a u t o ’ ;

28 textPOS ( 2 , : ) = [− l x /2 −1.5 l y 0 .5∗ l z ] ;
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29 % 3 − i s o _ i s o S u r f _ v o r t _ p e r t −−−−−− Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a

v o r t i c i t é c o l o r é es s e l o n l a mag . de l a p e r t . de v o r t i c i t é

30 i s o V a l ( 3 , : ) = [−100 −3 3 1 0 0 ] ;

31 c o l o r B a r V a l ( 3 , : ) = [ 1 . 2∗ i s o V a l ( 1 ) 1 .2∗ i s o V a l ( end ) ] ;

32 c o l o r B a r P o s {3} = ’ n o r t h ’ ;

33 camupVec ( 3 , : ) = [0 1 0 ] ;

34 c a m t a r g e t V e c ( 3 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

35 camposVec ( 3 , : ) = [15 20 2 0 ] ;

36 camvaVal {3} = ’ a u t o ’ ;

37 textPOS ( 3 , : ) = [− l x /2 −1.5 l y 0 .5∗ l z ] ;

38 % 4 − i s o _ p e r t −−−−−−−−−−−−−−−−−−−− Vue isom é t r i q u e de l a p e r t . ( comp . z ) de v o r t . s e l o n 2

p l a n s avec i s o c o n t o u r s de v o r t i c i t é du mode 0

39 i s o V a l ( 4 , : ) = [−10 −8 8 1 0 ] ;

40 c o l o r B a r V a l ( 4 , : ) = [−0.1 0 . 1 ] ;

41 c o l o r B a r P o s {4} = ’ n o r t h ’ ;

42 camupVec ( 4 , : ) = [0 1 0 ] ;

43 c a m t a r g e t V e c ( 4 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

44 camposVec ( 4 , : ) = [15 20 2 0 ] ;

45 camvaVal {4} = ’ a u t o ’ ;

46 textPOS ( 4 , : ) = [− l x /2 −1.5 l y 0 .5∗ l z ] ;

47 % 5 − f a c e _ p e r t −−−−−−−−−−−−−−−−−−− Vue de f a c e de l a p e r t . ( comp . z ) de v o r t . avec

i s o c o n t o u r s de v o r t i c i t é du mode 0

48 i s o V a l ( 5 , : ) = [−3 −2 2 3 ] ;

49 c o l o r B a r V a l ( 5 , : ) = [−0.1 0 . 1 ] ;

50 c o l o r B a r P o s {5} = ’ n o r t h o u t s i d e ’ ;

51 camupVec ( 5 , : ) = [0 1 0 ] ;

52 c a m t a r g e t V e c ( 5 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

53 camposVec ( 5 , : ) = [0 l y / 2 1 0 ] ;

54 camvaVal {5} = ’ a u t o ’ ;

55 textPOS ( 5 , : ) = [− l x /2 −1.1 l y 0 ] ;

56 % 6 − f a c e _ v o r t −−−−−−−−−−−−−−−−−−− Vue de f a c e de l a v o r t . ( comp . z ) de v o r t . avec

i s o c o n t o u r s de v o r t i c i t é du mode 0

57 i s o V a l ( 6 , : ) = [−3 −2 2 3 ] ;

58 c o l o r B a r V a l ( 6 , : ) = [−6 6 ] ;

59 c o l o r B a r P o s {6} = ’ n o r t h o u t s i d e ’ ;

60 camupVec ( 6 , : ) = [0 1 0 ] ;

61 c a m t a r g e t V e c ( 6 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

62 camposVec ( 6 , : ) = [0 l y / 2 1 0 ] ;

63 camvaVal {6} = ’ a u t o ’ ;

64 textPOS ( 6 , : ) = [− l x /2 −1.1 l y 0 ] ;

65 % 7 − iso_modeX −−−−−−−−−−−−−−−−−−− Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a

v o r t i c i t é du mode X

66 i s o V a l ( 7 , : ) = [−10 −8 8 1 0 ] ;

67 c o l o r B a r V a l ( 7 , : ) = [−0.1 0 . 1 ] ;
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68 c o l o r B a r P o s {7} = ’ n o r t h ’ ;

69 camupVec ( 7 , : ) = [0 1 0 ] ;

70 c a m t a r g e t V e c ( 7 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

71 camposVec ( 7 , : ) = [15 20 2 0 ] ;

72 camvaVal {7} = ’ a u t o ’ ;

73 textPOS ( 7 , : ) = [− l x /2 −1.5 l y 0 ] ;

74 % 8 − face_2D −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− Vue de f a c e de l a v o r t . ( comp . z ) de v o r t . avec

i s o c o n t o u r s de v o r t i c i t é ( S i m u l a t i o n 2D)

75 i s o V a l ( 8 , : ) = [−10 −6 6 1 0 ] ;

76 c o l o r B a r V a l ( 8 , : ) = [−6 6 ] ;

77 c o l o r B a r P o s {8} = ’ n o r t h o u t s i d e ’ ;

78 camupVec ( 8 , : ) = [0 1 0 ] ;

79 c a m t a r g e t V e c ( 8 , : ) = [ 0 l y / 2 0 ] ;

80 camposVec ( 8 , : ) = [0 l y / 2 1 0 ] ;

81 camvaVal {8} = ’ a u t o ’ ;

82 textPOS ( 8 , : ) = [− l x / 2 + 0 . 0 ly −0.4 0 ] ;

83 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

84 % S e l e c t i o n des champs de v a r i a b l e à l i r e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

85 i f ( c e l l ( 3 ) >1)

86 f p r i n t f ( ’ Ana lyse pour s i m u l a t i o n 3D d é t e c t é e . \ n \ n ’ ) ;

87 l i s t e V i s u = { ’ i s o _ i s o S u r f V o r t ’ ’ i s o _ i s o S u r f _ m o d e 0 ’ ’ i s o _ i s o S u r f _ v o r t _ p e r t ’ ’ i s o _ p e r t ’

’ f a c e _ p e r t ’ ’ f a c e _ v o r t ’ } ; % L i s t e des vues à g é n é r e r

88 l i s t e C h a m p V e c t = { ’ v o r t i c i t y ’ ’ v o r t i c i t y _ s a n s _ m o d e 0 ’ ’ v o r t i c i t y _ m o d e 0 ’ } ; % L i s t e des

f i c h i e r s à c h a r g e r ( v e c t e u r )

89 l i s t e C h a m p S c a l = { } ; % L i s t e des f i c h i e r s à c h a r g e r ( s c a l a i r e )

90 CV_vort_mode0 = f i n d ( strcmp ( ’ v o r t i c i t y _ m o d e 0 ’ , l i s t e C h a m p V e c t ) , 1 ) ;

91 e l s e

92 f p r i n t f ( ’ Ana lyse pour s i m u l a t i o n 2D d é t e c t é e . . . \ n \ n ’ ) ;

93 l i s t e V i s u = { ’ face_2D ’ } ;

94 l i s t e C h a m p V e c t = { ’ v o r t i c i t y ’ } ;

95 l i s t e C h a m p S c a l = { } ;

96 CV_vort_mode0 = f i n d ( strcmp ( ’ v o r t i c i t y ’ , l i s t e C h a m p V e c t ) , 1 ) ;

97 end

98 CV_vort = f i n d ( strcmp ( ’ v o r t i c i t y ’ , l i s t e C h a m p V e c t ) , 1 ) ;

99 C V _ v o r t _ p e r t = f i n d ( strcmp ( ’ v o r t i c i t y _ s a n s _ m o d e 0 ’ , l i s t e C h a m p V e c t ) , 1 ) ;

100 CV_modeX = f i n d ( strcmp ( ’ v o r t i c i t y _ m o d e X ’ , l i s t e C h a m p V e c t ) , 1 ) ;

101

102 CV_pos = z e r o s ( 1 , l e n g t h ( l i s t e C h a m p V e c t ) ) ; % P o s i t i o n des champs de v e c t e u r s (CV) i n c l u t dans

l a v a r i a b l e " l i s t e C h a m p V e c t "

103 f o r i t e r L i s t = 1 : l e n g t h ( l i s t e C h a m p V e c t )

104 CV_pos ( i t e r L i s t ) = f i n d ( strcmp ( l i s t e C h a m p V e c t { i t e r L i s t } , l i s t e C h a m p V e c t ) , 1 ) ;

105 end
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Extrait IV.2 Visualisation des résultats d’OpenFOAM avec Matlab. Code source

SIMvisualisation.m

1 f u n c t i o n S I M v i s u a l i s a t i o n ( nomSimVisu )

2 % V i s u a l i s a t i o n des r é s u l t a t s d ’OpenFOAM

3 c l c ; c l o s e a l l ; format SHORT;

4 l o c a t i o n = pwd ;

5 [ e m p l F i c h i e r , n o m F i c h i e r ] = f i l e p a r t s ( mf i lename ( ’ f u l l p a t h ’ ) ) ;

6 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

7 % Paramè t r e s g é n é raux %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

8 i f ( e x i s t ( [ getenv ( ’WM_PROJECT_USER_DIR ’ ) ’ / run / ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) ) % Pour un PC avec

OpenFOAM i n s t a l l é

9 simEmplVisu = [ getenv ( ’WM_PROJECT_USER_DIR ’ ) ’ / run / ’ nomSimVisu ] ;

10 e l s e i f ( e x i s t ( [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/ IGE / ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) )

11 simEmplVisu = [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/ IGE / ’ nomSimVisu ] ;

12 e l s e i f ( e x i s t ( [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/ IGE_vent / ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) )

13 simEmplVisu = [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/ IGE_vent / ’ nomSimVisu ] ;

14 e l s e i f ( e x i s t ( [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/OGE/ ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) )

15 simEmplVisu = [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/OGE/ ’ nomSimVisu ] ;

16 e l s e i f ( e x i s t ( [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/NGE/ ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) )

17 simEmplVisu = [ ’ / media /My Book / Zephyre / 3D/NGE/ ’ nomSimVisu ] ;

18 e l s e i f ( e x i s t ( [ ’ / media /My Book / Zephyre / 2D/ ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) )

19 simEmplVisu = [ ’ / media /My Book / Zephyre / 2D/ ’ nomSimVisu ] ;

20 e l s e i f ( e x i s t ( [ ’ / tmp / pdoran / ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) ) % Pour l e rep . / tmp / pdoran / du l a t n a

21 simEmplVisu = [ ’ / tmp / pdoran / ’ nomSimVisu ] ;

22 e l s e i f ( e x i s t ( [ ’ / sb / pdoran / ’ nomSimVisu ] , ’ d i r ’ ) ) % Pour l e rep . / sb / pdoran / du l a t n a

23 simEmplVisu = [ ’ / sb / pdoran / ’ nomSimVisu ] ;

24 e l s e

25 error ( ’ D o s s i e r de l a s i m u l a t i o n non t r o u v é e . ’ )

26 end

27 diary ( [ simEmplVisu ’ / l o g . ’ n o m F i c h i e r ’ _ ’ d a t e s t r ( c l o c k ) ] ) ;

28 f p r i n t f ( ’ V i s u a l i s a t i o n de : \ n \ t%s \ n ’ , simEmplVisu ) ;

29 f p r i n t f ( ’ p a r l e f i c h i e r : \ n \ t%s \ n ’ , n o m F i c h i e r ) ;

30 f p r i n t f ( ’ don t l ’ ’ emplacement e s t : \ n \ t%s \ n \ n ’ , e m p l F i c h i e r ) ;

31 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

32 % L e c t u r e du f i c h i e r c o n t r o l D i c t %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

33 f i d _ c o n t r o l D i c t = fopen ( [ simEmplVisu ’ / sys tem / c o n t r o l D i c t ’ ] , ’ r ’ ) ;

34 t _ i n i t = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %f %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 2 0 ) ; % Temps i n i t i a l

de l a s i m u l a t i o n

35 t _ f i n a l = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %f %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 4 ) ; % Temps f i n a l de

l a s i m u l a t i o n

36 d t = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %f %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 6 ) ; % I n t e r v a l

d ’ é c r i t u r e des donn é es
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37 formatDonnees = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %s %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 4 ) ; % Format des

donn é es ( b i n a i r e ou a s c i i )

38 HPARb_init = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %f %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 1 8 ) ; % Hauteur

i n i t i a l e des t o u r b i l l o n s p r i n c i p a u x

39 aPARb_in i t = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %f %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 2 ) ; % Rayon i n i t i a l

des t o u r b i l l o n s p r i n c i p a u x

40 b = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %f %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 2 6 ) ; % Espacement

i n i t i a l des t o u r b i l l o n s p r i n c i p a u x

41 d e l a i T S = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %f %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 1 8 ) ; % Dé l a i

d ’ a p p a r i t i o n des t o u r b i l l o n s s e c o n d a i r e s

42 posSG = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %∗s %f %f ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 6 ) ; % P o s i t i o n

i n i t i a l e du t o u r b i l l o n s e c o n d a i r e gauche

43 posSD = t e x t s c a n ( f i d _ c o n t r o l D i c t , ’%∗s %∗s %f %f ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 2 ) ; % P o s i t i o n

i n i t i a l e du t o u r b i l l o n s e c o n d a i r e d r o i t e

44 f c l o s e ( f i d _ c o n t r o l D i c t ) ;

45 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

46 % L e c t u r e du f i c h i e r p a r a m e t r e s %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

47 f i d _ n o e u d = fopen ( [ simEmplVisu ’ / sys tem / p a r a m e t r e s ’ ] , ’ r ’ ) ;

48 geo = t e x t s c a n ( f id_noeud , ’%∗s %f %∗c ’ , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 0 ) ; % Géomé t r i e du domaine de s i m u l a t i o n

49 f c l o s e ( f i d _ n o e u d ) ;

50 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

51 % L e c t u r e du f i c h i e r decomposePar %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

52 f i d _ p a r D i c t = fopen ( [ simEmplVisu ’ / sys t em / decomposeParDic t ’ ] , ’ r ’ ) ;

53 p a r D i c t = t e x t s c a n ( f i d _ p a r D i c t , ’%∗c %∗c %f %f %f %∗c %∗c ’ , 1 , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 2 3 ) ;

54 f c l o s e ( f i d _ p a r D i c t ) ;

55 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

56 % Dé t e c t i o n du c a l c u l en p a r a l l è l e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

57 i f e x i s t ( [ simEmplVisu ’ / p r o c e s s o r 0 ’ ] , ’ d i r ’ )

58 p a r a l l e l e _ f l a g = ’ on ’ ; f p r i n t f ( ’ Format des donn é es en p a r a l l è l e d é t e c t é . \ n ’ ) ;

59 e l s e

60 p a r a l l e l e _ f l a g = ’ o f f ’ ; f p r i n t f ( ’ Format des donn é es en s é r i e d é t e c t é . \ n ’ ) ;

61 end

62 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

63 % Dé t e c t i o n du f o r m a t des donn é es à l i r e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

64 i f s t rncmp ( fo rmatDonnees {1}{1} , ’ b i n a r y ’ , 6 ) == 1

65 f p r i n t f ( ’ Format b i n a i r e d é t e c t é \ n ’ ) ;

66 e l s e i f s t rncmp ( fo rmatDonnees {1}{1} , ’ a s c i i ’ , 5 ) == 1

67 f p r i n t f ( ’ Format a s c i i d é t e c t é \ n ’ ) ;

68 e l s e

69 error ( ’ Format des donn é es à l i r e non d é t e c t é ! ’ )

70 end

71 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

72 % L e c t u r e des p a r a m e t r e s t e m p o r e l l e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

73 sequenceTemp = t _ i n i t { 1 , 1 } : d t { 1 , 1 } : t _ f i n a l { 1 , 1 } ;
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74 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

75 % Chargement de l a g r i l l e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

76 f p r i n t f ( ’ Chargement e t g é n é r a t i o n du m a i l l a g e . . . \ n ’ ) ;

77 lxMin = geo { 1 , 1 } ( 1 ) ; lxMax = geo { 1 , 1 } ( 2 ) ; lyMin = geo { 1 , 1 } ( 3 ) ; lyMax = geo { 1 , 1 } ( 4 ) ; lzMin =

geo { 1 , 1 } ( 5 ) ; lzMax = geo { 1 , 1 } ( 6 ) ;

78 l x = lxMax−lxMin ; l y = lyMax−lyMin ; l z = lzMax−lzMin ;

79 c e l l ( 1 ) = geo { 1 , 1 } ( 7 ) ; c e l l ( 2 ) = geo { 1 , 1 } ( 8 ) ; c e l l ( 3 ) = geo { 1 , 1 } ( 9 ) ;

80 f p r i n t f ( ’ \ tG é o . : Lx = %2.3 f , Ly = %2.3 f , Lz = %2.3 f . \ n ’ , lx , ly , l z ) ;

81 f p r i n t f ( ’ \ t M a i l . : Nx = %u , Ny = %u , Nz = %u ; Nto t =

%u . \ n ’ , c e l l ( 1 ) , c e l l ( 2 ) , c e l l ( 3 ) , c e l l ( 1 ) ∗ c e l l ( 2 ) ∗ c e l l ( 3 ) ) ;

82 i f i sempty ( HPARb_init {1} ) == 1

83 HPARb_init {1} = l y / 2 ; % S i OGE i l f a u t pr é c i s e r l a l a h a u t e u r i n i t i a l e des t o u r b i l l o n s en

f o n c t i o n de Lz ;

84 end

85 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

86 % Gé n é r a t i o n du m a i l l a g e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

87 d e l t a . dx = l x / c e l l ( 1 ) ; d e l t a . dy = l y / c e l l ( 2 ) ; d e l t a . dz = l z / c e l l ( 3 ) ;

88 i f c e l l ( 3 ) >1

89 d e l t a . h = ( l x ∗ l y ∗ l z / ( c e l l ( 1 ) ∗ c e l l ( 2 ) ∗ c e l l ( 3 ) ) ) ^ ( 1 / 3 ) ; % Pour c a l c u l 3D

90 e l s e

91 d e l t a . h = ( l x ∗ l y / ( c e l l ( 1 ) ∗ c e l l ( 2 ) ) ) ^ ( 1 / 2 ) ; % Pour c a l c u l 2D

92 end

93 f p r i n t f ( ’ \ t \ t : dx = %1.3 eb , dy = %1.3 eb , dz = %1.3 eb ; h =

%1.3 eb . \ n \ n ’ , d e l t a . dx , d e l t a . dy , d e l t a . dz , d e l t a . h ) ;

94 xx = ( lxMin+ d e l t a . dx / 2 : d e l t a . dx : lxMax−d e l t a . dx / 2 ) ;

95 yy = ( lyMin+ d e l t a . dy / 2 : d e l t a . dy : lyMax−d e l t a . dy / 2 ) ;

96 zz = ( lzMin+ d e l t a . dz / 2 : d e l t a . dz : lzMax−d e l t a . dz / 2 ) ;

97 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

98 % Paramè t r e s u t i l i s a t e u r s %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

99 SIMvisuParam ;

100 i f strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ o f f ’ )

101 c a r a c t O F _ f l a g = ’ on ’ ;

102 e l s e i f strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ on ’ )

103 c a r a c t O F _ f l a g = ’ o f f ’ ;

104 end

105 i f strcmp ( c a r a c t , ’ o f f ’ )

106 c a r a c t M a t l a b _ f l a g = ’ o f f ’ ; c a r a c t O F _ f l a g = ’ o f f ’ ; p o s _ f l a g = ’ o f f ’ ;

107 end

108 [ ~ , n b _ i s o V a l ] = s i z e ( i s o V a l ) ; nbChampScal = numel ( l i s t e C h a m p S c a l ) ; nbChampVect =

numel ( l i s t e C h a m p V e c t ) ;

109 i f ( strcmp ( v i s u _ f l a g , ’ on ’ ) | | strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ on ’ ) ) % M a i l l a g e g é n é r é au b e s o i n

s e u l e m e n t

110 [X, Y, Z ] = meshgrid ( xx , yy , zz ) ;

111 end
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112 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

113 % A f f i c h a g e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

114 f p r i n t f ( ’ Ana lyse pour t = \ n ’ ) ; f p r i n t f ( ’ %1.2 f ’ , sequenceTemp ) ; f p r i n t f ( ’ \ n \ n ’ ) ;

115 f p r i n t f ( ’ Le d é l a i d ’ ’ a p p a r i t i o n des t o u r b i l l o n s s e c o n d a i r e s e s t %1.1 f . \ n \ n ’ , d e l a i T S {1}) ;

116 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

117 % G e s t i o n des donn é es en f o r m a t p a r a l l è l e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

118 subX = 1 ; subY = 1 ; s u b C e l l = [ c e l l ( 1 ) c e l l ( 2 ) c e l l ( 3 ) ] ; s u b C e l l T o t = c e l l ( 1 ) ∗ c e l l ( 2 ) ∗ c e l l ( 3 ) ;

119 i f strcmp ( p a r a l l e l e _ f l a g , ’ on ’ )

120 subX = p a r D i c t { 1 } ; subY = p a r D i c t { 2 } ; subZ = p a r D i c t { 3 } ;

121 s u b C e l l ( 1 ) = c e l l ( 1 ) / subX ; s u b C e l l ( 2 ) = c e l l ( 2 ) / subY ; s u b C e l l ( 3 ) = c e l l ( 3 ) / subZ ; s u b C e l l T o t

= s u b C e l l ( 1 ) ∗ s u b C e l l ( 2 ) ∗ s u b C e l l ( 3 ) ;

122 f p r i n t f ( ’ Sous domaines d é t e c t é s : %u X %u X %u = %u . \ n ’ , subX , subY , subZ , subX∗subY∗subZ ) ;

123 end

124 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

125 % Chargement du f i c h i e r des p o s i t i o n s des c e n t r e s des t o u r b i l l o n s %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

126 f i c h i e r _ p o s C e n t r e = ’ o f f ’ ;

127 i f ( strcmp ( v i s u _ f l a g , ’ on ’ ) && strcmp ( p o s _ f l a g , ’ on ’ ) && strcmp ( c a r a c t O F _ f l a g , ’ on ’ ) )

128 f p r i n t f ( ’ L o c a l i s a t i o n e t v i s u a l i s a t i o n des c e n t r e s des t o u r b i l l o n s à p a r t i r du f i c h i e r

" p o s C e n t r e " . \ n ’ )

129 t y p e C a r = ’_OF ’ ;

130 nomFich i e rPos = ’ / p o s C e n t r e ’ ;

131 simEmplA = s t r r e p ( simEmplVisu , ’ _ v i s u ’ , ’ ’ ) ;

132 simEmplB = s t r r e p ( simEmplVisu , ’ _ g r o s ’ , ’ ’ ) ;

133 i f e x i s t ( [ simEmplVisu ’ / ’ nomFich i e rPos ] , ’ f i l e ’ )

134 donneeEmpl = simEmplVisu ;

135 e l s e i f e x i s t ( [ simEmplA ’ / ’ nomFich i e rPos ] , ’ f i l e ’ )

136 donneeEmpl = simEmplA ;

137 e l s e i f e x i s t ( [ simEmplB ’ / ’ nomFich i e rPos ] , ’ f i l e ’ )

138 donneeEmpl = simEmplB ;

139 e l s e

140 cd ( l o c a t i o n ) ;

141 error ( ’ E r r e u r ! Le f i c h i e r p o s C e n t r e n ’ ’ a pas é t é t r o u v é . ’ )

142 end

143 f i c h i e r _ p o s C e n t r e = ’ on ’ ;

144 p o s C e n t r e = i m p o r t d a t a ( [ donneeEmpl ’ / ’ nomFich i e rPos ] , ’ ’ ) ;

145 e l s e i f ( strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ on ’ ) && strcmp ( p o s _ f l a g , ’ on ’ ) )

146 f p r i n t f ( ’ L o c a l i s a t i o n e t v i s u a l i s a t i o n des c e n t r e s des t o u r b i l l o n s à p a r t i r de Mat lab . \ n ’ )

147 t y p e C a r = ’_ML ’ ;

148 e l s e

149 f p r i n t f ( ’ Aucune l o c a l i s a t i o n e t v i s u a l i s a t i o n des c e n t r e s des t o u r b i l l o n s . \ n ’ )

150 t y p e C a r = ’ ’ ;

151 end

152 p o s _ p r e c . P .G.X = −b { 1 } / 2 ; p o s _ p r e c . P .G.Y = HPARb_init { 1 } ;

153 p o s _ p r e c . P .D.X = b { 1 } / 2 ; p o s _ p r e c . P .D.Y = HPARb_init { 1 } ;
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154 p o s _ p r e c . S .G.X = posSG { 1 } ; p o s _ p r e c . S .G.Y = posSG { 2 } ;

155 p o s _ p r e c . S .D.X = posSD { 1 } ; p o s _ p r e c . S .D.Y = posSD { 2 } ;

156 % p o s _ p r e c . S . X .G = 0 . 8 ; p o s _ p r e c . S . Y .G = 0 . 2 ;

157 % p o s _ p r e c . S . X .D = 4 . 5 ; p o s _ p r e c . S . Y .D = 0 . 6 ;

158 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

159 % Chargement du f i c h i e r des c a r a c t é r i s a t i o n s des t o u r b i l l o n s %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

160 f i c h i e r _ c a r a c T o u r b = ’ o f f ’ ;

161 i f strcmp ( c a r a c t O F _ f l a g , ’ on ’ )

162 f p r i n t f ( ’ T racage des c a r a c t é r i s a t i o n s à p a r t i r du f i c h i e r " c a r a c T o u r b " . \ n ’ ) ;

163 t y p e C a r = ’_OF ’ ;

164 nomFich i e rPos = ’ / c a r a c T o u r b ’ ;

165 simEmplA = s t r r e p ( simEmplVisu , ’ _ v i s u ’ , ’ ’ ) ;

166 simEmplB = s t r r e p ( simEmplVisu , ’ _ g r o s ’ , ’ ’ ) ;

167 vMaxP = 0 ; vMaxS = 0 ;

168 i f e x i s t ( [ simEmplVisu ’ / ’ nomFich i e rPos ] , ’ f i l e ’ )

169 donneeEmpl = simEmplVisu ;

170 e l s e i f e x i s t ( [ simEmplA ’ / ’ no mFi ch i e rPo s ] , ’ f i l e ’ )

171 donneeEmpl = simEmplA ;

172 e l s e i f e x i s t ( [ simEmplB ’ / ’ nomFich i e rPos ] , ’ f i l e ’ )

173 donneeEmpl = simEmplB ;

174 e l s e

175 cd ( l o c a t i o n ) ;

176 error ( ’ E r r e u r ! Le f i c h i e r c a r a c T o u r b n ’ ’ a pas é t é t r o u v é . ’ )

177 end

178 f i c h i e r _ c a r a c T o u r b = ’ on ’ ;

179 c a r a c T o u r b = i m p o r t d a t a ( [ donneeEmpl ’ / ’ nomFich i e rPos ] , ’ ’ ) ;

180 e l s e i f strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ on ’ )

181 f p r i n t f ( ’ T racage des c a r a c t é r i s a t i o n s à p a r t i r de Mat lab . \ n ’ ) ;

182 t y p e C a r = ’_ML ’ ;

183 % Tableaux pour t r a c e r l e s p r o p r i é t é s des t o u r b i l l o n s p r i n c i p a u x

184 temps = sequenceTemp ;

185 aPARb_PG = z e r o s ( 1 , numel ( temps ) ) ; aPARb_PD = z e r o s ( 1 , numel ( temps ) ) ;

186 % Tableaux pour t r a c e r l e s p r o p r i é t é s des t o u r b i l l o n s s e c o n d a i r e s

187 nPasTempsSecDEebut = numel ( f i n d ( sequenceTemp < d e l a i T S {1}) ) +1; % Nombre d ’ i t é r a t i o n a v a n t de

s u i v r e l e s t o u r b . s e c .

188 nPasTempsSec = numel ( f i n d ( sequenceTemp >= d e l a i T S {1}) ) ; % Nombre de pas de temps avec t o u r b

s e c .

189 temps_s = sequenceTemp ( sequenceTemp >= d e l a i T S {1}) ;

190 aPARb_SG = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ; aPARb_SD = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ;

191 lambda_G = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ; lambda_D = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ;

192 dPARb_G = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ; dPARb_D = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ;

193 aPARd_SG = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ; aPARd_SD = z e r o s ( 1 , nPasTempsSec ) ;

194 e l s e

195 f p r i n t f ( ’ Aucun t r a c a g e des c a r a c t é r i s a t i o n s . \ n ’ ) ;
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196 t y p e C a r = ’ ’ ;

197 end

198 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

199 % T r a i t e m e n t des donn é es %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

200 normChampDonnees = z e r o s ( c e l l ( 2 ) , c e l l ( 1 ) , c e l l ( 3 ) , nbChampScal+nbChampVect ) ;

201 i f ( strcmp ( v i s u _ f l a g , ’ on ’ ) | | strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ on ’ ) )

202 f o r i t e r _ t = sequenceTemp %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Bouc le s u r l e

temps de s i m u l a t i o n

203 cd ( simEmplVisu ) ;

204 f p r i n t f ( ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

205 f p r i n t f ( ’ T r a i t e m e n t des donn é es à t = %1.3 f \ n ’ , i t e r _ t ) ;

206 champScalDonnees = z e r o s ( c e l l ( 2 ) , c e l l ( 1 ) , c e l l ( 3 ) , nbChampScal ) ;

207 f o r i t e r _ s c a l = 1 : nbChampScal %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Bouc le s u r l ’ ensemble

des champs de s c a l a i r s

208 nomChampScal = l i s t e C h a m p S c a l ( i t e r _ s c a l ) ; nomChampScal = nomChampScal { 1 } ;

209 f p r i n t f ( ’ \ t A n a l y s e du f i c h i e r : %s \ n ’ , [ num2str ( i t e r _ t ) ’ / ’ nomChampScal ] ) ;

210 f o r i t e r _ s u b Y = 1 : subY %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Double b o u c l e s u r

l e s sous domaines

211 f o r i t e r _ s u b X = 1 : subX

212 i t e r _ s u b = ( i t e r _ s u b Y −1)∗subX + ( i t e r _ s u b X −1) ;

213 i f strcmp ( p a r a l l e l e _ f l a g , ’ on ’ )

214 f i c h i e r C h a m p = [ ’ p r o c e s s o r ’ num2str ( i t e r _ s u b ) ’ / ’ num2str ( i t e r _ t ) ’ / ’

nomChampScal ] ;

215 e l s e

216 f i c h i e r C h a m p = [ num2str ( i t e r _ t ) ’ / ’ nomChampScal ] ;

217 end

218 f i d _ s c a l = fopen ( f i ch i e rChamp , ’ r ’ ) ;

219 i f s t rncmp ( fo rmatDonnees {1}{1} , ’ b i n a r y ’ , 6 ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% T r a i t e m e n t

donn é e des s c a l a i r e s f o r m a t b i n a i r e

220 t l i n e = f g e t s ( f i d _ s c a l ) ;

221 whi le i s c h a r ( t l i n e )

222 t l i n e = f g e t s ( f i d _ s c a l ) ;

223 i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ n ’ ) ; % Champ non u n i f o r m e

224 p o s i t i o n = f t e l l ( f i d _ s c a l ) ;

225 f s e e k ( f i d _ s c a l , p o s i t i o n + l e n g t h ( num2str ( s u b C e l l T o t ) ) +2 ,−1) ;

226 d o n n e e s B r u t e s = f read ( f i d _ s c a l , i n f , ’ d o u b l e ’ ) ;

227 champDonneesTemp = d o n n e e s B r u t e s ( 1 : s u b C e l l T o t , 1 ) ;

228 break

229 e l s e i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ u ’ ) ; % Champ u n i f o r m e

230 champDonneesTemp = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

231 break

232 end

233 end
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234 e l s e i f s t rncmp ( fo rmatDonnees {1}{1} , ’ a s c i i ’ , 5 ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% T r a i t e m e n t

donn é e des s c a l a i r e s f o r m a t a s c i i

235 whi le i s c h a r ( t l i n e )

236 t l i n e = f g e t s ( f i d _ s c a l ) ;

237 i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ n ’ ) ; % Champ non u n i f o r m e

238 d o n n e e s B r u t e s = t e x t s c a n ( f i d _ s c a l , ’%f ’ , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 2 2 ) ; d o n n e e s B r u t e s =

d o n n e e s B r u t e s { 1 } ;

239 champDonneesTemp = d o n n e e s B r u t e s ( 1 : s u b C e l l T o t ) ;

240 break

241 e l s e i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ u ’ ) ; % Champ u n i f o r m e

242 champDonneesTemp = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

243 break

244 end

245 end

246 end

247 f c l o s e ( f i d _ s c a l ) ;

248 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Formatage des donn é es

s c a l a i r e s

249 i t e r _ C e l l Y = 0 ; i t e r _ C e l l Z = 0 ;

250 d e b u t D e s t i n a t i o n = ( i t e r _ s u b X −1)∗ s u b C e l l ( 1 ) + 1 ; f i n D e s t i n a t i o n = d e b u t D e s t i n a t i o n

+ s u b C e l l ( 1 ) − 1 ;

251 n b S e c t i o n = s u b C e l l T o t / s u b C e l l ( 1 ) −1; % Une s e c t i o n c o r r e s p o n d a un ensemble de nx

v a l e u r s

252 f o r i t e r _ s e c t i o n = 0 : n b S e c t i o n

253 d e b u t O r i g i n e = 1 + i t e r _ s e c t i o n ∗ s u b C e l l ( 1 ) ; f i n O r i g i n e = d e b u t O r i g i n e +

s u b C e l l ( 1 ) − 1 ;

254 i t e r _ C e l l Y = i t e r _ C e l l Y + 1 ;

255 i f mod ( i t e r _ s e c t i o n , s u b C e l l ( 2 ) ) == 0 % On i n c r e m e n t e l a coordonnee Z e t

r e i n i t i a l i s e l a coordonnee en Y

256 i t e r _ C e l l Y = ( i t e r _ s u b Y −1)∗ s u b C e l l ( 2 ) + 1 ;

257 i t e r _ C e l l Z = i t e r _ C e l l Z + 1 ;

258 end

259 champScalDonnees ( i t e r _ C e l l Y , d e b u t D e s t i n a t i o n : f i n D e s t i n a t i o n , i t e r _ C e l l Z , i t e r _ s c a l )

= champDonneesTemp ( d e b u t O r i g i n e : f i n O r i g i n e ) ;

260 end

261 end

262 end

263 normChampDonnees ( : , : , : , i t e r _ s c a l ) = champScalDonnees ( : , : , : , i t e r _ s c a l ) ;

264 f p r i n t f ( ’ −−−−> max / min : %1.3 e /%1.3 e \ n ’ ,max ( max ( max ( champScalDonnees ( : , : , : , i t e r _ s c a l )

) ) ) , min ( min ( min ( champScalDonnees ( : , : , : , i t e r _ s c a l ) ) ) ) ) ;

265 end

266 champX = z e r o s ( c e l l ( 2 ) , c e l l ( 1 ) , c e l l ( 3 ) , nbChampVect ) ; champY = champX ; champZ = champX ;

267 f o r i t e r _ v e c t = 1 : nbChampVect %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Bouc le s u r l ’ ensemble

des champs de v e c t e u r s
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268 nomChampVect = l i s t e C h a m p V e c t ( i t e r _ v e c t ) ; nomChampVect = nomChampVect { 1 } ;

269 f p r i n t f ( ’ \ t A n a l y s e du f i c h i e r : %s \ n ’ , [ num2str ( i t e r _ t ) ’ / ’ nomChampVect ] ) ;

270 f o r i t e r _ s u b Y = 1 : subY %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Double b o u c l e s u r

l e s sous domaines

271 f o r i t e r _ s u b X = 1 : subX

272 i t e r _ s u b = ( i t e r _ s u b Y −1)∗subX + ( i t e r _ s u b X −1) ;

273 i f strcmp ( p a r a l l e l e _ f l a g , ’ on ’ )

274 f i c h i e r C h a m p = [ ’ p r o c e s s o r ’ num2str ( i t e r _ s u b ) ’ / ’ num2str ( i t e r _ t ) ’ / ’

nomChampVect ] ;

275 e l s e

276 f i c h i e r C h a m p = [ num2str ( i t e r _ t ) ’ / ’ nomChampVect ] ;

277 end

278 f i d _ v e c t o r = fopen ( f i ch i e rChamp , ’ r ’ ) ;

279 i f s t rncmp ( fo rmatDonnees {1}{1} , ’ b i n a r y ’ , 6 ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% T r a i t e m e n t

donn é e des v e c t e u r s f o r m a t b i n a i r e

280 t l i n e = f g e t s ( f i d _ v e c t o r ) ;

281 whi le i s c h a r ( t l i n e )

282 t l i n e = f g e t s ( f i d _ v e c t o r ) ;

283 i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ n ’ ) ; % Champ non u n i f o r m e

284 p o s i t i o n = f t e l l ( f i d _ v e c t o r ) ;

285 f s e e k ( f i d _ v e c t o r , p o s i t i o n + l e n g t h ( num2str ( s u b C e l l T o t ) ) +2 ,−1) ;

286 d o n n e e s B r u t e s = f read ( f i d _ v e c t o r , i n f , ’ d oub l e ’ ) ;

287 champDonneesTemp = d o n n e e s B r u t e s ( 1 : 3∗ s u b C e l l T o t , 1 ) ;

288 champDonnees = ( reshape ( champDonneesTemp , 3 , [ ] ) ) ’ ;

289 champ_temp_x = champDonnees ( : , 1 ) ;

290 champ_temp_y = champDonnees ( : , 2 ) ;

291 champ_temp_z = champDonnees ( : , 3 ) ;

292 break

293 e l s e i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ u ’ ) ; % Champ u n i f o r m e

294 champ_temp_x = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

295 champ_temp_y = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

296 champ_temp_z = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

297 break

298 end

299 end

300 e l s e i f s t rncmp ( fo rmatDonnees {1}{1} , ’ a s c i i ’ , 5 ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% T r a i t e m e n t

donn é e des v e c t e u r s f o r m a t a s c i i

301 t l i n e = f g e t s ( f i d _ v e c t o r ) ;

302 whi le i s c h a r ( t l i n e )

303 t l i n e = f g e t s ( f i d _ v e c t o r ) ;

304 i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ n ’ ) ; % Champ non u n i f o r m e

305 d o n n e e s B r u t e s = t e x t s c a n ( f i d _ v e c t o r , ’%∗c %f %f %f %∗c ’ , ’ h e a d e r L i n e s ’ , 2 ) ;

306 champ_temp_x = d o n n e e s B r u t e s { 1 } ( 1 : s u b C e l l T o t ) ;

307 champ_temp_y = d o n n e e s B r u t e s { 2 } ( 1 : s u b C e l l T o t ) ;
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308 champ_temp_z = d o n n e e s B r u t e s { 3 } ( 1 : s u b C e l l T o t ) ;

309 break

310 e l s e i f strcmp ( t l i n e ( 1 ) , ’ i ’ ) && strcmp ( t l i n e ( 1 7 ) , ’ u ’ ) ; % Champ u n i f o r m e

311 champ_temp_x = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

312 champ_temp_y = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

313 champ_temp_z = z e r o s ( s u b C e l l T o t , 1 ) ;

314 break

315 end

316 end

317 end

318 f c l o s e ( f i d _ v e c t o r ) ;

319 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Formatage des donn é es

v e c t o r i e l l e s

320 i t e r _ C e l l Y = 0 ; i t e r _ C e l l Z = 0 ;

321 d e b u t D e s t i n a t i o n = ( i t e r _ s u b X −1)∗ s u b C e l l ( 1 ) + 1 ; f i n D e s t i n a t i o n = d e b u t D e s t i n a t i o n

+ s u b C e l l ( 1 ) − 1 ;

322 n b S e c t i o n = s u b C e l l T o t / s u b C e l l ( 1 ) ; % Une s e c t i o n c o r r e s p o n d a un ensemble de nx

v a l e u r s ( pour un sous domaine )

323 f o r i t e r _ s e c t i o n = 0 : n b S e c t i o n −1

324 d e b u t O r i g i n e = 1 + i t e r _ s e c t i o n ∗ s u b C e l l ( 1 ) ; f i n O r i g i n e = d e b u t O r i g i n e +

s u b C e l l ( 1 ) − 1 ;

325 i t e r _ C e l l Y = i t e r _ C e l l Y + 1 ;

326 i f mod ( i t e r _ s e c t i o n , s u b C e l l ( 2 ) ) == 0 ; % On i n c r e m e n t e l a coordonnee Z e t

r e i n i t i a l i s e l a coordonnee en Y

327 i t e r _ C e l l Y = ( i t e r _ s u b Y −1)∗ s u b C e l l ( 2 ) + 1 ;

328 i t e r _ C e l l Z = i t e r _ C e l l Z + 1 ;

329 end

330 champX ( i t e r _ C e l l Y , d e b u t D e s t i n a t i o n : f i n D e s t i n a t i o n , i t e r _ C e l l Z , i t e r _ v e c t ) =

champ_temp_x ( d e b u t O r i g i n e : f i n O r i g i n e ) ;

331 champY ( i t e r _ C e l l Y , d e b u t D e s t i n a t i o n : f i n D e s t i n a t i o n , i t e r _ C e l l Z , i t e r _ v e c t ) =

champ_temp_y ( d e b u t O r i g i n e : f i n O r i g i n e ) ;

332 champZ ( i t e r _ C e l l Y , d e b u t D e s t i n a t i o n : f i n D e s t i n a t i o n , i t e r _ C e l l Z , i t e r _ v e c t ) =

champ_temp_z ( d e b u t O r i g i n e : f i n O r i g i n e ) ;

333 end

334 end

335 end

336 normChampDonnees ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) = s q r t ( champX ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) . ^ 2 +

champY ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) . ^ 2 + champZ ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) . ^ 2 ) ;

337 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−> max / min ( norme ) : %1.3 e /%1.3 e \ n ’ ,max ( max ( max (

normChampDonnees ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) , min ( min ( min (

normChampDonnees ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) ) ;

338 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−> max / min ( Composante x ) : %1.3 e /%1.3 e \ n ’ ,max ( max ( max (

champX ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) , min ( min ( min ( champX ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) ) ;
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339 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−> max / min ( Composante y ) : %1.3 e /%1.3 e \ n ’ ,max ( max ( max (

champY ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) , min ( min ( min ( champY ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) ) ;

340 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−> max / min ( Composante z ) : %1.3 e /%1.3 e \ n ’ ,max ( max ( max (

champZ ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) , min ( min ( min ( champZ ( : , : , : , i t e r _ v e c t ) ) ) ) ) ;

341 end

342 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

343 % Carac t é r i s a t i o n%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

344 i f strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ on ’ )

345 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

346 % L o c a l i s a t i o n des c e n t r e s e t c a l c u l de l a c i r c u l a t i o n / rayon pour l e s t o u r b i l l o n s %

347 i f ( i t e r _ t == sequenceTemp ( 1 ) && strcmp ( t r a c e C a r a c t _ f l a g , ’ on ’ ) )

348 mkdir ( [ simEmplVisu ’ / c a r a c t e r i s a t i o n ’ t y p e C a r ] ) ;

349 cd ( [ simEmplVisu ’ / c a r a c t e r i s a t i o n ’ t y p e C a r ] ) ;

350 e l s e i f strcmp ( t r a c e C a r a c t _ f l a g , ’ on ’ )

351 cd ( [ simEmplVisu ’ / c a r a c t e r i s a t i o n ’ t y p e C a r ] ) ;

352 end

353 f p r i n t f ( ’ \ t C a r a c t é r i s a t i o n à p a r t i r du champ de v o r t i c i t é \ n ’ ) ;

354 h . a = f i g u r e ( ’Name ’ , ’ P r o f i l de c i r c u l a t i o n ’ , ’ NumberT i t l e ’ , ’ o f f ’ , ’ V i s i b l e ’ , f i g _ f l a g ) ;

355 h . b = f i g u r e ( ’Name ’ , ’ P r o f i l de v i t e s s e ’ , ’ NumberTi t l e ’ , ’ o f f ’ , ’ V i s i b l e ’ , f i g _ f l a g ) ;

356 type . s t r u c = ’P ’ ; type . v a l = ’max ’ ; % T o u r b i l l o n p r i n c i p a l d r o i t e

357 [ d i s t a n c e . P . D, coord_P . D, ~ , ~ ] =

t rouveExtremum ( champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) , geo , dt , p o s _ p r e c . P . D, type ) ;

358 p o s _ p r e c . P .D.X = coord_P .D. c o l o n n e ∗ d e l t a . dx−d e l t a . dx / 2 + lxMin ; p o s _ p r e c . P .D.Y =

coord_P .D. l i g n e ∗ d e l t a . dy−d e l t a . dy / 2 ;

359 [ c i r c u l a t i o n _ P . D, a_P .D] = c a r a c t e r i s a t i o n ( h , nomSimVisu , champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) ,

i t e r _ t , de l a iTS , geo , aPARb_ini t , coord_P . D, type , f i g _ f l a g , t r a c e C a r a c t _ f l a g ) ;

360 type . v a l = ’ min ’ ; % T o u r b i l l o n p r i n c i p a l gauche

361 [ d i s t a n c e . P . G, coord_P . G, vMaxP , vMaxS ] =

trouveExtremum ( champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) , geo , dt , p o s _ p r e c . P . G, type ) ;

362 p o s _ p r e c . P .G.X = coord_P .G. c o l o n n e ∗ d e l t a . dx−d e l t a . dx / 2 + lxMin ; p o s _ p r e c . P .G.Y =

coord_P .G. l i g n e ∗ d e l t a . dy−d e l t a . dy / 2 ;

363 [ c i r c u l a t i o n _ P . G, a_P .G] = c a r a c t e r i s a t i o n ( h , nomSimVisu , champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) ,

i t e r _ t , de l a iTS , geo , aPARb_ini t , coord_P . G, type , f i g _ f l a g , t r a c e C a r a c t _ f l a g ) ;

364 posX_DP = X( coord_P .D. l i g n e , coord_P .D. c o l o n n e ) ; posY_DP =

Y( coord_P .D. l i g n e , coord_P .D. c o l o n n e ) ;

365 posX_GP = X( coord_P .G. l i g n e , coord_P .G. c o l o n n e ) ; posY_GP =

Y( coord_P .G. l i g n e , coord_P .G. c o l o n n e ) ;

366 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

367 f p r i n t f ( ’ \ t \ t T o u r b i l l o n p r i n c i p a l d r o i t e \ n ’ ) ;

368 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t P o s i t i o n du c e n t r e ( x / b , y / b ) : (%1.5 f , %1.5 f ) \ n ’ , posX_DP , posY_DP ) ;

369 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t D i s t a n c e p a r c o u r u e : %1.5 fb \ n ’ , d i s t a n c e . P .D) ;

370 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon ( r _ c / b ) : %1.5 f \ n ’ , a_P .D) ;

371 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t C i r c u l a t i o n (Gamma / Gamma_0 ) : %1.5 f \ n ’ , c i r c u l a t i o n _ P .D/ ( 2∗ pi ) ) ;
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372 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

373 f p r i n t f ( ’ \ t \ t T o u r b i l l o n p r i n c i p a l gauche \ n ’ ) ;

374 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t P o s i t i o n du c e n t r e ( x / b , y / b ) : (%1.5 f , %1.5 f ) \ n ’ , posX_GP , posY_GP ) ;

375 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t D i s t a n c e p a r c o u r u e : %1.5 fb \ n ’ , d i s t a n c e . P .G) ;

376 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon ( r _ c / b ) : %1.5 f \ n ’ , a_P .G) ;

377 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t C i r c u l a t i o n (Gamma / Gamma_0 ) : %1.5 f \ n ’ , c i r c u l a t i o n _ P .G/ ( 2∗ pi ) ) ;

378 % Tableaux pour t r a c e r l e s p r o p r i é t é s des t o u r b i l l o n s p r i n c i p a u x

379 nPasTempsI = f i n d ( sequenceTemp== i t e r _ t ) ;

380 aPARb_PG ( nPasTempsI ) = a_P .G;

381 aPARb_PD ( nPasTempsI ) = a_P .D;

382 i f i t e r _ t >= d e l a i T S {1}

383 d i s t a n c e . S .D = 0 ; d i s t a n c e . S .G = 0 ;

384 type . s t r u c = ’S ’ ; type . v a l = ’ min ’ ; % T o u r b i l l o n s e c o n d a i r e d r o i t e

385 [ d i s t a n c e . S . D, coord_S . D, ~ , ~ ] =

t rouveExtremum ( champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) , geo , dt , p o s _ p r e c . S . D, type ) ;

386 p o s _ p r e c . S .D.X = coord_S .D. c o l o n n e ∗ d e l t a . dx−d e l t a . dx / 2 + lxMin ; p o s _ p r e c . S .D.Y =

coord_S .D. l i g n e ∗ d e l t a . dy−d e l t a . dy / 2 ;

387 [ c i r c u l a t i o n _ S . D, a_S .D] = c a r a c t e r i s a t i o n ( h , nomSimVisu , champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) ,

i t e r _ t , de l a iTS , geo , aPARb_ini t , coord_S . D, type , f i g _ f l a g , t r a c e C a r a c t _ f l a g ) ;

388 type . v a l = ’max ’ ; % T o u r b i l l o n s e c o n d a i r e gauche

389 [ d i s t a n c e . S . G, coord_S . G, vMaxP , vMaxS ] =

trouveExtremum ( champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) , geo , dt , p o s _ p r e c . S . G, type ) ;

390 p o s _ p r e c . S .G.X = coord_S .G. c o l o n n e ∗ d e l t a . dx−d e l t a . dx / 2 + lxMin ; p o s _ p r e c . S .G.Y =

coord_S .G. l i g n e ∗ d e l t a . dy−d e l t a . dy / 2 ;

391 [ c i r c u l a t i o n _ S . G, a_S .G] = c a r a c t e r i s a t i o n ( h , nomSimVisu , champZ ( : , : , 1 , CV_vort_mode0 ) ,

i t e r _ t , de l a iTS , geo , aPARb_ini t , coord_S . G, type , f i g _ f l a g , t r a c e C a r a c t _ f l a g ) ;

392 posX_DS = X( coord_S .D. l i g n e , coord_S .D. c o l o n n e ) ; posY_DS =

Y( coord_S .D. l i g n e , coord_S .D. c o l o n n e ) ;

393 posX_GS = X( coord_S .G. l i g n e , coord_S .G. c o l o n n e ) ; posY_GS =

Y( coord_S .G. l i g n e , coord_S .G. c o l o n n e ) ;

394 d i s t _ G = ( ( posX_GP−posX_GS ) ^2 + ( posY_GP−posY_GS ) ^2 ) ^ 0 . 5 ;

395 d i s t _ D = ( ( posX_DP−posX_DS ) ^2 + ( posY_DP−posY_DS ) ^2 ) ^ 0 . 5 ;

396 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

397 f p r i n t f ( ’ \ t \ t T o u r b i l l o n s e c o n d a i r e d r o i t e \ n ’ ) ;

398 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t P o s i t i o n du c e n t r e ( x / b , y / b ) : (%1.5 f , %1.5 f ) \ n ’ , posX_DS , posY_DS ) ;

399 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t D i s t a n c e p a r c o u r u e : %1.5 fb \ n ’ , d i s t a n c e . S .D) ;

400 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon ( a / b ) : %1.5 f \ n ’ , a_S .D) ;

401 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon t o u r b . p r i n c i p a l e ( a / d ) : %1.5 f \ n ’ , a_P .D/ d i s t _ D ) ;

402 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon t o u r b . s e c o n d a i r e ( a / d ) : %1.5 f \ n ’ , a_S .D/ d i s t _ D ) ;

403 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t C i r c u l a t i o n (Gamma / Gamma_0 ) : %1.5 f \ n ’ , c i r c u l a t i o n _ S .D/ ( 2∗ pi ) ) ;

404 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;
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405 f p r i n t f ( ’ \ t \ t T o u r b i l l o n s e c o n d a i r e gauche \ n ’ ) ;

406 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t P o s i t i o n du c e n t r e ( x / b , y / b ) : (%1.5 f , %1.5 f ) \ n ’ , posX_GS , posY_GS ) ;

407 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t D i s t a n c e p a r c o u r u e : %1.5 fb \ n ’ , d i s t a n c e . S .G) ;

408 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon ( a / b ) : %1.5 f \ n ’ , a_S .G) ;

409 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon t o u r b . p r i n c i p a l e ( a / d ) : %1.5 f \ n ’ , a_P .G/ d i s t _ G ) ;

410 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tRayon t o u r b . s e c o n d a i r e ( a / d ) : %1.5 f \ n ’ , a_S .G/ d i s t _ G ) ;

411 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ t C i r c u l a t i o n (Gamma / Gamma_0 ) : %1.5 f \ n ’ , c i r c u l a t i o n _ S .G/ ( 2∗ pi ) ) ;

412 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

413 f p r i n t f ( ’ \ t \ t D r o i t e : \ n ’ ) ;

414 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tLambda : %1.5 f \ n ’ , c i r c u l a t i o n _ S .D/ c i r c u l a t i o n _ P .D) ;

415 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tNombre d ’ ’ onde ka_0 : %2.3 f pour l e mode

%1u \ n ’ , [ 2∗ nMode∗pi / l z ∗ aPARb_in i t { 1 } ; nMode ] ) ;

416 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tNombre d ’ ’ onde ka : %2.3 f pour l e mode %1u \ n ’ , [ 2∗ nMode∗pi / l z ∗a_S .D;

nMode ] ) ;

417 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tNombre d ’ ’ onde kd : %2.3 f pour l e mode %1u \ n ’ , [ 2∗ nMode∗pi / l z ∗ d i s t _ D ;

nMode ] ) ;

418 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tEspacemen t ( d / b ) c e n t r e à c e n t r e : %1.5 f \ n ’ , d i s t _ D ) ;

419 f p r i n t f ( ’ \ t \ t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

420 f p r i n t f ( ’ \ t \ tGauche : \ n ’ ) ;

421 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tLambda : %1.5 f \ n ’ , c i r c u l a t i o n _ S .G/ c i r c u l a t i o n _ P .G) ;

422 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tNombre d ’ ’ onde ka_0 : %2.3 f pour l e mode

%1u \ n ’ , [ 2∗ nMode∗pi / l z ∗ aPARb_in i t { 1 } ; nMode ] ) ;

423 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tNombre d ’ ’ onde ka : %2.3 f pour l e mode %1u \ n ’ , [ 2∗ nMode∗pi / l z ∗a_S .G;

nMode ] ) ;

424 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tNombre d ’ ’ onde kd : %2.3 f pour l e mode %1u \ n ’ , [ 2∗ nMode∗pi / l z ∗ d i s t _ G ;

nMode ] ) ;

425 f p r i n t f ( ’ \ t \ t \ tEspacemen t ( d / b ) c e n t r e à c e n t r e : %1.5 f \ n ’ , d i s t _ G ) ;

426 % Tableaux pour t r a c e r l e s p r o p r i é t é s des t o u r b i l l o n s s e c o n d a i r e s

427 aPARb_SG ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = a_S .G;

428 aPARb_SD ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = a_S .D;

429 lambda_G ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = c i r c u l a t i o n _ S .G/ c i r c u l a t i o n _ P .G;

430 lambda_D ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = c i r c u l a t i o n _ S .D/ c i r c u l a t i o n _ P .D;

431 dPARb_G ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = d i s t _ G ;

432 dPARb_D ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = d i s t _ D ;

433 aPARd_SG ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = a_S .G/ d i s t _ G ;

434 aPARd_SD ( nPasTempsI−nPasTempsSecDEebut +1) = a_S .D/ d i s t _ D ;

435 end

436 c l o s e a l l

437 e l s e i f ( strcmp ( c a r a c t O F _ f l a g , ’ on ’ ) && ( strcmp ( f i c h i e r _ p o s C e n t r e , ’ on ’ ) ) )

438 tempsTAB = p o s C e n t r e . d a t a ( : , 1 ) ;

439 [ t e m p s I ] = f i n d ( round (1 e6∗tempsTAB ) ==round (1 e6∗ i t e r _ t ) ) ;

440 posX_GP = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 2 ) ; posY_GP = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 3 ) ;
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441 posX_DP = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 4 ) ; posY_DP = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 5 ) ;

442 posX_GS = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 6 ) ; posY_GS = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 7 ) ;

443 posX_DS = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 8 ) ; posY_DS = p o s C e n t r e . d a t a ( tempsI , 9 ) ;

444 end

445 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

446 % Gé n é r a t i o n des v i s u a l i s a t i o n s %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

447 i f strcmp ( v i s u _ f l a g , ’ on ’ )

448 cd ( simEmplVisu ) ;

449 f p r i n t f ( ’ \ t−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

450 f p r i n t f ( ’ \ tG é n é r a t i o n des v i s u a l i s a t i o n s . . . \ n ’ ) ;

451 f o r i t e r = 1 : l e n g t h ( l i s t e V i s u ) %%%%% I t é r a t i o n s u r t o u t e s l e s v i s u a l i s a t i o n s d é s i r é e s

452 i t e r _ v u e = l i s t e V i s u { i t e r } ;

453 f p r i n t f ( [ ’ \ t \ tG é n é r a t i o n de l a vue : ’ i t e r _ v u e ’ . . . ’ ] ) ;

454 s e t ( gcf , ’ V i s i b l e ’ , f i g _ f l a g ) ;

455 i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ i s o _ i s o S u r f V o r t ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Gé n é r a t i o n de

l a vue i s o _ i s o S u r f

456 % 1 − Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a v o r t i c i t é c o l o r é es

s e l o n l a comp . Z de v o r t i c i t é

457 f o r i t e r _ i s o V a l = n b _ i s o V a l / 2 + 1 : n b _ i s o V a l % Cr é a t i o n des i s o s u r f a c e s

458 i s o _ s u r f _ p 1 = i s o s u r f a c e (X, Y, Z , normChampDonnees ( : , : , : , CV_vort ) ,

i s o V a l ( 1 , i t e r _ i s o V a l ) , champZ ( : , : , : , CV_vort ) ) ;

459 pa_p1 = patch ( i s o _ s u r f _ p 1 ) ; s e t ( pa_p1 , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ ,

’ EdgeColor ’ , ’ none ’ , ’ FaceAlpha ’ , o p a c i t e ( i t e r _ i s o V a l ) , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

460 end

461 i d e n t i f i a n t = [ ’ t1_magW_ ’ num2str ( i s o V a l ( 1 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 1 , end ) ) ’ _Wz_I_ ’ ] ;

462 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

463 l i g h t i n g phong ; l i g h t ( ’ P o s i t i o n ’ , [ 1 0 20 3 ] ) ;

464 camup ( camupVec ( 1 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 1 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 1 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {1} ) ; % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

465 t e x t ( tex tPOS ( 1 , 1 ) , tex tPOS ( 1 , 2 ) , tex tPOS ( 1 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

466 c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 1 , : ) ) ;

467 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {1}) ; end

468 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

469 e l s e i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ i s o _ i s o S u r f _ m o d e 0 ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Gé n é r a t i o n de l a vue i s o _ i s o S u r f

470 % 2 − Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a v o r t i c i t é ( mode 0)

c o l o r é es s e l o n l a comp . z de v o r t i c i t é ( mode 0)

471 f o r i t e r _ i s o V a l = n b _ i s o V a l / 2 + 1 : n b _ i s o V a l

472 i s o _ s u r f _ p 1 = i s o s u r f a c e (X, Y, Z , normChampDonnees ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ,

i s o V a l ( 2 , i t e r _ i s o V a l ) , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ) ;
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473 pa_p1 = patch ( i s o _ s u r f _ p 1 ) ; s e t ( pa_p1 , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ ,

’ EdgeColor ’ , ’ none ’ , ’ FaceAlpha ’ , o p a c i t e ( i t e r _ i s o V a l ) , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

474 end

475 i d e n t i f i a n t = [ ’ t2_magWn0_ ’ num2str ( i s o V a l ( 2 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 2 , end ) ) ’ _Wzn0_I_ ’ ] ;

476 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

477 l i g h t i n g phong ; l i g h t ( ’ P o s i t i o n ’ , [ 1 0 20 3 ] ) ;

478 camup ( camupVec ( 2 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 2 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 2 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {2} ) ; % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

479 t e x t ( tex tPOS ( 2 , 1 ) , tex tPOS ( 2 , 2 ) , tex tPOS ( 2 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

480 c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 2 , : ) ) ;

481 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {2}) ; end

482 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

483 e l s e i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ i s o _ i s o S u r f _ v o r t _ p e r t ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Gé n é r a t i o n de l a vue i s o _ i s o S u r f

484 % 3 − Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a v o r t i c i t é c o l o r é es

s e l o n l a mag . de l a p e r t . de v o r t i c i t é

485 f o r i t e r _ i s o V a l = n b _ i s o V a l / 2 + 1 : n b _ i s o V a l

486 i s o _ s u r f _ p 1 = i s o s u r f a c e (X, Y, Z , normChampDonnees ( : , : , : , CV_vort ) ,

i s o V a l ( 3 , i t e r _ i s o V a l ) , normChampDonnees ( : , : , : , C V _ v o r t _ p e r t ) ) ;

487 pa_p1 = patch ( i s o _ s u r f _ p 1 ) ; s e t ( pa_p1 , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ ,

’ EdgeColor ’ , ’ none ’ , ’ FaceAlpha ’ , o p a c i t e ( i t e r _ i s o V a l ) , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

488 end

489 i d e n t i f i a n t = [ ’ t3_magW_ ’ num2str ( i s o V a l ( 3 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 3 , end ) ) ’ _magWPert_I_ ’ ] ;

490 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

491 l i g h t i n g phong ; l i g h t ( ’ P o s i t i o n ’ , [ 1 0 20 3 ] ) ;

492 camup ( camupVec ( 3 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 3 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 3 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {3} ) ; % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

493 t e x t ( tex tPOS ( 3 , 1 ) , tex tPOS ( 3 , 2 ) , tex tPOS ( 3 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

494 % c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 3 , : ) ) ;

495 c a x i s ( gca , ’ a u t o ’ ) ;

496 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {3}) ; end

497 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

498 e l s e i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ i s o _ p e r t ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Gé n é r a t i o n de l a

vue i s o _ p e r t

499 % 4 − Vue isom é t r i q u e de l a p e r t . ( comp . z ) de v o r t . s e l o n 2 p l a n s avec i s o c o n t o u r s

de v o r t i c i t é du mode 0

500 l z _ n = round ( c e l l ( 3 ) ∗ l z _ c o u p e ) ∗ d e l t a . dz ;

501 x S l i c e = [ ] ; y S l i c e = [ ] ; z S l i c e = l z _ n ;
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502 hold on ; s l i c e _ p 1 = s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , C V _ v o r t _ p e r t ) , x S l i c e , y S l i c e , z S l i c e ) ; %

S é l e c t i o n n e r comp . z du second champ v e c t o r i e l

503 s e t ( s l i c e _ p 1 , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , ’ none ’ , ’ FaceAlpha ’ , 0 . 8 ) ;

504 c o n t o u r _ p 1 p o s = c o n t o u r s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ,

x S l i c e , y S l i c e , z S l i c e , i s o V a l ( 4 , n b_ i s o V a l / 2 + 1 : end ) ) ;

505 c o n t o u r _ p 1 n e g = c o n t o u r s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ,

x S l i c e , y S l i c e , z S l i c e , i s o V a l ( 4 , 1 : n b _ i s o V a l / 2 ) ) ;

506 s e t ( con tou r_p1pos , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , [ 0 0

0 ] , ’ FaceAlpha ’ , 1 , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’− ’ ) ;

507 s e t ( con tou r_p1neg , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , [ 0 0

0 ] , ’ FaceAlpha ’ , 1 , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’−. ’ ) ;

508 i d e n t i f i a n t = [ ’ t4_WzPer t_ ’ num2str ( i s o V a l ( 4 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 4 , end ) ) ’ _Wzn0_I_ ’ ] ;

509 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

510 l i g h t i n g phong ;

511 camup ( camupVec ( 4 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 4 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 4 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {4} ) ; % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

512 t e x t ( tex tPOS ( 4 , 1 ) , tex tPOS ( 4 , 2 ) , tex tPOS ( 4 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

513 c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 4 , : ) ) ;

514 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {4}) ; end

515 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

516 e l s e i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ f a c e _ p e r t ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Gé n é r a t i o n de l a

vue f a c e _ p e r t

517 % 5 − Vue de f a c e de l a p e r t . ( comp . z ) de v o r t . avec i s o c o n t o u r s de v o r t i c i t é du

mode 0

518 l z _ n = round ( c e l l ( 3 ) ∗ l z _ c o u p e ( 1 ) ) ∗ d e l t a . dz ;

519 x S l i c e = [ ] ; y S l i c e = [ ] ; z S l i c e = l z _ n ;

520 s l i c e _ p 1 = s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , C V _ v o r t _ p e r t ) , x S l i c e , y S l i c e , z S l i c e ) ; %

S é l e c t i o n n e r comp . z du second champ v e c t o r i e l

521 s e t ( s l i c e _ p 1 , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , ’ none ’ , ’ FaceAlpha ’ , 1 ) ;

522 c o n t o u r _ p 1 p o s = c o n t o u r s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ,

x S l i c e , y S l i c e , z S l i c e , i s o V a l ( 5 , n b_ i s o V a l / 2 + 1 : end ) ) ;

523 c o n t o u r _ p 1 n e g = c o n t o u r s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ,

x S l i c e , y S l i c e , z S l i c e , i s o V a l ( 5 , 1 : n b _ i s o V a l / 2 ) ) ;

524 s e t ( con tou r_p1pos , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , [ 0 0

0 ] , ’ FaceAlpha ’ , 1 , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’− ’ ) ;

525 s e t ( con tou r_p1neg , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , [ 0 0

0 ] , ’ FaceAlpha ’ , 1 , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’−. ’ ) ;

526 i d e n t i f i a n t = [ ’ t5_WzPer t_ ’ num2str ( i s o V a l ( 5 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 5 , end ) ) ’ _Wzn0_F_ ’ ] ;

527 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

528 l i g h t i n g phong ;
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529 camup ( camupVec ( 5 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 5 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 5 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {5} ) ; % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

530 t e x t ( tex tPOS ( 5 , 1 ) , tex tPOS ( 5 , 2 ) , tex tPOS ( 5 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

531 c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 5 , : ) ) ;

532 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {5}) ; end

533 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

534 e l s e i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ f a c e _ v o r t ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Gé n é r a t i o n de l a

vue f a c e _ v o r t

535 % 6 − Vue de f a c e de l a v o r t . ( comp . z ) de v o r t . avec i s o c o n t o u r s de v o r t i c i t é du

mode 0

536 x S l i c e = [ ] ; y S l i c e = [ ] ;

537 s l i c e _ p 1 = s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) , x S l i c e , y S l i c e , 1 ) ; % S é l e c t i o n n e r

comp . z du second champ v e c t o r i e l

538 s e t ( s l i c e _ p 1 , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , ’ none ’ , ’ FaceAlpha ’ , 1 ) ;

539 c o n t o u r _ p 1 p o s = c o n t o u r s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ,

x S l i c e , y S l i c e , 1 , i s o V a l ( 6 , n b_ i s o V a l / 2 + 1 : end ) ) ;

540 c o n t o u r _ p 1 n e g = c o n t o u r s l i c e (X, Y, Z , champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ,

x S l i c e , y S l i c e , 1 , i s o V a l ( 6 , 1 : n b _ i s o V a l / 2 ) ) ;

541 s e t ( con tou r_p1pos , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , [ 0 0

0 ] , ’ FaceAlpha ’ , 1 , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’− ’ ) ;

542 s e t ( con tou r_p1neg , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ , ’ EdgeColor ’ , [ 0 0

0 ] , ’ FaceAlpha ’ , 1 , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’−. ’ ) ;

543 i d e n t i f i a n t = [ ’ t6_Wz_ ’ num2str ( i s o V a l ( 6 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’ num2str ( i s o V a l ( 6 , end ) )

’ _Wzn0_F_ ’ ] ;

544 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

545 l i g h t i n g phong ;

546 camup ( camupVec ( 6 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 6 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 6 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {6} ) ; % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

547 t e x t ( tex tPOS ( 6 , 1 ) , tex tPOS ( 6 , 2 ) , tex tPOS ( 6 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

548 c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 6 , : ) ) ;

549 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {6}) ; end

550 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

551 i f strcmp ( p o s _ f l a g , ’ on ’ )

552 i d e n t i f i a n t = [ ’ t6_Wz_ ’ num2str ( i s o V a l ( 6 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 6 , end ) ) ’ _Wzn0_F_Pos ’ t y p e C a r ’ _ ’ ] ;

553 hold on ; p l o t 3 ( posX_GP , posY_GP , 1 , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 ) ;

p l o t 3 ( posX_DP , posY_DP , 1 , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 )

554 c e r c l e ( posX_GP , posY_GP , vMaxP∗ d t { 1 , 1 } ) ; c e r c l e ( posX_DP , posY_DP , vMaxP∗ d t { 1 , 1 } )

555 i f ( i t e r _ t >= d e l a i T S {1})
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556 p l o t 3 ( posX_GS , posY_GS , 1 , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 5 ) ;

p l o t 3 ( posX_DS , posY_DS , 1 , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 5 )

557 c e r c l e ( posX_GS , posY_GS , vMaxS∗ d t { 1 , 1 } ) ; c e r c l e ( posX_DS , posY_DS , vMaxS∗ d t { 1 , 1 } ) ;

558 end

559 s e t ( gca , ’ T i c k D i r ’ , ’ o u t ’ )

560 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

561 end

562 e l s e i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ iso_modeX ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Gé n é r a t i o n de l a

vue iso_modeX

563 % 7 − Vue isom é t r i q u e des i s o s u r f a c e s de l a magni tude de l a v o r t i c i t é du mode X

564 i s o _ s u r f _ p 1 = i s o s u r f a c e (X, Y, Z , normChampDonnees ( : , : , : , CV_modeX ) , 0 . 0 0 4 ,

champZ ( : , : , : , CV_modeX ) ) ;

565 pa_p1 = patch ( i s o _ s u r f _ p 1 ) ; s e t ( pa_p1 , ’ FaceCo lo r ’ , ’ i n t e r p ’ ,

’ EdgeColor ’ , ’ none ’ , ’ FaceAlpha ’ , 0 . 8 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

566 i d e n t i f i a n t = [ ’ t7_magWnX_ ’ num2str ( i s o V a l ( 7 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 7 , end ) ) ’_WznX_F_ ’ ] ;

567 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

568 l i g h t i n g phong ; l i g h t ( ’ P o s i t i o n ’ , [ 1 0 20 3 ] ) ;

569 camup ( camupVec ( 7 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 7 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 7 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {7} ) ; % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

570 t e x t ( tex tPOS ( 7 , 1 ) , tex tPOS ( 7 , 2 ) , tex tPOS ( 7 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

571 c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 7 , : ) ) ;

572 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {7}) ; end

573 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

574 e l s e i f strcmp ( i t e r _ v u e , ’ face_2D ’ ) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Gé n é r a t i o n de l a

vue de f a c e (2D)

575 % 8 − Vue de f a c e pour s i m u l a t i o n 2D

576 hold on

577 p c o l o r (X, Y, champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) ) ; shading i n t e r p

578 contour (X, Y, champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) , i s o V a l ( 8 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 : end ) , ’ EdgeColor ’ , [ 0

0 0 ] , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’− ’ ) ;

579 contour (X, Y, champZ ( : , : , : , CV_vort_mode0 ) , i s o V a l ( 8 , 1 : n b _ i s o V a l / 2 ) , ’ EdgeColor ’ , [ 0 0

0 ] , ’ LineWidth ’ , 1 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’−. ’ ) ;

580 i d e n t i f i a n t = [ ’ t6_Wz_ ’ num2str ( i s o V a l ( 8 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’ num2str ( i s o V a l ( 8 , end ) )

’ _Wzn0_F_ ’ ] ;

581 a x i s ( [ lxMin lxMax lyMin lyMax lzMin lzMax ] ) ;

582 l i g h t i n g phong ;

583 camup ( camupVec ( 8 , : ) ) ; c a m t a r g e t ( c a m t a r g e t V e c ( 8 , : ) ) ; campos ( camposVec ( 8 , : ) ) ;

camva ( camvaVal {8} ) % O r i e n t a t i o n de l a f i g u r e

584 t e x t ( tex tPOS ( 8 , 1 ) , tex tPOS ( 8 , 2 ) , tex tPOS ( 8 , 3 ) , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t )

] , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;
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585 c a x i s ( gca , c o l o r B a r V a l ( 8 , : ) ) ;

586 i f strcmp ( c o l o r B a r _ f l a g , ’ on ’ ) ; c o l o r b a r ( ’ l o c a t i o n ’ , c o l o r B a r P o s {6}) ; end

587 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

588 i f strcmp ( p o s _ f l a g , ’ on ’ )

589 i d e n t i f i a n t = [ ’ t8_Wz_ ’ num2str ( i s o V a l ( 8 , n b _ i s o V a l / 2 + 1 ) ) ’ _ ’

num2str ( i s o V a l ( 8 , end ) ) ’ _Wzn0_F_Pos ’ t y p e C a r ’ _ ’ ] ;

590 hold on ; p l o t ( posX_GP , posY_GP , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 ) ;

p l o t ( posX_DP , posY_DP , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 )

591 c e r c l e ( posX_GP , posY_GP , vMaxP∗ d t { 1 , 1 } ) ; c e r c l e ( posX_DP , posY_DP , vMaxP∗ d t { 1 , 1 } )

592 i f ( i t e r _ t >= d e l a i T S {1})

593 p l o t 3 ( posX_GS , posY_GS , 1 , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 5 ) ;

p l o t 3 ( posX_DS , posY_DS , 1 , ’+g ’ , ’ Marke rS ize ’ , 5 )

594 c e r c l e ( posX_GS , posY_GS , vMaxS∗ d t { 1 , 1 } ) ; c e r c l e ( posX_DS , posY_DS , vMaxS∗ d t { 1 , 1 } ) ;

595 end

596 s e t ( gca , ’ T i c k D i r ’ , ’ o u t ’ )

597 e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , sequenceTemp ( 1 ) ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam ) ;

598 end

599 end

600 c l o s e a l l

601 f p r i n t f ( ’ Complé t é e \ n ’ ) ;

602 end

603 end

604 end

605 end

606 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

607 % Gé n é r a t i o n des p r o f i l s t e m p o r e l s des c a r a c t é r i s t i q u e s %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

608 i f ( strcmp ( t r a c e C a r a c t _ f l a g , ’ on ’ ) && ( strcmp ( c a r a c t O F _ f l a g , ’ on ’ ) | |

strcmp ( c a r a c t M a t l a b _ f l a g , ’ on ’ ) ) )

609 i f ( e x i s t ( [ simEmplVisu ’ / c a r a c t e r i s a t i o n ’ t y p e C a r ] , ’ d i r ’ ) == 0)

610 mkdir ( [ simEmplVisu ’ / c a r a c t e r i s a t i o n ’ t y p e C a r ] ) ;

611 cd ( [ simEmplVisu ’ / c a r a c t e r i s a t i o n ’ t y p e C a r ] ) ;

612 e l s e

613 cd ( [ simEmplVisu ’ / c a r a c t e r i s a t i o n ’ t y p e C a r ] ) ;

614 end

615 i f strcmp ( f i c h i e r _ c a r a c T o u r b , ’ on ’ )

616 i n t e r P t s T r a c e = 1 00 ;

617 temps = c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 1 ) ;

618 aPARb_PG_brute = c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 6 ) ∗0 . 8 9 2 1 ; aPARb_PD_brute =

c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 7 ) ∗0 . 8 9 2 1 ; % C o n v e r s i o n de r c / b à a / b

619 aPARb_SG_brute = c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 8 ) ∗0 . 8 9 2 1 ; aPARb_SD_brute =

c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 9 ) ∗0 . 8 9 2 1 ;

620 lambda_G_bru te = c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 1 0 ) ; lambda_D_bru te = c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 1 1 ) ;
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621 dPARb_G_brute = c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 1 2 ) ; dPARb_D_brute = c a r a c T o u r b . d a t a ( : , 1 3 ) ;

622 nonZeros = f i n d ( aPARb_SG_brute ) ;

623 i f ( numel ( nonZeros ) ~= 0)

624 premierNonZero = nonZeros ( 1 ) ;

625 e l s e

626 premierNonZero = 1 ;

627 end

628 % R e t r a i t des z é r o s e t a l l è gement des t a b l e a u x pour l e s p r o p r i é t é s des t o u r b i l l o n s

s e c o n d a i r e s

629 temps_s = temps ( premierNonZero : i n t e r P t s T r a c e : end ) ;

630 aPARb_SG = aPARb_SG_brute ( premierNonZero : i n t e r P t s T r a c e : end ) ; aPARb_SD =

aPARb_SD_brute ( premierNonZero : i n t e r P t s T r a c e : end ) ;

631 lambda_G = lambda_G_bru te ( premierNonZero : i n t e r P t s T r a c e : end ) ; lambda_D =

lambda_D_bru te ( premierNonZero : i n t e r P t s T r a c e : end ) ;

632 dPARb_G = dPARb_G_brute ( premierNonZero : i n t e r P t s T r a c e : end ) ; dPARb_D =

dPARb_D_brute ( premierNonZero : i n t e r P t s T r a c e : end ) ;

633 aPARd_SG = aPARb_SG . / dPARb_G ; aPARd_SD = aPARb_SD . / dPARb_D ;

634 % A l l è gement des t a b l e a u x pour l e s p r o p r i é t é s des t o u r b i l l o n s p r i n c i p a u x

635 temps = temps ( 1 : i n t e r P t s T r a c e : end ) ;

636 aPARb_PG = aPARb_PG_brute ( 1 : i n t e r P t s T r a c e : end ) ; aPARb_PD =

aPARb_PD_brute ( 1 : i n t e r P t s T r a c e : end ) ;

637 end

638 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

639 f p r i n t f ( ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\n ’ ) ;

640 f p r i n t f ( ’Gé n é r a t i o n des p r o f i l s t e m p o r e l s des c a r a c t é r i s t i q u e s . . . ’ ) ;

641 s e t ( gcf , ’ V i s i b l e ’ , f i g _ f l a g ) ;

642 gr id on ; box on ; hold on

643 p l o t ( temps , aPARb_PG , ’ o ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 6 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

644 p l o t ( temps , aPARb_PD , ’+ ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

645 i f temps ( end ) > d e l a i T S {1}

646 p l o t ( temps_s , dPARb_G , ’ o ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 6 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

647 p l o t ( temps_s , dPARb_D , ’+ ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

648 p l o t ( temps_s , aPARd_SG , ’ o ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 6 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

649 p l o t ( temps_s , aPARd_SD , ’+ ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

650 p l o t ( temps_s , lambda_G , ’ o ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 6 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

651 p l o t ( temps_s , lambda_D , ’+ ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 1 0 , ’ LineWidth ’ , 1 ) ;

652 yl im ( [ 1 . 1 ∗ min ( [ lambda_G ( : ) ; lambda_G ( : ) ] ) 1 .1∗max ( [ aPARb_PG ( : ) ; dPARb_G ( : ) ;

aPARd_SG ( : ) ] ) ] ) ;

653 h1 = l egend ( ’ a_ {PG} / b_0 ’ , ’ a_ {PD} / b_0 ’ , ’d_G / b_0 ’ , ’d_D / b_0 ’ , ’ a_ {SG} / d ’ , ’ a_ {SD} / d ’ ,

’ \ Lambda_G ’ , ’ \ Lambda_D ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ e a s t o u t s i d e ’ ) ;

654 s e t ( h1 , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 ) ;

655 e l s e

656 yl im ( [ 0 1 .1∗max ( [ aPARb_PG ( : ) ; aPARb_PD ( : ) ] ) ] ) ;
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657 h2 = l egend ( ’ a_ {PG} / b_0 ’ , ’ a_ {PD} / b_0 ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ e a s t o u t s i d e ’ ) ;

658 s e t ( h2 , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 ) ;

659 end

660 xl im ( [ 0 sequenceTemp ( end ) ] ) ; y l im ([ −0 .5 1 . 0 ] ) ;

661 % s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ YTick ’ , −5 : 0 . 1 : 5 , ’ XTick ’ , 0 : 0 . 5 : 1 0 )

662 s e t ( gca , ’ YTickMode ’ , ’ a u t o ’ , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ ,

’ YTick ’ , −5 : 0 . 2 5 : 5 , ’ XTick ’ , 0 : 1 . 0 : 1 0 )

663 x l a b e l ( ’ \ t a u ^∗ ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ; s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) % Font des axes

664 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

665 t e x t ( 1 . 5 , 0 . 7 , 0 , ’ d / b ’ , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

666 t e x t ( 1 . 5 , 0 . 4 , 0 , ’ a_2 / d ’ , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

667 t e x t ( 0 . 2 5 , 0 . 0 5 , 0 , ’ a_1 / b ’ , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

668 t e x t ( 1 . 6 , −0 . 3 , 0 , ’ \ Lambda ’ , ’ U n i t s ’ , ’ d a t a ’ , ’ I n t e r p r e t e r ’ , ’ t e x ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

669 s e t ( gca , ’ T i c k D i r ’ , ’ o u t ’ )

670 p r i n t ( gcf , ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , ’ t r a c e C a r a c t e r i s t i q u e ’ ) ; c l o s e a l l ;

671 f p r i n t f ( ’ Complé t é e \ n ’ ) ;

672 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

673 f p r i n t f ( ’Gé n é r a t i o n des p r o f i l s t e m p o r e l s des nombres d ’ ’ onde . . . ’ ) ;

674 f o r nModeI = 1 : numel ( nMode )

675 s e t ( gcf , ’ V i s i b l e ’ , f i g _ f l a g ) ;

676 gr id on ; box on ; hold on ;

677 i f temps ( end ) > d e l a i T S {1}

678 ka = 2∗ pi∗nMode ( nModeI ) / l z ∗aPARb_SG ;

679 kd = 2∗ pi∗nMode ( nModeI ) / l z ∗dPARb_G ;

680 p l o t ( temps_s , ka , ’− ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 5 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

681 p l o t ( temps_s , kd , ’−− ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 5 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

682 yl im ( [ 0 1 .1∗max ( [ kd ( : ) ; ka ( : ) ] ) ] ) ;

683 t i t l e ( [ ’É v o l u t i o n t e m p o r e l l e de kd e t ka du mode ’ num2str ( nMode ( nModeI ) ) ] ) ;

684 l egend ( ’ ka ’ , ’ kd ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ S o u t h E a s t ’ )

685 e l s e

686 ka = 2∗ pi∗nMode ( nModeI ) / l z ∗aPARb_PG ;

687 p l o t ( temps , ka , ’− ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ Marke rS ize ’ , 5 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

688 yl im ( [ 0 1 .1∗max ( ka ) ] ) ;

689 t i t l e ( [ ’É v o l u t i o n t e m p o r e l l e de ka du mode ’ num2str ( nMode ( nModeI ) ) ] ) ;

690 l egend ( ’ ka ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ S o u t h E a s t ’ )

691 end

692 % s e t ( gca , ’ YTick ’ , 0 : 1 : 2 0 , ’ XTick ’ , 0 : 1 : 2 0 , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

693 s e t ( gca , ’ YTickMode ’ , ’ a u t o ’ , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

694 x l a b e l ( ’ \ t a u ^∗ ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 2 0 ) ; y l a b e l ( ’ Nombre d ’ ’ onde ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 2 0 ) ;

s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 2 0 ) % Font des axes

695 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

696 s e t ( gca , ’ T i c k D i r ’ , ’ o u t ’ )

697 p r i n t ( gcf , ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ ’ traceNbOndesMode ’ num2str ( nMode ( nModeI ) ) ] )

698 c l o s e a l l
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699 end

700 f p r i n t f ( ’ Complé t é e \ n ’ ) ;

701 end

702 f p r i n t f ( ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−\nFIN \ n ’ ) ;

703 cd ( l o c a t i o n )

704 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

705 % F o n c t i o n s e r v a n t à t r o u v e r l e c e n t r e du t o u r b i l l o n %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

706 f u n c t i o n [ d i s t a n c e , coord , vMaxP , vMaxS ] = trouveExtremum ( f i e l d , geo , dt , pos , type )

707 lxMin = geo { 1 , 1 } ( 1 ) ; lxMax = geo { 1 , 1 } ( 2 ) ;

708 lyMin = geo { 1 , 1 } ( 3 ) ; lyMax = geo { 1 , 1 } ( 4 ) ;

709 lzMin = geo { 1 , 1 } ( 5 ) ; lzMax = geo { 1 , 1 } ( 6 ) ;

710 c e l l ( 1 ) = geo { 1 , 1 } ( 7 ) ; c e l l ( 2 ) = geo { 1 , 1 } ( 8 ) ; c e l l ( 3 ) = geo { 1 , 1 } ( 9 ) ;

711 l x = lxMax−lxMin ; l y = lyMax−lyMin ; l z = lzMax−lzMin ;

712 d e l t a . dx = l x / c e l l ( 1 ) ; d e l t a . dy = l y / c e l l ( 2 ) ; d e l t a . dz = l z / c e l l ( 3 ) ;

713 d e c a l l a g e H = l x ;

714 d e c a l l a g e V = l y ;

715 e x t r V o r t = 0 . 0 ;

716 coord = s t r u c t ( ’ c o l o n n e ’ , 1 , ’ l i g n e ’ , 1 ) ;

717 d i s t a n c e = 0 . 0 ;

718

719 vMaxP = 2 . 2 ; vMaxS = 2 . 2 ;

720 i f strcmp ( type . s t r u c , ’P ’ )

721 rayonMax = vMaxP∗ d t { 1 , 1 } ;

722 e l s e i f strcmp ( type . s t r u c , ’S ’ )

723 rayonMax = vMaxS∗ d t { 1 , 1 } ;

724 end

725 i f strcmp ( type . va l , ’ min ’ )

726 f i e l d = − f i e l d ;

727 end

728 nyMin = max ( round ( abs ( max ( pos . Y−rayonMax , lyMin ) − lyMin ) / d e l t a . dy ) , 1 ) ; % La zone de b a l a y a g e

ne d o i t pas s o r t i r du domaine de l a s i m u l a t i o n

729 nyMax = min ( round ( abs ( min ( pos .Y+rayonMax , lyMax ) − lyMin ) / d e l t a . dy ) , c e l l ( 2 ) ) ;

730 nxMin = max ( round ( abs ( max ( pos . X−rayonMax , lxMin ) − lxMin ) / d e l t a . dx ) , 1 ) ;

731 nxMax = min ( round ( abs ( min ( pos .X+rayonMax , lxMax ) − lxMin ) / d e l t a . dx ) , c e l l ( 1 ) ) ;

732 f o r i t e r _ n y = nyMin : nyMax

733 f o r i t e r _ n x = nxMin : nxMax

734 i t e r P o s .X = i t e r _ n x ∗ d e l t a . dx−d e l t a . dx / 2 + lxMin ; i t e r P o s .Y = i t e r _ n y ∗ d e l t a . dy−d e l t a . dy / 2 ;

735 i f ( ( ( ( i t e r P o s . X−pos .X) ^2 + ( i t e r P o s . Y−pos .Y) ^2 ) ^0.5 < rayonMax ) &&

( f i e l d ( i t e r _ n y , i t e r _ n x ) > e x t r V o r t ) )

736 coord . c o l o n n e = i t e r _ n x ; coord . l i g n e = i t e r _ n y ;

737 e x t r V o r t = f i e l d ( i t e r _ n y , i t e r _ n x ) ;

738 d i s t a n c e = ( ( i t e r P o s . X−pos .X) ^2 + ( i t e r P o s . Y−pos .Y) ^2 ) ^ 0 . 5 ;

739 end
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740 end

741 end

742 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

743 % F o n c t i o n s e r v a n t à c a r a c t é r i s e r l e t o u r b i l l o n ( t r o u v e r rayon , c i r c u l a t i o n ) %%%%%%%%%%%%%

744 f u n c t i o n [ c i r c u l a t i o n E x t r e m , rayon ] = c a r a c t e r i s a t i o n ( h , sim_name , v o r t i c i t e ,

i t e r _ t , de l a iTS , geo , a _ i n i t , coord , type , f i g _ f l a g , t r a c e C a r a c t _ f l a g )

745 lxMin = geo { 1 , 1 } ( 1 ) ; lxMax = geo { 1 , 1 } ( 2 ) ;

746 lyMin = geo { 1 , 1 } ( 3 ) ; lyMax = geo { 1 , 1 } ( 4 ) ;

747 lzMin = geo { 1 , 1 } ( 5 ) ; lzMax = geo { 1 , 1 } ( 6 ) ;

748 c e l l ( 1 ) = geo { 1 , 1 } ( 7 ) ; c e l l ( 2 ) = geo { 1 , 1 } ( 8 ) ; c e l l ( 3 ) = geo { 1 , 1 } ( 9 ) ;

749 l x = lxMax−lxMin ; l y = lyMax−lyMin ; l z = lzMax−lzMin ;

750 d e l t a . dx = l x / c e l l ( 1 ) ; d e l t a . dy = l y / c e l l ( 2 ) ; d e l t a . dz = l z / c e l l ( 3 ) ;

751 rayonMax = 1 . 0 ;

752 t a b _ r a y o n = ( 0 : d e l t a . dx : rayonMax+ d e l t a . dx / 2 ) ; nbRayon = numel ( t a b _ r a y o n ) ;

753 c i r c u l a t i o n P r o f i l = z e r o s ( 1 , nbRayon ) ;

754 n b _ i t e r _ r a y o n = 0 ;

755 pos .X = coord . c o l o n n e ∗ d e l t a . dx−d e l t a . dx / 2 + lxMin ; pos .Y = coord . l i g n e ∗ d e l t a . dy−d e l t a . dy / 2 ;

756 nyMin = max ( round ( abs ( max ( pos . Y−rayonMax , lyMin ) − lyMin ) / d e l t a . dy ) , 1 ) ; % La zone de b a l a y a g e

ne d o i t pas s o r t i r du domaine de l a s i m u l a t i o n

757 nyMax = min ( round ( abs ( min ( pos .Y+rayonMax , lyMax ) − lyMin ) / d e l t a . dy ) , c e l l ( 2 ) ) ;

758 nxMin = max ( round ( abs ( max ( pos . X−rayonMax , lxMin ) − lxMin ) / d e l t a . dx ) , 1 ) ;

759 nxMax = min ( round ( abs ( min ( pos .X+rayonMax , lxMax ) − lxMin ) / d e l t a . dx ) , c e l l ( 1 ) ) ;

760 f o r i t e r _ r a y o n = t a b _ r a y o n

761 n b _ i t e r _ r a y o n = n b _ i t e r _ r a y o n + 1 ;

762 f o r i t e r _ n y = nyMin : nyMax

763 f o r i t e r _ n x = nxMin : nxMax

764 i t e r P o s .X = i t e r _ n x ∗ d e l t a . dx−d e l t a . dx / 2 + lxMin ; i t e r P o s .Y =

i t e r _ n y ∗ d e l t a . dy−d e l t a . dy / 2 ;

765 i f ( ( i t e r P o s . X−pos .X) ^2+( i t e r P o s . Y−pos .Y) ^2 ) ^ 0 . 5 < i t e r _ r a y o n

766 c i r c u l a t i o n P r o f i l ( n b _ i t e r _ r a y o n ) = c i r c u l a t i o n P r o f i l ( n b _ i t e r _ r a y o n ) +

v o r t i c i t e ( i t e r _ n y , i t e r _ n x ) ∗ d e l t a . dx∗ d e l t a . dy ;

767 end

768 end

769 end

770 end

771 c i r c u l a t i o n P r o f i l ( 1 ) =0;

772 p r o f i l V i t e s s e = c i r c u l a t i o n P r o f i l . / ( 2 ∗ pi ∗ ( t a b _ r a y o n +1e−6) ) ; % Par l a d é f i n i t i o n de l a

c i r c u l a t i o n

773 [ ~ , maxInd ice ] = max ( abs ( p r o f i l V i t e s s e ) ) ;

774 rayon = t a b _ r a y o n ( maxInd ice ) ∗0 . 8 9 2 1 ; % C o n v e r s i o n de r c / b à a / b ;

775 i f strcmp ( type . va l , ’max ’ )

776 c i r c u l a t i o n E x t r e m = max ( c i r c u l a t i o n P r o f i l ) ;

777 e l s e i f strcmp ( type . va l , ’ min ’ )

778 c i r c u l a t i o n E x t r e m = min ( c i r c u l a t i o n P r o f i l ) ;
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779 end

780 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

781 % Gé n é r a t i o n des p r o f i l de c i r c u l a t i o n %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

782 i f strcmp ( t r a c e C a r a c t _ f l a g , ’ on ’ )

783 f p r i n t f ( ’ \ t \ tG é n é r a t i o n du g r a p h i q u e du t o u r b i l l o n ’ ) ;

784 i f strcmp ( type . s t r u c , ’P ’ ) && strcmp ( type . va l , ’max ’ )

785 f p r i n t f ( ’ p r i n c i p a l d r o i t e . . . ’ ) ; ID = ’PD ’ ; l i g n e T y p e = { ’− ’ } ;

786 e l s e i f strcmp ( type . s t r u c , ’P ’ ) && strcmp ( type . va l , ’ min ’ )

787 f p r i n t f ( ’ p r i n c i p a l gauche . . . ’ ) ; ID = ’PG ’ ; l i g n e T y p e = { ’−− ’ } ;

788 e l s e i f strcmp ( type . s t r u c , ’S ’ ) && strcmp ( type . va l , ’ min ’ )

789 f p r i n t f ( ’ s e c o n d a i r e d r o i t e . . . ’ ) ; ID = ’SD ’ ; l i g n e T y p e = { ’−. ’ } ;

790 e l s e i f strcmp ( type . s t r u c , ’S ’ ) && strcmp ( type . va l , ’max ’ )

791 f p r i n t f ( ’ s e c o n d a i r e gauche . . . ’ ) ; ID = ’SG ’ ; l i g n e T y p e = { ’ : ’ } ;

792 end

793 f i g u r e ( h . a ) ;

794 p l o t ( t a b _ r a y o n , c i r c u l a t i o n P r o f i l / ( 2∗ pi ) , l i g n e T y p e {1} , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ;

gr id on ; s e t ( h . a , ’ V i s i b l e ’ , f i g _ f l a g )

795 x l a b e l ( ’ r / b ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ; y l a b e l ( ’ \ Gamma( r ) / \ Gamma_0 ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ;

796 a x i s t i g h t ; y l im ([ −1 .1 1 . 1 ] ) ; s e t ( gca , ’ XTick ’ , 0 : 0 . 2 5 : 1 ) ; s e t ( gca , ’ YTick ’ , −1 : 0 . 2 5 : 1 ) ;

797 s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ ) ;

798 s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) % Font des a xes

799 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

800 t e x t ( 0 . 0 5 , 1 . 0 5 , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t ) ] , ’ u n i t s ’ , ’ n o r m a l i z e d ’ , ’ f o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

801 i f ( i t e r _ t <= d e l a i T S {1}) && strcmp ( ID , ’PG ’ )

802 l 1 = l egend ( ’ Tourb . p . d . ’ , ’ Tourb . p . g . ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ e a s t o u t s i d e ’ ) ;

803 s e t ( l1 , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

804 l egend ( ’ boxon ’ ) ;

805 p r i n t ( ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ sim_name ’ _ c i r c u l a t i o n _ ’ num2str ( i t e r _ t ∗100) ] ) % E n r e g i s t r e m e n t

806 e l s e i f ( i t e r _ t >= d e l a i T S {1}) && strcmp ( ID , ’SG ’ )

807 l 2 = l egend ( ’ Tourb . p . d . ’ , ’ Tourb . p . g . ’ , ’ Tourb . s . d . ’ , ’ Tourb .

s . g . ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ e a s t o u t s i d e ’ ) ;

808 s e t ( l2 , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

809 l egend ( ’ boxon ’ ) ;

810 p r i n t ( ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ sim_name ’ _ c i r c u l a t i o n _ ’ num2str ( i t e r _ t ∗100) ] ) % E n r e g i s t r e m e n t

811 end

812 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

813 % Gé n é r a t i o n des p r o f i l s de v i t e s s e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

814 f i g u r e ( h . b ) ;

815 p l o t ( t a b _ r a y o n , p r o f i l V i t e s s e , l i g n e T y p e {1} , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; hold on ; gr id on ;

s e t ( h . b , ’ V i s i b l e ’ , f i g _ f l a g )

816 vMax = 0 . 6 / a _ i n i t { 1 } ;

817 t e x t ( 0 . 0 5 , 1 . 0 5 , [ ’ \ t a u ^∗ = ’ num2str ( i t e r _ t ) ] , ’ u n i t s ’ , ’ n o r m a l i z e d ’ , ’ f o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

818 x l a b e l ( ’ r / b ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ; y l a b e l ( ’ u_ { \ t h e t a } ( r ) /U^0 ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ;

819 s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ ) ;
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820 s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) % Font des axes

821 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

822 i f ( strcmp ( ID , ’PD ’ ) )

823 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

824 % A j o u t du p r o f i l t h é o r i q u e de Lamb−Oseen e t a l g é b r i q u e de bas o r d r e pour v é r i f i e r l a

825 % s i m i l i t u d e avec l e p r o f i l numé r i q u e .

826 % P r o f i l a l g é b r i q u e de bas o r d r e

827 r_cPARr_c = t a b _ r a y o n ( maxInd ice ) ; dxPARr_c = 0 . 0 1 ; rPARr_c = 0 : dxPARr_c : 1 ; GammaTot =

2∗ pi ;

828 sigma = 1 ;

829 aPARr_c = sigma∗ r_cPARr_c ;

830 Uaz_bas = GammaTot∗ rPARr_c . / ( 2 ∗ pi ∗ ( rPARr_c .^2+ aPARr_c ^2 ) ) ;

831 h10 = p l o t ( rPARr_c , Uaz_bas , ’ : ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

832 % P r o f i l g a u s s i e n

833 sigma = 0 . 8 9 2 1 ;

834 aPARr_c = sigma∗ r_cPARr_c ;

835 Uaz_gauss = GammaTot . / ( 2 ∗ pi∗ rPARr_c ) .∗ (1−exp (−( rPARr_c / aPARr_c ) . ^ 2 ) ) ;

836 h11 = p l o t ( rPARr_c , Uaz_gauss , ’−− ’ , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

837 l 3 = l egend ( ’ P r o f i l numé r i q u e ’ , ’ P r o f i l a l g . bas o r d r e ’ , ’ P r o f i l

g a u s s i e n ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ e a s t ’ ) ;

838 s e t ( l3 , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

839 l egend ( ’ boxon ’ ) ;

840 vMax = 0 . 8 / a _ i n i t { 1 } ;

841 a x i s t i g h t ; y l im ( [ 0 vMax ] ) ;

842 p r i n t ( ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ sim_name ’ _COMP_vitesse_ ’ num2str ( i t e r _ t ∗100) ] ) % E n r e g i s t r e m e n t

843 s e t ( h10 , ’ V i s i b l e ’ , ’ o f f ’ ) ; s e t ( h11 , ’ V i s i b l e ’ , ’ o f f ’ ) ;

844 s e t ( g e t ( g e t ( h10 , ’ A n n o t a t i o n ’ ) , ’ L e g e n d I n f o r m a t i o n ’ ) , ’ I c o n D i s p l a y S t y l e ’ , ’ o f f ’ ) ;

845 s e t ( g e t ( g e t ( h11 , ’ A n n o t a t i o n ’ ) , ’ L e g e n d I n f o r m a t i o n ’ ) , ’ I c o n D i s p l a y S t y l e ’ , ’ o f f ’ ) ;

846 end

847 a x i s t i g h t ; y l im ([−vMax vMax ] ) ; s e t ( gca , ’ XTick ’ , 0 : 0 . 2 5 : 1 ) ; s e t ( gca , ’ YTick ’ , −20 :2 :20 ) ;

848 i f ( i t e r _ t <= d e l a i T S {1}) && strcmp ( ID , ’PG ’ )

849 l 4 = l egend ( ’ Tourb . p . d . ’ , ’ Tourb . p . g . ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ e a s t o u t s i d e ’ ) ;

850 s e t ( l4 , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

851 l egend ( ’ boxon ’ ) ;

852 p r i n t ( ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ sim_name ’ _ v i t e s s e _ ’ num2str ( i t e r _ t ∗100) ] ) % E n r e g i s t r e m e n t

853 e l s e i f ( i t e r _ t >= d e l a i T S {1}) && strcmp ( ID , ’SG ’ )

854 l 5 = l egend ( ’ Tourb . p . d . ’ , ’ Tourb . p . g . ’ , ’ Tourb . s . d . ’ , ’ Tourb .

s . g . ’ , ’ l o c a t i o n ’ , ’ e a s t o u t s i d e ’ ) ;

855 s e t ( l5 , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

856 l egend ( ’ boxon ’ ) ;

857 p r i n t ( ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ sim_name ’ _ v i t e s s e _ ’ num2str ( i t e r _ t ∗100) ] ) % E n r e g i s t r e m e n t

858 end

859 f p r i n t f ( ’ Complé t é e \ n ’ ) ;

860 end
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861 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

862 % F o n c t i o n s e r v a n t à l a mise en page e t à l ’ e n r e g i s t r e m e n t des v i s u a l i s a t i o n s %%%%%%%%%%%

863 f u n c t i o n [ ] = e n r e g i s t r e m e n t ( c o l o r _ f l a g , p r i n t _ f l a g , i t e r _ t , t _ i n i t ,

i d e n t i f i a n t , e m p l F i c h i e r , nomFich ie r , nomFich ie rParam )

864 d a s p e c t ( [ 1 1 1 ] )

865 s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ ) ;

866 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

867 % Paramè t r e s communs des v i s u . %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

868 i f strcmp ( c o l o r _ f l a g , ’ on ’ ) % Visu en c o u l e u r

869 colormap ( j e t ( 2 5 6 ) )

870 i d _ v i s u = ’ j e t ’ ;

871 i f i t e r _ t == t _ i n i t

872 mkdir ( [ i d e n t i f i a n t i d _ v i s u ] )

873 c o p y f i l e ( [ e m p l F i c h i e r ’ / ’ n o m F i c h i e r ’ .m’ ] , [ i d e n t i f i a n t i d _ v i s u ] ) ;

874 c o p y f i l e ( [ e m p l F i c h i e r ’ / ’ nomFich ie rParam ’ .m’ ] , [ i d e n t i f i a n t i d _ v i s u ] ) ;

875 end

876 e l s e

877 colormap ( gray ( 2 5 6 ) ) % Vi su en n o i r e t b l a n c

878 i d _ v i s u = ’ g ra y ’ ;

879 i f i t e r _ t == t _ i n i t

880 mkdir ( [ i d e n t i f i a n t i d _ v i s u ] ) ;

881 c o p y f i l e ( [ e m p l F i c h i e r ’ / ’ n o m F i c h i e r ’ .m’ ] , [ i d e n t i f i a n t i d _ v i s u ] ) ;

882 c o p y f i l e ( [ e m p l F i c h i e r ’ / ’ nomFich ie rParam ’ .m’ ] , [ i d e n t i f i a n t i d _ v i s u ] ) ;

883 end

884 end

885 box on ; gr id o f f ; s e t ( gca , ’ F o n t S i z e ’ , 1 5 ) ;

886 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

887 % E n r e g i s t r e m e n t %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

888 cd ( [ i d e n t i f i a n t i d _ v i s u ] )

889 i f strcmp ( p r i n t _ f l a g , ’ on ’ )

890 p r i n t ( ’−d j p e g ’ , ’−r600 ’ , num2str ( i t e r _ t ∗100) )

891 end

892 cd . .

893 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

894 % F o n c t i o n pour t r a c e r un c e r c l e %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

895 f u n c t i o n [ ] = c e r c l e ( posX , posY , rayon )

896 t h e t a = 0 : pi / 5 0 : 2∗ pi ;

897 t r a c e X = rayon∗ cos ( t h e t a ) + posX ;

898 t r a c e Y = rayon∗ s i n ( t h e t a ) + posY ;

899 p l o t 3 ( t r aceX , t raceY , ones ( 1 , l e n g t h ( t h e t a ) ) , ’−g ’ ) ;



ANNEXE V

DÉTAILS ANALYTIQUE DE LA MISE EN ÉQUATIONS DE L’ANALYSE DE
STABILITÉ LINÉAIRE D’UNE PAIRE DE TOURBILLONS

CONTRAROTATIFS OGE

Cette annexe présente les étapes mathématiques détaillées devant être réalisé pour définir le

système d’équations à résoudre. Ces étapes consistent à linéariser et développer les équations

Biot-Savart. Puis, la dynamique de la paire de tourbillons contrarotatifs est adaptée pour le

cas d’une paire asymétrique (Λ 	= −1). Par la suite, le système d’équations est réécrit sous la

forme d’un problème à valeurs propres linéarisé et adimensionnel. Pour finir, la méthode de

résolution est discutée.

1. Mise en équations linéarisées

En partant de l’équation de Biot-Savart (5.4), le résultat suivant est obtenu en développant le

produit vectoriel

uq =
2

∑
p=1

Γp

∫
1

4π|Rpq|3
[(

Rpq,ydLp,z −Rpq,zdLp,y
)

ex

− (
Rpq,xdLp,z −Rpq,zdLp,x

)
ey +

(
Rpq,xdLp,y −Rpq,ydLp,x

)
ez
]
.

(A V-1)

La prochaine étape consiste à substituer les équations (5.5) et (5.7) dans (5.4). Il est possible de

linéariser le problème en supposant un faible déplacement du centre des tourbillons par rapport

à leur position d’équilibre i.e. |rq|/b 
 1 et en supposant que la variation de l’ondulation du

filament dans la direction axiale est faible i.e. |∂rq
∂xq

| 
 1. Par conséquent, les équations (5.5) et

(5.7) peuvent être réécrites par

Rpq =−(x′p − xq)ex +(sp − sq)ey +(r′p,y − rq,y)ey+(r′p,z − rq,z)ez (A V-2a)

=−(x′p − xq)ex +
[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]
ey+(r′p,z − rq,z)ez (A V-2b)
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et

dLq = dxqex +
∂ rq,y

∂xq
dxqey +

∂ rq,z

∂xq
dxqez. (A V-3)

1.1 Développement des termes de perturbation

L’étape consiste à évaluer chacun des termes du produit vectoriel de l’équation (A V-1). En

négligeant les termes de perturbation d’ordres supérieurs i.e O(r2) ce qui inclut également les

termes de O(r ∂ r
∂x). Pour simplifier, le premier terme est réécrit comme suit,

Rpq,ydLp,z

|Rpq|3 ex =

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

] ∂ r′p,z
∂x′p

dx′pex[
(x′p − xq)2 +

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
, (A V-4a)

= (I1 + I2)ex (A V-4b)

avec

I1 =
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
(A V-5)

I2 =
(r′p,y − rq,y)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
. (A V-6)

On remarque I2 ≈ 0, car les termes O(r ∂ r
∂x) sont négligés. Puis, le dénominateur de I1 est

développé

I1 ≈
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2 +2(sp − sq)(r′p,y − rq,y)+(r′p,y − rq,y)2 +(r′p,z − rq,z)2

]3/2
.

(A V-7)

En négligeant les perturbations d’ordres supérieures, i.e. O(r2), on obtient

I1 ≈
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2 +2(sp − sq)(r′p,y − rq,y)

]3/2
. (A V-8)
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La prochaine étape consiste à exprimer l’équation (A V-8) sous la forme binomiale (1+ ε)p

pour ε 
 1 tel que

(1+ ε)p ≈ 1+ pε (A V-9)

en posant ε =
2(sp−sq)(r′p,y−rq,y)

(x′p−xq)2+(sp−sq)2 qui est de O(r/b2) 
 1 et p = −3/2. Après manipulation

algébrique de l’équation (A V-8) on trouve

I1 ≈
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2

[
1+

2(sp − sq)(r′p,y − rq,y)

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]−3/2

. (A V-10)

Après simplification des termes de O(r2), l’approximation en série binomiale par l’équation

(A V-9) devient pour I1

I1 ≈
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2

[
1− 3

2

2(sp − sq)(r′p,y − rq,y)

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]
(A V-11a)

≈
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
−

3(sp − sq)
2(r′p,y − rq,y)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]5/2
(A V-11b)

≈
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
. (A V-11c)

Suite à la linéarisation de l’équation (A V-4) on obtient

Rpq,ydLp,z

|Rpq|3 ex ≈
(sp − sq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′pex[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
. (A V-12)

Le prochain terme analysé est négligeable dû à la présence du terme de O(r ∂ r
∂x) au numérateur,

ainsi

−Rpq,zdLp,y

|Rpq|3 ex =
−(r′p,z − rq,z)

∂ r′p,y
∂x′p

dx′pex[
(x′p − xq)2 +

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
(A V-13a)

≈ 0ex. (A V-13b)
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Les quatre prochains termes se simplifient de façon identique à la procédure présentée pour

obtenir l’équation (A V-12). Cela permet de trouver successivement :

−Rpq,xdLp,z

|Rpq|3 ey =
−(x′p − xq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′pey[
(x′p − xq)2 +

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
(A V-14a)

≈
−(x′p − xq)

∂ r′p,z
∂x′p

dx′pey[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
, (A V-14b)

Rpq,zdLp,x

|Rpq|3 ey =
(r′p,z − rq,z)dx′pey[

(x′p − xq)2 +
[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
(A V-15a)

≈ (r′p,z − rq,z)dx′pey[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
, (A V-15b)

Rpq,xdLp,y

|Rpq|3 ez =
(x′p − xq)

∂ r′p,y
∂x′p

dx′pez[
(x′p − xq)2 +

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
(A V-16a)

≈
(x′p − xq)

∂ r′p,y
∂x′p

dx′pez[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
(A V-16b)

et

−Rpq,ydLp,x

|Rpq|3 ez =
−[

(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)
]

dx′pez[
(x′p − xq)2 +

[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]2
+(r′p,z − rq,z)2

]3/2
(A V-17a)

≈ −[
(sp − sq)+(r′p,y − rq,y)

]
dx′pez[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]3/2

− 3(sp − sq)
2(r′p,y − rq,y)dx′pez[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]5/2

.

(A V-17b)
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Après substitution des termes développés aux équations (A V-4) à (A V-4) dans l’équation

(A V-1) de Biot-Savart approximée au premier ordre par rapport à la perturbation r, on trouve

uq =
2

∑
p=1

Γp

4π

⎡⎢⎢⎢⎢⎣−
∫ ∞

−∞

(sp − sq)dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
ez︸ ︷︷ ︸

I

+
∫ ∞

−∞

(sp − sq)
∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
ex︸ ︷︷ ︸

II

+
∫ ∞

−∞

(r′p,z − rq,z)− (x′p − xq)
∂ r′p,z
∂x′p[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]3/2

dx′pey︸ ︷︷ ︸
III

+
∫ ∞

−∞

⎡⎢⎣ 3(sp − sq)
2(r′p,y − rq,y)[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]5/2

−
(r′p,y − rq,y)− (x′p − xq)

∂ r′p,y
∂x′p[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]3/2

⎤⎥⎦dx′pez

︸ ︷︷ ︸
IV

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

(A V-18)

1.2 Interprétation des termes d’induction

Le terme I de l’équation (A V-18) représente l’auto-induction (pour q = p) et l’induction mu-

tuelle (pour q 	= p) d’un tourbillon sur l’autre filament non perturbé. Il s’agit donc uniquement

du champ de base uq,base. Pour simplifier l’écriture, la variable x remplacera le terme (x′p − xq)

et par définition du problème s1 − s2 = b. Par conséquent, la vitesse induite sur le tourbillon
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d’indice 1 par son voisin d’indice 2 (induction mutuelle du tourbillon 2 sur le tourbillon 1) est

u1,base =
2

∑
p=1

−Γp

4π

∫ ∞

−∞

(sp − sq)dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
ez (A V-19a)

=−Γ2

4π

∫ ∞

−∞

−bdx′2[
(x′2 − x1)2 +(s2 − s1)2

]3/2
ez (A V-19b)

=
Γ2

4π

∫ ∞

−∞

bdx

[x2 +b2]
3/2

ez (A V-19c)

=
Γ2

2πb
ez. (A V-19d)

Similairement, la vitesse induite sur le tourbillon d’indice 2 par son voisin d’indice 1 est

u2,base =
2

∑
p=1

−Γp

4π

∫ ∞

−∞

(sp − sq)dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
ez (A V-20a)

=−Γ1

4π

∫ ∞

−∞

bdx′1[
(x′1 − x2)2 +(s1 − s2)2

]3/2
ez (A V-20b)

=−Γ1

4π

∫ ∞

−∞

bdx

[x2 +b2]
3/2

ez (A V-20c)

=− Γ1

2πb
ez. (A V-20d)

Ce terme est donc, responsable de la vitesse de translation uniforme selon −ez pour Λ = −1.

Il est possible également de montrer que pour Λ 	= −1 une vitesse angulaire Ω est induite

au système telle que décrite par l’équation (5.8). En effet, en substituant les équations (5.10),
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(5.11a), (5.13) dans les équations (A V-19d) et (A V-20d) on obtient

u1,base =− Γ2

2πb
ez (A V-21a)

=
Γ2

2πb

bΓ1

(
1+ Γ2

Γ1

)
bΓ1

(
1+ Γ2

Γ1

)ez (A V-21b)

=
Γ1 (1+Λ)

2πb2

bΛ
(1+Λ)

ez (A V-21c)

=
(1+Λ)

Tref

bΛ
(1+Λ)

ez (A V-21d)

= Ωρ1ez (A V-21e)

avec ρ1 < 0 et Ω > 0. Similairement pour le tourbillon q = 2

u2,base =− Γ1

2πb
ez (A V-22a)

=− Γ1

2πb

b
(

1+ Γ2
Γ1

)
b
(

1+ Γ2
Γ1

)ez (A V-22b)

=−Γ1 (1+Λ)
2πb2

b
(1+Λ)

ez (A V-22c)

=−(1+Λ)
Tref

b
(1+Λ)

ez (A V-22d)

=−Ωρ2ez (A V-22e)

avec ρ2 > 0 et Ω > 0. Généralisé à la composante y et z, cet effet de rotation se traduit par

uq,base =(−1)qΩρq,zey − (−1)qΩρq,yez (A V-23a)

=Ω
[
(−1)qρq,zey − (−1)qρq,yez

]
. (A V-23b)

Le terme II de l’équation (A V-18) représente également l’induction mutuelle d’une vitesse

axiale (ou axiale) par la composante z de la perturbation rq. Les termes III et IV de cette équa-
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tion représentent les termes convectifs dominants dans le plan yz. Ces termes regroupent les

effets de l’auto-induction (p = q) et de l’induction mutuelle (p 	= q). Le cas où le dénominateur

devient nul est géré avec la méthode du cutoff décrite plus tard. Il est à noter que ce cas se

présente uniquement lors de l’auto-induction d’un tourbillon.

1.2.1 Effet de la translation du système tourbillonnaire pour Λ =−1

Pour les besoins de l’analyse de la dynamique d’une perturbation, un référentiel où la paire de

tourbillons n’a aucun mouvement de translation i.e. ubase = 0 est requis. Dans le cas d’une paire

contrarotative de circulations égales, mais de signe opposé, il a été montré précédemment que le

système entier s’auto-induit une vitesse de −Γ/2πbez. En conséquence, un observateur fixe par

rapport à la paire de tourbillons voit un écoulement au loin égale à Γ/2πbez. Ce changement de

repère n’altère aucunement la dynamique de l’écoulement étudié et le premier terme de droite

dans l’équation (A V-18) n’a aucun impact sur l’analyse de stabilité de la paire de tourbillons

avec Λ =−1.

1.2.2 Effet de la rotation du système tourbillonnaire pour Λ 	=−1

Le second cas considéré se produit lorsque la paire de tourbillons contrarotatifs est dotée d’un

ratio de circulations Λ 	= −1 et s’auto-induit une vitesse de rotation Ω. En raison de cette

vitesse de rotation, une vorticité autre que celle générée par la présence des tourbillons eux-

mêmes doit être considérée. Cette vorticité "de fond" est liée à la rotation Ω du repère accéléré

et donc, doit être considérée dans les effets de rotation. Pour le cas général où une rotation
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orbitale est possible, l’équation (A V-18) de Biot-Savart devient

uq =
2

∑
p=1

Γp

4π

⎡⎣Ω
[
(−1)qρq,zey − (−1)qρq,yez

]︸ ︷︷ ︸
I

+
∫ ∞

−∞

(sp − sq)
∂ r′p,z
∂x′p

dx′p[
(x′p − xq)2 +(sp − sq)2

]3/2
ex︸ ︷︷ ︸

II

+
∫ ∞

−∞

(r′p,z − rq,z)− (x′p − xq)
∂ r′p,z
∂x′p[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]3/2

dx′pey︸ ︷︷ ︸
III

+
∫ ∞

−∞

⎡⎢⎣ 3(sp − sq)
2(r′p,y − rq,y)[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]5/2

−
(r′p,y − rq,y)− (x′p − xq)

∂ r′p,y
∂x′p[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]3/2

⎤⎥⎦dx′pez

︸ ︷︷ ︸
IV

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

(A V-24)

La différence du terme I entre les équations (A V-18) et (A V-24) est essentiellement due à

l’éventualité où Λ 	= −1 et ainsi générer une rotation du système. Il est possible de montrer

qu’avec Λ = −1 il s’agit du cas particulier de l’équation (A V-24) où la position du centre de

rotation devient infiniment loin i.e. ρq → ∞. Ainsi, l’équation (A V-24) est plus générale et sera

donc considérée pour continuer l’analyse dynamique du système tourbillonnaire.

2. Dynamique du système tourbillonnaire

La dernière étape pour compléter la modélisation de la réponse modale de la paire de tour-

billons est d’exprimer l’équation (A V-25) linéarisée en fonction des vitesses v et w.

Drq

Dt
=

∂rq

∂ t
+uq

(
∂rq

∂xq

)
= uqex + vqey +wqez (A V-25)
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Comme la perturbation rq est contenue dans le plan yz la composante u (vitesse axiale) est

négligée comme décrit ci-dessus

Drq

Dt
=

∂rq

∂ t
+uq

(
∂rq

∂xq

)
(A V-26a)

= eyvq + ezwq. (A V-26b)

En raison de la linéarisation du système dans le plan yz, le terme II de l’équation (A V-24)

peut être négligé. Cette approximation est nécessaire pour garder le système bidimensionnel et

linéaire. En utilisant la description lagrangienne de la perturbation, le terme de rotation orbitale

peut se réécrire sans perte de généralité par

Ω
[
(−1)qρq,zey − (−1)qρq,yez

]⇒ Ω
[
rq,zey − rq,yez

]
. (A V-27)

En conséquence, en substituant les composantes de vitesses développées dans l’équation (A V-24)

dans l’équation (A V-26b), le résultat suivant est obtenu

Drq

Dt
=

2

∑
p=1

Γp

4π

⎡⎢⎣∫ ∞

−∞

(r′p,z − rq,z)− (x′p − xq)
∂ r′p,z
∂x′p[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]3/2

dx′pey

+
∫ ∞

−∞

3(sp − sq)
2(r′p,y − rq,y)[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]5/2

dx′pez

−
∫ ∞

−∞

(r′p,y − rq,y)− (x′p − xq)
∂ r′p,y
∂x′p[

(x′p − xq)2 +(sp − sq)2
]3/2

dx′pez

⎤⎥⎦
+Ω

[
rq,zey − rq,yez

]
.

(A V-28)

En somme, l’équation intégro-différentielle (A V-28) permet de modéliser les perturbations

de faible amplitude |rq|/b 
 1 au sein d’une paire de tourbillons généralisée c’est-à-dire
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−1 < Ω ≤ 1. Cette modélisation est valide tant que la perturbation soit caractérisée par

un faible taux de variation dans la direction axiale du tourbillon soit |∂rq
∂xq

| 
 1.

3. Problème de valeurs propres linéarisé

La linéarisation du système d’équations se fait en supposant une perturbation comme discuté

dans la section précédente. Cette perturbation rq n’a aucune structure azimutale due à la mo-

délisation filamentaire du tourbillon et peut donc être représentée sans perte de généralité par

une forme modale telle que

rq(xq, t) = r̂qei(kxq+mθ−ωt) + c.c. (A V-29a)

= r̂qeωIt+ikxq+imθ−iωRt + c.c. (A V-29b)

avec les nombres d’onde axial (k), azimutal (m) et où ω = ωR + iωI représente la fréquence

angulaire complexe. Le taux de croissance correspond à la partie imaginaire de la fréquence

angulaire α = ωI . Finalement, la formulation simplifiée de Crow (1970) sans dépendance à ωR

et sans nombre d’onde azimutal dû à la nature filamentaire du tourbillon est

rq(xq, t) = r̂qeαt+ikxq + c.c. (A V-30)

où α représente dorénavant le taux de croissance. Comme rq(xq, t) est un vecteur réel, le conju-

gué complexe (c.c.) de la perturbation dans l’espace spectrale doit être ajouté. Pour des raisons

de simplification, le c.c. est sous-entendu. La prochaine étape consiste à substituer l’équa-

tion (A V-30) dans (A V-28) sachant que

rq,y = r̂q,yeαt+ikxq , (A V-31)

∂ rq,y

∂ t
= α r̂q,yeαt+ikxq , (A V-32)
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et
∂ rq,y

∂xq
= ikr̂q,yeαt+ikxq . (A V-33)

Les dérivées de la perturbation selon z sont obtenues de la même façon. Les équations (A V-31)

à (A V-33) peuvent être substituées dans l’équation (A V-28). Ainsi, pour la composante y de

l’équation (A V-28) avec q = 1 on trouve

α r̂1,yeαt+ikx1 =
Γ1

4π

∫ ∞

−∞

(r̂′1,ze
αt+ikx′1 − r̂1,zeαt+ikx1)− (x′1 − x1)ikr̂′1,ze

αt+ikx′1[
(x′1 − x1)2 +0

]3/2
dx′1

+
Γ2

4π

∫ ∞

−∞

(r̂′2,ze
αt+ikx′2 − r̂1,zeαt+ikx1)− (x′2 − x1)ikr̂′2,ze

αt+ikx′2[
(x′2 − x1)2 +b2

]3/2
dx′2

+Ωr̂1,zeαt+ikx1 .

(A V-34)

Une fois simplifié en divisant par eαt+ikx1 puis en considérant la symétrie, les bornes des inté-

grales deviennent à
∫ ∞

0 . On obtient

α r̂1,y =
Γ1

2π

∫ ∞

ε

r̂′1,ze
ik(x′1−x1)− r̂1,zeik(x1−x1)− i(x′1 − x1)kr̂′1,ze

ik(x′1−x1)

(x′1 − x1)3
dx′1

+
Γ2

2π

∫ ∞

0

r̂′2,ze
ik(x′2−x1)− r̂1,zeik(x1−x1)− i(x′2 − x1)kr̂′2,ze

ik(x′2−x1)[
(x′2 − x1)2 +b2

]3/2
dx′2

+Ωr̂1,zeik(x1−x1).

(A V-35)

Pour simplifier l’écriture, la variable x remplacera le terme (x′p − xq). Par conséquent, les «′»

seront sous-entendus. Le paramètre ε est introduit pour éviter la singularité à x = 0. Cette

singularité est uniquement due au caractère singulier des filaments. On trouve

α r̂1,y =
Γ1

2π

∫ ∞

ε

r̂1,zeikx − r̂1,z − ikxr̂1,zeikx

x3
dx

+
Γ2

2π

∫ ∞

0

r̂2,zeikx − r̂1,z − ikxr̂2,zeikx

[x2 +b2]
3/2

dx

+Ωr̂1,z.

(A V-36)
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Une simplification supplémentaire se fait en utilisant l’identité d’Euler eiθ = cos(θ) + isin(θ)

et en reconnaissant que la partie imaginaire de l’équation d’Euler s’annule avec le complexe

conjugué conservé implicitement depuis la présentation de l’équation (A V-30). Puis, après

avoir regroupé les termes similaires selon l’orientation de leur perturbation, l’équation (A V-36)

devient

α r̂1,y =
Γ1

2π
r̂1,z

∫ ∞

ε

eikx −1− ikxeikx

x3
dx

+
Γ2

2π
r̂2,z

∫ ∞

0

eikx − ikxeikx

[x2 +b2]
3/2

dx

− Γ2

2π
r̂1,z

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+Ωr̂1,z

(A V-37)

α r̂1,y =
Γ1

2π
r̂1,z

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

+
Γ2

2π
r̂2,z

∫ ∞

0

cos(kx)+ kxsin(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

− Γ2

2π
r̂1,z

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+Ωr̂1,z.

(A V-38)

La seconde équation développée pour q = 2, toujours avec la composante y de l’équation

(A V-28), prend la forme suivante

α r̂2,yeαt+ikx2 =
Γ1

4π

∫ ∞

−∞

(r̂′1,ze
αt+ikx′1 − r̂2,zeαt+ikx2)− (x′1 − x2)ikr̂′1,ze

αt+ikx′1[
(x′1 − x2)2 +b2

]3/2
dx′1

+
Γ2

4π

∫ ∞

−∞

(r̂′2,ze
αt+ikx′2 − r̂2,zeαt+ikx2)− (x′2 − x2)ikr̂′2,ze

αt+ikx′2[
(x′2 − x2)2 +0

]3/2
dx′2

+Ωr̂2,zeαt+ikx2 .

(A V-39)
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En passant par les mêmes étapes algébriques détaillées pour q = 1 on retrouve successivement

α r̂2,y =
Γ1

2π

∫ ∞

0

(r̂′1,ze
ik(x′1−x2)− r̂2,zeik(x2−x2))− (x′1 − x2)ikr̂′1,ze

ik(x′1−x2)[
(x′1 − x2)2 +b2

]3/2
dx′1

+
Γ2

2π

∫ ∞

ε

(r̂′2,ze
ik(x′2−x2)− r̂2,zeik(x2−x2))− (x′2 − x2)ikr̂′2,ze

ik(x′2−x2)[
(x′2 − x2)2

]3/2
dx′2

+Ωr̂2,zeik(x2−x2)

(A V-40)

α r̂2,y =
Γ1

2π

∫ ∞

0

r̂1,zeikx − r̂2,z − ikxr̂1,zeikx

[x2 +b2]
3/2

dx

+
Γ2

2π

∫ ∞

ε

r̂2,zeikx − r̂2,z − ikxr̂2,zeikx

x3
dx

+Ωr̂2,z

(A V-41)

α r̂2,y =
Γ1

2π
r̂1,z

∫ ∞

0

eikx − ikxeikx

[x2 +b2]
3/2

dx

+
Γ2

2π
r̂2,z

∫ ∞

ε

eikx −1− ikxeikx

x3
dx

− Γ1

2π
r̂2,z

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+Ωr̂2,z

(A V-42)

puis finalement,

α r̂2,y =
Γ1

2π
r̂1,z

∫ ∞

0

cos(kx)+ kxsin(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

+
Γ2

2π
r̂2,z

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

− Γ1

2π
r̂2,z

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+Ωr̂2,z.

(A V-43)

La prochaine étape consiste à développer de manière similaire la composante z de l’équation

(A V-28). D’abord, l’équation est réécrite avec les indices appropriés et des perturbations tel
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que développé par les équations (A V-31) à (A V-33) y sont substituées tel que :

α r̂1,zeαt+ikx1 =
Γ1

4π

[∫ ∞

−∞

3 ·02(r̂′1,yeαt+ikx′1 − r̂1,yeαt+ikx1)[
(x′1 − x1)2 +0

]5/2
dx′1

−
∫ ∞

−∞

r̂′1,yeαt+ikx′1 − r̂1,yeαt+ikx1 − (x′1 − x1)ikr̂′1,yeαt+ikx′1[
(x′1 − x1)2 +0

]3/2
dx′1

]

+
Γ2

4π

[∫ ∞

−∞

3b2(r̂′2,yeαt+ikx′2 − r̂1,yeαt+ikx1)[
(x′2 − x1)2 +b2

]5/2
dx′2

−
∫ ∞

−∞

(r̂′2,yeαt+ikx′2 − r̂1,yeαt+ikx1)− (x′2 − x1)r̂′2,yikeαt+ikx′2[
(x′2 − x1)2 +b2

]3/2
dx′2

]

−Ωr̂1,yeαt+ikx1 .

(A V-44)

Comme précédemment, la prochaine étape consiste à ajuster les bornes des intégrales à
∫ ∞

0

pour tenir compte de la symétrie. Pour simplifier l’écriture, la variable x remplacera le terme

(x′p − xq) une fois le terme exponentiel simplifié en divisant par eαt+ikx1 . Par conséquent, les

«′» peuvent être sous-entendus et on obtient

α r̂1,z =− Γ1

2π

∫ ∞

ε

r̂1,yeikx − r̂1,y − ikxr̂1,yeikx)

x3
dx

+
Γ2

2π

[∫ ∞

0

3b2
(
r̂2,yeαt+ikx − r̂1,y

)
[x2 +b2]

5/2
dx

−
∫ ∞

0

(r̂2,yeikx − r̂1,y)− ikxr̂2,yeikx

[x2 +b2]
3/2

dx

]
−Ωr̂1,y.

(A V-45)
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Par la suite, l’identité d’Euler est utilisée pour remplacer les termes exponentiels, ces termes

ensuite sont regroupés ce qui donne

α r̂1,z =− Γ1

2π
r̂1,y

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

+
Γ2

2π
r̂2,y

∫ ∞

0

[
3b2 cos(kx)

[x2 +b2]
5/2

− cos(kx)+ kxsin(kx)

[x2 +b2]
3/2

]
dx

− Γ2

2π
r̂1,y

∫ ∞

0

[
3b2

[x2 +b2]
5/2

− 1

[x2 +b2]
3/2

]
dx

−Ωr̂1,y.

(A V-46)

Ce résultat peut être simplifié davantage, en intégrant par partie le second terme et en manipu-

lant algébriquement le troisième terme on trouve que

α r̂1,z =− Γ1

2π
r̂1,y

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

+
Γ2

2π
r̂2,y

∫ ∞

0

cos(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

− Γ2

2π
r̂1,y

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

−Ωr̂1,y.

(A V-47)
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Le dernier terme développé de l’équation (A V-28), soit r̂2,z, est obtenu de manière similaire.

Ainsi, on trouve successivement

α r̂2,zeαt+ikx2 =
Γ1

4π

[∫ ∞

−∞

3b2(r̂′1,yeαt+ikx′1 − r̂2,yeαt+ikx2)[
(x′1 − x2)2 +b2

]5/2
dx′1

−
∫ ∞

−∞

(r̂′1,yeαt+ikx′1 − r̂2,yeαt+ikx2)− (x′1 − x2)ikr̂′1,yeαt+ikx′1[
(x′1 − x2)2 +b2

]3/2
dx′1

]

+
Γ2

4π

[∫ ∞

−∞

3×02(r̂′2,yeαt+ikx′2 − r̂2,yeαt+ikx2)[
(x′2 − x2)2 +0

]5/2
dx′2

−
∫ ∞

−∞

(r̂′2,yeαt+ikx′2 − r̂2,yeαt+ikx2)− (x′2 − x2)ikr̂′2,yeαt+ikx′2[
(x′2 − x2)2 +0

]3/2
dx′2

]

−Ωr̂2,yeαt+ikx2

(A V-48)

α r̂2,z =
Γ1

2π

[∫ ∞

0

3b2(r̂1,yeikx − r̂2,y)

[x2 +b2]
5/2

dx

−
∫ ∞

0

r̂1,yeikx − r̂2,y − ikxr̂1,yeikx

[x2 +b2]
3/2

dx

]

− Γ2

2π

∫ ∞

ε

r̂2,yeikx − r̂2,y − ikxr̂2,yeikx

x3
dx

−Ωr̂2,y

(A V-49)

α r̂2,z =
Γ1

2π
r̂1,y

∫ ∞

0

3b2 cos(kx)

[x2 +b2]
5/2

− cos(kx)+ kxsin(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

+
Γ1

2π
r̂2,y

∫ ∞

0

[
−3b2

[x2 +b2]
5/2

+
1

[x2 +b2]
3/2

]
dx

− Γ2

2π
r̂2,y

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

−Ωr̂2,y

(A V-50)
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d’où finalement on obtient que

α r̂2,z =
Γ1

2π
r̂1,y

∫ ∞

0

cos(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

− Γ1

2π
r̂2,y

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

− Γ2

2π
r̂2,y

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

−Ωr̂2,y.

(A V-51)

Ainsi, le système à résoudre gouverne le comportement de la perturbation r̂q dans le plan yz de

chaque tourbillon. Par conséquent, les équations (A V-52) forment le système à valeurs propres

qui pourra être résolu numériquement. Par convention, ces équations sont réorganisées de façon

à avoir le terme de croissance de la perturbation (α) à gauche de l’égalité telle que
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α r̂1,y =− Γ2

2π
r̂1,z

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+
Γ2

2π
r̂2,z

∫ ∞

0

cos(kx)+ kxsin(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

+
Γ1

2π
r̂1,z

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

+ r̂1,zΩ,

(A V-52a)

α r̂1,z =− Γ2

2π
r̂1,y

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+
Γ2

2π
r̂2,y

∫ ∞

0

cos(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

− Γ1

2π
r̂1,y

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

− r̂1,yΩ,

(A V-52b)

α r̂2,y =− Γ1

2π
r̂2,z

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+
Γ1

2π
r̂1,z

∫ ∞

0

cos(kx)+ kxsin(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

+
Γ2

2π
r̂2,z

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

+ r̂2,zΩ

(A V-52c)

α r̂2,z =− Γ1

2π
r̂2,y

∫ ∞

0

dx

[x2 +b2]
3/2

+
Γ1

2π
r̂1,y

∫ ∞

0

cos(kx)

[x2 +b2]
3/2

dx

− Γ2

2π
r̂2,y

∫ ∞

ε

cos(kx)−1+ kxsin(kx)
x3

dx

− r̂2,yΩ.

(A V-52d)

Les quatre autres termes à droite de l’égalité représentent, dans l’ordre, le terme d’ordre zéro

de l’influence d’un tourbillon sur la perturbation du tourbillon voisin, d’induction mutuelle,

d’auto-induction et le terme de rotation orbitale. La section suivante portera sur la mise en

forme adimensionnelle du système d’équations.
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4. Mise en forme adimensionnelle

Les fonctions d’inductions mutuelles de 1er et 2e ordre et celle d’auto-induction sont introduites

dans ce chapitre. Dans un premier temps, la fonction d’induction mutuelle de 1er ordre est

représentée par

χ(β ) =
∫ ∞

0

cosβξ
(ξ 2 +1)3/2

dξ (A V-53)

avec β = kb et ξ = x/b où b est la longueur de référence. Dans un second temps, le fonction

d’induction mutuelle d’ordre deux s’écrit

ψ(β ) =
∫ ∞

0

cosβξ +βξ sinβξ
(ξ 2 +1)3/2

dξ . (A V-54)

Puis, la fonction d’auto-induction est définie par

ϖ(δ ) =
∫ ∞

δ

cosβξ +βξ sinβξ −1

(βξ )3
d(βξ ) (A V-55)

où δ = kε est la distance de coupure ou cutoff distance adimensionnelle. Pour simplifier leurs

évaluations numériques, les fonctions d’induction peuvent être exprimées selon les fonctions

de Bessel de secondes espèces (Crow (1970))

χ(β ) = βK1(β ) (A V-56)

et

ψ(β ) = β 2K0(β )+βK1(β ). (A V-57)

Similairement, la fonction d’auto-induction peut être exprimée par (Crow (1970))

ϖ(δ ) =
1

2

[
cos(δ )−1

δ 2
+

sin(δ )
δ

−Ci(δ )
]

(A V-58)

où Ci(δ ) = −∫ ∞
δ cos(θ)/θdθ est l’intégrale cosinus (Jahnke & Emde (1945)). La figure V-

1a permet de visualiser les fonctions d’auto-induction (ϖ) selon le cutoff (δ ) alors que la
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figure V-1b représente les première et seconde fonctions d’induction mutuelle exprimées selon

le nombre d’onde β .

(a) (b)

Figure-A V-1 Représentation de la fonction d’auto-induction ϖ = f (δ ) avec

δ = kε en a) et des fonctions d’induction mutuelles χ = f (β ) et ψ = f (β ) avec

β = kb en b).

La prochaine étape consiste à adimensionner le système d’équations (A V-52) avec les équa-

tions (5.10), (5.11), (A V-53) à (A V-55). Ainsi, le taux de croissance devient α∗ = αTref , ou

encore, α∗ = 2απb2/Γ1 et le système d’équations devient

α∗r̂1,y =−Λr̂1,z +Λψ r̂2,z +β 2ϖ r̂1,z +ΩTref r̂1,z, (A V-59a)

α∗r̂1,z =−Λr̂1,y +Λχ r̂2,y −β 2ϖ r̂1,y −ΩTref r̂1,y, (A V-59b)

α∗r̂2,y =−r̂2,z +ψ r̂1,z +Λβ 2ϖ r̂2,z +ΩTref r̂2,z, (A V-59c)

α∗r̂2,z =−r̂2,y +χ r̂1,y −Λβ 2ϖ r̂2,y −ΩTref r̂2,y. (A V-59d)

Le système d’équations (A V-59) peut être réécrit sous la forme d’un problème aux valeurs

propres

α∗r̂ = Ar̂ (A V-60)
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où r̂ = (r̂1,y, r̂1,z, r̂2,y, r̂2,z)
T et

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −Λ 0 0

−Λ 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

champ de déformation

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 Λψ

0 0 Λχ 0

0 ψ 0 0

χ 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

induction mutuelle

+β 2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 ϖ 0 0

−ϖ 0 0 0

0 0 0 Λϖ

0 0 −Λϖ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

auto-induction

+Tref Ω

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

rotation orbitale

.

(A V-61)

Avec la forme matricielle de l’équation (A V-61), il est désormais possible de regrouper les

différents termes adimensionnels. Dans l’ordre, les matrices : du champ de déformation, de

l’induction mutuelle, de l’auto-induction et de la rotation orbitale sont obtenus. Avant de pas-

ser à la résolution numérique du système d’équations, la distance du cutoff (δ = kε) doit être

évaluée. Ce paramètre intervient uniquement dans la fonction d’auto-induction (ϖ) et per-

met d’éviter la singularité à l’origine du filament. Cette singularité est évidemment purement

mathématique due à la représentation simplifiée d’un tourbillon de rayon a par un filament

de vorticité. Le choix de δ est déterminé à partir d’une calibration dynamique de la relation

d’auto-induction.



ANNEXE VI

APPROCHE ANALYTIQUE DE LA STABILITÉ LINÉAIRE D’UNE PAIRE DE
TOURBILLONS CONTRAROTATIFS OGE

Cette annexe présente les étapes détaillées de calcul devant être réalisé pour obtenir les taux

de croissance en fonction du nombre d’onde pour une paire de tourbillons contrarotatifs de

circulations inégales. Différents modèles d’auto-induction sont discutés.

1. L’auto-induction

Dans la démarche présentée jusqu’ici, un filament de vorticité est utilisé pour modéliser l’auto-

induction d’une perturbation au sein d’un tourbillon. Cette modélisation revient à considérer un

tourbillon de vorticité constante i.e. un tourbillon de type Rankine (Saffman (1992); Widnall

et al. (1974)). Peu importe la distribution de vorticité, la singularité dans les termes d’auto-

induction persiste. Pour pallier ce problème, l’utilisation de la méthode du cutoff est proposée

(Hama (1962)). Toutefois, cette méthode n’est valide que pour les ondes longues λ � b. Pour

contrer cette restriction, une méthode valide pour n’importe quels nombres d’onde est dévelop-

pée selon la distribution de vorticité du tourbillon. La distribution de vorticité peut être celle

d’un tourbillon de Rankine ou de Lamb-Oseen. Un tourbillon de Rankine peut être analysé

avec le modèle de Crow (1970) ou celui de Saffman (1992) où des relations de dispersion

sont obtenues avec leurs propres limitations. Similairement, une relation de dispersion propre

au tourbillon de Lamb-Oseen est présentée pour modéliser les effets d’auto-induction (Sipp

(1999); Fabre (2002)).

1.1 L’auto-induction par la méthode du cutoff

Plusieurs méthodes peuvent être utilisées pour modéliser les effets de l’auto-induction. Il est

possible d’utiliser la méthode du cutoff qui est préconisée pour modéliser les grandes longueurs

d’onde (Crow (1970)). La méthode du cutoff sert essentiellement à fournir une équivalence

dynamique entre un tourbillon réel de diamètre c et un tourbillon modélisé par un filament de
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vorticité infinitésimal i.e. c → 0. En effet, pour éviter la singularité à ϖ(0), la borne inférieure

de l’intégrale de l’auto-induction (équation (A V-55)) doit être évaluée à une distance ε du point

singulier ou encore δ = kε une fois adimensionné. Pour trouver cette équivalence dynamique,

le ratio ε/c doit être évalué (Hama (1962)). L’utilisation du cutoff revient à considérer un

tourbillon de Rankine (Jacquin et al. (2003); Widnall et al. (1971)). Pour ce faire, la méthode

du cutoff doit être appliquée à un ou plusieurs cas où une relation analytique de l’auto-induction

existe déjà.

1.1.1 Auto-induction d’une colonne de vorticité

Une relation exacte d’auto-induction est détaillée pour une colonne de vorticité (Thomson

(1880)). Cette relation représentée par

ω =
Γ

4π
k2

[
ln

1

kc
+1.0590

]
(A VI-1)

avec c le diamètre du tourbillon permet de mettre en évidence le lien entre le nombre d’onde

(k) et la vitesse angulaire (ω) d’une perturbation dans une colonne de vorticité. La fonction

d’auto-induction (ϖ) utilisée par Crow (1970) et la fonction d’auto-induction (ω) couramment

utilisée dans la littérature (Saffman (1992); Fabre (2002); Jacquin et al. (2003)) sont liées par

la relation suivante

ω =
β 2

Tref
ϖ =

Γ
2π

k2ϖ . (A VI-2)

En utilisant un filament de vorticité tel que présentée par Crow (1970), la relation d’auto-

induction devient alors

ω =
Γ

4π
k2

[
ln

1

kε
−0.0772

]
. (A VI-3)

En combinant les équations (A VI-1) et (A VI-3) il est possible d’évaluer le ratio ε/c et de

trouver la distance de coupure
ε
c
= e−1.1362 = 0.3210. (A VI-4)
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1.1.2 Application à un tourbillon de rayon a1 = a2 = a = c/2

Avec le résultat de ε/c = 0.3210 obtenu précédemment, il suffit de déterminer un diamètre c

de tourbillon pour en extraire le ratio ε/b(= δ/β ). Crow (1970) utilise le diamètre théorique

de Spreiter & Sacks (1951) soit c/b = 0.197. Ce résultat est obtenu considérant la feuille de

vorticité générée par une aile correspondant à une répartition elliptique de la portance. Par la

suite, ils appliquent la conservation d’énergie à la feuille de vorticité qui fusionnera de fa-

çon à générer deux tourbillons contrarotatifs. De plus, Crow (1970) suppose indirectement un

tourbillon de type Rankine par l’utilisation de la méthode des filaments. C’est à dire une dis-

tribution constante de vorticité à l’intérieur du tourbillon et une vorticité nulle à l’extérieure

de celui-ci. Un tourbillon réel aura plutôt une distribution gaussienne de vorticité. Comme les

effets de l’auto-induction sont sensibles à la distribution de vorticité au sein du tourbillon, il

devient essentiel d’introduire un rayon effectif ae de façon à pouvoir comparer différents tour-

billons n’ayant pas la même distribution de vorticité. Par convention, le tourbillon de Rankine

est choisi comme distribution de vorticité de référence. Ainsi, pour un rayon a d’un tourbillon

de Lamb-Oseen, il est possible d’y associer un rayon effectif ae ayant la même réponse dyna-

mique que le tourbillon de Rankine par la relation (Widnall et al. (1974))

ae = 1.36a. (A VI-5)

Par conséquent, l’équation (A VI-5) doit être utilisée uniquement lorsqu’un tourbillon de type

Lamb-Oseen est comparé à la théorie développée à partir du tourbillon de Rankine. Aucune

conversion de rayon n’est calculée par Crow pour déterminer le rayon de Rankine équivalent

utilisé par Spreiter & Sacks. Par conséquent, Crow suppose implicitement que a = ae. Le ta-

bleau VI-1 illustre les ratios δ/β pour les différents rayons considérés incluant celui utilisé par

Crow.
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Tableau-A VI-1 Ratios δ/β en fonction de différents rayons de tourbillons de Rankine

et Lamb-Oseen (L-O). Le cas 2 représente le tourbillon d’un diamètre de c/b = 0.197 de

Spreiter & Sacks (1951) utilisés par Crow (1970) pour son analyse de stabilité.

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 Cas 5 Cas 6

Rankine (ae/b) 0.0680 0.0985(= 0.197/2) 0.136 0.204 0.272 0.340

Lamb-Oseen (a/b) 0.0500 0.0724 0.100 0.150 0.200 0.250

Cutoff (δ/β ) 0.0437 0.0632 0.0874 0.131 0.175 0.218

Avec la distance du cutoff déterminée pour différents rayons, il ne reste plus qu’à résoudre le

système d’équations (A V-59) de façon à identifier les taux de croissance associés aux différents

ratios δ/β . Ainsi, les mêmes résultats que Crow (1970) sont retrouvé en posant Λ = −1 pour

une paire de tourbillons contrarotatifs de mêmes circulations. Cependant, pour différents ratios

de circulations tels que −1 < Λ < 0 une expression la fonction d’auto-induction qui n’est pas

limitée aux grandes longueurs d’onde (β 
 1) est requise. La prochaine section permettra de

déterminer les fréquences angulaires (ω) associées aux perturbations de faible longueur d’onde

(λ ≈ a).

1.2 L’auto-induction selon Saffman et Sipp

D’abord analysé par Thomson (1880) puis détaillé par Chandrasekhar (1970); Saffman (1992)

la stabilité d’un tourbillon ou de façon équivalente, une colonne de vorticité, a permis de déve-

lopper une relation de dispersion valide pour tous nombres d’onde contrairement celle de Crow

(1970). D’abord, une analyse de l’auto-induction d’un tourbillon non visqueux de vorticité uni-

forme (i.e. tourbillon de Rankine) est présentée (Saffman (1992)). Puis, une analyse avec un

tourbillon de Lamb-Oseen, plus réaliste à bas ReΓ, est développée par Sipp (1999) où la théorie

tient compte des effets visqueux propre à une distribution gaussienne de vorticité. Dans cette

analyse de stabilité, la perturbation tient compte d’une structure non seulement axiale (k), mais

également azimutale (m) du type

r(x, t) = r̂ei(kx+mθ−ωt) + c.c. (A VI-6)
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est considérée. Ce qui permet d’obtenir (Chandrasekhar (1970); Saffman (1992))

(−ω +mΦ)2

4Φ2 −g2

[
ζ aJ′|m|(ζ a)

J|m|(ζ a)
+

2Φm
g

]
=−a |k|

K′
|m|(|k|a)

K|m|(|k|a)
(A VI-7)

décrivant la fréquence angulaire en fonction des nombres d’onde axiale (k) et azimutale (m)

où Φ = Γ/(2πa2) est la vitesse de rotation en corps rigide du tourbillon, g =−ω +mΦ+ kW

avec W la vitesse axiale du tourbillon et ζ 2 = k2(4Φ2 − g2)/g2. Dans cette formulation la

fréquence angulaire est complexe i.e. ω = ωR + iωI . Les dérivées des fonctions de Bessel et

Bessel modifiées, J′m(ζ a) et K′
m(ka) respectivement, sont exprimées à l’aide des relations de

récursivités suivantes (Korenev (2002))

J′m(ζ a) =
m
ζ a

Jm(ζ a)− Jm+1(ζ a) (A VI-8)

et

K′
m(ka) =

m
ka

Km(ka)−Km+1(ka). (A VI-9)

Si le cas de l’onde de flexion (m = 1) sans vitesse axiale (W = 0) est considéré, l’équa-

tion (A VI-7) devient

1

ζ a
J′1(ζ a)
J1(ζ a)

=− K′
1(ka)

kaK1(ka)
− s

√
ζ 2 + k2

ka2ζ 2
(A VI-10)

où ζ 2 = k2 4Φ2−ω2

ω2 et s= 1 ou −1 dans le cas d’une onde rétrograde ou co grade respectivement.

Seules les ondes rétrogrades peuvent mener à une instabilité (Saffman (1992)). En isolant la

fréquence angulaire de la perturbation, on trouve

ωn =± 2Φ(ka)√
(ka)2 +(ζ a)2

n
. (A VI-11)

Pour calculer ω , les n racines (ζ a)n sont a déterminer. Due à la complexité mathématique

de l’équation (A VI-10), cette dernière se résout numériquement en superposant les membres

gauche et droit tels que montrés à la figure VI-1 pour obtenir les racines (ζ a)n. Ces dernières

permettent d’évaluer l’équation (A VI-11) afin d’évaluer la relation de dispersion propre à

chaque mode n instable. Dans le cas de l’onde de flexion, identifiable par m = 1 et n = 0, seule
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la branche s = 1 comporte une solution. Une solution analytique à l’équation (A VI-10) pour

m = 1 et n = 0 est proposée (Fabre (2002)) en utilisant la méthode des moindres carrés

ω±1,0 =
∓(ka)2Φ

2+C1 |ka|+C2(ka)2

[
ln

(
2+C3 |ka|

|ka|
)
+C4

]
(A VI-12)

où les constantes : C1 = 0.95508, C2 = 0.43848, C3 = 2.15048 et C4 = −0.32722 sont pro-

posées pour un tourbillon de type Rankine. Avec une démarche similaire adaptée pour un

tourbillon de type Lamb-Oseen, les constantes deviennent : C1 = 3.19407, C2 = 1.46081,

C3 = 8.13352 et C4 =−0.63518.

Figure-A VI-1 À partir de l’équation (A VI-10), croisement entre le membre

gauche (fonction périodique) et droite avec s = 1 (ondes rétrogrades) et s =−1

(ondes co grade) avec ka = 5. Le énième point d’intersection des membres

gaucher et droit représente la valeur (ζ a)n. Le premier point d’intersection est

noté n = 0. Les (ζ a)n permettent d’établir la relation entre ω et ka à partir de

l’équation (A VI-11).
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À présent, trois différents modèles permettent d’exprimer l’auto-induction d’un tourbillon. En

effet, deux modèles pour le tourbillon de type Rankine par la méthode du cutoff (Hama (1962))

et une méthode généralisée pour toutes longueurs d’onde (Saffman (1992)), puis un modèle

développé pour le tourbillon de type Lamb-Oseen (Fabre (2002); Sipp (1999)). La prochaine

section met en application les différents modèles introduits.

1.3 Comparaison des modèles d’auto-induction

La figure VI-2 permet de mettre en évidence les différents comportements et limitations des

modèles présentés précédemment. Il est possible de constater que la fonction d’auto-induction

utilisée par Crow permet uniquement de bien représenter la fréquence angulaire des ondes infé-

rieures à ka ≈ 0.5. D’où la contrainte que la théorie de Crow s’applique uniquement aux ondes

longues soit λ � b. De plus, peu importe la distribution de vorticité au sein du tourbillon,

tous tendent vers le même comportement lorsque les ondes longues sont considérées. Il est

observé également que la théorie présentée par Saffman permet de représenter les instabilités

elliptiques (n = 1, n = 2 et n = 3) qui deviennent stationnaires (ω = 0) pour un tourbillon de

vorticité constante (Rankine). Ces ondes stationnaires sont d’un intérêt particulier pour l’étude

des instabilités elliptiques dans une paire de tourbillons contrarotatifs, car ceux-ci interagissent

avec le champ de déformation générer par le tourbillon voisin et deviennent ainsi instables

(Widnall et al. (1971, 1974); Leweke & Williamson (1998)). Les nombres d’onde (ka) qui

coïncident avec ω/Φ = 0 représentent un intérêt particulier dans la mesure où ils caractérisent

les nombres d’onde de l’instabilité elliptique. Les nombres d’onde instables trouvés pour un

tourbillon de type Rankine sont identiques aux valeurs publiées par Saffman (1992); Widnall

et al. (1974); Fabre (2002) soit ka = 2.50, ka = 4.35 et ka = 6.17. Suivant la même méthodo-

logie, Sipp (1999) identifie les nombres d’onde de l’instabilité elliptique pour un tourbillon de

Lamb-Oseen à ka = 2.261, ka = 3.958 et ka = 5.612.
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Figure-A VI-2 Relations de dispersion pour les tourbillons de type Rankine et

Lamb-Oseen avec m = 1 en fonction du nombre d’onde ka. Il est noté que la

relation de dispersion de Crow est valide pour ka 
 1. Avec Φ = Γ/(2πa2).

En somme, une compréhension des différences et limitations de chaque modèle d’auto-induction

est nécessaire pour modéliser l’ensemble des mécanismes des instabilités. D’abord, la théorie

de Crow (1970) ne permet pas de prédire le comportement de l’onde de flexion lorsque celle-

ci se présente sous d’une onde courte. De plus, l’instabilité de type flexion (m = 1,n = 0)

et l’instabilité elliptique (m = 1,n = 1) ne disposent pas de la même relation de dispersion,

et par conséquent, les effets d’auto-induction ne sont pas identiques. Cette différence est due

à la structure radiale du champ de perturbation caractérisé par le paramètre n. Ainsi, chaque

mode n dispose de sa propre relation de dispersion. Par conséquent, seule l’onde de flexion

(m = 1,n = 0) avec ka < 1 peut être modélisée à partir de la théorie de Crow (1970). Donc,

la différence entre les mécanismes de l’instabilité de flexion (n = 0) et de l’instabilité ellip-

tique (n > 0) est attribuable uniquement à l’auto-induction d’une perturbation au sein d’un

tourbillon.
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2. Résolution

Le système d’équations (A V-59) doit être résolu pour connaître les valeurs de β qui sont

instables. Il y a instabilité du système tourbillonnaire lorsque le taux de croissance est réel et

positive comme montre l’équation (A V-30) :

rq(xq, t) = r̂qeαt+ikxq + c.c. (A VI-13)

Pour faciliter la résolution du système d’équations (A V-59), cette dernière est réécrite sous la

forme d’un système d’équations à valeurs propres α r̂ = Ar̂ ou encore

|A−α∗I|= 0 (A VI-14)

où la matrice A est représentée par⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 A1,2 0 A1,4

A2,1 0 A2,3 0

0 A3,2 0 A3,4

A4,1 0 A4,3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (A VI-15)
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et ces valeurs propres (α∗) et vecteurs propres (̂r) doivent être déterminées. Les valeurs des

coefficients de A sont déterminés par les équations

A1,2 =−Λ+β 2ω +(Λ+1), (A VI-16a)

A1,4 = Λψ, (A VI-16b)

A2,1 =−Λ−β 2ω − (Λ+1), (A VI-16c)

A2,3 = Λχ, (A VI-16d)

A3,2 = ψ, (A VI-16e)

A3,4 =−1+Λβ 2ω +(Λ+1), (A VI-16f)

A4,1 = χ, (A VI-16g)

A4,3 =−1−Λβ 2ω − (Λ+1). (A VI-16h)

Un code MATLAB est développé pour résoudre le système de valeurs propres. Ainsi, les équa-

tions (A VI-16) sont évaluées avec le terme d’auto-induction ωn représentant le mode n instable

désiré. Le mode de flexion est caractérisé par n = 0 alors que le premier mode elliptique est

caractérisé par n = 1. En fixant un rayon a/b une plage de valeurs de Λ et β il est possible

d’obtenir un diagramme de stabilité. Le diagramme de stabilité tel que publié par Crow (1970)

peut-être reproduit en fixant Λ =−1. De plus, en tenant compte de la dépendance à Λ, il est dé-

sormais possible de mettre en évidence le lien entre le nombre d’onde (kd) du mode de flexion

(m = 1 et n = 0), le ratio de circulations des tourbillons et le rayon du tourbillon secondaire

(a/b).



ANNEXE VII

ROUTINES DES CALCULS DE LA STABILITÉ LINÉAIRE D’UNE PAIRE DE
TOURBILLONS CONTRAROTATIFS OGE AVEC MATLAB

Cette annexe détaille les routines MATLAB (STABDiagTauxCrois.m, STABdispersionSaff-

man.m et STABSysValeursPropres.m) servant à extraire différents résultats de la stabilité li-

néaire d’une paire de tourbillons OGE tel que décrit dans l’annexe VI.

1. Résolution de la théorie de stabilité d’une paire de tourbillons OGE pour Λ =−1

Dans un premier temps, la routine STABDiagTauxCrois.m permet de générer le diagramme de

stabilité linéaire présenté à la figure 5.8 en résolvant le système d’équations (A V-59) pour le

cas spécifique Λ = −1 i.e. pour le cas étudié par Crow (1970) avec une relation de dispersion

valable uniquement pour les grandes longueurs d’onde.

Extrait VII.1 Analyse de la stabilité linéaire d’une paire symétrique de tourbillon

contrarotative uniquement. Code source STABDiagTauxCrois.m

1 % S t a b i l i t é d ’ une p a i r e de t o u r b i l l o n c o n t r a r o t a t i v e de c i r c u l a t i o n lambda = −1 un iquemen t

2 % Diagramme de s t a b i l i t é pour l ’ onde de l ong ue de Crow pour d i f f é r e n t r a t i o s a / b ( d e l t a / b e t a )

3 c l e a r ; c l o s e a l l

4 t i c

5 l o c a t i o n = pwd ;

6 % cd / home / ag74290 / Dropbox / M a i t r i s e −D o c t o r a t / Recherche / R e d a c t i o n / s t a b i l i t e / mat lab

7 % S i d i a g S t a b _ f l a g = 0 , j u s t e l e s t a u x de c r o i s s a n c e s o n t c a l c u l é s pour l e s r ay on s pr é d é f i n i s

8 % S i d i a g S t a b _ f l a g = 1 , diagrame de s t a b i l i t é pour lambda=−1

9 d i a g S t a b _ f l a g = 1 ;

10 type = ’ Rankine ’ ;

11 i f strcmp ( type , ’ Rankine ’ )

12 L2EFF = 0 . 7 3 5 ; % F a c t e u r de c o n v e r s i o n de Lamb−Oseen à t o u b i l l o n e f f e c t i f ( i . e . Rank ine )

13 e l s e i f strcmp ( type , ’Lamb−Oseen ’ )

14 L2EFF = 1 ; % Aucun f a c t e u r de c o n v e r s i o n de Lamb−Oseen à t o u b i l l o n e f f e c t i f ( i . e .

Lamb−Oseen )

15 e l s e i f strcmp ( type , ’ Crow ’ )

16 L2EFF = 0 . 7 3 5 ; % F a c t e u r de c o n v e r s i o n de Lamb−Oseen à t o u b i l l o n e f f e c t i f ( i . e . Rank ine )

17 end

18 i f d i a g S t a b _ f l a g == 0 % Dé f i n i t i o n des ra yo ns à c o n s i d é r e r pour l e c a l c u l des t a u x de

c r o i s s a n c e



234

19 % a = [ 0 . 0 9 8 5 0 . 0 5 0 . 1 0 0 . 1 5 0 . 2 0 0 . 2 5 0 . 3 0 0 . 3 5 0 . 4 0 0 . 4 5 ] ; % Rayon

g éomé t r i q u e

20 a = [ 0 . 0 9 8 5 ] ; % Rayon g éomé t r i q u e

21 a_eV = [ a ( 1 ) a ( 2 : end ) / L2EFF ] ; % Rayon e f f e c t i f

22 % a_eV = a ; % Rayon e f f e c t i f

23 del taPARbetaV = 2∗exp ( −1.1362)∗a_eV ;

24 % betaV = 0 . 6 : 0 . 0 0 1 : 1 . 2 ;

25 betaV = 0 . 0 : 0 . 0 1 : 2 0 ;

26 betaMax = z e r o s ( 1 , l e n g t h ( a_eV ) ) ;

27 [ a_e , beta ] = meshgrid ( a_eV , betaV ) ;

28 ka_e = beta .∗ a_e ; % On suppose i c i que b=1

29 [ de l t aPARbe ta , beta ] = meshgrid ( del taPARbetaV , betaV ) ;

30 d e l t a = d e l t a P A R b e t a .∗ beta ;

31 e l s e i f d i a g S t a b _ f l a g == 1 % Dé f i n i t i o n des ra yo ns à c o n s i d é r e r pour l e c a l c u l des t a u x de

c r o i s s a n c e

32 betaV = 1E−1 6 : 0 . 0 1 2 : 6 ;

33 i f strcmp ( type , ’ Crow ’ )

34 del taPARbetaV = 1E−1 6 : 0 . 0 0 2 : 1 ;

35 [ de l t aPARbe ta , beta ] = meshgrid ( del taPARbetaV , betaV ) ; % G r i l l e de c a l c u l u t i l i s é

36 d e l t a = d e l t a P A R b e t a .∗ beta ;

37 e l s e i f strcmp ( type , ’ Rankine ’ ) | | strcmp ( type , ’Lamb−Oseen ’ )

38 a_eV = 1E−1 6 : 0 . 0 0 0 2 : 1 ;

39 [ a_e , beta ] = meshgrid ( a_eV , betaV ) ; % G r i l l e de c a l c u l u t i l i s é

40 d e l t a P A R b e t a = a_e ; % A l i a s pour s i m p l i f i e r l ’ ex é c u t i o n du r e s t e du

code

41 ka_e = beta .∗ a_e ; % On suppose i c i que b=1

42 end

43 end

44 i f strcmp ( type , ’ Rankine ’ ) % Th é o r i e pour un t o u r b i l l o n de Rank ine s e l o n Fabre

45 omegaAdim = 1 . / a_e . ^ 2 .∗ ka_e . ^ 2 . / ( 2 + 0 . 9 5 5 0 8∗ ka_e +0.43848∗ ka_e . ^ 2 ) .∗
( l o g ( ( 2 + 2 . 1 5 0 4 8∗ ka_e ) . / ka_e ) −0.32722) ;

46 e l s e i f strcmp ( type , ’Lamb−Oseen ’ ) % Th é o r i e pour un t o u r b i l l o n de Lamb−Oseen s e l o n Fabre

47 omegaAdim = 1 . / a_e . ^ 2 .∗ ka_e . ^ 2 . / ( 2 + 3 . 1 9 4 0 7∗ ka_e +1.46081∗ ka_e . ^ 2 ) .∗
( l o g ( ( 2 + 8 . 1 3 3 5 2∗ ka_e ) . / ka_e ) −0.63518) ;

48 e l s e i f strcmp ( type , ’ Crow ’ ) % Th é o r i e de Crow

49 omegaAdim = beta . ^ 2 .∗ 0 . 5 .∗ ( ( cos ( d e l t a ) −1) . / d e l t a . ^ 2 + s i n ( d e l t a ) . / d e l t a −
c o s i n t ( d e l t a ) ) ;

50 end

51 c h i = beta .∗ b e s s e l k ( 1 , beta ) ;

52 p s i = beta . ^ 2 .∗ b e s s e l k ( 0 , beta ) + beta .∗ b e s s e l k ( 1 , beta ) ;

53 s t a b D i a g = r e a l ( ( (1− p s i +omegaAdim ) .∗ (1+ ch i−omegaAdim ) ) . ^ 0 . 5 ) ; % Taux de c r o i s s a n c e r é e l ;

mode sym é t r i q u e

54 % s t a b D i a g = r e a l ( ( (1+ p s i+omegaAdim ) .∗ (1− ch i−omegaAdim ) ) . ^ 0 . 5 ) ; % Taux de c r o i s s a n c e

r é e l ; mode a n t i sym é t r i q u e
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55 c l o s e a l l

56 i f d i a g S t a b _ f l a g == 0 % C a l c u l des c o u r b e s de c r o i s s a n c e ( a lpha vs b e t a )

57 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 1 ) , ’ −k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 ) ; ho ld on ; g r i d on

58 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 2 ) ,’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 ) % Courbe des t a u x de c r o i s s a n c e pour

d i f f é r e n t s r a y o n s

59 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 3 ) , ’ : k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

60 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 4 ) , ’ − . k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

61 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 5 ) , ’ −k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 3 )

62 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 6 ) ,’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 3 )

63 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 7 ) , ’ −k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 3 )

64 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 8 ) ,’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 3 )

65 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 9 ) , ’ −k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 5 )

66 % p l o t ( b e t a ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , 1 0 ) ,’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 5 )

67 f o r I =1 : l e n g t h ( de l taPARbetaV )

68 [ alphaMax , betaMaxI ] = max ( s t a b D i a g ( : , I ) ) ;

69 betaMax ( I ) = beta ( be taMaxI ) ;

70 p l o t ( beta ( : , 1 ) , s t a b D i a g ( : , I ) , ’ −k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ; gr id on

71 f p r i n t f ( ’ a l p h a ∗ max = %1.6 f ; b e t a = %1.6 f ( lambda = %1.6 fb ) e t ka_e = %1.4 f pour a / b

= %1.4 f ( a_e / b =

%1.4 f ) . \ n ’ , alphaMax , betaMax ( I ) ,2∗ pi / betaMax ( I ) , betaMax ( I ) ∗ a_e ( 1 , I ) , a ( I ) , a_e ( 1 , I ) )

72 pause

73 end

74 s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 )

75 x l a b e l ( ’ \ b e t a ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 ) ; x l im ( [ 0 2 0 ] )

76 y l a b e l ( ’ \ a l p h a ∗ ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 ) ; y l im ( [ 0 1 . 1 ] )

77 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

78 % l e g e n d ( [ ’ a / b =0.0985 ( Crow ) ; \ b e t a =’ num2s t r ( betaMax ( 1 ) ) ] , [ ’ a / b=’ num2s t r ( a ( 2 ) ) ’ ;

\ b e t a =’ num2s t r ( betaMax ( 2 ) ) ] , [ ’ a / b=’ num2s t r ( a ( 3 ) ) ’ ; \ b e t a =’

num2s t r ( betaMax ( 3 ) ) ] , [ ’ a / b=’ num2s t r ( a ( 4 ) ) ’ ; \ b e t a =’ num2s t r ( betaMax ( 4 ) ) ] , [ ’ a / b=’

num2s t r ( a ( 5 ) ) ’ ; \ b e t a =’ num2s t r ( betaMax ( 5 ) ) ] , [ ’ a / b=’ num2s t r ( a ( 6 ) ) ’ ; \ b e t a =’

num2s t r ( betaMax ( 6 ) ) ] , ’ Loca t i on ’ , ’ NorthWest ’ )

79 p r i n t ( gcf , ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ ’ t a u x C r o i s s a n c e ’ type ] )

80 e l s e i f ( d i a g S t a b _ f l a g == 1) % C a l c u l du diagramme de s t a b i l i t é

81 [C , h ] = contour ( de l t aPARbe ta , beta , s t ab Di ag , [ 0 0 . 5 0 . 8 0

1 ] , ’ ShowText ’ , ’ on ’ , ’ l i n e s t y l e ’ , ’− ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 , ’ l i n e c o l o r ’ , ’ k ’ ) ; hold on

82 contour ( de l t aPARbe ta , beta , omegaAdim , [ 0

0 . 0 0 0 0 1 ] , ’ ShowText ’ , ’ o f f ’ , ’ l i n e s t y l e ’ , ’− ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 4 , ’ l i n e c o l o r ’ , ’ k ’ ) ;

83 gr id on

84 s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 )

85 c l a b e l (C , h , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 )

86 i f strcmp ( type , ’ Crow ’ )

87 x l a b e l ( ’ \ d e l t a / \ b e t a ’ , ’ F o n t s i z e ’ , 1 7 ) ; x l im ( [ 0 1 ] )

88 e l s e

89 x l a b e l ( ’ a_e / b ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 ) ; x l im ( [ 0 1 ] )
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90 end

91 y l a b e l ( ’ \ b e t a ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 ) ; y l im ( [ 0 6 ] )

92 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

93 p r i n t ( gcf , ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ ’ d i a g r a m m e S t a b i l i t e ’ type ] )

94 end

95 cd ( l o c a t i o n )

96 t o c
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2. Résolution des relations de dispersion d’après la théorie de Saffman

Dans un second temps, pour améliorer les résultats générés dans la section précédente, il de-

vient essentiel d’adapter les relations de dispersion aux petites longueurs d’onde. Pour ce faire,

les relations de dispersion présentées par Saffman (1992) (voir figure 5.6) sont implémentées

dans la routine suivante.

Extrait VII.2 Affichage des relations de vitesse angulaire pour différents modes et

théories. Code source STABdispersionSaffman.m

1 c l c ; c l e a r ; c l o s e a l l

2 % A f f i c h e l e s r e l a t i o n s de v i t e s s e a n g u l a i r e pour d i f f é r e n t s modes e t t h é o r i e .

3 % A i n s i que l e s r a c i n e s ( z e t a ) s e l o n l a r e l a t i o n f o n d a m e n t a l e de Sa f fman pour un t o u r b i l l o n

de Rank ine .

4 g r a p h e R a c i n e s _ f l a g = 0 ; % S i =1 on montre l e s r a c i n e s avec g r a p h i q u e s . S i =0 on montre

un iquemen t omega s e l o n l e nombre d ’ onde ka .

5 t i c

6 l o c a t i o n = pwd ;

7 % cd / home / ag74290 / Dropbox / M a i t r i s e −D o c t o r a t / Recherche / R e d a c t i o n / s t a b i l i t e / mat lab

8 EULER = 0 . 5 7 7 2 1 5 6 6 4 9 ;

9 m = 1 ;

10 a = 0 . 1 9 7 / 2 ;

11 i n c r e m e n t = 0 . 0 0 5 ;

12 ze ta_a_V = i n c r e m e n t : i n c r e m e n t : 1 4 ; ze ta_aN = l e n g t h ( ze ta_a_V ) ;

13 zeta_V = zeta_a_V / a ;

14 i f g r a p h e R a c i n e s _ f l a g == 0

15 ka_V = 0 : i n c r e m e n t ∗2 : 1 0 ; Nka = l e n g t h ( ka_V ) ;

16 e l s e

17 ka_V = 5 ; Nka = l e n g t h ( ka_V ) ;

18 end

19 omegaPAROmega = z e r o s ( 4 , Nka ) ;

20 gamma = 2∗ pi ;

21 Omega = gamma / ( 2∗ pi∗a ^2 ) ;

22 f o r ka_ I = 1 : Nka

23 ka = ka_V ( k a_ I ) ;

24 k = ka / a ;

25 b e s s e l j P r i m e = m . / ze ta_a_V .∗ b e s s e l j (m, ze ta_a_V ) − b e s s e l j (m+1 , ze ta_a_V ) ;

26 b e s s e l k P r i m e = m . / ka .∗ b e s s e l k (m, ka ) − b e s s e l k (m+1 , ka ) ;

27 gauche = 1 . / ze ta_a_V .∗ b e s s e l j P r i m e . / b e s s e l j (m, ze ta_a_V ) ;

28 s = 1 ; d r o i t e P = −1. / ka .∗ b e s s e l k P r i m e . / b e s s e l k (m, ka ) − s∗m∗ ( ze ta_V . ^ 2 + k . ^ 2 ) . ^ 0 . 5

. / ( k∗a ^ 2 .∗ ze ta_V . ^ 2 ) ;
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29 s = −1; d r o i t e N = −1. / ka .∗ b e s s e l k P r i m e . / b e s s e l k (m, ka ) − s∗m∗ ( ze ta_V . ^ 2 + k . ^ 2 ) . ^ 0 . 5

. / ( k∗a ^ 2 .∗ ze ta_V . ^ 2 ) ;

30 i f g r a p h e R a c i n e s _ f l a g == 1 %Graphique des r a c i n e s ( z e t a ∗a )

31 c l o s e a l l

32 p l o t ( zeta_a_V , gauche , ’−k ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ; hold on ; gr id on

33 p l o t ( zeta_a_V , d r o i t e P , ’−−k ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ;

34 p l o t ( zeta_a_V , d r o i t e N , ’−−k ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ;

35 t e x t ( 1 . 3 5 , 0 . 9 , ’ s=−1 ’ ) ; t e x t ( 1 . 3 5 , −0 . 9 , ’ s =1 ’ )

36 x l a b e l ( ’ \ z e t a a ’ , ’ F o n t s i z e ’ , 2 0 ) ; x l im ( [ 0 1 4 ] ) ; s e t ( gca , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

37 yl im ([−2 2 ] ) ; s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

38 l egend ( ’Membre gauche ’ , ’Membre d r o i t e ’ )

39 t i t l e ( [ ’ Rac ine ( \ z e t a a ) de l a r e l a t i o n de d i s p e r s i o n s e l o n Saffman pour un

t o u r b i l l o n de Rankine pour ka = ’ num2str ( ka ) ] , ’ F o n t s i z e ’ , 1 0 )

40 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

41 p r i n t ( gcf , ’−r200 ’ , ’−d j p e g ’ , [ ’ d i s p e r s i o n R a c i n e S a f f m a n _ k a ’ num2str (10∗ ka ) ] )

42 end

43 % Recherche de l a r a c i n e 0

44 l i m i t e _ n 0 = 3 . 8 3 1 7 ;

45 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 0 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 0 ) ) ;

46 [ ~ , r a c i n e _ I ( 1 ) ] = min ( abs ( gauche ( 1 : l i m i t e _ I _ n 0 )−d r o i t e P ( 1 : l i m i t e _ I _ n 0 ) ) ) ;

47 % Recherche de l a r a c i n e 1

48 l i m i t e _ n 1 = 7 . 0 1 5 ;

49 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 1 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 1 ) ) ;

50 [ ~ , r a c i n e _ I ( 2 ) ] = min ( abs (

gauche ( l i m i t e _ I _ n 0 : l i m i t e _ I _ n 1 )−d r o i t e P ( l i m i t e _ I _ n 0 : l i m i t e _ I _ n 1 ) ) ) ;

51 % Recherche de l a r a c i n e 2

52 l i m i t e _ n 2 = 1 0 . 1 7 ;

53 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 2 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 2 ) ) ;

54 [ ~ , r a c i n e _ I ( 3 ) ] = min ( abs (

gauche ( l i m i t e _ I _ n 1 : l i m i t e _ I _ n 2 )−d r o i t e P ( l i m i t e _ I _ n 1 : l i m i t e _ I _ n 2 ) ) ) ;

55 % Recherche de l a r a c i n e 4

56 l i m i t e _ n 3 = 1 3 . 3 2 ;

57 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 3 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 3 ) ) ;

58 [ ~ , r a c i n e _ I ( 4 ) ] = min ( abs (

gauche ( l i m i t e _ I _ n 2 : l i m i t e _ I _ n 3 )−d r o i t e P ( l i m i t e _ I _ n 2 : l i m i t e _ I _ n 3 ) ) ) ;

59

60 r a c i n e = ze ta_a_V ( [ r a c i n e _ I ( 1 ) l i m i t e _ I _ n 0 + r a c i n e _ I ( 2 ) l i m i t e _ I _ n 1 + r a c i n e _ I ( 3 )

l i m i t e _ I _ n 2 + r a c i n e _ I ( 4 ) ] ) / a ;

61

62 omegaPAROmega ( 1 , ka_ I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 1 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 0

63 omegaPAROmega ( 2 , ka_ I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 2 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 1

64 omegaPAROmega ( 3 , ka_ I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 3 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 2

65 omegaPAROmega ( 4 , ka_ I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 4 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 3

66 end



239

67 i f g r a p h e R a c i n e s _ f l a g == 0 % Graphiques de l a f r é quence a n g u l a i r e ( omega ) s e l o n l e nombre

d ’ onde ( ka )

68 ka_V2 = 0 : 0 . 0 0 1 : 1 . 5 ;

69 ka_V3 = 0 : 0 . 0 0 1 : 1 0 ;

70 omegaFabreRankine = ka_V3 . ^ 2 . / ( 2 + 0 . 9 5 5 0 8 . ∗ ka_V3 + 0 . 4 3 8 4 8 .∗ ka_V3 . ^ 2 ) .∗
( l o g ( ( 2 + 2 . 1 5 0 4 8 .∗ ka_V3 ) . / ka_V3 ) −0.32722) ;

71 omegaFabreLambOseen = ka_V3 . ^ 2 . / ( 2 + 3 . 1 9 4 0 7 . ∗ ka_V3 + 1 . 4 6 0 8 1 .∗ ka_V3 . ^ 2 ) .∗
( l o g ( ( 2 + 8 . 1 3 3 5 2 .∗ ka_V3 ) . / ka_V3 ) −0.63518) ;

72 omegaSaffman = 0 .5∗ ka_V2 . ^ 2 .∗ ( l o g ( 2 . / ka_V2 )−EULER+ 0 . 2 5 ) ;

73 omegaKelvin = 0 . 5∗ ( ka_V2 / a ) . ^ 2 .∗ ( l o g ( 1 . / ( 2 ∗ ka_V2 ) ) + 1 . 0 5 9 0 ) / Omega ;

74 omegaCrow1 = 0 . 5∗ ( ka_V2 / a ) . ^ 2 .∗ ( l o g ( 1 . / ( ka_V2 / a ∗0 . 3 2 1 0∗0 . 1 9 7 ) ) − 0 . 0 7 7 2 ) / Omega ;

75

76 c l o s e a l l

77 hold on ;

78 % p l o t ( ka_V , omega ( 1 , : ) , ’ : k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 ) ;

79 p l o t ( ka_V3 , omegaFabreRankine , ’−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

80 p l o t ( ka_V3 , omegaFabreLambOseen , ’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

81 p l o t ( ka_V2 , omegaSaffman , ’−.k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

82 % p l o t ( ka_V2 , omegaCrow1 , ’ : k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 3 )

83 % p l o t ( ka_V2 , omegaKelvin , ’ − . k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 5 )

84 p l o t ( ka_V , omegaPAROmega ( 2 , : ) , ’ −k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

85 p l o t ( ka_V , omegaPAROmega ( 3 , : ) , ’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

86 p l o t ( ka_V , omegaPAROmega ( 4 , : ) , ’ −.k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ; gr id on ; box on

87 x l a b e l ( ’ ka ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 ) ; x l im ( [ 0 1 0 ] ) ;

s e t ( gca , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

88 y l a b e l ( ’ $ \ omega / \ Ph i$ ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ; y l im ([ −1 .2 1 . 2 ] ) ;

s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

89 l egend ( ’m=1 , n =0; Rankine ’ , ’m=1 , n =0; Lamb−Oseen ( Fabre ) ’ , ’m=1 , n =0; Rankine

( Crow ) ’ , ’m=1 , n =1; Rankine ’ , ’m=1 , n =2; Rankine ’ , ’m=1 , n =3;

Rankine ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ S o u t h E a s t ’ )

90 s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 1 3 ) % Font des axes

91 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

92 s e t ( gca , ’ y t i c k ’ , −5 : 0 . 2 : 5 )

93 p r i n t ( gcf , ’−r200 ’ , ’−d j p e g ’ , ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n ’ )

94 % É c r i t u r e des r é s u l t a t s

95 % f i c h i e r 0 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 0 ’ , ’w ’ ) ; omega ( 1 , 1 ) = 0;

96 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 0 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 1 , i t e r ) ) ; end

97 % f c l o s e ( f i c h i e r 0 ) ;

98 % f i c h i e r 1 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 1 ’ , ’w ’ ) ;

99 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 1 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 2 , i t e r ) ) ; end

100 % f c l o s e ( f i c h i e r 1 ) ;

101 % f i c h i e r 2 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 2 ’ , ’w ’ ) ;

102 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 2 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 3 , i t e r ) ) ; end

103 % f c l o s e ( f i c h i e r 2 ) ;
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104 % f i c h i e r 3 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 3 ’ , ’w ’ ) ;

105 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 3 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 4 , i t e r ) ) ; end

106 % f c l o s e ( f i c h i e r 3 ) ;

107 % f i c h i e r C r o w = f o p e n ( ’ d i sper s ionSa f fmanDonneesCrow ’ , ’w ’ ) ; omegaSaffman ( 1 ) = 0;

108 % f o r i t e r = 1: l e n g t h ( ka_V2 ) ,

f p r i n t f ( f i c h i e r C r o w , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V2 ( i t e r ) , omegaSaffman ( i t e r ) ) ; end

109 % f c l o s e ( f i c h i e r C r o w ) ;

110 end

111 cd ( l o c a t i o n )



241

3. Résolution de la théorie de stabilité d’une paire de tourbillons OGE pour Λ < 0

Dans un troisième temps, un amalgame des routines présentées précédemment est réalisé de

façon à résoudre le problème de stabilité linéaire d’une paire de tourbillons contrarotatifs OGE

pour Λ < 0 avec une relation de dispersion permettant de bien modéliser les ondes longues et

les ondes courtes au sein des tourbillons. Pour conséquent, il est possible d’afficher le nombre

d’onde (ka) en fonction du ratio de circulations Λ tel que présenté à la figure 5.11.

Extrait VII.3 Analyse de la stabilité linéaire d’une paire antisymétrique de tourbillon

contrarotative. Code source STABSysValeursPropres.m

1 f u n c t i o n STABSysValeursPropres

2 c l c ; c l e a r ;

3 c l o s e a l l

4 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

5 % A t t e n t i o n ! ! ! On d o i t u t i l i s e r l e f a c t e u r de c o n v e r s i o n a_e = a / 0 . 7 3 5 pour comparer avec l e

t o u r b i l l o n de Rank ine .

6 % On i g n o r e ce f a c t e u r de c o n v e r s i o n l o r s q u ’ on c o n s i d è re un t o u r b i l l o n de Lamb−Oseen .

7 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

8 l o c a t i o n = pwd ;

9 % cd / home / ag74290 / Dropbox / M a i t r i s e −D o c t o r a t / Recherche / R e d a c t i o n / s t a b i l i t e / mat lab

10 t i c

11 c o n f i g = ’ IGE ’ ;

12 type = ’Lamb−Oseen ’ ;

13 % a_0PARbV = [ 0 . 0 5 0 . 1 0 0 . 1 5 0 . 2 0 0 . 2 5 ] ; % Rayon p r i n c i p a l a / b à t =0

14 % aPARdV = [ 0 . 3 5 6 0 .347 0 .373 0 .376 0 . 3 7 9 ] ; % Rayon du t o u r b i l l o n i n s t a b l e a / d

15 a_0PARb_Vect = [ 0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . 0 ] ; % Rayon p r i n c i p a l a / b à t =0

16 aPARd_Vect = [ 0 . 4 3 9 0 . 4 3 9 ] ; % Rayon du t o u r b i l l o n i n s t a b l e a / d

17 l i g n e T y p e = { ’− ’ ’−− ’ ’−. ’ ’ : ’ ’− ’ } ;

18 % markerType = { ’+ ’ ’o ’ ’∗ ’ ’ . ’ ’ x ’ } ;

19 % l i n e W i d t h = [1 2 2 2 2 ] ;

20 Nrayon = numel ( aPARd_Vect ) ;

21 i n c r e m e n t = 0 . 0 1 ; % I n c r é ment pour beta_V e t ze ta_a_V

22 beta_V = 0 . 1 : i n c r e m e n t : 2 5 ; Nbeta = l e n g t h ( beta_V ) ; % A t t e n t i o n i c i b e t a = kb ! ( v o i r Crow 1970)

23 % Lambda_V = [−0.227 −0.239 −0.269 −0.3 −0.323]; NLambda = l e n g t h ( Lambda_V ) ;

24 % Lambda_V = −0.19; NLambda = l e n g t h ( Lambda_V ) ;

25 Lambda_V = −1 :0 .01 : −0 .1 ; NLambda = l e n g t h ( Lambda_V ) ;

26 c o u r b e I = 0 ;

27 f o r r a y o n I = 1 : Nrayon

28 a_0PARb = a_0PARb_Vect ( r a y o n I ) ; aPARd = aPARd_Vect ( r a y o n I ) ;
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29 % [ omegaPAROmega ] = S T A B d i s p e r s i o n S a f f m a n ( aPARd , beta_V , i n c r e m e n t , 0 ) ;

30 i f strcmp ( type , ’ Rankine ’ )

31 L2EFF = 0 . 7 3 5 ; % F a c t e u r de c o n v e r s i o n de Lamb−Oseen à t o u b i l l o n e f f e c t i f ( i . e . Rank ine )

32 e l s e i f strcmp ( type , ’Lamb−Oseen ’ )

33 L2EFF = 1 ; % F a c t e u r de c o n v e r s i o n de Lamb−Oseen à t o u b i l l o n e f f e c t i f ( i . e . Lamb−Oseen )

34 end

35 a_e = aPARd / L2EFF ; % Rayon e f f e c t i f t o u r b i l l o n i n s t a b l e a / d .

36 alphaMax = z e r o s ( 1 , NLambda ) ; betaMax_V = z e r o s ( 1 , NLambda ) ;

37 f o r modeI = 0 : 0

38 c o u r b e I = c o u r b e I +1;

39 f o r LambdaI = 1 : NLambda

40 f o r b e t a I = 1 : Nbeta

41 Lambda = Lambda_V ( LambdaI ) ;

42 beta = beta_V ( b e t a I ) ;

43 ka = beta∗ a_e ; % On suppose i c i que b=1

44 p s i = beta ^2 ∗ b e s s e l k ( 0 , beta ) + beta ∗ b e s s e l k ( 1 , beta ) ;

45 c h i = beta ∗ b e s s e l k ( 1 , beta ) ;

46 i f ( strcmp ( type , ’ Rankine ’ ) && modeI == 0)

47 omegaAdim = 1 / a_e ^2 ∗ ka ^ 2 / ( 2 + 0 . 9 5 5 0 8∗ ka +0.43848∗ ka ^2 ) ∗
( l o g ( ( 2 + 2 . 1 5 0 4 8∗ ka ) / ka ) −0.32722) ; % Fabre − D i s t r i b u t i o n Rank ine (m=1 ,n=0)

48 e l s e i f ( strcmp ( type , ’ Rankine ’ ) && modeI == 1)

49 omegaAdim = 1 / a_e ^2 ∗ omegaPAROmega ( 2 , b e t a I ) ; % Saf fman − D i s t r i b u t i o n Rank ine

(m=1 ,n=1)

50 e l s e i f ( strcmp ( type , ’ Rankine ’ ) && modeI == 2)

51 omegaAdim = 1 / a_e ^2 ∗ omegaPAROmega ( 3 , b e t a I ) ; % Saf fman − D i s t r i b u t i o n Rank ine

(m=1 ,n=2)

52 e l s e i f ( strcmp ( type , ’Lamb−Oseen ’ ) && modeI == 0)

53 omegaAdim = 1 / a_e ^2 ∗ ka ^ 2 / ( 2 + 3 . 1 9 4 0 7∗ ka +1.46081∗ ka ^2 ) ∗
( l o g ( ( 2 + 8 . 1 3 3 5 2∗ ka ) / ka ) −0.63518) ; % Fabre − Th é o r i q u e Lamb−Oseen (m=1 ,n=0)

54 e l s e i f ( strcmp ( type , ’Lamb−Oseen ’ ) && modeI == 1)

55 end

56 % É v a l u a t i o n des c o e f f i c i e n t s de l a m a t r i c e A

57 a12 = −Lambda + omegaAdim + (1+ Lambda ) ;

58 a14 = Lambda∗ p s i ;

59 a21 = −Lambda − omegaAdim − (1+ Lambda ) ;

60 a23 = Lambda∗ c h i ;

61 a32 = p s i ;

62 a34 = −1 + Lambda∗omegaAdim + (1+ Lambda ) ;

63 a41 = c h i ;

64 a43 = −1 − Lambda∗omegaAdim − (1+ Lambda ) ;

65 A = [0 a12 0 a14 ; a21 0 a23 0 ; 0 a32 0 a34 ; a41 0 a43 0 ] ;

66 [ ~ , alphaM ] = e i g (A) ;

67 a l p h a = [ alphaM ( 1 , 1 ) alphaM ( 2 , 2 ) alphaM ( 3 , 3 ) alphaM ( 4 , 4 ) ] ;

68 alphaMax_temp = max ( r e a l ( a l p h a ) ) ;
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69 i f alphaMax_temp >alphaMax ( LambdaI ) % Sauvegarde de a lpha max

70 alphaMax ( LambdaI ) = alphaMax_temp ;

71 betaMax_V ( LambdaI ) = beta ;

72 end

73 end

74 end

75 f p r i n t f ( ’ Pour a / d = %5.3 f e t Lambda = %5.3 f : kb_max = %6.3 f e t a l p h a ^∗ = %6.3 f ; ( mode =

%2u ) \ n ’ , aPARd_Vect ( r a y o n I ) , Lambda_V , betaMax_V , alphaMax , modeI )

76 % s u b p l o t ( 2 , 1 , 1 ) ;

77 p l o t ( Lambda_V , betaMax_V , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ l i n e s t y l e ’ , l i g n e T y p e { c o u r b e I } , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ; gr id

on ; hold on

78 % s u b p l o t ( 2 , 1 , 2 ) ;

79 % p l o t ( Lambda_V , betaMax_V∗a_e , ’ c o l o r ’ , ’ k ’ , ’ l i n e s t y l e ’ , l i g n e T y p e { c o u r b e I } , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ;

g r i d on ; ho ld on

80 end

81 end

82 % s u b p l o t ( 2 , 1 , 1 ) ;

83 t i t l e ( { ’ Nombre d ’ ’ onde a d i m e n s i o n n e l l e p l u s i n s t a b l e en f o n c t i o n du r a t i o de c i r c u l a t i o n . ’ ;

[ ’ Avec a / d = ’ num2str ( aPARd ) ’ ; a_e / d = ’ num2str ( a_e ) ’ ; a_0 / b = ’ num2str ( a_0PARb )

’ . ’ ] } , ’ F o n t s i z e ’ , 2 0 )

84 x l a b e l ( ’ \ Lambda ’ , ’ F o n t s i z e ’ , 2 0 ) ; x l im ([ −1.001 −0.099]) ; s e t ( gca , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

85 y l a b e l ( ’ \ b e t a _ {max} ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 2 0 ) ; y l im ( [ 0 1 4 ] ) ; s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

86 s e t ( gca , ’ XTick ’ , −1 :0 .1 : −0 .1 ) ;

87 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 )

88 % h e r r o r b a r ([ −0.25 −0.25 −0.27 −0.30 −0 . 3 2 ] , [ 2 . 6 3 . 4 1 . 7 2 . 4 2 . 4 ] , abs (0 .5∗ [ −0 .25 −0.25 −0.27

−0.30 −0.32]) , ’ sk ’ ) % a / b = 0 . 0 5 ; 0 . 1 0 ; 0 . 1 5 ; 0 . 2 0 ; 0 . 2 5 ; IGE %%% a / d = 0 . 4 1 ou a_e / d =

0 . 5 6 %%%

89 % p l o t ([ −0.227 −0.239 −0.269 −0.300 −0 . 3 2 3 ] , [ 6 . 1 4 . 7 4 . 1 3 . 4

3 . 6 ] , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’ + ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 8 ) ; % Pour t o u s l e s ra yon s IGE ( Mes r é s u l t a t s )

90 % h1 = p l o t ( −0 . 2 2 7 , 6 . 1 , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’ + ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 1 0 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’ none ’ , ’ L ineWidth ’ , 2 ) ; %

a / d = 0 . 3 5 6 ; sans v e n t

91 % h2 = p l o t ( −0 . 2 3 9 , 4 . 7 , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’ o ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 1 0 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’ none ’ , ’ L ineWidth ’ , 2 ) ; %

a / d = 0 . 3 4 7 ; sans v e n t

92 % h3 = p l o t ( −0 . 2 6 9 , 4 . 1 , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’ x ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 1 0 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’ none ’ , ’ L ineWidth ’ , 2 ) ; %

a / d = 0 . 3 7 3 ; sans v e n t

93 % h4 = p l o t ( −0 . 3 0 0 , 3 . 4 , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’ s ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 1 0 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’ none ’ , ’ L ineWidth ’ , 2 ) ; %

a / d = 0 . 3 7 6 ; sans v e n t

94 % h5 = p l o t ( −0 . 3 2 3 , 3 . 6 , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’ d ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 1 0 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’ none ’ , ’ L ineWidth ’ , 2 ) ; %

a / d = 0 . 3 7 9 ; sans v e n t

95 h1 = p l o t ( −0 . 4 0 , 2 . 3 , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’ o ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 1 0 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’ none ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; %

a / d = 0 . 3 7 ; avec v e n t

96 h2 = p l o t ( −0 . 1 9 , 3 . 6 , ’ k ’ , ’ marker ’ , ’+ ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 1 0 , ’ l i n e s t y l e ’ , ’ none ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) ; %

a / d = 0 . 4 4 ; avec v e n t

97 % p l o t ( −0 . 3 2 3 , 3 . 6 , ’ xk ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 ) ; % ( Mes r é s u l t a t s )
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98 % p l o t ([ −0.32 −0 . 3 2 ] , [ 3 . 5 8 . 7 ] , ’ xk ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 ) ; % a / b = 0 . 0 5 IGE ( Mes r é s u l t a t s )

99 % p l o t ([−1 −0.90 −0.80 −0.70 −0.60 −0.50 −0.40 −0.35 −0.30 −0.25 −0.20 −0.15 −0 . 1 0 ] , [ 0 . 2 5

0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 5 1 1 . 2 5 2 . 1 3 . 4 4 . 2 5 ] / ( 0 . 2 5 ) , ’ ok ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 ) ; % So e t

a l . 2011 ( o r i g i n a l )

100 % p l o t ([−1 −0.89 −0.78 −0.67 −0.56 −0.45 −0.35 −0.30 −0.25 −0.20 −0.16 −0.11 −0 . 0 6 ] , [ 0 . 2 5

0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 5 1 1 . 2 5 2 . 1 3 . 4

4 . 2 5 ] / ( 0 . 2 5 ) , ’ ok ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ m a r k e r f a c e c o l o r ’ , ’ k ’ ) ; % So e t a l . 2011 ( c o r r i g é )

101 % e r r o r b a r ( −0 . 3 3 , 4 . 8 , 1 . 1 , ’ ok ’ , ’ m a r k e r f a c e c o l o r ’ , ’ k ’ ) % H a r r i s & W i l l i a m s o n 2012 ( Exp é r i m e n t a l )

102 % l e g e n d ( ’ Rank ine ( Theo . ) ’ , ’ Re = 2500; OGE (Num . ) ’ , ’ Re = 20000; So e t a l . 2011

(Num . ) ’ , ’ Loca t io n ’ , ’ NorthWest ’ )

103 % l e g e n d ( ’ Rank ine ( Theo . ) ’ , ’ Lamb−Oseen ( Theo . ) ’ , ’ Loca t ion ’ , ’ NorthWest ’ )

104 % l e g e n d ( ’ I n s t a b i l i t é de Crow ( Theo . ) ’ , ’ I n s t a b i l i t é e l l i p t i q u e

( Theo . ) ’ , ’ Loca t io n ’ , ’ NorthWest ’ )

105 % l e g e n d ( ’ Rank ine ( Theo . ) ’ , ’ H a r r i s & W i l l i a m s o n 2012 ( Exp . ) ’ , ’ Loca t i on ’ , ’ NorthWest ’ )

106 % l e g e n d ( ’ a_2 / d =0.35 Theo . ’ , ’ a_2 / d =0.38 Theo . ’ , ’ a_2 / d =0.36 ( a_ { 0 , 1 } / b =0 .05) ’ , ’ a_2 / d =0.35

( a_ { 0 , 1 } / b =0 .10) ’ , ’ a_2 / d =0.37 ( a_ { 0 , 1 } / b =0 .15 ) ’ , ’ a_2 / d =0.38

( a_ { 0 , 1 } / b =0 .20) ’ , ’ a_2 / d =0.38 ( a_ { 0 , 1 } / b =0 .25 ) ’ , ’ Loca t i on ’ , ’ NorthWest ’ )

107 l egend ( ’ a_2 / d =0 .37 Theo . ’ , ’ a_2 / d =0 .44 Theo . ’ , ’ a_2 / d =0 .37 ( Tour . s e c . d r o i t e ) ’ , ’ a_2 / d =0 .44

( Tour . s e c . gauche ) ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ NorthWest ’ )

108 % l e g e n d ( [ t y p e ’ ( Theo . ) ’ ] , [ ’ Re = 2500; ’ c o n f i g ’ (Num . ) a / b= ’ num2s t r ( a_0 ) ’ mode 4 ,

1 0 ’ ] , ’ Loca t io n ’ , ’ NorthWest ’ )

109 % l e g e n d ( ’ Lamb−Oseen ( Theo . ) ’ , ’ Re = 2500; OGE (Num . ) ’ , ’ Re = 20000; So e t a l . 2011

(Num . ) ’ , ’ Loca t io n ’ , ’ NorthWest ’ )

110 % l e g e n d ( ’ Rank ine ( Theo . ) avec a = 0 . 2 5 b ’ , ’ Re = 20000; So e t a l . 2011 (Num . ) ; \ Lambda

c o r r . ’ , ’ Lo ca t io n ’ , ’ NorthWest ’ )

111 % l e g e n d ( ’ Rank ine ( Theo . ) avec a / b = 0 . 2 5 ’ , ’ Lamb−Oseen ( Theo . ) avec a / b = 0 . 2 5 ’ , ’ Re = 20000;

So e t a l . 2011 (Num . ) ; \ Lambda c o r r . ’ , ’ Loca t ion ’ , ’ NorthWest ’ )

112 % l e g e n d ( ’ Rank ine ( Theo . ) avec a / b = 0 . 2 5 ’ , ’Lamb−Oseen ( Theo . ) avec a / b = 0 . 2 5 ’ , ’ Re =

20000; So e t a l . 2011 (Num . ) avec a_0 / b = 0 . 2 5 ’ , ’ Re = 20000; So e t a l . 2011 (Num . )

Corr ig é avec a_0 / b = 0 . 2 5 ’ , ’ Loca t i on ’ , ’ NorthWest ’ )

113 % l e g e n d ( [ t y p e ’ ( Theo . ) ’ ] , ’ Loca t io n ’ , ’ NorthWest ’ )

114 % s u b p l o t ( 2 , 1 , 2 ) ;

115 % x l a b e l ( ’ \ Lambda ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ; x l i m ([ −1.001 −0.099]) ; s e t ( gca , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

116 % y l a b e l ( ’ ka_ { max } ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ; y l i m ( [ 0 7 ] ) ; s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

117 % s e t ( gca , ’ XTick ’ , −1 : 0 . 1 : −0 . 1 ) ;

118 % s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 )

119 % h e r r o r b a r ([ −0.25 −0.25 −0.27 −0.30 −0 . 3 2 ] , [ 2 . 6 3 . 4 1 . 7 2 . 4 2 . 4 ]∗ a_e , abs (0 .5∗ [ −0 .25 −0.25

−0.27 −0.30 −0.32]) , ’ sk ’ ) % a / b = 0 . 0 5 ; 0 . 1 0 ; 0 . 1 5 ; 0 . 2 0 ; 0 . 2 5 ; IGE %%% a / d = 0 . 4 1 ou

a_e / d = 0 . 5 6 E r r e u r s u r ka

120 % e r r o r b a r ([ −0.25 −0.25 −0.27 −0.30 −0 . 3 2 ] , [ 2 . 6 3 . 4 1 . 7 2 . 4 2 . 4 ]∗ a_e , 0 . 1 0 ∗ [ 2 . 6 3 . 4 1 . 7 2 . 4

2 . 4 ]∗ a_e , ’ sk ’ ) % a / b = 0 . 0 5 ; 0 . 1 0 ; 0 . 1 5 ; 0 . 2 0 ; 0 . 2 5 ; IGE %%% a / d = 0 . 4 1 ou

a_e / d = 0 . 5 6 E r r e u r s u r Lambda

121 % p l o t ( −0 . 3 0 , 3 . 0∗0 . 2 5 / L2EFF , ’ xk ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 ) ; % a / b = 0 . 2 5 OGE ( Mes r é s u l t a t s )

122 % p l o t ([ −0.32 −0 . 3 2 ] , [ 3 . 5 8 . 7 ]∗ a_e , ’ xk ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 ) ; % a / b = 0 . 0 5 IGE ( Mes r é s u l t a t s )
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123 % p l o t ([−1 −0.90 −0.80 −0.70 −0.60 −0.50 −0.40 −0.35 −0.30 −0.25 −0.20 −0.15 −0 . 1 0 ] , [ 0 . 2 5

0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 5 1 1 . 2 5 2 . 1 3 . 4 4 . 2 5 ] / L2EFF , ’ ok ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 ) ; % So e t

a l . 2011 ( o r i g i n a l )

124 % p l o t ([−1 −0.89 −0.78 −0.67 −0.56 −0.45 −0.35 −0.30 −0.25 −0.20 −0.16 −0.11 −0 . 0 6 ] , [ 0 . 2 5

0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 5 1 1 . 2 5 2 . 1 3 . 4

4 . 2 5 ] / L2EFF , ’ ok ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ m a r k e r f a c e c o l o r ’ , ’ k ’ ) ; % So e t a l . 2011 ( c o r r i g é )

125 % e r r o r b a r ( −0 . 3 3 , 4 . 8∗0 . 3 6 / L2EFF , 1 . 1 ∗ 0 . 3 6 / L2EFF , ’ ok ’ , ’ m a r k e r f a c e c o l o r ’ , ’ k ’ ) % H a r r i s &

W i l l i a m s o n 2012 ( Exp é r i m e n t a l )

126 p r i n t ( gcf , ’−d j p e g ’ , ’−r200 ’ , [ ’ B_kaVsLambda_ ’ type ’ _ ’ c o n f i g ’ _ ’ num2str (100∗aPARd ) ] )

127 cd ( l o c a t i o n )

128 t o c

129 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

130 % F o n c t i o n c a l c u l a n t l e s r e l a t i o n s de d i s p e r s i o n de l ’ onde l on gue e t c o u r t e pour un

t o u r b i l l o n de Rank ine e t Lamb−Oseen

131 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

132 f u n c t i o n [ omegaPAROmega ] = STABdispers ionSaf fman ( aPARd , beta_V , i n c r e m e n t , g r a p h e R a c i n e s _ f l a g )

133 % A f f i c h e l e s r e l a t i o n s de v i t e s s e a n g u l a i r e pour d i f f é r e n t s modes e t t h é o r i e .

134 % A i n s i que l e s r a c i n e s ( z e t a ) s e l o n l a r e l a t i o n f o n d a m e n t a l e de Sa f fman pour un t o u r b i l l o n

de Rank ine .

135 EULER = 0 . 5 7 7 2 1 5 6 6 4 9 ;

136 m = 1 ; % Mode a z i m u t a l

137 zeta_a_V = i n c r e m e n t : i n c r e m e n t : 1 0 0 ; ze ta_aN = l e n g t h ( ze ta_a_V ) ;

138 zeta_V = zeta_a_V / aPARd ;

139 i f g r a p h e R a c i n e s _ f l a g == 0 % S i g r a p h e R a c i n e s _ f l a g = 0 , on montre un iquemen t omega en

f o c n t i o n de ka .

140 ka_V = beta_V∗aPARd ; ka_N = l e n g t h ( ka_V ) ;

141 % ka_V = 0: i n c r e m e n t ∗2 : 1 0 ; ka_N = l e n g t h ( ka_V ) ;

142 e l s e i f g r a p h e R a c i n e s _ f l a g == 1 % S i g r a p h e R a c i n e s _ f l a g = 1 , on montre l e s r a c i n e s en f o c n t i o n

de ka .

143 ka_V = 5 ; ka_N = l e n g t h ( ka_V ) ;

144 end

145 omegaPAROmega = z e r o s ( 4 , ka_N ) ;

146 gamma = 2∗ pi ;

147 Omega = gamma / ( 2∗ pi∗aPARd ^2) ;

148 f o r k a I = 1 : ka_N

149 ka = ka_V ( k a I ) ;

150 k = ka / aPARd ;

151 b e s s e l j P r i m e = m . / ze ta_a_V .∗ b e s s e l j (m, ze ta_a_V ) − b e s s e l j (m+1 , ze ta_a_V ) ;

152 b e s s e l k P r i m e = m . / ka .∗ b e s s e l k (m, ka ) − b e s s e l k (m+1 , ka ) ;

153 gauche = 1 . / ze ta_a_V .∗ b e s s e l j P r i m e . / b e s s e l j (m, ze ta_a_V ) ;

154 s = 1 ; d r o i t e P = −1. / ka .∗ b e s s e l k P r i m e . / b e s s e l k (m, ka ) − s∗m∗ ( ze ta_V . ^ 2 + k . ^ 2 ) . ^ 0 . 5

. / ( k∗aPARd ^ 2 .∗ ze ta_V . ^ 2 ) ;
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155 s = −1; d r o i t e N = −1. / ka .∗ b e s s e l k P r i m e . / b e s s e l k (m, ka ) − s∗m∗ ( ze ta_V . ^ 2 + k . ^ 2 ) . ^ 0 . 5

. / ( k∗aPARd ^ 2 .∗ ze ta_V . ^ 2 ) ;

156 % Recherche de l a r a c i n e 0

157 l i m i t e _ n 0 = 3 . 8 3 1 7 ;

158 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 0 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 0 ) ) ;

159 [ ~ , r a c i n e _ I ( 1 ) ] = min ( abs ( gauche ( 1 : l i m i t e _ I _ n 0 )−d r o i t e P ( 1 : l i m i t e _ I _ n 0 ) ) ) ;

160 % Recherche de l a r a c i n e 1

161 l i m i t e _ n 1 = 7 . 0 1 5 ;

162 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 1 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 1 ) ) ;

163 [ ~ , r a c i n e _ I ( 2 ) ] = min ( abs (

gauche ( l i m i t e _ I _ n 0 : l i m i t e _ I _ n 1 )−d r o i t e P ( l i m i t e _ I _ n 0 : l i m i t e _ I _ n 1 ) ) ) ;

164 % Recherche de l a r a c i n e 2

165 l i m i t e _ n 2 = 1 0 . 1 7 ;

166 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 2 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 2 ) ) ;

167 [ ~ , r a c i n e _ I ( 3 ) ] = min ( abs (

gauche ( l i m i t e _ I _ n 1 : l i m i t e _ I _ n 2 )−d r o i t e P ( l i m i t e _ I _ n 1 : l i m i t e _ I _ n 2 ) ) ) ;

168 % Recherche de l a r a c i n e 4

169 l i m i t e _ n 3 = 1 3 . 3 2 ;

170 [ ~ , l i m i t e _ I _ n 3 ] = min ( abs ( zeta_a_V−l i m i t e _ n 3 ) ) ;

171 [ ~ , r a c i n e _ I ( 4 ) ] = min ( abs (

gauche ( l i m i t e _ I _ n 2 : l i m i t e _ I _ n 3 )−d r o i t e P ( l i m i t e _ I _ n 2 : l i m i t e _ I _ n 3 ) ) ) ;

172 r a c i n e = ze ta_a_V ( [ r a c i n e _ I ( 1 ) l i m i t e _ I _ n 0 + r a c i n e _ I ( 2 ) l i m i t e _ I _ n 1 + r a c i n e _ I ( 3 )

l i m i t e _ I _ n 2 + r a c i n e _ I ( 4 ) ] ) / aPARd ;

173 omegaPAROmega ( 1 , k a I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 1 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 0

174 omegaPAROmega ( 2 , k a I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 2 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 1

175 omegaPAROmega ( 3 , k a I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 3 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 2

176 omegaPAROmega ( 4 , k a I ) = ( 2 .∗ k . / ( k . ^2+ r a c i n e ( 4 ) ^2 ) . ^ 0 . 5 − 1) ; % mode 3

177 end

178 i f g r a p h e R a c i n e s _ f l a g == 0 % Graphiques de l a f r é quence a n g u l a i r e ( omega ) s e l o n l e nombre

d ’ onde ( ka )

179 ka_V2 = 0 : 0 . 0 0 1 : 1 . 5 ;

180 % ka_V3 = 0 : 0 . 0 0 1 : 1 0 ;

181 omegaPAROmegaFabreRankine = ka_V . ^ 2 . / ( 2 + 0 . 9 5 5 0 8 . ∗ ka_V + 0 . 4 3 8 4 8 .∗ ka_V . ^ 2 ) .∗
( l o g ( ( 2 + 2 . 1 5 0 4 8 .∗ ka_V ) . / ka_V ) −0.32722) ; % n = 0 ( v o i r J a c q u i n e t a l . 2003)

182 omegaPAROmegaFabreLambOseen = ka_V . ^ 2 . / ( 2 + 3 . 1 9 4 0 7 . ∗ ka_V + 1 . 4 6 0 8 1 .∗ ka_V . ^ 2 ) .∗
( l o g ( ( 2 + 8 . 1 3 3 5 2 .∗ ka_V ) . / ka_V ) −0.63518) ; % n = 0 ( v o i r J a c q u i n e t a l . 2003)

183 omegaPAROmegaSaffman = 0 .5∗ ka_V2 . ^ 2 .∗ ( l o g ( 2 . / ka_V2 )−EULER+ 0 . 2 5 ) ; % n = 0 ( v o i r

Sa f fman 1995)

184 % omegaKelv in = 0 . 5∗ ( ka_V2 / aPARd ) . ^ 2 .∗ ( l o g ( 1 . / ( 2 ∗ ka_V2 ) ) + 1 . 0 5 9 0 ) / Omega ;

185 % omegaCrow1 = 0 . 5∗ ( ka_V2 / aPARd ) . ^ 2 .∗ ( l o g ( 1 . / ( ka_V2 / aPARd ∗0 . 3 2 1 0∗0 . 1 9 7 ) ) − 0 . 0 7 7 2 ) /

Omega ;

186

187 c l o s e a l l

188 hold on ;
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189 % p l o t ( ka_V , omega ( 1 , : ) , ’ : k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 ) ;

190 p l o t ( ka_V , omegaPAROmegaFabreRankine , ’−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

191 p l o t ( ka_V , omegaPAROmegaFabreLambOseen , ’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

192 p l o t ( ka_V2 , omegaPAROmegaSaffman , ’−.k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 1 )

193 % p l o t ( ka_V2 , omegaCrow1 , ’ : k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 3 )

194 % p l o t ( ka_V2 , omegaKelvin , ’ − . k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 5 )

195 p l o t ( ka_V , omegaPAROmega ( 2 , : ) , ’ −k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

196 p l o t ( ka_V , omegaPAROmega ( 3 , : ) , ’−−k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

197 p l o t ( ka_V , omegaPAROmega ( 4 , : ) , ’ −.k ’ , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ; gr id on ; box on

198 x l a b e l ( ’ ka ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 ) ; x l im ( [ 0 1 0 ] ) ;

s e t ( gca , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

199 y l a b e l ( ’ $ \ omega / \ Ph i$ ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 7 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ; y l im ([ −1 .2 1 . 2 ] ) ;

s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

200 l egend ( ’ n =0; Rankine ( Saffman ) ’ , ’ n =0; Lamb−Oseen ( Fabre ) ’ , ’ n =0; Rankine ( Crow ) ’ , ’ n =1;

Rankine ( Saffman ) ’ , ’ n =2; Rankine ( Saffman ) ’ , ’ n =3; Rankine

( Saffman ) ’ , ’ L o c a t i o n ’ , ’ S o u t h E a s t ’ )

201 s e t ( gca , ’ f o n t s i z e ’ , 1 3 ) % Font des axes

202 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

203 p r i n t ( gcf , ’−r200 ’ , ’−d j p e g ’ , ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n ’ )

204 % É c r i t u r e des r é s u l t a t s

205 % f i c h i e r 0 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 0 ’ , ’w ’ ) ; omega ( 1 , 1 ) = 0;

206 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 0 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 1 , i t e r ) ) ; end

207 % f c l o s e ( f i c h i e r 0 ) ;

208 % f i c h i e r 1 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 1 ’ , ’w ’ ) ;

209 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 1 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 2 , i t e r ) ) ; end

210 % f c l o s e ( f i c h i e r 1 ) ;

211 % f i c h i e r 2 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 2 ’ , ’w ’ ) ;

212 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 2 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 3 , i t e r ) ) ; end

213 % f c l o s e ( f i c h i e r 2 ) ;

214 % f i c h i e r 3 = f o p e n ( ’ d i s p e r s i o n S a f f m a n D o n n e e s 3 ’ , ’w ’ ) ;

215 % f o r i t e r = 1: Nka , f p r i n t f ( f i c h i e r 3 , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V ( i t e r ) , omega ( 4 , i t e r ) ) ; end

216 % f c l o s e ( f i c h i e r 3 ) ;

217 % f i c h i e r C r o w = f o p e n ( ’ d i sper s ionSa f fmanDonneesCrow ’ , ’w ’ ) ; omegaSaffman ( 1 ) = 0;

218 % f o r i t e r = 1: l e n g t h ( ka_V2 ) ,

f p r i n t f ( f i c h i e r C r o w , ’%1.4 e \ t %1.5 e \ n ’ , ka_V2 ( i t e r ) , omegaSaffman ( i t e r ) ) ; end

219 % f c l o s e ( f i c h i e r C r o w ) ;

220 e l s e i f g r a p h e R a c i n e s _ f l a g == 1 %Graphique des r a c i n e s ( z e t a ∗a )

221 c l o s e a l l

222 p l o t ( zeta_a_V , gauche , ’−k ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ; hold on ; gr id on

223 p l o t ( zeta_a_V , d r o i t e P , ’−−k ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ;

224 p l o t ( zeta_a_V , d r o i t e N , ’−−k ’ , ’ m a r k e r s i z e ’ , 6 , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 ) ;

225 t e x t ( 1 . 3 5 , 0 . 9 , ’ s=−1 ’ ) ; t e x t ( 1 . 3 5 , −0 . 9 , ’ s =1 ’ )

226 x l a b e l ( ’ \ z e t a a ’ , ’ F o n t s i z e ’ , 2 0 ) ; x l im ( [ 0 1 4 ] ) ; s e t ( gca , ’ x m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )

227 yl im ([−2 2 ] ) ; s e t ( gca , ’ y m i n o r t i c k ’ , ’ on ’ )
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228 l egend ( ’Membre gauche ’ , ’Membre d r o i t e ’ )

229 t i t l e ( [ ’ Rac ine ( \ z e t a a ) de l a r e l a t i o n de d i s p e r s i o n s e l o n Saffman pour un t o u r b i l l o n de

Rankine pour ka = ’ num2str ( ka ) ] , ’ F o n t s i z e ’ , 1 0 )

230 s e t ( gca , ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

231 p r i n t ( gcf , ’−r200 ’ , ’−d j p e g ’ , [ ’ d i s p e r s i o n R a c i n e S a f f m a n _ k a ’ num2str (10∗ ka ) ] )

232 end

233 c l o s e a l l
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