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Prefacio

I

En octubre de 1994, “una empresa docente” realiz6é en Bogotd, Colom-
bia el Segundo Simposio Internacional en Educacién Matematica. A
este evento fueron invitadas las profesoras Michele Artigue (Universi-
dad Paris VI - IUFM Reims) y Régine Douady (Universidad Paris VII)
de Francia y el profesor Luis Moreno (CINVESTAV) de México. Esta
fue una oportunidad para que la comunidad colombiana de educacién
matemadtica entrara en contacto con algunas de las teorias, de las meto-
dologias y de las realizaciones de la Escuela Francesa de Didéactica de
las Matematicas. Este libro es producto de los aportes hechos por estos
invitados internacionales y del interés que investigadores y profesores
de matematicas colombianos manifestaron durante el evento.

En cambio de publicar unas memorias detalladas del Simposio,
hemos preferido identificar un conjunto de textos (la mayoria relacio-
nados con las actividades realizadas durante el evento) que fueran, al
menos parcialmente, representativos de las ideas de la didactica de las
matematicas en Francia y que pudieran aportar al desarrollo de la edu-
caciéon matemadtica en Colombia.

La historia del desarrollo de la educacién matemdtica en México
(Luis Moreno, capitulo 3), desarrollo que ha estado en contacto directo
con la escuela francesa, sirve de contexto para los demds textos que
permiten dar un vistazo general al desarrollo de la disciplina en Fran-
cia. Régine Douady (capitulo 1) describe el surgimiento de la did4ctica
de las matematicas francesa, haciendo énfasis en el papel que han juga-
do los IREM en este proceso. Por su parte, Michele Artigue (capitulo 2)



presenta los esquemas de formacién de profesores de matemadticas en
Francia resaltando el rol de la did4ctica en esta formacién.

Este volumen profundiza en uno de los aspectos caracteristicos de
la Escuela Francesa de Didactica de las Matematicas: la ingenierfa di-
déctica. “Se denomina con este término a una forma de trabajo didacti-
co equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un
proyecto determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su
dominio y acepta someterse a un control cientifico. Sin embargo, al mis-
mo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mads
complejos que los objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto, tiene
que abordar practicamente, con todos los medios disponibles, proble-
mas de los que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo” (Artigue,
p. 34). La ingenieria diddctica, desarrollada especificamente en el drea
de la educaciéon matemadtica, tiene una doble funcién. “Ella llega a sig-
nificar tanto unas producciones para la ensefianza, basadas en resulta-
dos de investigaciones que han utilizado metodologias externas a la
clase, como una metodologia de investigacion especifica” (p. 36).

Michele Artigue (capitulo 4) presenta el contexto de aparicién de
esta nocién y describe el papel que ella pude jugar como metodologia
de investigacion. Por su parte, Régine Douady (capitulo 5) se interesa
en los diferentes factores que rigen la elaboracién de una ingenieria di-
déctica y su interdependencia. Ella presenta dos ejemplos de propues-
tas de ensefianza que corresponden a selecciones diddcticas analizadas,
argumentadas y justificadas en investigaciones. En el dltimo capitulo,
Michele Artigue estudia en detalle un campo de investigacion especifi-
co: la ensefianza del cdlculo. Allf es posible percibir el papel de la inge-
nierfa didéctica como metodologia de investigacion.

Pedro Gomez

Editor

viii
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Nacimiento y desarrollo de la
didactica de las matemaéaticas en
Francia: rol de los IREM

Régine Douady

i

INTRODUCCION

Los IREM (Institutos de investigacion en ensefianza de las matemati-
cas) han jugado un papel importante en el desarrollo de la diddctica de
las matematicas en Francia. En este capitulo presento el contexto den-
tro del cual se originaron estos institutos, las causas que originaron su
creacion, las caracteristicas del proyecto y la manera como han evolu-
cionado hasta la actualidad. La historia comienza en los afios sesenta.

LOS ANOS SESENTA Y SETENTA

Durante los afios sesenta y setenta se dio una crisis social muy fuerte
alrededor de las matemadticas en muchos paises incluida Francia. Los
curriculos de matematicas estaban bajo la responsabilidad de matema-
ticos de renombre. Estos curriculos tenfan una aproximacién matema-
tica y le daban prioridad a las estructuras. Era la época de Bourbaki. El
objetivo pedagdgico era el de poner a disposiciéon de los alumnos un
ntmero reducido de herramientas matematicas potentes respetando
en todo momento el rigor matematico. Esta aproximacién se basaba en
una hipétesis: si los alumnos tenfan este nimero reducido de herra-
mientas potentes y generales, entonces ellos podrian aplicarlas en mu-
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chas situaciones diferentes. Por otra parte, se pensaba que si habia
menos axiomas para enunciar, entonces era mads fdcil comprender.

Se introdujo entonces una serie de nociones nuevas. Es el caso de las
relaciones de equivalencia sobre conjuntos. Esta nocién es potente,
puesto que si se hace el cociente de un conjunto por una relacién de
equivalencia, entonces se pueden construir nuevos conjuntos con sus
respectivas estructuras. De esta forma es posible producir, por ejemplo,
los negativos o los racionales a partir de los enteros.

Esta nueva posicién generé la necesidad de dar una capacitaciéon
complementaria en matematicas a los profesores. Y, dado que ellos no
estaban acostumbrados a este tipo de matematicas, necesitaban tam-
bién documentos pedagdgicos en los que se insinuaran nuevas formas
de presentacién, de trabajo y de evaluacion.

Desde el punto de vista del aprendizaje habia una influencia muy
fuerte de los psicélogos de la escuela de Piaget y, por consiguiente, una
gran difusién de sus teorias constructivistas.

LA INVESTIGACION SOBRE LA ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS

Desde el punto de vista de la investigacién en la ensefianza de las ma-
temdticas y en la relacion entre la ensefianza y el aprendizaje se hacia
cada vez mds evidente la necesidad de una aproximacién cientifica los
problemas generados por la comunicacién del saber matematico. Esta
aproximacion deberia considerar la clase en su globalidad como un ob-
jeto de estudio en el que se tuviera en cuenta la interaccién y la depen-
dencia entre los tres polos profesor, estudiante y saber.

Se pensaba que era necesario disefiar proyectos de investigacién de
tipo experimental en los que se formularan hipétesis; se disefiaran ex-
periencias que las pusieran en juego; se construyeran herramientas
para el tratamiento de los datos recogidos o se adaptaran herramientas
existentes en disciplinas cercanas como la estadistica y la psicologia
cognitiva; y se cruzaran métodos para afinar los resultados. Todos estos
propositos hacian necesaria la existencia de espacios para la experimen-
tacion.
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Los IREM nacen entonces como producto de dos problematicas di-
ferentes. Por una lado, y partiendo de la hipétesis implicita que era su-
ficiente que los profesores aprendieran las “nuevas” matematicas para
que los estudiantes tuvieran una instruccién adecuada, el Ministerio
de Educacién Nacional ve la necesidad de ayudar a los profesores a en-
sefiar estas nuevas matematicas. Por otra parte, los investigadores ne-
cesitan problematizar las relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje
y desarrollar métodos de investigacion como condiciones necesarias
para mejorar la relacion did4ctica.

Los IREM

Se crean entonces los IREM como proyecto del Ministerio de Educa-
cién Nacional. Su primera caracteristica fue la de ofrecer a personas
con formacién diferente la posibilidad de trabajar conjuntamente. De
esta forma, en los IREM trabajaban profesores de primaria, secundaria
y universidad, junto con inspectores, matemadticos, fisicos, psicélogos,
socidlogos, etcétera. Por otra parte, estas personas intervienen con de-
dicacion parcial y mantienen una parte de su carga en su funcién de ba-
se.

La segunda caracteristica del proyecto fue la organizacién de una
red nacional de tales instituciones con misiones especificas, tareas y
funciones en las que se buscaba participar en la formacién inicial y per-
manente de los profesores; desarrollar investigaciones sobre la ense-
fianza de las matemadticas; y producir y difundir documentos para los
profesores.

Se ofrecen descargas tanto para los profesores, como para quienes
disefian y desarrollan su formacién. Hay gran cantidad de recursos fi-
nancieros y las acciones pululan. Se ofrecen cursos de reciclaje comple-
mentarios en matemadticas y se producen y difunden numerosos
documentos producto de las innovaciones.

Desde el punto de vista de la investigacion, se hacen estudios de fe-
némenos provocados y se comienza un proceso de buisqueda de expli-
caciones. En 1972 se crea la escuela Michelet en Burdeos. Esta escuela,
ingeniada por Guy Brousseau, es un lugar especial. Es un laboratorio
dentro de la préctica misma, donde se encuentran gran cantidad de
medios para el estudio de los fendmenos didécticos.
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Durante varios afios, hasta 1977, las dos légicas, tanto la del Minis-
terio de Educacién Nacional, como la de los investigadores evolucionan
paralelamente.

1977: ANO DE TRANSICION

En 1977 estas dos ldgicas se separan. El Ministerio considera que los
profesores ya saben muy bien cémo ensefiar los nuevos programas y
decide suprimir las descargas de los profesores que venian a tomar los
cursos, manteniendo tinicamente las descargas de los animadores. A
partir de 1980, el dinero y el tiempo de descarga para los animadores
también se reduce. Se genera, entonces, una gran decepcién.

Hay una gran incertidumbre por parte de los profesores porque
ellos no sabian qué debian ensefiar y tampoco sabian qué tanta libertad
de accién le debian dejar al alumno. Se encontraban bloqueados entre
varias alternativas. Se enfrentaban a la exigencia del rigor automaético y
al temor de hacer afirmaciones que no fuesen correctas desde el punto
de vista matemadtico. Por otra parte, no sabian qué tanta distancia po-
dian tomar con el texto que tenfan. Esto generaba un esquema de ense-
fanza dogmadtica en la que se seguia estrictamente y se exigia de los
alumnos lo que estaba escrito en el papel. Estos tdltimos enfrentaban
también un conflicto. O respetaban la norma y decian exactamente lo
escrito en el papel sin intentar comprender; o si querian comprender,
no podian respetar las exigencias del profesor. Muchos alumnos mira-
ban las matemadticas como algo puramente mecdanico.

Del lado de los equipos IREM se reformula el trabajo y se genera
una nueva problemdtica. Con respecto al aprendizaje se hace énfasis en
el significado y, por consiguiente, en los problemas fuente de aprendi-
zaje y de desequilibro para los cuales los alumnos no tienen todos los
conocimientos para su solucién.

Se producen entonces nuevas preguntas. Estas preguntas son pro-
ducto de la reflexiéon fundamental de algunos investigadores en didac-
tica y son puestas de relieve a través de una nueva gestiéon en IREM.
Algunas de estas preguntas se refieren, por ejemplo, a los medios que
es necesario darles a los alumnos para permitirles lograr un nuevo equi-
librio a partir de los problemas que enfrentan, al papel del profesor den-
tro de este nuevo esquema, a la creacién de un saber comun en la clase
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que sea utilizable en otras situaciones y que pueda ser transformado en
un saber cultural y a la explicacién tanto de los errores persistentes de
los alumnos, como de la distancia entre las expectativas del profesor y
los hechos observados.

Los profesores de los equipos IREM deciden preparar conjunta-
mente sus clases con una cierta intencién de aprendizaje; hacer obser-
vaciones mutuas de clase; analizar las observaciones recogidas; y
tomar nuevas decisiones. La didactica como campo cientifico entra en
pleno auge. Se desarrollan metodologias de investigacion propias de la
tradicion francesa. Este es el caso de la ingenieria diddctica que se en-
cuentra particularmente en los trabajos de G. Brousseau, M. Artigue, R.
Douady, M.R. Perrin y J. Robinet.

Por otra parte, también se desarrolla una aproximacion histérica y
did4ctica de las matemdticas que da un cardcter mds humano de las
matemadticas y hace énfasis en la evoluciéon de algunas nociones. En
este aspecto, aparece la necesidad de tomar en cuenta diferentes esca-
las del tiempo. En la escala histdrica, la evolucién de un concepto es
algo que toma siglos. Desde el punto de vista de los alumnos, por fuera
de los momentos de crisis, como fue el caso de la revolucién de los pro-
gramas con motivo de la introduccién de las “matemadticas modernas”,
se puede considerar que las matemaéticas ofrecen un dominio de saber
estable durante la escolaridad del alumno. Esto no impide que, en un
nivel dado y sobre varios afios de escolaridad, puedan existir ciertas
variaciones tanto en la seleccién de las nociones a ensefiar, como en las
formas de presentacién, en sus reparticiones y en sus articulaciones en
términos del programa.

Vemos entonces que existe una gran complejidad en el trabajo del
profesor y, por lo tanto, en los requisitos que esta complejidad impone
sobre su formacién. Michele Artigue, en el capitulo 2 de este volumen
ataca este problema.
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El lugar de la diddctica en la
formacién de profesores

Michele Artigue

g

INTRODUCCION

Durante los tltimos veinte afios, la diddctica de las mateméticas se ha
desarrollado en muchos paises. En particular, en Francia, ella se ha de-
sarrollado como un drea de investigacién al:
® Poner en primer plano la especificidad de las relaciones
entre la ensefianza y el aprendizaje ligadas a la especifici-
dad del contenido a ensefiar: las matematicas
¢ Imponerse la ambiciéon de comprender el funcionamien-
to de estas relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje
y de poner en evidencia las leyes que las gobiernan, ha-
ciendo explicita, al mismo tiempo, la necesidad de dis-
tanciar la voluntad de accién inmediata sobre el sistema
educativo

En el espacio de veinte afios, la didéctica ha acumulado resultados y ha
construido teorias que permiten estructurarlos y pensar sobre ellos.
Ella ha tenido efectos indirectos sobre la ensefianza a través de las mo-
dificaciones que se han introducido en el curriculo y que ella ha inspi-
rado parcialmente. Habiéndose convertido, a nivel universitario, en
una disciplina reconocida por ella misma, su lugar en la formacién ini-
cial de los profesores continua siendo tema de intensos debates. Es so-

Artigue, M., Douady, R., Moreno, L., Gémez, P. (Ed.). Ingenieria diddctica en educacion
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bre este punto que se hard una reflexién a continuacién, rechazando la
posibilidad de interpretar la resistencia del sistema educativo como la
simple marca de un obscurantismo retardado.

¢Por qué continua siendo problematica la integracién de una com-
ponente diddctica en la formacién inicial de los profesores? ;Qué pre-
guntas genera esta situacion? ;Cémo deben responderse?

Para efectos de claridad se presentard en primera instancia, y de ma-
nera breve, el sistema francés actual de formacién de profesores de se-
cundaria. En segundo lugar, se precisaran algunas de las caracteristicas
de la aproximacién diddctica francesa y las consecuencias que se dedu-
cen al nivel de los resultados did4cticos obtenidos, asi como las concep-
ciones que los investigadores involucrados se han hecho de la
“formacion diddctica”. En tercer lugar, se entrard en el fondo del asun-
to: la integracion de la didactica en la formacién actual de los profesores
de secundaria. Se mencionardn los debates que surgen a su alrededor,
las estrategias que se utilizan usualmente, sus potencialidades y sus li-
mites, para terminar describiendo los problemas que este tipo de inte-
graciéon debe afrontar. Finalmente, antes de concluir, se describird
cémo, en el IUFM de Reims, se intenta navegar entre las diversas difi-
cultades para construir una formacién que nos parece la mas satisfacto-
ria posible, cuando se tienen en cuenta todas las restricciones que se
deben respetar.

LA FORMACION ACTUAL DE LOS PROFESORES DE
MATEMATICAS DE SECUNDARIA

La educacién secundaria en Francia cubre dos periodos:
¢ El colegio, con alumnos de 11 a 15 afios
e FEl liceo, con alumnos de 15 a 18 afios

Los liceos pueden ser generales, tecnoldgicos o profesionales. Para sim-
plificar, en lo que sigue se tendrd en cuenta esencialmente los liceos de
ensefianza general o tecnolégica. Se mencionardn los liceos profesiona-
les solamente en aquellos casos en los que el sistema de formacién de
profesores es sensiblemente diferente, dado que, en este caso, los profe-
sores ensefian ciencias, ademds de matemaéticas.
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La creacién de los IUFM (que comenz6 en 1990 y se generaliz6 en
1991) modificé la seleccién y la formacién de los profesores. Actual-
mente estd organizada como sigue. Existen dos posibilidades de selec-
cién asociadas a dos concursos nacionales diferentes: el CAPES y la
“agrégation”, siendo este tltimo de un nivel mds elevado. La mayor
parte de la seleccion se hace a través del CAPES.

Para preparar el CAPES, los estudiantes deben obtener primero un
DEUG y una licencia de matematicas’ que corresponden a una serie de
cursos que duran teéricamente tres afios. El CAPES que se prepara des-
pués, durante un afio, es un examen que versa casi exclusivamente so-
bre las matemdticas (hay dos pruebas escritas: una de dlgebra y
geometria y una de andlisis; y hay dos pruebas orales: una llamada de
leccién sobre un tema de la educacién secundaria y otra en la que se
debe proponer y comentar una serie de ejercicios sobre un tema da-
do)?. La preparacion se ofrece conjuntamente por parte de la universi-
dad y el IUFM (donde los estudiantes se inscriben en primer afio). A lo
largo de este primer afio, el IUFM organiza periodos de practicas (en
total 15 dias) en las escuelas e inicia la formacién profesional. Dadas las
caracteristicas del examen y de su dificultad cada vez mayor debida al
flujo de estudiantes, esta iniciacién profesional puede ser dificil de ne-
gociar.

Si tienen éxito en el CAPES, los estudiantes se convierten en profeso-
res en prictica y entran en el segundo afio del IUFM. Tienen entonces la
responsabilidad de dictar un curso de 4 a 6 horas semanales en la es-
cuela con el apoyo de un consejero pedagdgico que es profesor de plan-
ta dentro del establecimiento. Paralelamente siguen una formacién
profesional organizada por el IUFM. Esta formacién, que varia de ins-
tituto en instituto comprende:

* Una formacién diddctica (que se tratard mds adelante)
e Cursos complementarios en la disciplina a ensefiar (en
este caso las matemadticas)

1. Aunque existen algunas excepciones al recorrido que se presenta aqui, éstas no seran
consideradas en la exposicién.

2. Con la creacién de los IUFM se disefi6 una prueba oral llamada profesional. Dos
afios mds tarde se regresé a una prueba mds cldsica y mds adaptada a las competencias
de los jurados actuales. En la mayoria de las otras disciplinas, la prueba basada en los
trabajos que reemplazé la prueba profesional ha mantenido su cardcter profesional
pero se basa sobre trabajos ahora propuestos por el jurado.
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* Moédulos de formacién comunes a las diferentes discipli-
nas y, parcialmente, a diferentes niveles de ensefianza
(primaria, secundaria general y profesional) concernien-
tes a aproximaciones psicoldgicas (cognitivas y relaciona-
les), institucionales y sociolégicas de los problemas de
enseflanza

¢ Un pequeiio trabajo de investigacién sobre un tema pre-
ciso (“mémoire”)

En numerosos IUFM, se incluye un trabajo préctico en un nivel diferen-
te al que corresponde al curso dictado por el profesor en préctica. Al fi-
nal de este segundo afio, si las evaluaciones son satisfactorias, el
profesor en préctica obtiene su titulo y es nombrado en propiedad.

Los profesores “agregés”, por su parte, después de su licencia uni-
versitaria, deben obtener una maestria para después presentar al con-
curso de “agrégation” en la universidad y, en caso de que tengan éxito,
se reunen como profesores en prdctica de segundo afio del IUFM, con
los estudiantes que han tenido éxito en el CAPES.

Por otra parte, los profesores de liceo profesional no tienen la res-
ponsabilidad de dictar un curso durante el segundo afio, sino que alter-
nan periodos de préctica con periodos de formacién en el IUFM. Son
asignados para los tres periodos de préctica (uno de 4 semanas y dos de
6 semanas) a la misma escuela e intervienen en las clases de un mismo
profesor quien es, de hecho, su consejero pedagogico. Tienen, ademads,
un periodo de préctica de 6 semanas en una empresa.

ACERCA DE LA DIDACTICA DE LAS
MATEMATICAS EN FRANCIA

Esta diddctica se ha desarrollado prioritariamente, como ya se mencio-
né, como un campo de investigacién que ha tomado una cierta distan-
cia con respecto al campo de accién sobre el sistema educativo® (en
particular, no se trata de una diddctica curricular o tecnolégica). Esta di-

3. El sector de la investigacién — accién ha en todo caso existido, en particular en el
INRP (Instituto Nacional de Investigacién Pedagégica), sin haber asumido, en el caso
de las matemadticas, una posicién central.
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déctica se ha desarrollado concentrando su atencién en los contenidos
a ensefar y reafirmando su especificidad con respecto a la pedagogia
y de manera mds general a las ciencias de la educacién. Finalmente, se
ha desarrollado con el deseo de constituirse en una disciplina cientifica
auténoma, ligada pero independiente de las disciplinas vecinas como
lo son, por supuesto, las matematicas, pero también las ciencias de la
educacion, la psicologia, la sociologia, para citar solamente algunas de
ellas.

Si se compara, de hecho, la didactica que se ha desarrollado en
Francia con aquella que se ha desarrollado en numerosos paises, en
particular en los paises anglosajones, la didéctica francesa aparece, sin
duda, como mds unitaria y mds teorizada (Kilpatrick, 1994; Grouws,
1992). También se caracteriza por el hecho de que ella ha adoptado,
desde sus comienzos, una aproximacion sistémica relativamente glo-
bal a los fenémenos de ensefianza, aproximacién centrada en la nocién
de sistema didéctico: sistemas abiertos al exterior en los que tienen lu-
gar las relaciones entre los profesores, los estudiantes y el conocimien-
to.

De hecho, y de manera muy esquematica, hay tres aproximaciones
principales, complementarias entre si y parcialmente articuladas que
existen en la actualidad (Artigue et. al., 1994):

e Una aproximacién “cognitiva” que se ha desarrollado al-
rededor de los trabajos de G. Vergnaud en el drea de la
teoria de los campos conceptuales

* Una aproximacién a través de los “saberes” que se ha de-
sarrollado alrededor de lo trabajos de Y. Chevallard en el
drea de la teorfa de la transposicion didéctica, en un prin-
cipio, antes de extenderse a una aproximacién antropolé-
gica més global del campo didéctico

* Una aproximacién a través de las “situaciones” que es fi-
nalmente la que ha tenido, sin duda, la influencia méds de-
terminante y cuyo padre fundador es G. Brousseau

Esta tltima aproximacién ha puesto a la situacién de ensefianza en el
corazdn de la diddctica, como unidad de anélisis necesaria, minimal en
cierto sentido, para acceder a una comprensién del funcionamiento del
alumno. G. Brousseau se sittia claramente dentro de una perspectiva
constructivista con aprendizaje por adaptacién a un “medio” que apa-
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rece como problemadtico. No obstante, él afirma que el andlisis del com-
portamiento del alumno y de sus adaptaciones no puede tener sentido
sino a través de aquellas variables de la situacién dentro de las cuales
se produce ese comportamiento. Estas variables incluyen, por supues-
to, aquellas que corresponden a la tarea propuesta al alumno, pero in-
cluyen ademds otras. Dentro de la teoria de las situaciones didécticas,
por ejemplo, un concepto central es el de contrato didéctico?. El an4lisis
del funcionamiento cognitivo del alumno no se puede llevar a cabo de
manera independiente, sin tener en cuenta el contrato diddctico que se
pone en juego.

La teorizacion de las situaciones didécticas ha tenido también con-
secuencias metodoldgicas. Es asi como ella ha conducido a desarrollar,
en oposicién con las paradigmas comparativos cldsicos de experimen-

tacién en clase, una metodologfa especifica: la “ingenierfa didéctica”>.

Esta metodologia de la ingenierfa diddctica se basa en un control a
priori de las situaciones que se ponen en juego dentro del proceso expe-
rimental. Este control se efecttia a través de un andlisis a priori que busca
precisar las posibilidades que se han seleccionado, los valores de las va-
riables diddcticas que se producen como consecuencia de esta seleccién
y el sentido que pueden tomar los comportamientos previstos teniendo
en cuenta estos valores. En seguida, en el andlisis a posteriori, este andli-
sis a priori se compara con la realizacién efectiva y se busca lo que recha-
za o confirma las hipétesis sobre las cuales estaba basado.

Estas caracteristicas de la diddctica francesa se expresan tanto al ni-
vel de los resultados obtenidos, como al nivel de lo que, de manera na-
tural, se juzga como importante para ser transmitido en una formacién.

Es asi como, al nivel de los resultados, la diddctica francesa ha pro-
ducido, de manera cldsica, numerosos conocimientos sobre las concep-
ciones de los alumnos, los obstaculos y dificultades que intervienen en
el aprendizaje de una nocién, de un dominio o de un modo de funcio-
namiento matemdtico dado (estructuras aditivas y multiplicativas, nd-
meros decimales y fracciones, dlgebra, geometria, demostracién, para

4. El contrato didactico es aquello que rige de manera mds o menos explicita las expec-
tativas respectivas del alumno y el profesor en relacién con el conocimiento.

5. La ingenierfa didéctica se opone igualmente, por su cardcter de control, a las meto-
dologias asociadas a las aproximaciones antropoldgicas (ver el capitulo sobre la inge-
nierfa did4ctica en este volumen).
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citar solamente algunos ejemplos). Por otra parte, sus orientaciones es-
pecificas también la han conducido a producir orientaciones mds glo-
bales que analizan la ecologia de los saberes ensefiados y de sus
précticas usuales, tratando de medir los margenes de maniobra de la
enseflanza y de producir ingenierfas diddcticas que, al jugar sobre el
espacio de las restricciones reales o supuestas del sistema, deben per-
mitir un funcionamiento méds adecuado de la ensefianza.

En este punto es importante enfatizar que la posibilidad de trans-
misién de los diferentes tipos de resultados, por fuera de la comunidad
estricta de los investigadores, no implica los mismos problemas. Mien-
tras que es posible imaginar la transmisién relativamente eficaz de los
resultados relacionados con las concepciones y los obstdculos, no suce-
de lo mismo con los resultados de la ingenieria. Diversos estudios han
mostrado los obstdculos que se oponen a la transmisién correcta de las
ingenierias (Artigue & Perrin, 1991). Estos obstédculos estdn ligados a
diferentes factores:

* La falta de adecuacién entre las concepciones sobre el
aprendizaje de quienes reciben los resultados y aquellas
que subyacen a la teorfa de las situaciones did4cticas so-
bre las que se basan las ingenierias

* La complejidad de los productos de la ingenieria y el ni-
vel de conocimiento y experiencia que se requieren para
su gestién apropiada (tanto en el plano pedagdgico,
como en el plano matemaético)

* La ruptura entre las caracteristicas de estos productos y
el funcionamiento usual de la ensefianza (por ejemplo,
actividades abiertas concebidas a lo largo de varias sesio-
nes)

* El nivel mismo de la descripcién de los productos que
pone el énfasis sobre los puntos claves de la ingenieria y
sobre las rupturas cognitivas y que tiende a dar menos
importancia a aquellos aspectos que corresponde al fun-
cionamiento méds continuo y comtin del aprendizaje

No obstante, resulta paraddjico que sean los productos de ingenieria
los que, para quienes no lo saben, aparezcan, dentro de los resultados
obtenidos, como aquellos que se encuentran mds préximos a la utiliza-
cién directa.
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Se ha hecho énfasis en las implicaciones que, a nivel de los resulta-
dos, tiene la orientacién de las investigaciones francesas. Esta orienta-
cién también tiene implicaciones sobre la concepcién misma de lo que
es importante transmitir en una formacién. Esto se expresa, de manera
evidente, en la importancia que se le da a lo que proviene de la teoria
de las situaciones did4cticas y, en particular, a las herramientas concep-
tuales y a las técnicas de andlisis a priori de las situaciones didécticas: no-
ciones de variable didéctica, de devolucidon e institucionalizacién, de
contrato didéctico, la distincion entre situaciones a-diddcticas y didac-
ticas, entre status ttil y status objeto de los conceptos matemaéticos, en-
tre los cuadros de funcionamiento de un mismo concepto, etcétera.

LAS FORMACIONES EFECTIVAS ® DEBATES
* ESTRATEGIAS * PROBLEMAS

Como se mencioné al comienzo de este articulo, la integracién de una
componente didéctica en la formacién inicial de los profesores, atin si
ésta ha sido institucionalizada con la creacién de los IUFM, continua
provocando intensos debates. Estos debates son la expresiéon de una
cierta desconfianza que se basa en argumentos muy diversos:

e Elrechazo de la did4ctica, que es percibida como una fal-
sa ciencia que desea imponer su dogma en la ensefianza y
que va a contaminar a los profesores jovenes

e El rechazo de una formacién profesional que estd asocia-
do a una visién de la ensefianza como un arte y, de mane-
ra mds general, a la idea de que el profesor se forma
dentro de su propia préctica y que no hay saberes especi-
ficos que puedan aportar a este aprendizaje

e El temor de que la formacién didéctica se haga en detri-
mento de la formacién matemdtica de los futuros profeso-
res quienes saben muy pocas matemadticas y quienes
tendrdn muy pocas ocasiones de aprenderlas

¢ La convicciéon de que una reflexién diddctica no puede
adquirir significado con profesores jévenes que acaban de
dejar su status de estudiantes y que, por consiguiente,
debe ser reservada para la formacién permanente
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No serfa razonable poner todos estos argumentos en el mismo saco y
calificar a todos los oponentes de obscurantistas retardados. De hecho,
estos debates, por mds virulentos y de mala fe que sean, nos enfrentan
a preguntas esenciales:

¢ ;Por qué una formacién diddctica dentro de la formacién
inicial? ;De qué manera puede ella ayudar a los futuros
profesores y cudles son sus limites?

¢ ;Cudles pueden ser la formas de una formacioén eficaz si
ésta se juzga como ttil y si se tiene en cuenta que la am-
bicién no es formar especialistas en didéctica, sino for-
mar profesores capaces de utilizar de manera pertinente
los aportes de la didactica?

e ;Coémo controlar las transposiciones que se hardn de los
saberes didacticos en la formacién y cémo asegurarse
que ellos no sufriran transformaciones peligrosas?

Antes de intentar responder a estas preguntas, quisiéramos profundi-
zar sobre un sector particular de la formacién de los profesores: aquella
de la formacién de los profesores de la escuela primaria. En efecto, den-
tro de este sector particular, la formacién profesional tiene una historia
que se construyd, antes de la creacién de los IUFM, en el seno de las Es-
cuelas Normales. Y esta historia ha dejado huellas visibles, especial-
mente través de las actas de los coloquios anuales de los PEN
(Profesores de Escuela Normal).

A. Kuzniak (Kuzniak, 1993) presenté recientemente una tesis dedi-
cada al andlisis de estas précticas de formacién profesional y a su evo-
lucién. Su estudio lo ha llevado a distinguir cuatro tipos principales de
dispositivos:

Las estrategias culturales. Que ponen el énfasis en el contenido de la dis-
ciplina y se preocupan poco de sus aplicaciones pedagdgicas (que se
dejan al trabajo privado del profesor).

Las estrategias basadas sobre la “mostracion”. Que constituyen el modelo
mds arcaico de la formacién profesional puesto que estdn basadas so-
bre la simple imitacion, pero que pueden asumir formas mads elabora-
das (integradas, por ejemplo, con una préctica de observacién apoyada
en una teoria did4ctica).
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Las estrategias basadas en la homologia. Que proceden por analogia entre
la formacién del adulto y aquella del nifio. “Sus defensores insisten
acerca de la necesidad de hacer coincidir las metodologias utilizadas en
la formacién de profesores con aquellas que se ponen en préctica en las
clases”.

Las estrategias basadas en la transposicién. Que se basan en un saber tedri-
co que organiza y estructura la practica pedagdgica y estdn centradas
en la transposicién de este saber con un propésito de ensefianza expli-
cita.

Hace unos veinte afios, la formacién ofrecida por los PEN de matemd-
ticas era de cardcter esencialmente matemadtico. Se trataba de reconciliar
a estos futuros maestros con las matemadticas y de llenar sus vacios. La
formacién pedagdgica, que era responsabilidad de los consejeros peda-
gogicos, se hallaba separada de la formacién matematica. Se encontraba
entonces una formacién de tipo cultural en matemadticas con una forma-
cién profesional basada en la ostension.

Ante el fracaso e ineficacia de este tipo de estrategia, y teniendo en
cuenta el desarrollo de los trabajos didécticos, se busca entonces inte-
grar las preocupaciones pedagdgicas a la formacién matematica, a tra-
vés de estrategias que combinan la homologia y la “mostracién”. No
hay una did4ctica explicita; la diddctica se utiliza para seleccionar situa-
ciones interesantes y para, desde un punto de vista ideolégico, mante-
ner el deseo de los formadores de modificar las representaciones de la
ensefianza y del aprendizaje que tienen los futuros maestros y que pa-
recen estar lejos del constructivismo en el aire del tiempo.

De nuevo, los resultados son parcialmente decepcionantes. Las es-
trategias de homologia, junto con las de “mostraciéon” tenian ciertamen-
te un impacto sobre las prdcticas efectivas de los profesores debutantes,
pero aparecian deformaciones, particularmente en la forma de un pseu-
do-constructivismo: el alumno era activo, pero matematicamente poco
activo; las situaciones abiertas de investigacion se transformaban en si-
tuaciones en las que el alumno era guiado paso a paso y se convertia en
un simple ejecutor. Los nuevos profesores no eran conscientes de estas
deformaciones.

Asi es como se percibe, al menos por algunos didactas, la necesidad
de hacer explicitas en la formacién las herramientas diddcticas necesa-
rias para analizar correctamente las situaciones propuestas a los alum-
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nos y los roles respectivos de los alumnos y del profesor; para prever
los comportamientos de los alumnos, teniendo en cuenta los conoci-
mientos sobre el aprendizaje y las caracteristicas de las situaciones; y
para preguntarse en qué medida los comportamientos deseados serdn
muestra, si se producen, de la presencia de los conocimientos que la en-
sefianza queria producir.

Pero, al mismo tiempo que describe la imposibilidad de hacer una
economia de la explicitacién didéctica necesaria para andlisis y cons-
trucciones pertinentes, A. Kuzniak muestra que la elaboracién de
transposiciones adaptadas y eficaces del saber diddctico en la forma-
cién inicial de los profesores no es evidente, mds atin dado que se trata
de saberes nuevos, atin poco estabilizados y facilmente sensibles a de-
formaciones ideoldgicas.

De hecho, la integracién de una componente did4ctica en la forma-
cién de los profesores de secundaria, se encuentra, al menos parcial-
mente, con problemas similares. Antes de hacer la descripcién de las
précticas establecidas en Reims, se presentardn algunas preguntas que
parecen ser esenciales para las decisiones que se deben tomar en este
dominio.

LA FORMACION DIDACTICA DE LOS
PROFESORES DE MATEMATICAS EN EL IUFM DE
REIMS: PROBLEMAS Y PRINCIPIOS

Esta formacion ha evolucionado desde de la creacién del IUFM. Paula-
tinamente, como la mayoria de los formadores del IUFM, nosotros he-
mos tomado conciencia de las restricciones que rigen esta nueva
formacién, de las dificultades que debe afrontar, de las posibilidades
que tenemos y de los riesgos que debemos evitar. En retrospectiva, nos
parece esencial tener una sensibilidad particular hacia los siguientes
problemas.

En primera instancia, se trata de una formacién inicial. Se dirige a
profesores en practica que, en la mayoria de los casos, conocen el am-
biente escolar tinicamente a partir de su experiencia como estudiantes.
Al darles la responsabilidad de dictar un curso, se les impone brutal-
mente la responsabilidad de asumir una nueva posicién para la cual no
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estdn preparados: aquella de profesores. Como consecuencia de esta si-
tuacién, ellos sienten la necesidad de una ayuda inmediata que les
aporte a la gestién de su actividad cotidiana en la que los problemas de
disciplina y de administracién de la clase tienen una gran importancia.

La formacién didéctica no aparece naturalmente como una respues-
ta a esta necesidad y debe tenerla en cuenta.

En segundo lugar, los profesores en practica no reconocen facilmen-
te el interés que pueda tener una formacién didéctica. Por un lado, los
problemas que ellos tienen que enfrentar no pertenecen, en su gran ma-
yoria, al campo de la didactica. Por otra parte, atin si ese fuera el caso,
los saberes diddcticos no ofrecen un aporte inmediato. La visién didac-
tica se vive frecuentemente al comienzo como una visién que desesta-
biliza. Ciertamente ella ayuda a comprender el funcionamiento del
alumno. Sin embargo, ella favorece mds la critica de la ensefianza tradi-
cional que la oferta de soluciones inmediatas.

La formacién didéctica debe, por un lado, privilegiar dentro de la
didactica aquellos aspectos que se pueden explotar mds facilmente; y,
por el otro, debe permitir sobrellevar este cardcter desestabilizante, si-
tuacién que es atin mads dificil de soportar en el caso de profesores en
estado de inseguridad.

Tercero, las estrategias que promueve la diddctica exigen frecuente-
mente mucho conocimiento y experiencia por parte del profesor. Para
que la autonomia que se desea dar al alumno sea realmente eficaz, se
requiere, por un lado, que él tenga un mejor manejo matematico. Por
otra parte, la gestién de un aprendizaje de tipo constructivista requiere
que el profesor sea capaz, en tiempo real, de anticipar y de desarrollar
sistemas de recoleccién de informacion, de interpretacién y de toma de
decisiones que se encuentren adaptados a las nuevas situaciones. Este
tipo de sistemas se encuentran en un estado incipiente de desarrollo en
los profesores debutantes. No se puede buscar, por lo tanto, que se uti-
licen estrategias de expertos y resulta mejor poner el énfasis en la cons-
truccién de sistemas de interpretacién y toma de decisiones dentro de
situaciones comunes.

En cuarto lugar, dado que la biisqueda de un ambiente satisfactorio
en el seno de la clase es un objetivo prioritario, es posible suponer que,
si este objetivo parece haber sido logrado, entonces las decisiones que
lo permitieron seran dificilmente cuestionadas. Manteniendo, enton-
ces, este objetivo de comodidad, es importante lograr, a través de un
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cuestionamiento diddctico, que los profesores en practica sean cada
vez mds sensibles a las cuestiones relacionadas con la calidad de la vida
matemadtica en la clase.
Finalmente, la formacién didactica puede caer facilmente en un
cierto nimero de trampas:
¢ Imponer una diddctica que busca responder a preguntas
que el profesor en préactica no se hace y que no estd en ab-
soluto preparado para hacerse
¢ Limitarse a una didéctica que no puede constituirse en
una herramienta real, ya sea porque es completamente
implicita, o porque se encuentra poco descontextualiza-
da
* Explicitar o institucionalizar el saber diddctico a partir de
actividades que el profesor en practica ha vivido en un
nivel completamente diferente, lo que corresponderia a
un cierto efecto didactico de tipo Jourdain (Brousseau,
1986)

Dado que es un saber relativamente joven y poco estabilizado, dentro
de un mundo en el que el discurso ideolégico es dominante, la didéc-
tica es particularmente propicia a las deformaciones.

Resulta, por tanto, particularmente importante dentro de este tipo
de formacién, poner en relevancia los resultados obtenidos, pero tam-
bién los limites de los saberes diddacticos, de tal forma que se delimiten
claramente los diferentes niveles de discurso que se encuentran liga-
dos a la profesionalizacion.

LA FORMACION DIDACTICA EN REIMS:
PRACTICAS EFECTIVAS

Las reflexiones y los andlisis precedentes nos han llevado a concebir la
formacién didéctica como una espiral.

Al comienzo se favorece una formacién diddctica en la que se busca
principalmente el buen vivir en el salén de clase. Se propende por un
mayor conocimiento del funcionamiento del alumno; se desarrollan
herramientas para analizar los libros de textos; para escoger en ellos ac-
tividades adecuadas y transformarlas si es necessario; y para manejar
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situaciones de clase sencillas y bastante cldsicas que no necesitan profe-
sores verdaderamente expertos. Se enfatiza una didactica en accién, en
contraposicién con una didéctica presentada como objeto de saber aca-
démico.

Mais tarde, se profundiza la reflexion y se entra en una diddctica més
explicita. Unos temas tratados de modo empirico y pragmatico en la
primera fase se vuelven objetos de trabajo didéctico. Se desarrollan he-
rramientas mds complejas para el andlisis de situaciones diddcticas y se
trabaja, por ejemplo, la nocién de contrato didactico. A esta profundi-
zacion, contribuye mucho el pequefio trabajo de investigacion llamado
"mémoire" que deben realizar los profesores, partiendo de preguntas
planteadas por su préactica. En particular, este trabajo requiere de la lec-
tura y de la discusién de textos didécticos. Paralelamente se favorece el
uso de estrategias de ensefianza mds desarrolladas y, por ejemplo, los
profesores deben elaborar y experimentar situaciones de ensefianza
que incluyen la resolucién de problemas abiertos, el uso de técnicas de
trabajo en grupos y la organizacién de debates cientificos dentro de la
clase.

Cada dia de formacién (17 dias) comienza por un intercambio de ex-
periencias del salén de clase. Este intercambio se hace en grupos y, en
él, nosotros participamos con nuestras convicciones propias y nuestra
experiencia docente. Ayudamos a los profesores a analizar sus proble-
mas y a buscar empiricamente soluciones. Si nos parece interesante, da-
mos algunas informaciones didacticas identificindolas como tales.
Pero la mayor parte del tiempo de intercambio se utiliza en discusiones
informales basadas en una reflexiéon empirica sobre las cuestiones y los
datos que los profesores ponen sobre la mesa y se marca bien el status
empirico e incluso la subjetividad de este tipo de trabajo.

El trabajo llamado did4ctico, lo comenzamos con trabajos sobre te-
mas matemadticos (geometria del plano y del espacio, estadistica, dlge-
bra, etcétera) que van a hacer parte de su préctica. Este trabajo incluye
siempre, con equilibrios diversos, las siguientes componentes:

e Andlisis curricular

¢ Anadlisis de las concepciones de los alumnos y de sus pro-
cesos de evolucién, de las principales dificultades y obsta-
culos que se pueden prever en el aprendizaje

¢ Trabajo sobre los libros de textos que utilizan: andlisis cri-
tico, seleccién de actividades sencillas que esperamos que
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los futuros profesores sean capaces utilizar en sus clases,
con motivaciones explicitas de las selecciones

¢ Presentacién de unas situaciones mds abiertas y ricas con
estrategias que combinan homologia y transposicién.
Buscamos que los futuros profesores reflexionen sobre
las variables did4cticas; sobre el anélisis de la situaciéon
desde el punto de vista del alumno y desde el punto de
vista del profesor; sobre las adaptaciones compatibles
con el significado de la situacion; y sobre las maneras de
prolongar el trabajo en clase con trabajo privado o semi-
privado del alumno

Mads tarde en el afio, abordamos temas transversales como el papel del
error en el aprendizaje, la demostracién, los procesos de validacién (te-
mas que muchas veces se han ya discutido de modo informal dentro
de los grupos de intercambio), el uso de nuevas tecnologias (retro-pro-
yector, calculadoras, computadores, etcétera). Cuando se trabaja el
tema de la demostracién, se incluye una dimensién epistemolégica e
histérica explicita al trabajo diddctico. Este enfoque epistemolégico nos
parece un medio adecuado para que esos profesores salgan de su rela-
cién escolar con la demostracién y tomen la medida de lo que separa la
nocién de demostracién como vive en el mundo matemdtico y la no-
cién de demostracién como vive en las instituciones de ensefianza me-
dia.

Un punto esencial es el de la relacién entre lo que se hace dentro del
IUFM (llamado teoria) y lo que se hace en la clase (llamado préctica).
Tratamos asf de ligar teoria y préctica por medios diversos. Los grupos
de intercambio participan de esta dimensién. Participan también la co-
elaboracién y luego co-experimentaciéon de situaciones de ensefianza
por parte de pequefios grupos de profesores en practica. Al inicio del
afio se trata de situaciones sencillas y cldsicas como se ha sefialado an-
teriormente. Al final del afio se trata de situaciones abiertas. Participa
también en esta dimensién la tutorfa: cada profesor tiene su tutor que
hace parte del equipo de formadores IUFM. El va a visitarlo en su clase
y esas visitas son oportunidades para hacer funcionar los instrumentos
didacticos de andlisis introducidos en la formacién teérica y marcar su
utilidad.
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CONCLUSION

He tratado en este capitulo de discutir el lugar de la didéctica de las ma-
temadticas en la formacién de profesores. Tengo la conviccién de que la
did4ctica tiene un papel importante que jugar, incluso en la formacién
inicial y que se debe presentar de modo explicito. Tengo también la con-
viccién, dada la experiencia de estos tltimos afios, que esta didactica no
puede ser ensefiada como un objeto académico de saber que va a con-
vertirse después en conocimientos aplicables a situaciones diversas de
ensefianza. Los conocimientos diddcticos se deben construir partiendo
de problemas que encuentran los profesores debutantes en la realidad,
teniendo en cuenta su poca experiencia profesional y la relativa accesi-
bilidad de las aproximaciones didédcticas, con el objetivo de hacer de esa
did4ctica un verdadero instrumento de desarrollo del profesor. Trata-
mos de hacerlo en Reims mejorando poco a poco esa formacién diddc-
tica. Es un camino nuevo que se debe inventar.
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La educacion matematica
en México

Luis Moreno

g

INTRODUCCION

La educacién matemdtica como disciplina profesional tiene en México
una historia muy corta. Desde luego, no pueden desconocerse los es-
fuerzos que desde siempre se han hecho a favor del mejoramiento de
la educacién. Sin embargo, vamos a referirnos en este relato a la toma
de conciencia por una comunidad de investigadores de aquellos pro-
blemas que iban a marcar un rumbo distinto al desarrollo de una dis-
ciplina nueva y de profundo caracter interdisciplinario. Debo aclarar
que centraremos nuestra descripcién en lo ocurrido en el seno del CIN-
VESTAV porque es la parte de la historia que conocemos mejor por ha-
ber sido testigos privilegiados del proceso que condujo a la creaciéon de
la Seccién de Matemaética Educativa, primero, y luego al Departamento
de Matemdtica Educativa. Ademds, hay que decirlo, los esfuerzos de-
sarrollados en nuestra institucion han sido los centrales en este campo
de la educacién en el pais.
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LOS COMIENZOS

La Secretaria de Educacién Pablica, al comenzar la década de los 70, dio
al Cinvestav, la tarea de escribir los textos gratuitos de matemadtica para
las escuelas primarias del pais. Un grupo entusiasta de profesores in-
vestigadores del departamento de matemdtica hizo suya esta tarea.
Quienes en aquel momento eramos recién llegados a la institucién fui-
mos sorprendidos por la pasién pedagégica que el proyecto habia des-
pertado en nuestros profesores. Ademads de la estabilidad estructural,
de los anillos de cohomologia, de procesos estocdsticos y de los desarro-
llos de Taylor, las conversaciones estaban llenas de referencias al mejor
método para introducir los niimeros negativos en la escuela primaria,
las fracciones o la nocién de dngulo. Para muchos de nosotros no habia
duda: alli estaba un grupo destacado de matematicos profesionales po-
niendo su talento y sus conocimientos al servicio de un proyecto edu-
cativo: solo cabia esperar lo mejor. Esta esperanza se veia fortalecida al
ver la actividad desplegada en la institucién y en los seminarios que en-
tonces se organizaron en diferentes partes del pafs con profesores —
quienes serian los portadores del nuevo texto al salén de clases. Re-
flexionando en todo este proceso, con la perspectiva que nos da el tiem-
po, no es de extrafiar lo que entonces ocurrié. Confrontados con los
problemas reales de la ensefianza, fuera del &mbito privilegiado de un
Centro de Investigacion, este grupo de investigadores entendi6é que su
preparacién académica anterior no era suficiente para capturar la com-
plejidad de los fenémenos educativos que tenian frente a si. Habian
descubierto una nueva problemdtica que exigia, para ser comprendida,
algo mds que sus esfuerzos entusiastas de los primeros tiempos. Para
muchos de ellos, esto implicaba una decisién de fondo: dedicarse de
tiempo completo a los problemas que planteaba la educacién matemé-
tica. Fue asi como en septiembre de 1973 se preparé un anteproyecto
para la creacién de la Seccién de Matemadtica Educativa. Vale la pena
subrayar que en ese momento ain no se habia terminado la elaboracién
de los libros de texto. Sin embargo, ya eran reconocidas la dispersiéon y
la falta de metodologia con que se abordaban los problemas educativos.
En marzo de 1974, los mismos investigadores hicieron una solicitud for-
mal ante la direccién de la institucién para que se creara la Seccién de
Matemadtica Educativa. En su exposicién de motivos se sefialaba el inte-
rés de estos investigadores en abordar el estudio de la nueva problema-
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tica y su percepcién del estado de la educacién matematica en el pais.
Para referirse a su estado se acudié a un término: caético.

LA SECCION DE MATEMATICA EDUCATIVA

La Seccién fue creada, finalmente, en marzo de 1975. El segundo se-
mestre de ese afio vio el inicio del programa de maestria en la especia-
lidad. Originalmente, el programa de estudios estuvo articulado alre-
dedor de los contenidos matematicos que se consideraban bdsicos, en-
tre otras cosas porque constitufan los ejes organizadores del
curriculum de matemadticas a diferentes niveles. Nos referimos especi-
ficamente al andlisis matematico, al dlgebra moderna y a la geometria.
Ademds, se intentaba dar a los estudiantes del programa —profesores
en servicio—una visién de la matemdtica dentro de un contexto cultural
y cientifico mds amplio. De alli que existieran cursos de “matematica y
conocimiento cientifico” y “fundamentos e historia de la matemadtica”.
Las experiencias anteriores con la escritura de los textos y el trabajo con
los profesores habia dejado claro que la componente matemadtica si
bien era necesaria, no seria suficiente para estructurar un programa de
maestria para los profesores, a los que se intentaba dar mejores ele-
mentos tedricos y practicos para incidir mediante su trabajo docente,
en una eventual mejora de la educacién del paifs. De modo que las teo-
rias del aprendizaje, la experimentacién educativa y el estudio del mé-
todo clinico se constituyeron en partes importantes del programa, que
buscaba asi dar al egresado armas de diagndstico y disefio de solucio-
nes en su trabajo.

PROFUNDIZACION DE LA MAESTRIA

El programa inicial de la maestria constituy®, para quienes eramos in-
tegrantes del cuerpo docente, una oportunidad de profundizar en
nuestras concepciones originales sobre la educacién matemadtica. Esto
permitié el redisefio permanente de los contenidos de los cursos, la
toma de conciencia de la dimensién histérica del conocimiento mate-
madtico, de la importancia del andlisis epistemoldgico y la naturaleza de
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las rupturas conceptuales en el proceso de formacién del conocimiento.
Al mismo tiempo, en el plano de la ensefianza fue entendida, cada vez
mejor, la diferencia esencial entre la ensefianza y el aprendizaje; no era
suficiente considerar el proceso histérico de construccién del conoci-
miento matemadtico, habia también que volverse atentamente al proceso
cognitivo del alumno.

AMPLIACION DEL PROGRAMA

El proceso que llevé gradualmente a la identificacién de la dimensién
cognitiva de los problemas educativos nunca estuvo apartada del inte-
rés por los problemas propios del sistema educativo nacional. El diag-
néstico inicial habia llevado a la conclusion que su estado era caético.
(Qué podia ofrecer la Seccién como parte, al menos, de una solucién?
Hacia 1977 se inicia el programa de maestria semi-abierta que con el
tiempo se instalarfa en alrededor de 17 instituciones de educacién su-
perior en el pafs. Viendo el mapa de la reptblica se observa que la co-
bertura territorial ha sido extraordinariamente amplia. Iguales los
esfuerzos fisicos e intelectuales desplegados. El programa de maestria
no ha tenido sélo el propésito de capacitar a los profesores para su tra-
bajo en el aula. También ha sido importante el propésito de formar per-
sonal capacitado para diseflar, estructurar y coordinar sistemas
educativos. Con base en los recursos humanos formados mediante el
programa de maestria a lo largo y ancho del pais, se puso en marcha en
1984 el Programa Nacional de Formacién y Actualizacién de Profesores
de Matematicas (PNFAPM). El programa se ofrece a nivel regional en
los Centros de Investigacién y Docencia (CIDME) creados para este ob-
jeto.

EL PROGRAMA DE DOCTORADO

Para 1984 y 1985, el personal académico de la Seccién de Matemadtica
Educativa tenia ya una idea muy clara de los alcances del proyecto de
maestria en sus modalidades abierta y tradicional. Habia acumulado
una gran experiencia en su trabajo con profesores en todo el pais. Re-
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sultaba natural entonces la creacién de un programa académico me-
diante el cual se pudiese articular y sistematizar toda esa experiencia.
Habia ademads una serie de antecedentes académicos para apoyar la
creacién de un proyecto propio de doctorado. Veamos:

e Desde tiempo atrds los profesores de la Secciéon habian
estado participando activamente en congresos interna-
cionales en donde habian presentado sus trabajos de in-
vestigacion

e Por otra parte ya desde 1978 se habia recibido la visita de
distinguidos investigadores en el campo de la educacién
matematica proveniente de los IREM de Francia

e Se habia organizado en 1980 el XXXII encuentro interna-
cional de la CIEAEM, con la participacién de investiga-
dores venidos de diversos paises europeos y de
Norteamérica

* Desde 1985 se generé un convenio de colaboracién aca-
démica con el Instituto de Educacién de la Universidad
de Londres, que incluia la puesta en marcha de un pro-
yecto conjunto de doctorado para estudiantes mexicanos
en aquella institucién

Con estos antecedentes no es dificil comprender que la Seccién de Ma-
temdtica Educativa tenfa una idea clara sobre el trabajo de investiga-
cién, a nivel internacional, que se realizaba en el campo. Se cre6
entonces el programa de doctorado que a la fecha ha producido ya 10
doctorados. A partir del convenio con la Universidad de Londres han
obtenido allf su grado tres profesores. Vale la pena mencionar que de
los intercambios con los IREM franceses obtuvieron su grado de doc-
torado 5 profesores mds (antes de 1985). A la fecha, mds del 50% de los
profesores del ahora Departamento de Matematica Educativa, son ya
profesores titulares y un ntimero apreciable estdn incorporados al Sis-
tema Nacional de Investigadores.

AREAS DE INVESTIGACION Y PERSPECTIVAS

Durante muchos afios los métodos de ensefianza y el disefio de las es-
tructuras curriculares han estado inspirados por las experiencias en el
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salén de clases y por las concepciones que sobre las matemdticas po-
sefan los educadores. Casi siempre, estas concepciones veian a las ma-
temadticas como un cuerpo ya elaborado de conocimientos y por lo
tanto, el papel del profesor y de quienes elaboraban los planes de estu-
dio consistia en disefiar estrategias —de lo simple a lo complejo— que
permitieran a los estudiantes “asimilar” tales conocimientos. Lo que no
se intenté mediante estos acercamientos, fue organizar el proceso edu-
cativo alrededor de los procesos de aprendizaje del estudiante. La edu-
caciéon matemadtica ha estado, desde sus comienzos, en la interseccién
de una ciencia: la matemdtica, y de una practica: la ensefianza. Multi-
ples han sido las razones que han hecho necesaria una indagacién sobre
esta actividad; de este modo se ha abierto un campo de investigacién
nuevo que ya no trata sélo de optimizar el proceso de ensefianza sino
de conocer la estructura, funcionamiento e interrelaciones de los proce-
sos de ensefianza y aprendizaje de la matematica.

La disciplina que llamamos “Matemadtica Educativa” tiene su origen
en la necesidad de caracterizar con el mayor grado de rigor que nos sea
posible, la actividad, tanto practica como tedrica que aparece vinculada
a los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matemadtica. Uno de los
puntos de partida de la Matemadtica Educativa es la matemdtica misma.
El conocimiento matematico es necesario pero no suficiente para la ca-
racterizacion de la disciplina. La matemdtica tiene una componente
heuristica y también un marco axiomdtico como partes centrales de su
actividad, y de la sistematizacién de sus resultados. La disciplina se or-
ganiza alrededor de nicleos conceptuales denominados “teoremas”.
Por otra parte, la forma de conocimiento que se genera en la Matemati-
ca Educativa es diferente. Se construye mediante la interaccién conti-
nua con un sistema educativo. Es una disciplina, ya lo hemos
mencionado, que se encuentra en la interseccién de la matemdtica —
como conocimiento socialmente generado- y la préctica de la educa-
cion. Es, en esencia, el resultado de una actividad de carécter interdis-
ciplinario. Las formas de conocimiento que alli se generan siempre
tienen caracteristicas del sistema educativo que ha sido parte de la inte-
raccion. El desarrollo de la metodologia y de la normatividad de la dis-
ciplina se debe proponer la ampliacién de la validez de los resultados,
con el objetivo obvio de poder aplicarlos en dmbitos diferentes a aquel
en donde fueron obtenidos. En la actualidad, la investigaciéon que se
realiza en el departamento de matemadtica educativa comprende estu-

30



La educacion matemdtica en México

dios cognitivos sobre la formacién del concepto de niimero; la consti-
tuciéon del lenguaje algebraico; las teorfas de la comunicacién, el
estudio curricular del cdlculo y su desarrollo histérico y valor episte-
moldégico y la intervencién y valor epistemolégico de las representacio-
nes computacionales del conocimiento matemdtico. Desde luego, de
cada una de estas dreas puede decirse mucho mds que lo que aqui he-
mos insinuado.

EL RETO ACTUAL

La actividad que dio origen al departamento de matematica educativa
estaba anclada en la realidad profunda del sistema educativo. Ha sido
largo y sinuoso el camino que nos ha llevado hasta la investigacién. Es
fundamental entender que el reto que siempre hemos tenido por de-
lante es regresar todo este saber generado en la investigaciéon —en la
ciencia basica— al sistema educativo, donde cobra su pleno sentido.

Y UNA NOTA FINAL

Nuestra descripcion ha sido intencionalmente breve y con casi total au-
sencia de nombres propios de personas y lugares. Hemos hecho esta
eleccién para invitar al lector a reconocer en lo narrado sus propias cir-
cunstancias: como es posible, en un contexto latinoamericano, con per-
sonas como las que él conoce y con quienes trabaja, desarrollar
investigacion de relevancia internacional. No se vea en esto un gesto de
autocomplacencia. Tan s6lo es una invitacién al desarrollo de los me-
jores esfuerzos de todos nosotros.
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Ingenieria diddctica

Michele Artigue

i

RESUMEN

Este texto corresponde a un curso dado en Plestin les Greéves, en Agos-
to de 1989, durante la quinta Escuela de Verano de Diddctica de las Ma-
tematicas. En su primera parte, estudiamos el contexto de aparicién de
la nocién de ingenieria diddctica, al principio de los afios ochenta. La
segunda parte se dedica a la ingenierfa didactica vista como metodolo-
gia de investigacion. En la tercera parte titulada “La ingenierfa didac-
tica, un motor de progreso en la didactica” investigamos los problemas
de transmisién y de replicabilidad.

INTRODUCCION

La nocién de ingenieria didédctica surgi6 en la diddctica de las matem4-
ticas a comienzos de los afios ochenta. Se denominé con este término a
una forma de trabajo diddctico equiparable con el trabajo del ingeniero
quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los conoci-
mientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de
tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a
trabajar con objetos mucho mds complejos que los objetos depurados
de la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar prdcticamente, con todos
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los medios disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no
puede hacerse cargo.

En los afios ochenta esta vision se percibe como el medio de abordar
dos cuestiones cruciales, dado el estado de desarrollo de la did4ctica de
las matemadticas en la época:

* Las relaciones entre la investigacién y la accién en el sis-
tema de ensefianza

e El papel que conviene hacerle tomar a las “realizaciones
didécticas” en clase, dentro de las metodologias de la in-
vestigacion en didéctica

Estas preocupaciones se manifestaron, por ejemplo, en el texto que pre-
paré Y. Chevallard para la Segunda Escuela de Verano en Did4ctica de
las Matematicas que se celebré en Orléans en 1982 (Chevallard, 1982).
Allf escribi6, de forma notoria, con respecto al primer punto:

Definir el problema de la ingenieria diddctica es definir, en su
relacion con el desarrollo actual y el porvenir de la diddctica
de las matemdticas, el problema de la accion y de los me-
dios para la accién, sobre el sistema de ensefianza. (p. 28)

Y, a continuacién, critica con vigor la manera como estas relaciones se
conciben tradicionalmente en términos de innovacién o de investiga-
cién-accion:

Se ve asi dentro de una l6gica terrible, dentro de un implacable
determinismo, que la ideologia de la innovacion tiende a redu-
cir el acercamiento al sistema educativo. La innovacién como
valor ideoldgico tan sélo cobra impulso porque la ausencia de
una historia cientifica en el terreno de la educacién otorga li-
bertad a todas las pretensiones (y dentro de ellas a algunas ca-
rencias de posicion, como por ejemplo que el innovador se
autoriza tinicamente por st mismo). Junto a lo anterior, pero
en un sentido contrario, el peso de la obsesion innovadora so-
bre las conciencias y las prdcticas impide el “despegue” de una
historia en el campo en cuestion. Con esto no se fomenta que
los objetos se constituyan en parte de un saber progresivo.

(p-13)

Lo esencial es que, al enlazar sin articular dos momentos del
proceso cientifico-técnico (investigacion y accion), se reduce
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el significado de cada uno. Uno se deshard de las restric-
ciones que normalmente encuentra todo proceso de investiga-
cién, al responder que la accién, entendida ante todo como
una buena accion, prima. La accion “implementada” se pre-
sentard como “investigacion” y, por lo tanto, se escapard al
juicio de valor al que sometemos a la mds banal de nuestras
acciones. (p. 20)

En lo concerniente al segundo punto, el lugar de las realizaciones di-
déacticas en clase dentro de la investigacion, €l articula su argumento
sobre dos puntos:
1. Las metodologias que en este articulo calificaré como externas
(en tanto son externas a la clase) como cuestionarios, entrevis-
tas, tests, sobre las cuales se basa la mayor parte de las investi-
gaciones publicadas en esa época, son insuficientes para
atrapar la complejidad del sistema estudiado. Su éxito se puede
explicar, sin ninguna duda, por el hecho de que se pueden uti-
lizar de una manera cémoda y se pueden hacer reconocer como
productoras de resultados cientificos. Pero privilegiar estas me-
todologias seria un riesgo mayor para la didactica, dada su ju-
ventud tedrica:

Lo que identifica hoy en dia a la realizacién diddctica en clase,
de una forma actualmente necesaria, es el débil desarrollo de
nuestra teoria del sistema diddctico. Esto implica un control
tedrico débil de las operaciones de investigacion. Yno nos per-
mite ponernos en contacto con nuestro objeto de conocimien-
to, por fuera del control empirico del objeto real cuya
elaboracion teérica nos ocupa. Abandonar el sistema diddcti-
co en su funcionamiento concreto por mucho tiempo, para
adoptar metodologias auxiliares, parciales, significa tomar
el riesgo de desatender aquello que de ninguna manera se
puede desatender, y que podria, por lo tanto, borrarse de
nuestro campo de consciencia por no estar presente en él, em-
piricamente (p. 50)

2. Larealizacién didéctica en clase tiene otra funcién esencial, per-
manente, en cuanto no se asocia con la juventud tedrica del
campo. Se trata de la puesta en prueba de las construcciones
tedricas elaboradas en las investigaciones, a través de involu-
crar tales construcciones en un mecanismo de produccién:
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La realizacion diddctica también es el lugar de esta etapa cru-
cial de la actividad cientifica a la cual Bachelard da el nombre
parddico de fenomenotecnia. (p. 55)

En conclusion, se trata de:

¢ Por un lado desprenderse de relaciones entre investiga-
cién y accién, pensadas sea en términos de innovacion,
sea con la intermediacién de la nocién de investigacion-
accion, para afirmar la posibilidad de una accién racional
sobre el sistema, con base en los conocimientos didédcticos
preestablecidos

¢ Y del otro, resaltar la importancia de la “realizacién di-
déctica” en clase como practica investigativa, tanto por ra-
zones vinculadas al estadio de juventud de Ila
investigacion diddctica, como para responder a necesida-
des permanentes de poner en préctica las construcciones
tedricas elaboradas

Y efectivamente, la nocién de ingenierfa didactica traz6 su camino en el
edificio de la did4ctica con esta doble funcién. Ella llega a significar tan-
to unas producciones para la ensefianza, basadas en resultados de in-
vestigaciones que han utilizado metodologias externas a la clase, como
una metodologia de investigacién especifica. En el apartado siguiente
nos centraremos en las caracteristicas de esta dltima.

LA INGENIERIA DIDACTICA COMO
METODOLOGIA DE INVESTIGACION

ALGUNAS CARACTERISTICAS GENERALES

Como metodologia de investigacion, la ingenieria diddctica se caracte-
riza en primer lugar por un esquema experimental basado en las “rea-
lizaciones didécticas” en clase, es decir, sobre la concepcién,
realizacién, observacién y andlisis de secuencias de ensefianza. Alli se
distinguen por lo general dos niveles: el de la micro-ingenieria y el de la
macro-ingenieria, dependiendo de la importancia de la realizacién di-
déctica involucrada en la investigacion. Las investigaciones de micro-
ingenieria son mds fdciles de llevar a la préctica. Sin embargo, si bien
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ellas permiten tener en cuenta de manera local la complejidad de los fe-
némenos de clase, no la dejan unir con la complejidad esencial de los
fenémenos asociados con la duracién de las relaciones entre ensefianza
y aprendizaje. Tampoco permiten necesariamente distinguir de forma
coherente los objetos de conocimiento. Las investigaciones de macro-
ingenierfa, a pesar de todas las dificultades metodolégicas e institucio-
nales que imponen, se hacen indispensables.

La metodologia de la ingenieria didactica se caracteriza también, en
comparacién con otros tipos de investigacién basados en la experimen-
tacion en clase, por el registro en el cual se ubica y por las formas de
validacion a las que estd asociada. De hecho, las investigaciones que re-
curren a la experimentacién en clase se sittian por lo general dentro de
un enfoque comparativo con validacién externa, basada en la compa-
racion estadistica del rendimiento de grupos experimentales y grupos
de control. Este no es el caso de la ingenieria diddctica que se ubica, por
el contrario, en el registro de los estudios de caso y cuya validacién es
en esencia interna, basada en la confrontacién entre el andlisis a priori
y a posteriori.

Sin embargo, los objetivos de una investigacién de ingenieria di-
dactica pueden ser diversos. R. Douady, en su conferencia del Congre-
so PME 11, llamada “La ingenieria diddctica, un instrumento
privilegiado para tener en cuenta la complejidad de la clase” (Douady,
1987), distingue por ejemplo las investigaciones que abordan el estudio
de los procesos de aprendizaje de un concepto determinado y en par-
ticular la elaboracién de génesis artificiales para un concepto determi-
nado, de aquellas que no se cifien a los contenidos, asi su sustento sea
la ensefianza de un dominio preciso. Ella cita al respecto los trabajos de
M.C. Marilier, A. Robert y I. Tenaud sobre el aprendizaje de métodos
y el trabajo en grupo (Marilier, Robert, Tenaud, 1987). Sin embargo, se
podria mencionar otros como los trabajos que apuntan al dominio pa-
ramatemadtico (Chevallard, 1985) es decir, aquel de las nociones que,
como aquellas de pardmetro, ecuaciéon, demostracién, guardan un es-
tatus de herramienta en la ensefianza, al menos en un nivel determina-
do, o incluso trabajos que abordan el estudio y la aplicacién de
estrategias didacticas globales como por ejemplo “el problema abierto”
(Arsac et al., 1988), o “el debate cientifico” (Legrand, 1986; Alibert,
1989).
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Por lo tanto, la ingenieria diddctica es singular no por los objetivos de las in-
vestigaciones que entran en sus limites, sino por las caracteristicas de su fun-
cionamiento metodolégico. En las pdginas siguientes presentaremos los
rasgos caracteristicos que en la actualidad posee esta metodologia. Ta-
les caracteristicas se desprenden de las investigaciones que se reivindi-
can como ingenierfas diddcticas y cuyo numero, valga la pena
enfatizarlo, se ha multiplicado en los tdltimos afios. En este punto de la
exposicién, me limitaré a mencionar los dos trabajos que constituyen,
en mi opinidn, los cldsicos incuestionables en este dominio, a saber, las
tesis de G. Brousseau (Brousseau, 1986) y de R. Douady (Douady, 1984).
Estos trabajos son excepcionales tanto por la amplitud de las realizacio-
nes didécticas involucradas, como por la importancia del aporte tedrico
al cual condujeron dichas realizaciones.

LAS DIFERENTES FASES DE LA METODOLOGI{A DE LA INGENIERIA

Continuamos en este apartado con la descripcién de la metodologia de
laingenierfa didactica, por medio de una distincién temporal de su pro-
ceso experimental. Delimitaremos en este proceso cuatro fases: la fase 1
de andlisis preliminar, la fase 2 de concepcién y anélisis a priori de las
situaciones diddcticas de la ingenieria, la fase 3 de experimentacién y fi-
nalmente la fase 4 de anadlisis a posteriori y evaluacion.

Los analisis preliminares
En una investigacion de ingenierfa diddctica, la fase de concepcién se
basa no sélo en un cuadro tedrico diddctico general y en los conoci-
mientos diddcticos previamente adquiridos en el campo de estudio,
sino también en un determinado nimero de andlisis preliminares. Los
mads frecuentes tocan:
* El anélisis epistemoldgico de los contenidos contempla-
dos en la ensefianza
* El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos
* El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las
dificultades y obstdculos que determinan su evolucién
e El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar
la realizacién diddctica efectiva
* Y, por supuesto, todo lo anterior se realiza teniendo en
cuenta los objetivos especificos de la investigacion
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Esta presentacién merece algunos comentarios. Por lo general, a pesar
de que esta serie de andlisis no se evidencia en las publicaciones, los
trabajos que el investigador ha realizado como pilares de su ingenieria
se retoman y profundizan en el transcurso de las diferentes fases de la
misma, en funcién de las necesidades sentidas. Por lo tanto, los estu-
dios preliminares tan s6lo mantienen su calidad de “preliminares” en
un primer nivel de elaboracién. Ademds es claro que las exigencias de
un andlisis preliminar no son las mismas para una investigacién cuyo
objetivo es la construccién de una génesis artificial del conocimiento en
un campo conceptual determinado, como por ejemplo la realizada por
B. Parzysz (Parzysz, 1989), que para una investigacion que, por ejem-
plo, pretenda implantar una estrategia global de ensefianza como
aquella del debate cientifico citada con anterioridad.

En los trabajos que se han publicado antes, con frecuencia no inter-
vienen de manera explicita todas las diferentes componentes de andli-
sis mencionadas arriba. Un excelente ejercicio de did4ctica puede ser el
identificar, en un trabajo especifico, las dimensiones privilegiadas y
tratar de buscarles su significacién didéctica a posteriori.

Me limitaré aqui a dar un ejemplo tomado de mis trabajos persona-
les, tratando al mismo tiempo de precisar los puntos en que éste es o
no particularmente representativo del funcionamiento metodolégico
de la ingenieria. Se trata de un articulo sobre la investigacion que he ve-
nido realizando hace tres afios en el tema de las ecuaciones diferencia-
les en primer afio de universidad (Artigue, 1989). Con respecto a las
preocupaciones de este apartado, el texto tiene el interés de centrarse
justamente en las dos primeras fases de la ingenierfa. La primera fase
se estructura en torno al andlisis del funcionamiento de un sistema, un
equilibrio que por mucho tiempo fue estable pero que ahora se percibe
como obsoleto. El siguiente fragmento evidencia las selecciones hechas
en este nivel y como tales selecciones se vinculan con la perspectiva sis-
témica que constituye el asidero teérico del andlisis:

La investigacién aqui presentada se sitiia dentro de una pers-
pectiva de ingenieria diddctica cldsica: se considera un punto
del sistema diddctico cuyo funcionamiento parece, por razo-
nes de diversa naturaleza, poco satisfactorio. Se analiza este
punto de funcionamiento y las restricciones que tienden a ha-
cer de él un punto de equilibrio del sistema. Posteriormente,
al jugar con estas restricciones, se busca determinar las con-
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diciones de existencia de un punto de funcionamiento mds sa-
tisfactorio.

Este andlisis de restricciones se basa en la identificacién, en el campo
matemadtico en cuestion, de tres cuadros de desarrollo y de funciona-
miento. Por lo tanto, la nocién de cuadro (Douady, 1984) juega aqui el
papel de base tedrica didactica general. Estos cuadros son los siguien-
tes: el cuadro algebraico de la resolucién por férmulas, el cuadro numé-
rico de la resolucién numérica aproximada y el cuadro geométrico del
estudio global cualitativo de las curvas soluciones de la ecuacién.
Una vez introducidos estos cuadros, el andlisis de las restricciones
se efecttia distinguiendo tres dimensiones:
¢ La dimensién epistemoldgica asociada a las caracteristicas
del saber en juego
¢ La dimensién cognitiva asociada a las caracteristicas cog-
nitivas del publico al cual se dirige la ensefianza
¢ La dimensién diddctica asociada a las caracteristicas del
funcionamiento del sistema de ensefianza

Hay que resaltar que esta clasificacién no tiene nada de original. Ella se
deriva naturalmente de la perspectiva sistémica adoptada explicita-
mente. Entonces, no es sorprendente constatar que nos encontramos de
nuevo con una clasificacién paralela a la propuesta por G. Brousseau
para el estudio de los obstdculos (Brousseau, 1976).

La ensefianza tradicional se centra en el funcionamiento dentro del
cuadro algebraico. Por lo tanto, parece natural pretender, teniendo en
cuenta el objetivo preciso de la investigacion, estudiar la viabilidad de
un enfoque epistemolégico mds satisfactorio y las restricciones que se
oponen a la extensién de la ensefianza a los otros cuadros. Esto fue lo
que se hizo efectivamente y, por ejemplo, se identificaron las siguientes
restricciones que se oponian a la extensién al cuadro geométrico:

¢ En el plano epistemoldgico, la larga predominancia del
cuadro élgebraico en el desarrollo histérico de la teoria, la
dificultad de los problemas ligados al surgimiento y desa-
rrollo de la teoria geométrica, y el desarrollo reciente de
los procesos de transposicion didéctica de aquella hasta
un nivel de ensefianza relativamente elemental

* En el plano cognitivo, la exigencia de movilidad perma-
nente entre los cuadros que se necesitan para el estudio
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cualitativo (la movilidad es aqui mucho mds delicada ya
que se acompafia del desfase de niveles: el paso del nivel
de las curvas en el cuadro gréfico al de las derivadas en
el cuadro algebraico de la ecuacién), y el nivel de manejo
de los objetos elementales del andlisis requerido por las
justificaciones

* En el plano did4ctico, la fuerza de la ensefianza basada
en algoritmos (tal recurso se encuentra bloqueado aqui,
ya que el estudio cualitativo puede dar lugar al desarro-
llo de métodos pero no puede convertirse en algoritmos),
el status inframatemadtico del cuadro grafico en la ense-
flanza, y el mito de la resolucién completa (el estudio
cualitativo va a colocar la mayoria del tiempo al profesor
en la posicién de tener que detenerse en el camino y ad-
mitir que no puede responder a todas las preguntas que
se formulan de forma natural)

Hay que subrayar el hecho de que, contrariamente a lo que se puede
constatar en otros trabajos de ingenierfa, y en particular en aquellos ya
mencionados de R. Douady y G. Brousseau, aqui no se enfatiza un cua-
dro tedrico didactico general. Esto se explica ampliamente ya que, para
el problema propuesto (un estudio de condiciones de viabilidad), la
teorfa diddctica constituye un apoyo que el investigador utiliza tal y
como lo haria un ingeniero. El investigador no pondrd en primer lugar
esta faceta de su actividad en un articulo de investigacién dirigido a su
comunidad cientifica sino que, mds bien, consciente o inconsciente-
mente, privilegiard aquello que él percibe como su obra de investiga-
cién. Esto no impide que la investigacion realizada pueda tener como
consecuencias profundizaciones tedricas generales, sino que no se pue-
den manifestar en esta fase, a menos de que se pretenda falsificar la
problemdtica inicial. Entonces, estas consecuencias tedricas generales,
se encontrardn mas naturalmente en el nivel de las fases de analisis a
posteriori y evaluacién. La tesis de D. Grenier (Grenier, 1988) es un
buen ejemplo de esto. La tesis incluye una parte de ingenierfa cldsica
que explora la ensefianza de la simetria ortogonal en sexto grado, y de-
sarrolla en los tltimos capitulos un estudio més tedrico de las fases de
evaluacién y de institucionalizacién. Tal estudio se hizo necesario
como resultado del proceso de experimentacién.
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El andlisis detallado de este texto también evidencia la predominan-
cia de las entradas epistemolégica y diddctica con relacién a la dimen-
sién cognitiva. No hay un estudio preliminar de las concepciones de los
estudiantes y las restricciones identificadas en este nivel se deducen de
resultados mds globales concernientes a la diddctica del anélisis en con-
junto, o a partir de consideraciones generales como la complejidad cog-
nitiva engendrada por la movilidad necesaria del enfoque. De otra
parte, se insiste en la dificultad que se encontré para identificar las res-
tricciones relevantes sin ambigiiedad del registro cognitivo, ya que
aquellas que podrian considerarse como tales siempre aparecian mez-
cladas con, o reforzadas por, las restricciones diddcticas (situaciéon que
tal vez se presenta por las maniobras de evasion que elabora el sistema
de ensefianza frente a las restricciones cognitivas con que se topa). La
poca importancia que se le otorga a lo cognitivo no es tipica de los ané-
lisis preliminares de la ingenieria. Por el contrario, a menudo uno de los
puntos de apoyo esenciales de la concepcién reside en el andlisis preli-
minar detallado de las concepciones de los estudiantes, de las dificulta-
des y de los errores mads frecuentes. Asi, la ingenieria se disefia para
provocar, de manera controlada, la evolucién de las concepciones. Es el
caso, por ejemplo, de las tesis ya citadas de D. Grenier y B. Parzysz. El
punto de vista sistémico adoptado al igual que el nivel de ensefianza in-
volucrado no dejan sin duda de influir en las dimensiones que aqui se
privilegiaron.

La concepcion y el analisis a priori

En esta segunda fase, el investigador toma la decisién de actuar sobre
un determinado nimero de variables del sistema no fijadas por las res-
tricciones. Estas son las variables de comando que él percibe como perti-
nentes con relacién al problema estudiado. Nos parece titil, para facilitar
el andlisis de una ingenierfa, distinguir dos tipos de variables de co-
mando:

* Las variables macro-diddcticas o globales, concernientes a la
organizacion global de la ingenieria

e Y las variables micro-diddcticas o locales, concernientes a la
organizacién local de la ingenierfa, es decir, la organiza-
cién de una secuencia o de una fase
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Tanto unas como otras pueden ser en si variables generales o depen-
dientes del contenido diddctico en el que se enfoca la ensefianza. Sin
embargo, en el nivel micro-didactico esta segunda distincién es clésica,
ya que se diferencian las variables asociadas con el problema de las va-
riables asociadas con la organizacion y la gestion del "medio"” (Brous-
seau, 1986). Y entre estas, las variables diddcticas son aquellas cuyo
efecto diddctico se ha corroborado.

Para no aumentar la cantidad de ejemplos, seguiré con la investiga-
cién sobre las ecuaciones diferenciales tal y como aparece en el texto ci-
tado. Después del andlisis de restricciones, las primeras selecciones
que se hacen son globales. Estas tienen que ver con decisiones como re-
currir a las herramientas informaéticas, desarrollar los prerrequisitos
adaptados al nivel de la funcién, limitar la complejidad al nivel de la
resolucién algebraica, transformar el trabajo en actividades auténomas
de la parte algoritmizada de esta resolucién, y ensefiar explicitamente
métodos para el estudio cualitativo. Estas selecciones preceden la des-
cripcion fase a fase de la ingenieria donde van a intervenir las seleccio-
nes locales.

Este tipo de dispositivo se encuentra por lo general en los textos de
macro-ingenieria, pero con una terminologia eminentemente variable.

En su articulo sobre la ensefianza de los decimales, G. Brousseau
presenta desde un comienzo las selecciones macro-didécticas y las ca-
lifica como “selecciones principales”, ligadas en su mayoria con el con-
tenido (Brousseau, 1981):

a. La adquisicion de los decimales-medida sequird un proceso
distinto a la de los decimales-aplicacion. Y éstos se sucederdn
en este orden.

b. En los dos casos, los decimales se presentardn como racio-
nales, por medio de la simple reescritura de las fracciones
como decimales [...].

c. Los estudiantes escogerdn las fracciones decimales-medida
para aproximarse a los racionales ya que presentan facilida-
des para calcular [...].

d. Este enfoque topolégico no se reproducird en el estudio de
las aplicaciones lineales racionales [...].

e. Trataremos de hacer adquirir o funcionar, si son adquiri-
das, los modelos implicitos antes de propiciar su formulacién
y andlisis [...].

f. Las sumas y las diferencias de las aplicaciones racionales, a
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pesar de haberse logrado, no se teorizardn ni se institucionali-
zardn.

. Explicitaremos las otras opciones a lo largo de la exposicion
de las situaciones.

A continuacién Brousseau entra en la descripcién del proceso de ense-
flanza donde van a intervenir las selecciones locales, presentadas en el
lenguaje “canénico” de la teoria de las situaciones diddacticas, es decir,
en términos de variables, saltos informacionales, costos, etc.

D. Grenier, en su tesis ya citada, titula un apartado “Nuestras selec-
ciones diddcticas para la aproximacién a la nocién” que aparece antes
del andlisis de las diferentes fases del proceso. Ella distingue en este
apartado un “cuadro diddctico” que de hecho corresponde con las de-
cisiones macro-diddcticas especificas del contenido y un “cuadro teéri-
co”, donde se ubica con relacidn a la teoria de las situaciones didé4cticas,
que prescinde entonces de la macro-didactica general.

Quisiera resaltar, antes de pasar al andlisis a priori, que estas selec-
ciones globales, aunque se presenten separadas de las selecciones loca-
les, no son independientes de ellas. En particular, como lo enfatiza
Brousseau (1981):

Hay que asequrarse constantemente de la capacidad de la con-
cepcion general para permitir la invencion, la organizacion y
el devenir de las situaciones locales (correspondientes a los
cuadros tedricos generales en los que se basa la ingenie-
ria).

Una de las originalidades de la metodologia de la ingenieria did4ctica,
como lo habiamos sefialado antes, reside en el modo de validacién que
es en esencia interna. Desde la misma fase de concepcién se empieza el
proceso de validacién, por medio del andlisis a priori de las situaciones
didéacticas de la ingenieria, directamente ligada a la concepcién local de
esta tltima.

Este andlisis a priori se debe concebir como un andlisis de control de
significado. Esto quiere decir, de forma muy esquematica, que si la teoria
constructivista sienta el principio de la participacién del estudiante en
la construccién de sus conocimientos a través de la interaccién con un
medio determinado, la teoria de las situaciones didacticas que sirve de
referencia a la metodologia de la ingenieria ha pretendido, desde su ori-
gen, constituirse en una teoria de control de las relaciones entre el sig-
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nificado y las situaciones. Nétese que la palabra teoria se toma aqui en
un sentido amplio, puesto que incluye las construcciones tedricas ela-
boradas por G. Brousseau durante mds de veinte afios (como referencia
de una de las primeras versiones de la teoria se podria citar a Brous-
seau, 1972), como también construcciones elaboradas, en conexién mas
0 menos estrecha, por diversos investigadores, entre los cuales R. Do-
uady es unas de las mds sobresalientes.

Por lo tanto, el objetivo del andlisis a priori es determinar en qué las
selecciones hechas permiten controlar los comportamientos de los es-
tudiantes y su significado. Por lo anterior, este andlisis se basa en un
conjunto de hipétesis. La validacién de estas hipétesis estd, en princi-
pio, indirectamente en juego en la confrontacién que se lleva a cabo en
la cuarta fase entre el andlisis a priori y el andlisis a posteriori.

Tradicionalmente, este andlisis a priori comprende una parte des-
criptiva y una predictiva se centra en las caracteristicas de una situa-
ci6én a-did4ctica que se ha querido disefiar y que se va a tratar de llevar
a los alumnos:

¢ Se describen las selecciones del nivel local (relaciondando-
las eventualmente con las selecciones globales) y las ca-
racteristicas de la situaciéon didédctica que de ellas se
desprenden

* Se analiza qué podria ser lo que estd en juego en esta si-
tuacién para un estudiante en funcién de las posibilida-
des de accién, de seleccién, de decisién, de control y de
validacién de las que él dispone, una vez puesta en prac-
tica en un funcionamiento casi aislado del profesor

* Se preven los campos de comportamientos posibles y se
trata de demostrar como el andlisis realizado permite
controlar su significado y asegurar, en particular, que los
comportamientos esperados, si intervienen, sean resulta-
do de la puesta en préctica del conocimiento contempla-
do por el aprendizaje

El texto que prepararon como ejemplo los investigadores del IREM de
Bordeaux para la Escuela de Verano de Didactica de las Matematicas
de Orléans, en 1986, titulado “Algunas preguntas para el control a
priori de una situacién determinada” es una fiel muestra de estas ca-
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racteristicas del andlisis a priori. Los titulos de los diferentes rasgos del
andlisis son en efecto los siguientes:

1. ;Cudl es el problema que cada uno de los estudiantes tiene
a cargo para resolver?

2. ;Es posible explicitar este problema en términos de la teoria
de juegos?

3. ¢Qué conocimientos debe poseer el alummno o qué debe poder
hacer para comprender el enunciado (entrar en el juego)?

4. ;Qué conocimientos debe poseer el alumno o qué debe poder
hacer para tener éxito (ganar el juego)?

5. ;Qué control tiene el alumno sobre su accion?

6. ;Hay numerosas fases?

A pesar de que aqui aparece de manera explicita, hay que enfatizar que
a menudo los investigadores tienen en cuenta la teorfa de juegos en un
nivel puramente metafdrico. Se trata de las estrategias, del juego, pero
no hay una evaluacién precisa de los costos de esta o aquella estrategia,
como lo han podido hacer G. Brousseau y algunos investigadores de su
equipo, entre ellos H. Ratsimba Rajohn (Ratsimba Rajohn, 1982). Se tie-
ne la impresién de que el investigador percibe una utilizacién distinta
a la metafdrica, atin si ésta es posible, como costosa con relacién al be-
neficio que se obtiene en términos de la fineza del anélisis y/o de la va-
lidacién.

Tradicionalmente, el profesor estd poco presente en el andlisis a
priori y se considera en esencia por sus relaciones con la devolucién y
la institucionalizacién. El hecho de dejar relativamente a un lado al pro-
fesor tiene razones histéricas evidentes, si se considera el desarrollo de
la investigacion didéctica. La didéctica de las matemadticas se construy6
en Francia sobre la base de la teorfa constructuvista del conocimiento.
La influencia profunda de los trabajos de la psicologia genética de la es-
cuela de Ginebra (las frecuentes referencias a Piaget y en particular a
(Piaget, 1975) en las publicaciones es una prueba contundente de esto),
se opone por lo tanto a las teorias empirico-sensualistas o conductistas
del aprendizaje que sustentan, de manera mds o menos explicita, las
teorfas ingenuas de la ensefianza. En esta perspectiva, la primera urgen-
cia era, sin duda alguna, restituir el lugar del alumno. En el desarrollo
naciente de la didactica, que imponia de antemano una limitacién rela-
tivamente estricta a la complejidad susceptible de ser abordada cienti-
ficamente, el profesor tuvo que pagar de alguna manera el precio de
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que el estudiante se haya tenido en cuenta en el nivel del modelaje y de
la teoria.

De tal forma, no es coincidencial que, si bien las situaciones de ac-
cién, formulacién y validacién se hicieron presentes desde los prime-
ros embriones de la teoria de las situaciones, las situaciones de
institucionalizacién se introdujeron mucho mds tarde, ya que no se
prestaban al modelaje usual de las situaciones. De ahi que se convirtie-
ran en fases de institucionalizacion, es decir, los momentos donde un
andlisis en términos de juego del profesor debe necesariamente redi-
reccionarse con el andlisis en términos de juego del estudiante. En el
andlisis a priori, no se le ha otorgado tradicionalmente un lugar al jue-
go del profesor. Aunque el estudiante se toma en cuenta en un doble
nivel, descriptivo y predictivo, el profesor no interviene sino en un ni-
vel descriptivo, como si la situacién lo determinara por completo como
actor del sistema.

Tal vez existen otras razones, aparte de las econémicas que ya ha-
biamos expuesto, para la reticencia de muchos investigadores a utilizar
la teorfa de los juegos en un nivel distinto del metaférico antes mencio-
nado. jAcaso no se puede ver en esto también un sintoma de evasiéon
frente a las restricciones fuertes concernientes a las relaciones entre la
dimensién a-didactica y la dimensién didéctica, que impone una utili-
zacién no metaférica? La conclusién del articulo ya citado de R. Rat-
simba Rajohn nos incita a pensar esto. De hecho, él escribe:

Pero esta teoria de juegos que hemos considerado no nos per-
mitié prever a priori los comportamientos de los estudiantes
y del profesor en el momento de la produccion de las etapas
intermedias del juego.

En efecto, a lo largo del estudio teérico hicimos abstraccion
del juego del profesor, del juego de los estudiantes que tienen
algunas ideas para resolver el problema, y del juego de aque-
llos que no encontraron nada. De tal forma, el trabajo que
acabamos de realizar demostré que era imposible desatender
el juego del profesor con los estudiantes.

De alguna manera, la nocién de contrato didéctico permite recuperar
en parte al profesor como actor de tiempo completo en el sistema. Sin
embargo, no se puede negar que hasta el momento el profesor ocupa
siempre un papel marginal en la teorizacién didéctica. Entonces como
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no se le puede considerar apropiadamente, los fenémenos diddcticos
que lo involucran tienden a percibirse como ruidos en relacién con el
funcionamiento cuyo estudio se privilegia: aquel de las relaciones estu-
diante/medio con respecto al saber.

La cuestion de las relaciones entre las dimensiones a-diddctica y di-
déctica, en la teorfa didactica y en la metodologia de la ingenieria, cons-
tituye un problema mayor, ya que involucra de hecho la validacién de
la metodologia. Si el andlisis a priori es principalmente a-diddctico y si
una parte esencial de los procesos pertinentes se escapan de este regis-
tro, ;qué permite entonces validar o invalidar en realidad la confronta-
cién entre el andlisis a priori y el a posteriori? O atin mads: si para
adaptarse a esta metodologia, las situaciones de ingenieria estan por ne-
cesidad fuertemente restringidas, ;qué nos permiten tales situaciones
“captar” como fenémenos diddcticos?

Experimentacion, andlisis a priori y validacion

No voy a extenderme en la explicacién de la fase 3 de experimentacion
puesto que ya es bien conocida. A esta fase sigue una de andlisis a pos-
teriori que se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la ex-
perimentacién, a saber, las observaciones realizadas de las secuencias
de ensefianza, al igual que las producciones de los estudiantes en clase
o fuera de ella. Estos datos se completan con frecuencia con otros obte-
nidos de la utilizacién de metodologias externas, como cuestionarios,
entrevistas individuales o en pequefios grupos, aplicadas en distintos
momentos de la ensefianza o durante su transcurso. Y, como ya lo ha-
biamos indicado, en la confrontacién de los dos andlisis, el a priori y a
posteriori, se fundamenta en esencia la validacién de las hipétesis for-
muladas en la investigacién.

El proceso de validacién interna que se encuentra en juego aqui no
cae en las trampas de los esquemas usuales de validacién estadistica
asociados con las experimentaciones en clase, que consisten en funda-
mentarse implicitamente en el principio de que las diferencias mesura-
bles constatadas se relacionan con las variables de comando sobre las
cuales se ha influido para diferenciar clases experimentales y clases de
control. Esto no deja de ser problematico. En el parrafo anterior hemos
formulado algunos interrogantes al respecto. Nos parece que éstos se
asocian mds con el estado epistemoldgico de la diddctica que funda-
mentalmente con el proceso en si. Quisiéramos, para terminar este
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apartado, sefialar algunas otras dificultades de este nivel de la valida-
cién que se nos han hecho evidentes en la lectura de los trabajos de in-
genieria diddctica publicados.

Un anélisis a priori, debido a su extension, y a fortiori ya que se tra-
ta de un trabajo de macro-ingenieria, es practicamente incomunicable
en toda su extensién. Lo que se publica y se ve desde el exterior no es,
salvo como ejercicio académico, un producto que se cifie a la descrip-
cién tedrica que se ha presentado aqui. Mds bien es una condensacién
de tal producto. Las selecciones ya se hicieron y el control exterior que
puede aportar la comunidad se encuentra necesariamente afectado por
ello.

En la mayoria de los textos publicados concernientes a ingenierias,
la confrontacién de los dos andlisis, a priori y a posteriori, permite la
aparicion de distorsiones. Estas estdn lejos de ser siempre analizadas
en términos de validacién; esto es, no se busca en las hipétesis formu-
ladas aquello que las distorsiones constatadas invalidan. Con frecuen-
cia, los autores se limitan a proponer modificaciones de ingenierfa que
pretenden reducirlas, sin comprometerse en realidad con un proceso
de validacién.

Las hipétesis mismas que se formulan explicitamente en los traba-
jos de ingenieria son a menudo hipétesis relativamente globales que
ponen en juego procesos de aprendizaje a largo plazo. Por esto, la am-
plitud de la ingenierfa no permite necesariamente involucrarse en ver-
dad en un proceso de validacion.

LA INGENIERIA DIDACTICA, MOTOR
DEL PROGRESO EN LA DIDACTICA

La ingenieria diddctica logré que el investigador se sumergiera en el
seno de la complejidad del sistema que estudiaba. Por las restricciones
de su construccién, esta metodologia corria el riesgo de dejar escapar
algunos fenémenos identificables por observaciones “naturalistas” de
clase. Sin embargo, a pesar de estas limitaciones, era natural que per-
mitiera evidenciar fenémenos did4cticos que se habian escapado a las
metodologias mds externas. En efecto, tal fue el caso si se considera el
desarrollo de la didéctica. Las nociones de institucionalizacién y mads
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recientemente aquella de la memoria de la clase estudiada por J. Cente-
no (Centeno, 1989), por ejemplo, deben a ella su existencia. Hemos es-
cogido analizar en este texto ese rol de motor de la ingenieria y nos
vamos a centrar particularmente en los problemas de la transmisién y

la replicabilidad.

OBSOLECENCIA Y REPLICABILIDAD

Laingenieria didactica plantea estos problemas de manera novedosa ya
que, de un lado, la realizacién experimental en si supone de antemano
una “transmisién” en direccién del o de los profesores que serdn los ac-
tores; y del otro, porque no se puede, como en el cuadro de las metodo-
logias externas, importar libremente el “significado” de Ila
replicabilidad de las disciplinas cientificas vecinas.

G. Brousseau, el primero en enfrentarse al problema de la replicabi-
lidad de su ingenieria didactica sobre la ensefianza de los decimales,
atrajo la atencién de los investigadores sobre los fendmenos de obsolecen-
cia. En (Brousseau, 1981) escribi6 a ese respecto:

La hipétesis de la replicacion del mismo proceso debe contras-
tarse con las dos siguientes:

1. Aquella de la mejora al menos local

2. Aquella de la obsolecencia de las situaciones diddcticas
Entendemos por obsolecencia el siguiente fenémeno: los maes-
tros, de un afio al otro, tienden de mal en peor a reproducir las
condiciones susceptibles de engendrar en sus alumnos, puede
ser a través de reacciones diferentes, una misma comprension
de la nocién ensefiada. En lugar de reproducir las condiciones
que al mismo tiempo de generar el mismo resultado dejan li-
bres las trayectorias, reproducen al contrario una “historia”,
un acontecer similar al de los arios anteriores, por las inter-
venciones que, aunque discretas, desnaturalizan las condicio-
nes diddcticas que garantizan una significacion correcta de las
reacciones de los estudiantes. Los comportamientos obtenidos
son en apariencia los mismos, pero las condiciones en las que
se obtuvieron le modifican el sentido, que se acerca mds al
comportamiento cultural.

De hecho, aqui se hace frente a dos tipos de replicabilidad: una replica-
bilidad externa, dindmica, que se sitda en el nivel de las “historias” y una
replicabilidad interna, que sin duda es menos facil de identificar y que se
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sitda en el nivel del significado. Al respecto, G. Brousseau elabora la hi-
potesis de que la obsolecencia, si se produce, tiene la tendencia a hacer
evolucionar las situaciones didécticas de la ingenieria, del registro de
las situaciones de adaptacién del estudiante a aquel de las situaciones
de comunicacién de un saber institucionalizado y que, de este hecho,
ella va a conllevar “de una parte, una evolucién de las preguntas esco-
gidas por el maestro en el sentido de un aumento del ntimero de pro-
blemas cerrados, y de otra, una disminucién del escrito a preguntas
mads abiertas”. En estos criterios indirectos se basé para decidir, en el
caso que le ocupaba, que no se habia presentado obsolecencia, es decir,
desviacién significativa hacia una replicabilidad puramente externa.

En mi tesis (Artigue, 1984), me volvi a centrar en estos problemas
de replicabilidad al tratar de determinar, en un primer momento, qué
modelos implicitos o explicitos de la replicabilidad se transmitian en
los escritos diddcticos. Se concluyé que se transmitia, de manera esen-
cialmente implicita, un modelo de tipo externo que se podria caracte-
rizar en un primer momento de la siguiente manera:

En el transcurso de experimentaciones repetidas, se le encon-
trardn las siguientes caracteristicas a las situaciones replica-
bles:

1. Los mismos procedimientos deben aparecer (al menos
aquellos que no son marginales) con jerarquias comparables
2. La historia de la clase debe poderse describir con un niime-
ro reducido de 6rbitas

3. Las regularidades observadas en el nivel de los procedi-
mientos y de las 6rbitas deben ser en esencia el resultado de
regularidades individuales. Estas no deben depender de ac-
ciones repetidas de reubicacion o de desbloqueo que realice el
profesor

4. Las perturbaciones leves que no dejan de presentarse de
una clase a otra no deben tender a amplificarse

El modelaje matematico de estas caracteristicas y un estudio probabi-
listico elemental me permitieron demostrar que el campo de validez de
un modelo como ése era muy reducido en términos tedricos, aun si se
satisface con una replicabilidad muy aproximada como la que defini a
partir de la nocién de “vecindad de historias de clases”. En otros térmi-
nos, se probo que el tamafio de la muestra de la clase era demasiado pe-
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quefio para permitir que las regularidades individuales pasaran al nivel
colectivo.

En una segunda fase, el estudio detallado de la dindmica de una si-
tuacién experimentada en una investigaciéon anterior permitié demos-
trar que la integracién al modelo de los fenémenos de interaccién entre
los estudiantes observados en clase no permitia por si solo garantizar
teéricamente una replicabilidad externa de la situacion. De hecho, de
un lado las regularidades externas que se podia esperar garantizar, con
el simple juego de las variables identificadas en el andlisis a priori de
esta situacion y en el estudio de su funcionamiento, se sitdian no en el
nivel de las “historias de clase” en si, sino en un nivel méds complejo de
las estructuras de dichas historias. Del otro lado, en la aparicién de las
regularidades mismas, el maestro se revel6 como un actor decisivo.
Pues ellas no eran consecuencia de un funcionamiento semi aislado.

Lo anterior conduce de forma muy natural a elaborar la hipétesis de
que las replicabilidades constatadas en términos de historia, en particu-
lar aquellas a las que se referia G. Brousseau en el extracto concerniente
a la obsolecencia que se cit6 arriba, estdn casi necesariamente forzadas
por las acciones de control de la dindmica y dirigidas por el profesor de
manera mds o menos consciente y discreta. Si vamos un poco mds lejos,
me parece razonable formular en la actualidad la siguiente hipétesis
con respecto a la nocién de replicabilidad: conviene pensar las relacio-
nes entre replicabilidad interna y replicabilidad externa en términos de
una relacion de incertidumbre. En otras palabras, una exigencia fuerte de re-
plicabilidad externa no puede satisfacerse sino sacrificando otro tanto la repli-
cabilidad interna (que es de hecho la puesta en cuestién).

Algunos trabajos recientes, como los de (Arsac, 1989), por ejemplo,
al tratar de demostrar el efecto macroscépico de decisiones aparente-
mente microscépicas en los funcionamientos de clases (los términos
macro y micro se utilizan aqui en referencia a los niveles de descrip-
cién), entran en el sentido de este andlisis al evidenciar que el objeto cla-
se se acerca mds a un punto de vista dindmico de sistemas caéticos que
a los sistemas estables a los cuales se refiere el modelo ingenuo. Sin em-
bargo, estos trabajos también muestran la dificultad que puede afrontar
la did4ctica al integrar estos fenémenos de control detallado en el mo-
delaje, si no es, como ya lo habia hecho G. Brousseau en su trabajo sobre
la obsolecencia, al buscar indagar indirectamente sobre su existencia
por medio de un cierta cantidad de indicios, en medio de los cuales de-
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beria figurar, si las hipétesis formuladas arribas tienen fundamento,
una muy buena replicabilidad externa.

Para concluir este apartado, quisiera subrayar la importancia de la
puesta en escena de estas preguntas. En la actualidad nos es dificil en-
contrar niveles de descripcién que no caigan en ningin momento en
los &mbitos de lo “externo”. En particular, cuando describimos las se-
cuencias de ensefianza con miras a su transmision fuera de la investi-
gacion, el hecho de dirigirnos a un publico potencial de no didactas,
nos incita a reducir la parte diddctica en la descripcién. Por el temor
clasico de no ser comprendidos, dejamos a un lado el registro de la co-
municacion cientifica y adoptamos el del pensamiento natural. De ahi
que casi inevitablemente sacrifiquemos las caracteristicas internas de
las situaciones diddcticas en beneficio de las caracteristicas externas,
mas féciles de describir. Con esto obstaculizamos la replicabilidad in-
terna.

Estas son justamente las dificultades que se encuentran en la trans-
misién didactica, con respecto a las necesidades de la investigacion y,
ain mds, a la transmisién de ingenierfas didacticas, como productos
para la ensefianza que han llamado la atencién de los investigadores
sobre otro problema que es el de las representaciones que los profeso-
res se forman sobre las matematicas y de la influencia de dichas repre-
sentaciones sobre las opciones que escogen y las decisiones que toman
en su prdctica docente.

LOS PROBLEMAS DE TRANSMISION Y DE REPRESENTACION
METACOGNITIVAS

D. Grenier, por ejemplo, termina su tesis ya citada con el pdarrafo si-
guiente:

En conclusion, defendemos la idea de que un proceso no es co-
municable si no comprende no sélo un estudio de las concep-
ciones de los estudiantes sobre la nocién, lo cual es cldsico en
la diddctica ya que el proceso se construye generalmente a
partir de tal estudio, sino también un estudio de las represen-
taciones que tiene el profesor del contenido del saber en juego,
por un lado, y de sus estudiantes, sus conocimientos anterio-
res y su forma de construir conocimiento, por el otro.

Por su parte, G. Arsac escribe en (Arsac, 1989):

53



Michele Artigue

El investigador se queja del hecho de que el profesor que expe-
rimenta una situacion concebida por el primero “interpreta”
la situacién. Dicha interpretacion del profesor, que se traduce
de manera concreta en las iniciativas imprevistas durante el
desarrollo de la secuencia de clase, nos parece que debe tomar-
se como objeto de estudio en si misma y no como un tipo de
“ruido” inevitable en la experimentacion.

La investigacién de Arsac, conducida en el marco del problema abierto,
apunta justamente a este hecho. El andlisis minucioso del papel del pro-
fesor durante la fase de investigacién le permitié evidenciar notable-
mente la desproporcién entre el cardcter aparentemente anodino de
algunas intervenciones del maestro y sus efectos reales. Para intentar de
incluir este tipo de fenémeno en el andlisis a priori de las situaciones, él
propone entonces introducir paralelamente a la nocién de variable di-
déctica aquella de la escogencia diddctica. Una escogencia didactica es
una decisién situacional que toma el profesor que motiva un cambio
cognitivo en el estudiante, y que cambia “el sentido y la funcién” del co-
nocimiento. A continuacién formula el problema de la integracién de
este nivel de descripcién con el andlisis a priori, al enfatizar justamente
la dificultad asociada al hecho de que las escogencias didécticas que a
posteriori parecen decisivas entran a menudo en el &mbito de la micro-
decisién didéctica.

El estudio de las fases del debate colectivo se explora para intentar
esclarecer las motivaciones de estas escogencias didécticas del profesor.
G. Arsac llega a la conclusion de que la influencia del profesor en el de-
bate tiene por origen, en la situacién particular estudiada, muchas cau-
sas:

* la concepcién del profesor sobre la demostracion en geome-
tria y de su vinculo con el dibujo [...]

* la concepcion del profesor sobre el papel que él debe tener en
laclase|...]

* la representacion que él se ha formado del escenario que debe
construir en clase [...]

* ¢l tiempo

El trata de teorizar estas influencias, con referencia a diversos trabajos,
al hacer intervenir “la epistemologia del profesor”, a saber, su concep-
cién sobre la naturaleza de las matemadticas, su concepcién de la ense-
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filanza y su concepcién del aprendizaje. Aqui se encuentran las tres
categorias introducidas por A. Robert y J. Robinet en su definicién de
las representaciones metacognitivas (Robert y Robinet, 1989) y G. Ar-
sac hace referencia a ellas en su escrito.

A. Robert y J. Robinet, en sus trabajos recientes (Robert y Robinet,
1989), parten en efecto de la hipétesis de que la transmision estad condi-
cionada por las conductas de los profesores en clase. Basta decir que
esas conductas no son improvisadas, sino que revelan rasgos de algu-
nas decisiones instantdneas, guiadas por lo que sucede en el momento,
pero que dependen también de decisiones mds globales relativamente
estables, determinadas por la personalidad del profesor y sus concep-
ciones sobre las matemadticas y su ensefianza. A. Robert y J. Robinet for-
mulan la hipétesis de que debe existir una cierta compatibilidad entre
los investigadores que dieron origen a una ingenieria y los profesores
que van a experimentarla o a tratar de utilizarla, para que haya un
buen funcionamiento de la transmisiéon diddactica.

Para indagar y estudiar estas concepciones, ellas se refieren a los
trabajos de los psic6logos sociales sobre las representaciones. Dichos
trabajos han demostrado que, en efecto, “las representaciones sociales,
vistas como un sistema de interpretacién que rige nuestra relacién con
el mundo y con los otros, orientan y organizan las conductas y las co-
municaciones sociales” (Jodelet, 1989). La exploracién del concepto las
llevé a particularizar el sentido de las representaciones en el dominio
profesional del maestro, y fue de esta manera como introdujeron la no-
cién de representacion metacognitiva para referirse a:

las concepciones de los profesores sobre las matemdticas, so-
bre la manera como se ensefian y aprenden, junto con las con-
secuencias de éstas sobre su prdctica docente.

El andlisis y la categorizacion de estas representaciones metacognitivas
se efectda con base en la nocidn de niicleo central, introducida también
por los psicélogos sociales (Abric, 1987). Se define como un conjunto de
elementos que juegan un papel privilegiado en la representacién. A
partir de este nticleo se organiza el conjunto de la concepcién y ademads
tiende a fortalecerse con las experiencias que vive el individuo.

Hay tres componentes que se distinguen en este nticleo que corres-
ponden con las tres entradas: epistemolégica, social y cognitivo-peda-
gbgica. Esta categorizacion permiti6 a las investigadoras elaborar una

55



Michele Artigue

tabla que sirve para el andlisis de los rasgos directos e indirectos de las
representaciones indagadas (con entrevistas, cuestionarios, transcrip-
ciones de secuencias de ensefianza, manuales de ejercicios, libros de
texto, ...). Los primeros resultados obtenidos parecen permitir indagar
sobre los polos donde se cristalizan las diferencias constatadas entre las
representaciones sin que se pueda por lo tanto hablar mds de perfiles.
A. Robert escribe al respecto (Robert, 1989):

Por ejemplo, el tiempo de silencio del profesor en clase, la uti-
lizacién que hace del registro metamatemdtico, el rol que otor-
ga a sus explicaciones de un lado, y a los errores de los
estudiantes del otro, la escogencia que hace de las actividades
de los alumnos (tipos de actividades -ejercicios de aplicacién/
problemas abiertos, la duracién de las actividades/duracion
del curso, el lugar respectivo en el tiempo de las actividades/
del curso, la adecuacion de los controles/actividades) son algu-
nos de los elementos de las representaciones a los cuales se tie-
ne acceso y que, de hecho, nos parece que diferencian
sustancialmente las prdcticas ya que inciden en el aprendiza-
je. De alli su interés.

Quisiéramos enfatizar aqui que todos los trabajos citados en este tiltimo
apartado son trabajos que inician un tema de investigacién. Su explota-
cién didéctica para el estudio de la transmisién o de la replicabilidad no
tiene por el momento mucho de evidente. En particular, uno podria
preguntarse:
¢ ;En qué las representaciones metacognitivas de los profe-
sores asi definidas determinan las decisiones que toman
en su ensefianza, global y localmente?
¢ ;En qué influencian las representaciones metacognitivas
de los estudiantes en si y sus aprendizajes?

No se puede esperar tener respuestas confiables a estas preguntas en el
corto plazo, y es pertinente anotar que los trabajos en curso muestran
con mayor intensidad problemas metodolégicos bien delicados. Sin
embargo, participan de esta mejora en la atencién que se le presta al
profesor, cuya necesidad ya se habia expuesto en el apartado anterior,
y teniendo en cuenta que, a pesar de las dificultades que manifiesta,
constituye, nada mds y nada menos, uno de los pasos obligados del
avance de la didéctica en la actualidad.
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QI
La ingenieria diddctica y la
evolucién de su relacion
con el conocimiento

Régine Douady

i

INTRODUCCION

En este capitulo me intereso por la relacién entre aquello que el profe-
sor se propone ensefiar en matemdticas y aquello que los estudiantes,
a quienes él se dirige en clase, son susceptibles de aprender efectiva-
mente. Las palabras ensefianza, aprendizaje y conocimiento pueden tomar
diversos significados. A continuacién precisaré el que les doy.

La elaboracién de un problema es un paso de una ingenieria diddcti-
ca. En este contexto, el término ingenierfa didédctica designa un conjun-
to de secuencias de clase concebidas, organizadas y articuladas en el
tiempo de manera coherente por un profesor-ingeniero, con el fin de rea-
lizar un proyecto de aprendizaje para una poblacién determinada de
alumnos. En el transcurso de las interacciones entre el profesor y los es-
tudiantes, el proyecto evoluciona bajo las reacciones de los estudiantes
y en funcién de las selecciones y decisiones del profesor. De esta forma,
laingenieria didactica es a la vez un producto, resultante de un anélisis
a priori, y un proceso en el transcurso del cual el profesor ejecuta el
producto adaptdndolo, si se presenta el caso, a la dindmica de la clase.
Me interesan los diferentes factores que rigen la elaboracién de una in-
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genierfa didéctica, y su interdependencia. Vale anotar que cada uno de
dichos factores se someten a restricciones a menudo contradictorias.

Laingenieria didactica designa, de igual forma, una metodologia de
investigacion particularmente interesante por tener en cuenta la com-
plejidad de la clase. Este método se desarrolla mucho en las investiga-
ciones francesas. Para mayores detalles aconsejamos al lector remitirse
al capitulo de M. Artigue en este volumen.

En el presente capitulo no pretendo dar cuenta de una investiga-
cién, sino mds bien describir dos ejemplos de propuestas de ensefianza
que corresponden a selecciones didécticas analizadas, argumentadas y
justificadas en investigaciones. Todo el trabajo de construccién, andlisis
y prevision se basa en un cuestionamiento didactico. También pondré
de manifiesto los conceptos didacticos que utilizo. Espero que los ejem-
plos expuestos no sean tomados como modelos de ensefianza, sino
como un apoyo para comprender el sentido y la funcionalidad de las
herramientas diddcticas propuestas. De igual forma, espero poder po-
nerlas a disposicion de otros profesores para construir y administrar en
clase otras ingenierfas, y para ayudarles a indagar y administrar mejor
sus mdrgenes de maniobra. En este capitulo, mds bien, nos vamos a
ocupar de las relaciones entre la construccion de significado y la capitaliza-
cién o apropiacion del conocimiento por parte de los estudiantes, de su im-
portancia para el profesor y del papel que él les hace jugar a través de
las realizaciones didacticas que los estudiantes van a vivir bajo la direc-
cién del profesor.

No obstante, con respecto a los andlisis y proposiciones anunciados
surge una pregunta crucial, de orden sociolégico, que condiciona el
sentido de las acciones didacticas posibles: ;Cudl es el lugar del conoci-
miento escolar para el profesor y para los estudiantes? ;Se trata de una
manifestaciéon de la relacion diddctica? En la vida real, se sabe clara-
mente que la respuesta a estos interrogantes es compleja y no se puede
expresar en términos de “todo o nada” o de “si 0 no”. Sin embargo, a
continuacién escogi indagar y presentar los diferentes casos segtn la
tendencia principal.

En la primera parte, examino los efectos sobre las selecciones y de-
cisiones de los profesores que tiene el hecho de que el conocimiento ma-
tematico sea o no la principal manifestacion de la relacién didactica. En
la segunda parte, describo un ejemplo de realizacién diddctica en el
transcurso de la cual la relacién con el conocimiento matemaético evolu-
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ciona. Finalmente, presento un ejemplo de elaboracién de un problema
de dlgebra sobre la factorizacién y el desarrollo de expresiones. Como
conclusién, reagrupo los elementos esenciales de la evolucién del co-
nocimiento en los estudiantes.

EL CONOCIMIENTO MATEMATICO
EN LA RELACION DIDACTICA

¢{QUE SIGNIFICA SABER MATEMATICAS? ;QUE SIGNIFICA
APRENDER?

En el momento en que un profesor se encuentra con sus alumnos en el
salén de clase, se estipula que el maestro estd alli para ensefiar un co-
nocimiento determinado y los estudiantes para aprender este mismo
conocimiento. A continuacién preciso el significado que doy a las pa-
labras conocimiento, ensefianza y aprendizaje.

Saber matemdticas implica dos aspectos. Por un lado, se refiere a la
disponibilidad funcional de algunas nociones y teoremas matematicos
para resolver problemas e interpretar nuevas situaciones. En un fun-
cionamiento cientifico como éste, las nociones y teoremas matemadticos
involucrados tienen un status de herramientas. Las herramientas estdn
inscritas en un contexto, que a su vez estd influido por alguien (o un
grupo) en un momento determinado. Las situaciones o los problemas en
los cuales evolucionan las nociones matemaéticas generan significado
para esas nociones desde un punto de vista que llamaremos semdntico.

Saber matemadticas también significa identificar las nociones y los
teoremas como elementos de un corpus reconocido social y cientifica-
mente. Al mismo tiempo es formular definiciones, enunciar los teore-
mas de ese corpus y demostrarlos. Por esto, las nociones y los teoremas
matemadticos en cuestién tienen un status de objeto. Estdn descontex-
tualizados, despersonalizados (a pesar de que tengan un nombre pro-
pio) y son atemporales. El trabajo de descontextualizacién vy
despersonalizacién participa en el proceso de capitalizacién o apro-
piacion del conocimiento.

El trabajo de recontextualizacién y el tratamiento de los problemas
que de allf se desprenden permite expandir el significado. Este no im-
pide que se capitalicen précticas o conocimientos particulares, asi sean
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provisionales. Las nociones, al igual que los teoremas, se pueden traba-
jar y modificar segtin las situaciones donde se necesitan. De alli se pue-
de desembocar en nuevas nociones, que a su vez se convierten en
materia de trabajo, interpretacién, modificacién, generalizacién, etc. En
el caso de los teoremas, se puede explorar el dominio de validez al ima-
ginar las variantes, demostrarlas, o, por el contrario, construir los con-
tra-ejemplos para asegurarse de que eso no es posible... En todos los
casos se llega a relacionar nociones diferentes. El hecho de relacionarlas
es a su vez una fuente de significado para quienes las realizan.

Este trabajo matemadtico puede hacerse tanto sobre las herramientas
en el marco de un problema, como sobre los objetos para expandir en
ellos el hecho de haberlos traido a escena sin una finalidad precisa o por
placer estético. Se necesita respetar un conjunto de reglas internas de las
matemadticas y diferentes modos de expresion. Esto se refiere a una compo-
nente del significado que llamaremos sintdctica.

Para un profesor, ensefiar se refiere a la creacién de las condiciones
que producirdn la apropiacién del conocimiento por parte de los estu-
diantes. Para un estudiante, aprender significa involucrarse en una acti-
vidad intelectual cuya consecuencia final es la disponibilidad de un
conocimiento con su doble status de herramienta y de objeto. Para que
haya aprendizaje y ensefianza, es necesario que el conocimiento sea un
objeto importante, casi esencial de la interaccién entre el profesor y sus
alumnos, es decir, que el conocimiento sea una manifestacién impor-
tante de los “juegos” de la escuela.

La realidad puede ser efectivamente esa, y en ese caso el trabajo del
profesor consiste en escoger formas de presentacién del conocimiento
aceptables para los estudiantes y eficaces con relacion al objetivo del
aprendizaje. Varias formas de hacerlo son posibles. Sin embargo, la rea-
lidad puede ser otra. El conocimiento puede ser una manifestaciéon de
la interaccién mencionada para el profesor, pero no del todo para un
cierto namero de estudiantes o, al contrario, ser una manifestaciéon para
algunos estudiantes y puede no serlo para el profesor. Entonces, dos
elementos van a influenciar las decisiones del profesor y de todas ma-
neras, modular sus logros:

* ;Qué representa para esos estudiantes el hecho de ir al co-
legio? ;Qué esperan ellos del colegio? ;Qué significa
aprender?
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¢ ;Cudl es la proporcién de estudiantes para quienes el co-
nocimiento no es una manifestaciéon de las relaciones es-
colares? (;Y para cudles si lo es?)

En una misma clase se puede presentar el caso de que algunos estu-
diantes vengan al colegio para adquirir conocimientos, mientras que
otros buscan pasar de clase en clase y llegar lo mds lejos posible para
tener una buena carrera profesional. Otros llegan a clase para aprender
a vivir, a socializarse y a desenvolverse en la vida. Poco importa lo que
se haga alli con las matematicas o con cualquier otra cosa. La disciplina
es el sustento de la comunicacién con el profesor para responder a sus
exigencias, con el minimo esfuerzo posible (B. Charlot y E. Bautier,
1993).

Sin embargo, sin importar cudles sean las intenciones al llegar al co-
legio, cada alumno va méds o menos a tener éxito o a fracasar en su pro-
yecto. Del otro lado, segtin la historia personal del profesor, su propia
representacién y su propio conocimiento de las matemadticas, su con-
cepcién del aprendizaje de las matemadticas, su voluntad de convencer
y la fuerza de las restricciones a las cuales estd sometido, él intentard
defender y hacer valer sus convicciones o, por el contrario, tratard tan
s6lo de sobrevivir. ;Y en algunos casos no lo hard del todo mal!

De esta manera, el profesor cuenta con dos posibilidades que podra
utilizar efectivamente o que podrd moldear segtn las circunstancias:
mantener su exigencia sobre el conocimiento como manifestacién de
su relacién con los estudiantes, o renunciar a ella. Esta tltima es la si-
tuacién que contemplaremos en el apartado siguiente.

EL CONOCIMIENTO MATEMATICO NO ES UNA MANIFESTACION

DE LAS RELACIONES DIDACTICAS NI PARA EL PROFESOR NI PARA
LOS ESTUDIANTES

En este caso, para que el profesor pueda realizar su préctica docente y
para que los estudiantes puedan cumplir su papel de alumnos, la clase
se restringe a la vivencia de una ficcion diddctica donde el profesor “en-
sefiard” cualquier cosay los estudiantes la “aprenderdn”. Estos dltimos
tendrdn evaluaciones y notas aceptables en su conjunto. Pero ;dénde
se encuentran las matemadticas? ;Qué puede hacer el profesor? Una res-
puesta usual es la siguiente: proponer a los estudiantes ejecutar tareas,
que se dividen en sub-tareas mds elementales, algoritmizadas segtin
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las necesidades de los estudiantes. Esta labor contintia hasta el momen-
to en que un porcentaje aceptable de estudiantes haya respondido de
manera satisfactoria.

La consecuencia de una opcién de este tipo estd en que el sentido de
la actividad matemdtica se sacrifica. Los estudiantes no cuentan con
otro medio de controlar su produccién que con la reelaboracién del tra-
bajo en los mismos términos. La experiencia de los profesores muestra
que un control asi definido es poco confiable. Por otro lado, la legitimi-
dad misma del control se pone en cuestién. Como la funcién del maes-
tro es corregir, entonces el aspecto méagico se torna racional. Cada vez
mads se apela ala memoria, pero con pocas posibilidades de estructurar-
la. El hecho de recurrir a ejercicios repetitivos se vuelve un problema in-
manejable. Los estudiantes comprenden cada vez menos por qué se les
obliga a hacer matematicas. Sin duda, en estas condiciones hay que par-
celar el conocimiento y algoritmizarlo cada vez mds. A pesar de esto, el
profesor podrd hacer avanzar sus lecciones. Si se escogen adecuada-
mente las pruebas de evaluacién (compuestas por preguntas pequerias
como de costumbre) mds estudiantes podrdn pasar al curso superior.
Tanto para los estudiantes como para el profesor, estd asegurada la su-
pervivencia. Falta por considerar la suerte de los estudiantes que se nie-
gan a entrar en este juego o la de aquellos que fracasan a pesar de su
buena voluntad.

EL CONOCIMIENTO MATEMATICO ES UNA MANIFESTACION DE
LAS RELACIONES DIDACTICAS PARA EL PROFESOR PERO NO PARA
LOS ESTUDIANTES

En este caso se pueden presentar dos eventualidades, al menos al co-
mienzo del afio escolar: el profesor acepta entrar en la l6gica de los es-
tudiantes y, al menos provisionalmente, se empefia de forma
progresiva en hacer evolucionar el contrato; o el profesor aborda desde
el comienzo el conflicto con los estudiantes.

En este caso se trata de que el profesor obtenga una modificacién de
la relacién de la mayoria de los estudiantes de la clase con las matem4-
ticas. Por lo tanto, esto puede convertirse en un gran desafio para el pro-
fesor quien va a verse involucrado, a través de las matematicas, en un
proceso de modificacion de las relaciones con el colegio, entre profesor
y estudiantes y entre estudiantes mismos.
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En efecto, una modificacion de las relaciones de estos estudiantes
con las matemadticas implica que los contenidos de esta disciplina y la
disponibilidad de herramientas de manejo bajo su control tomen un
significado diferente. Esto requiere que los estudiantes puedan entrar
en una actividad intelectual y que ellos estén convencidos de que esto
vale la pena, no sélo desde el punto de vista de su insercién en la es-
cuela, sino también desde un punto de vista social y cultural. Lo ante-
rior quiere decir que el profesor involucra a los estudiantes en una
situacion donde tienen opciones entre las cuales elegir, que tienen que
probar sus efectos, controlarlos, y eventualmente volver sobre las pri-
meras opciones y reelaborar otras, etc. El profesor debe, por lo tanto,
asegurarse de que sus estudiantes dispongan de un minimo de medios
para hacer esto. Lo anterior significa que en el nivel del contrato, los es-
tudiantes aceptan involucrarse en el papel de actor y no se refugian en
el papel tnico de ejecutores. En este contexto de aprendizaje, el profe-
sor no puede definir el juego de la devolucion (G. Brousseau, 1990). Para
Brousseau, “La devolucion es el acto por el cual el profesor hace que el alummno
acepte la responsabilidad de una situacion de aprendizaje (a-diddctica) o de un
problema, y acepta él mismo las consecuencias de esta transferencia”.

Mas adelante volveré sobre las condiciones favorables para la rea-
lizacién de un contrato de este tipo. En particular es importante hacer
caer en cuenta desde muy temprano y durante varios afios la interaccion
necesaria entre la toma de significado y la capitalizacién del conocimiento.
M.]. Perrin trabajé en particular este problema con estudiantes de sec-
tores populares en dificultad. Por el momento digamos que este caso
impone una situacién dificil de manejar y de hacer avanzar con estu-
diantes que han adoptado la costumbre, en el transcurso de afios de
fracaso, de rechazar el juego matematico.

Entonces, el profesor puede intentar jugar en la dimensién afectiva.
Esto puede funcionar momentdneamente, tal vez un afio, con éxito re-
lativo dependiendo de las edades de los estudiantes. Sin embargo, no
existe la estabilidad suficiente para asegurar la construccion de una
masa critica de conocimientos adecuados para fijar una nueva relacién
con las matemdticas. La tentacién de renunciar al conocimiento y de
caer en un aprendizaje de técnicas mds o menos memorizadas es atrac-
tiva para el maestro. Empero, esta opcién aleja a los estudiantes de
aquello que podria tener significado para ellos.
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EL CONOCIMIENTO MATEMATICO ES UNA MANIFESTACION DE
LAS RELACIONES DIDACTICAS PARA ALGUNOS ESTUDIANTES,
PERO NO PARA EL PROFESOR

No hay que pasar por alto el riesgo de decepcionar a algunos estudian-
tes que vienen al colegio a aprender algo, interesados en las matemati-
cas por ser el objeto de la ensefianza. Estos alumnos pueden rechazar el
curso de matemdticas y también el colegio, ya que resienten implicita-
mente que no cumpla con su funcién. Ellos pueden buscar el conoci-
miento u otros centros de interés si tienen la posibilidad, para bien o
para mal, o pueden entrar en conflicto con los profesores. Esta situacion
no es utopica.

EL CONOCIMIENTO MATEMATICO ES UNA MANIFESTACION DE
LAS RELACIONES DIDACTICAS PARA EL PROFESOR Y PARA LOS
ESTUDIANTES

Esta es una situacién favorable desde el punto de vista de las matema-
ticas. Sin embargo, la construccién de significado no implica necesaria-
mente la apropiacién del conocimiento. Bajo algunas condiciones, tal
construccién favorece la estructuracién, que es la condicién para que se
pueda memorizar. Entonces, todo el trabajo debe encaminarse hacia el
logro de tal efecto.

La teoria de los campos conceptuales (G. Vergnaud, 1991), la teoria
de las situaciones (G. Brousseau, 1987, 1990), la dialéctica herramienta-
objeto, los juegos de cuadros y ventanas conceptuales (R. Douady, 1984,
1987, 1992), las representaciones metacognitivas (A. Robert y J. Robinet,
1989) son las herramientas para la comprensién y organizacién de las
relaciones con el conocimiento matemdtico de los diferentes actores del
sistema diddctico, y para ayudar a los estudiantes en su esfuerzo por
conceptualizar la realidad.

Algunas de las muchas preguntas didécticas quedan abiertas y los
problemas de adecuacién entre lo que se ensefia, de una parte, y lo que
se aprende efectivamente, de la otra, distan de estar reglamentados. Lo
anterior conduce a mirar los estudios realizados y los resultados obte-
nidos con modestia y optimismo a la vez.

Los dos ejemplos de ingenieria que se presentan a continuacién se
realizaron en distintas clases. Su construccién y realizacién, los andlisis
preliminares y los andlisis a posteriori fueron objeto de estudio en una
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situacion de formacién de profesores y de formacién de formadores. Es
asi como se encontrardn en las pdginas siguientes los elementos del
andlisis a priori y, de vez en cuando, referencias a las realizaciones di-
décticas.

CALCULO MENTAL EN SEGUNDO ELEMENTAL

CRONICA

Las circunstancias

La historia tiene lugar en una escuela en las afueras de una urbaniza-
cién de interés social, donde habitan en su mayoria familias en situa-
cién social y econémica dificil. El profesor acaba de ser nombrado en
esta escuela. Sin embargo, es un profesor experimentado, miembro de
nuestro equipo de investigacion en didactica de las matemadticas en la
escuela elemental, desde hace algunos afios. El entr6 en contacto con su
nueva clase en septiembre y comenzé a relacionarse con sus 24 estu-
diantes de la forma como comdnmente lo hacfa. Se dio cuenta muy
pronto de que 11 de los 24 estudiantes no podian leer un texto relativa-
mente sencillo, pues no habian comprendido el principio de la articu-
laciéon de las silabas. Asociado a esto, ellos también tenian dificultades
para escribir. En estas condiciones, ;c6mo hacer matemadticas?

Un buen punto de partida posible era el cdlculo mental. Esta es una
actividad matematica esencialmente pensada, cuyas secuencias son, en
general, cortas y periddicas (todos los dias cerca de 10 minutos). En
efecto, éste es un proceso que en realidad evoluciona con el tiempo. Su
expresion es principalmente oral, con un pequefio espacio para lo es-
crito, el cual podria obviarse desde el principio en algunos casos parti-
culares. Esta es de antemano una buena estrategia de acceder a lo
escrito, como veremos mads adelante. El profesor cuenta con una expe-
riencia previa considerable sobre cémo las operaciones mentales son
un método para contribuir a la conceptualizacién de los nameros y de
sus propiedades para hacer operaciones. Es un camino que nos parece
muy adecuado para las dificultades de la clase, y que daba esperanzas
a la experiencia.
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El método
El profesor utilizé el siguiente método:

En el transcurso de este trabajo se manifiestan, de manera explicita en
las aplicaciones pero sin una denominacién teérica, muchas de las pro-
piedades de los ntimeros y de las operaciones, de las propiedades de or-
den y de la compatibilidad con las operaciones. Estas propiedades
intervienen con el status de herramienta para guiar los célculos, selec-
cionar, justificar las respuestas o corregir las incoherencias. Aqui se de-
sarrollan practicas explicitas de cédlculo y de control de resultados. Por

El profesor propone oralmente una operacion a realizar

Los estudiantes escuchan, memorizan la pregunta y efec-
tdan mentalmente la operacién

A la sefial del profesor, escriben en sus cuadernos la res-
puesta y en seguida los levantan para que el profesor pue-
da ver la respuesta de todos. Algunas son correctas otras
no. Esta es la situacién estdndar

El profesor pregunta a varios estudiantes (tanto a los de
respuestas acertadas como a los de respuestas falsas) so-
bre el proceso de calculo que siguieron

Cada uno debe estar en capacidad de describir la sucesién
de célculos. En los casos de falla, el estudiante a quien se
le pregunta puede notar su error y corregirlo oralmente si
explica lo que no estaba bien y por qué. Los otros estu-
diantes escuchan y estdn listos a intervenir en caso de no
estar de acuerdo

El profesor motiva a que otros estudiantes con otros mé-
todos de cdlculo intervengan (ellos levantan la mano)
para expresar su opcion

Los estudiantes, de manera colectiva, en el transcurso de
las interacciones verbales (entre estudiantes) reguladas
por el profesor, comparan los métodos, sus ventajas o in-
convenientes, la rapidez y las posibilidades de control

ejemplo:

Estoy sequro de que su resultado es falso porque 12 x 11 es
mayor que 12 x 10, y él encontré un niimero menor que 120.
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De otro lado, se desarrollan y se necesitan de manera intensa la aten-
cién y la escucha mutuas més que la memorizacién. Sin embargo esta
situacion tiene una duracién que, por lo general, no sobrepasa los 10
minutos o el cuarto de hora.

La realizacion

De hecho, este bello programa tuvo obstédculos desde la primera etapa.
Para un gran ntmero de estudiantes no hacia parte de su contrato y
por lo tanto no se sentfan con el deber de escuchar al profesor mientras
se dirigfa a ellos. La tinica relacién con el profesor que percibian en esos
momentos era una relacién de autoridad. El profesor tenia la opcién de
aceptar su légica y establecer una relacién de autoridad o intentar con-
vencerlos con palabras que los hiciera cambiar de l6gica.

Esta tltima opcién, por muchas razones que no voy a mencionar
aqui, estaba destinada al fracaso. Finalmente, las decisiones del profe-
sor demuestran que se incliné por la primera opcién. Como se puede
ver, ya no se trata de una opcién sino de la tinica via posible de comu-
nicacioén con la mayoria de los estudiantes.

Los objetivos principales del profesor son los siguientes:

* Escuchary respetar en la relacién entre el profesor y los es-
tudiantes, o en las relaciones entre estudiantes. Cuando
el profesor se dirige a los estudiantes o cuando uno de
ellos se dirige a los demds, aquellos que permanecen en
silencio escuchan y tratan de comprender lo que dice
quien habla

* El contenido de las interacciones es esencialmente matema-
tico. Aqui el tema del cdlculo mental remite a trabajar con
los niimeros y las operaciones

Los conocimientos del estudiante que en un principio son suficientes
para el profesor son los nombres de los nimeros y de las operaciones.

Primera afirmacion del profesor o el ejercicio de su autoridad

P (el profesor): Voy a proponerles algunas operaciones y voy
a pedir a algunos de ustedes que repitan lo que dije. No les
pido calcular o encontrar un resultado, sino repetir exacta-
mente.
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Cualquier estudiante puede responder a la demanda del profesor, salvo
si niega el juego de la escuela. Se escuchan murmullos y la protesta de
algunos estudiantes. El profesor insiste y sefiala.

P: 14 multiplicado por 4, Pedro; 5 multiplicado por 22, Pablo;
40 dividido entre 8, Maria...

Algunas preguntas andlogas se repiten los dias siguientes, pero cada
vez los enunciados se hacen mds complejos. Las variables de situacién
a disposicién del profesor son, para las matemadticas:
e el rango de nimeros solicitados (entre 0 y 100 al comien-
z0)
* la naturaleza de los ntimeros: enteros o no enteros
* las operaciones: familiares o no familiares
* la complejidad del enunciado (una operacién, varias ope-
raciones)

Y para la gestién en clase:
* el ndmero de estudiantes a quienes le pregunta
¢ la duracién de la actividad cada dia
* el ndmero de secuencias

Segunda afirmacion del profesor y cambio de contrato

P: Voy a proponerles algunas operaciones y les voy a pedir a
algunos de ustedes que las repitan de otra forma. Por ejem-
plo, para 15x3 ustedes pueden proponer 5x 3 x 3 0 (10 + 5) x
3 o cualquier otra expresion que tenga el mismo resultado si
hacemos el cdlculo, pero no vamos a hacer el cdlculo en este
momento. No se puede repetir dos veces la misma expresion.
* Quien responda tiene la posibilidad de pedir ayuda a otro
compariero si no tiene ideas

* Los demds deben escuchar atentamente para decidir si pode-
mos o no aceptar la expresion propuesta, y por qué

La nueva variable a disposicién del profesor es el hecho de sugerir o no
a los estudiantes que escriban sus proposiciones. De esta forma, des-
pués de algunas secuencias controladas por completo por el profesor,
aquéllos que tienen conocimientos numéricos tienen la oportunidad de
expresarlos en un contexto relativamente poco restrictivo, pero en todo
caso delimitado. También tienen una opcién que se enmarca dentro de
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un campo establecido y seguro. Del otro lado, deben responder a una
pregunta del profesor, y por esto no corren el riesgo de ser tomados
como “profesorcitos” y ser rechazados por sus companeros que cuen-
tan con menos herramientas matemadticas. En varias secuencias, duran-
te dos o tres semanas, se seguirdn utilizando este tipo de afirmaciones.

Tercera afirmacion del profesor y toma de responsabilidad por parte de los
estudiantes: hacia un nuevo objeto de estudio

P: Una vez mds les voy a proponer algunas operaciones y voy
a pedirles que las repitan de otra forma, pero esta vez cada
uno tiene la opcion de proponer su respuesta. La vinica condi-
cion es que no se haya dicho. Quiero una nueva cada vez.

El profesor quiere orientar el trabajo de los alumnos, de un lado hacia
lo escrito, y de otro hacia el estudio explicito de las propiedades de los
nimeros y de las operaciones. Para esto, cuenta con la evolucién del
juego de lo oral hacia lo escrito y con una interaccién entre los dos mo-
dos. Le resta organizar esta evolucién. El andlisis siguiente explica sus
decisiones.

La expresion oral basta mientras la informacién que los estudiantes
deban recoger y manejar no sobrepase su capacidad de memoria. Para
que la expresion escrita sea necesaria, hay que evidenciar las fallas de
la expresion oral cuando se sobrecargan ampliamente las capacidades
para memorizar. Existen por lo menos dos razones para esto: cubrir la
diversidad de los estudiantes y hacer inoperante un esfuerzo de me-
moria. De esta forma y para obtener la evolucién deseada, el profesor
juega con la variable “numero de estudiantes a quienes se les pregun-
ta”. La hace sufrir un salto al cambiar la regla de juego: cada uno tiene
derecho a proponer su respuesta.

El profesor cuenta con la familiaridad que se ha desarrollado con
esta practica del cdlculo mental para obtener muchas proposiciones.
Para que los estudiantes puedan responder a la peticién del profesor,
necesitan saber escribir las diferentes expresiones numéricas, tomando
como base un rango “razonable” de nimeros que incluye los signos
operatorios y los paréntesis. De forma paralela y a partir del trabajo
oral desencadenado con la segunda afirmacién del profesor, y también
con el trabajo de lectura y escritura por fuera de las matematicas, se ha
podido ubicar y desarrollar progresivamente otro objeto de otra parte
del aprendizaje.
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Del lado de los estudiantes, la reaccién esperada se produce al fina-
lizar dos o tres secuencias: “uno no se puede acordar de todo, hay que
escribir”. “Hay que ponerse de acuerdo sobre las proposiciones que son
parecidas y sobre aquellas que son nuevas”.

Las propiedades operatorias se toman aqui como unas herramientas
implicitas de clasificacién, expresadas en términos de accién en un con-
texto determinado. La explicitacién oral que se le pidi6 a cada estudiante
en condiciones de “escucha activa” por parte de los otros tiene por ob-
jetivo favorecer la despersonalizacion de los procedimientos y avanzar
en la conceptualizacién de las propiedades subyacentes.

Cuarta afirmacién y cambio de la problemdtica

P: Encontrar las reglas para separar las proposiciones seme-
jantes de las diferentes.

Desde el punto de vista matematico, los objetos de estudio siempre se
ubican en el campo numérico. Sin embargo, los ntimeros y las relacio-
nes entre ellos y las operaciones ya no son tan directamente el objeto de
estudio, sino mds bien las propiedades de la operaciones.

La evaluacion

La devolucion del cdlculo mental tal y como el profesor la concibi6 y las
interacciones entre lo oral y lo escrito demoraron dos meses en llevarse
a cabo. Esto tom¢ de 10 a 30 minutos segtn el dia, cinco dias por sema-
na. Esta practica se desarrollé y enriquecié en sus modalidades con la
evolucién de los conocimientos de los estudiantes a lo largo del afio. Al-
gunos problemas que se consideraron casi imposibles para abordar pu-
dieron estudiarse: problemas de geometria y de medidas junto con la
introduccién de los ndmeros racionales, por ejemplo.

En lo concerniente a los objetivos del profesor, se puede decir que
muiltiples factores se conjugaron para hacer evolucionar las relaciones
sociales en el interior de la clase de un lado, y las relaciones de conoci-
miento, por el otro. Entre estos factores, la actividad del cdlculo mental,
tal y como se vivi6, jugd un papel clave. Otro factor que tuvo un papel
importante fue el hecho de que se hicieran cargo de la clase dos profe-
sores quienes, gracias a una estrecha coordinacién, abordaron el pro-
blema de la simbolizacién. El profesor se encargé de las disciplinas
cientificas, y una profesora, con una formacién psicolégica y con expe-
riencia con alumnos que tienen dificultades de lectura, se hizo cargo de
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los otros campos disciplinarios (para respetar las reglas institucionales,
los dos profesores tomaron las dos clases que les correspondia, con la
misma reparticion de tareas).

EL CALCULO MENTAL Y LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

Con respecto a las perspectivas que ofrece el cdlculo mental, se formula
una cuestién mds amplia: aquella del vuelco hacia el estudio de un pro-
blema, y de las competencias numéricas objeto del cdlculo mental. He-
mos observado en el marco de nuestras investigaciones que la practica
regular del calculo mental, tal y como se describi6, generaba en la gran
mayoria de los estudiantes una gran rapidez de cdlculo. Mds atin, la fa-
cilidad de algunos estudiantes para calcular mentalmente intervenia
en multiples ocasiones en tres momentos a lo largo del estudio cuando
se les enfrentaba a un problema.

Al inicio del estudio, los estudiantes mostraban facilidad para el
cdlculo mental cuando se necesitaba recoger informacién suficiente
para hacerse una idea de la situacién a tratar. Por ejemplo, para respon-
der a esta pregunta “a partir de este rectangulo, encontrar otro de pe-
rimetro mds grande y de drea menor”, se observé un primer método.
Consistia en escoger varios rectdngulos de perimetro mayor y calcular
su drea, o varios rectdngulos de drea menor y calcular su perimetro, an-
tes de poder considerar las variaciones conjuntas. La posibilidad de ha-
cer cdlculos mental y rdpidamente era un triunfo en este estudio. En el
transcurso del estudio, la misma facilidad se utilizaba para evitar
enunciar operaciones simples e ir méas rdpido; por ejemplo las multipli-
caciones o divisiones por 2, o incluso para optimizar las selecciones nu-
méricas en las situaciones de delimitacién. Al final del estudio, tal
facilidad se empleaba para controlar los resultados de un algoritmo.
Por ejemplo, resolver una ecuacién al aplicar un algoritmo y después
verificar la validez del resultado al sustituirlo en la ecuacion.

De aqui surge un interrogante. ;Se puede sustituir la calculadora
con el cdlculo mental? Sino es asi, ;qué tiene de especifico cada una de
las formas de cdlculo (el mental, escrito, con calculadora) y cémo se
pueden conjugar en un trabajo donde lo numérico es importante?
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EL CALCULO ALGEBRAICO EN LA ARTICULACION
ENTRE LA EDUCACION BASICA SECUNDARIA
Y LA EDUCACION MEDIA

El juego didéctico del problema que se presenta pretende trabajar con
las factorizaciones y desarrollos de expresiones algebraicas.

EL ESTADO DE LOS ESCENARIOS

Si se miran los programas de ensefianza de las matematicas en el cole-
gio, el cdlculo literal, es decir, el cdlculo que se realiza sobre expresiones
que tienen letras y ntimeros, se introduce en 9°. El aprendizaje de la re-
solucién de ecuaciones de primer grado con una incégnita se realiza en
8°. La introduccién de las expresiones frecuentes, la practica de los desarro-
llos y factorizaciones se desarrolla progresivamente en 6°, 7°y 8°.

Desde el punto de vista matemadtico, se trata de calcular polinomios
con una variable numérica, escritos en forma de combinaciones lineales
de monomios con coeficientes reales o de productos de factores. Por su-
puesto, estos términos matemdticos no hacen parte del discurso de la
clase, ni por parte del profesor ni por parte del estudiante.

En la préctica tradicional dentro del salén de clase, por lo general
este tipo de temas se trabaja al nivel de la simbologia, sin problemas que
los hagan interesantes o les den sentido. Es un asunto de célculo literal
y no de célculo algebraico presentado y tratado, bien como prolonga-
cién del cdlculo numérico (“es parecido pero con letras”), o como una
serie de reglas a aplicar (“basta con aprenderse las reglas”). Esta des-
cripcién es un poco caricaturezca; sin embargo, la situacién real se ase-
meja a la descrita en ambientes alejados de la reflexién didactica, que
por fortuna se expanden cada vez mas.

Del lado de los estudiantes, son numerosos los errores persistentes
y recurrentes, que escapan a los esfuerzos de los profesores por evitar-
los o corregirlos. Tanto los profesores mismos, como los investigadores
que se han dedicado a este tema, han elaborado un amplio inventario
de dichos errores.
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CON RESPECTO AL SIGNIFICADO

Como muchos otros investigadores, profesores y formadores, también
estoy de acuerdo con la gran importancia que tiene la construccién de
significado de las nociones matemadticas en los estudiantes, para que
ellas puedan estar disponibles cuando necesiten enfrentarse a una si-
tuaciéon novedosa. Como se mencioné antes, el significado tiene al me-
nos dos componentes: la componente semdntica y la sintdctica. Para
tener en cuenta su componente semédntica, se ha enfatizado el status de
herramienta de las nociones y las relaciones con nociones diferentes in-
ternas o externas a las matemadticas. Para resaltar su componente sin-
tdctica, se acentuaron los sistemas de representacién simbdlicos, la
manera como funcionan y como son tratados por los estudiantes. El
trabajo de modelaje algebraico ofrece una oportunidad en particular
favorable para que el profesor y los estudiantes se enfrenten a estas dos
componentes y a la importancia de su interacciéon en la evolucién de la
relacién didéctica.

Sin embargo, en lo concerniente al dlgebra, al menos, el significado
no basta. La manera como un tratamiento algebraico se lleve a cabo
proviene justamente del olvido de la contextualizacién que se encuentra
en su origen. Por esto, se hace necesario tener en cuenta la influencia
del significado en la elaboracién de algoritmos y, simultdneamente,
trabajar en apartarse de ellos. Yo concibo el aprendizaje del cdlculo al-
gebraico como el equilibrio o la interaccion entre la construccion del signifi-
cado y la familiaridad técnica con los algoritmos.

Y surge entonces una pregunta: ;Si se toman las anotaciones ante-
riores como hipétesis, cémo se podrian ellas traducir en una ingenierfa
didéctica?

Hay que precisar las evidencias. No basta con uno o varios proble-
mas para que los estudiantes manejen a plenitud de responsabilidad
una competencia algebraica. Esta es una cuestion de larga duraciéon
que requiere una vigilancia intelectual permanente. Por ejemplo, las
interconexiones entre diferentes cuadros o los cambios en el punto de
vista o de registro al interior de un cuadro realizados para avanzar en
un problema son medios a través de los cuales se manifiesta la sutileza
del pensamiento. Ellos ofrecen la oportunidad de confrontar ideas, in-
dagar las coherencias y controlar los resultados. Sin embargo, poner en
la préctica tales procedimientos no se logra espontdneamente; para ello
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se necesita una verdadera educacion. Més adelante volveré a mencio-
nar las condiciones para ello.

ELABORACION DE UN PROBLEMA DE ALGEBRA

Me ubico en un contexto donde el profesor y los estudiantes estdn re-
unidos en la clase de matemadticas para hacer esencialmente matemati-
cas. En el ejemplo siguiente se trata del dlgebra. Primero describo el
contexto escolar involucrado y a continuacién los objetos de estudio en
cuestion. Después propondré un problema construido para poner en
préctica durante su resolucién los objetos de estudio escogidos. Por ul-
timo haré un andlisis matemadtico y diddctico del enunciado, donde ex-
pondré las variables sobre las cuales el profesor puede influir, las
escogencias hechas y las razones de tales selecciones, y también los re-
sultados que se esperan de los estudiantes.

El contexto escolar

Me interesan los estudiantes que finalizan la educacién bésica secunda-
ria e ingresan a la educacién media. Todos esos estudiantes ya han te-
nido la oportunidad de manipular expresiones algebraicas generales de
grado pequefio. Ya han realizado desarrollos de escritura segtn las re-
glas del célculo literal: desarrollos (de la forma “producto” a la forma
“suma”), y algunos casos limitados de factorizacién. También se han re-
suelto algunas ecuaciones de primer grado y una incégnita. Las ecua-
ciones se han formulado bien sea directamente en el cuadro algebraico,
o como resultado de colocar en forma de ecuacién pequefios problemas
de geometria, medicién, vida cotidiana u otros. Los estudiantes han uti-
lizado en diversas ocasiones las calculadoras. También tienen cierta ex-
periencia en marcar puntos sobre un plano con dos ejes ortogonales
graduados.

Los objetos algebraicos que nos interesan aqui son esencialmente los
polinomios de una variable y de grado pequefio: de grado 1 en la reso-
lucién de ecuaciones, y de grado 2 o 3, con menor frecuencia, en las fac-
torizaciones o desarrollos de expresiones algebraicas.

Se descubrieron muchos errores de los estudiantes en la préctica es-
colar del célculo algebraico (resolucién de ecuaciones, desarrollo de
productos en sumas y factorizacién de sumas en productos). Salieron a
relucir errores recurrentes y persistentes que revelaban obstdculos mds
profundos. Por ejemplo:
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* Segun las “necesidades” de célculo, pasar nimeros que
estaban en posicién de coeficiente a la posicién de poten-
cia o viceversa. El efecto logrado era poder reagrupar en
un solo término, términos con grado diferente

¢ Colocar mal los paréntesis

¢ Cambiar de signo sistemdticamente al pasar una expre-
sion (eventualmente reducida a un nimero o a una letra)
de un miembro al otro de la ecuacidn, atin si se trataba de
efectuar una multiplicacién o una divisién

También hay que mencionar las fallas en el desempeiio de los estu-
diantes si en vez de pedirles resolver una ecuacion, se les preguntaba
si un nimero determinado era la solucién a la ecuacién.

A partir de estos hechos, me pregunto sobre la pertinencia y dispo-
nibilidad de conocimientos (algunas veces adquiridos de manera cos-
tosa en términos de esfuerzo y tiempo tanto para el profesor como para
los estudiantes), en contextos donde serfan herramientas adaptadas.

Los objetos de estudio
En el cuadro algebraico, el estudio versa sobre la factorizacién y desarro-
llo de funciones polinémicas. Se van a estudiar las relaciones entre las
formas de escritura y los asuntos que se manipulan, como la bisqueda
de los valores de anulacién de un polinomio o la resolucién de ecuacio-
nes.

En el cuadro grdfico, el estudio aborda la representacién gréfica de
funciones polinémicas y trata de evidenciar algunas de sus propieda-
des.

Objetivos para la seleccion del problema
¢ Coordinar temas que se abordan y se tratan de forma se-
parada, pero que desde el punto de vista matemdtico sos-
tienen relaciones de significado

El punto de partida es el siguiente: la escritura es un medio privilegiado
para comunicarse en matemadticas; pero también es un medio para progre-
sar. Aqui, la escritura factorizada y la escritura desarrollada facilitan el
acceso a las diferentes propiedades de los polinomios. El problema
debe resaltar este punto. Se espera que los estudiantes tengan los me-
dios para darle significado a la forma escrita de las expresiones alge-
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braicas y para avanzar en la comprensién y conocimiento de las
propiedades que tales formas tienen.

Para responder a esta exigencia, se decidi6 que en el problema inter-
vinieran los objetos de estudio como herramientas adaptadas para resol-
verlo. Esto conduce a la ampliacién del campo matematico al cual se
lleva el problema. En particular, se hace interactuar y no yuxtaponer los
estudios que se ubican en los cuadros algebraico y gréfico e, implicita-
mente, se introduce un punto de vista de “funcién”.

® Dar a los estudiantes medios para ejercer un control de tipo
cientifico sobre lo que hacen o dicen

¢ Crear nuevos objetos. La resolucién debe desembocar en
un nuevo conocimiento que tenga significado para los es-
tudiantes y que el profesor pueda institucionalizar en la
clase

Los objetivos que acabo de enunciar se centran en un punto del dlgebra:
las factorizaciones y los desarrollos. De hecho, su puesta en practica
conlleva una ampliacién de la situacién diddctica de tal manera que
muchos otros elementos matemdticos (nociones, métodos) de cuadros
diferentes se trabajen desde el punto de vista del significado y de la téc-
nica. Las interacciones entre los cuadros y los cambios entre cuadros
juegan un papel clave en este trabajo.

Las selecciones matematicas y sus justificaciones

En términos algebraicos, para anular una expresion polinomial de grado
superior o igual a 2, por lo general es mds interesante que dicha expre-
sién esté formulada como un producto de factores de primer grado, ya
que al anular cualquiera de los factores se anula el producto. Por esto,
el problema enunciard una pregunta exterior al cuadro algebraico. Para
responderla serd necesario anular una expresién polinomial. Para cal-
cular el valor numérico de una expresién como esa, la forma desarrolla-
da puede resultar més cémoda. Para resolver una ecuacién de segundo
grado que tiene una parte escrita en forma desarrollada y otra en forma
factorizada, hay que transformar una de las formas para homogeneizar
la escritura: todo debe estar desarrollado o factorizado. Si la técnica de
resolucién con ayuda del discriminante no estd disponible, entonces la
factorizacién es la tinica esperanza para resolver la ecuacién.
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Resolver una ecuacion A(x) =0, por ejemplo ax+b=0 6
(ax+b)(cx+d) = 0 6 ax’+bx+c = 0, significa encontrar los valores
delaincégnita x para los cuales la expresiéon A(x) esigual a 0; también
significa encontrar los valores de la variable x para los cuales la funcién
x = A(x) se anula. Haremos mencién, segtin el caso de manera expli-
cita o implicita, a estos dos puntos de vista en el problema.

En términos grdficos, anular un polinomio o resolver una ecuacién se
traduce en la bisqueda de los puntos donde la representacién grafica
de la funcién en cuestion se corte con el eje de las abscisas. Se pueden
formular las preguntas en el cuadro gréfico, pero para responderlas
hay que trabajar en el cuadro algebraico bien sea para hacer célculos
numéricos después de haber escogido un valor numérico para x, o
bien para resolver las ecuaciones, trabajo para el cual la seleccién de la
escritura puede ser determinante.

Seleccion de la presentacién del problema

Se decidi6 proponer un enunciado que casi todos los alumnos pudie-
ran abordar con sus conocimientos del momento, y que no impusiera
ningdn procedimiento.

El problema
En un plano formado por dos ejes graduados, ortogonales,

A. Interesan los puntos del plano cuyas coordenadas (x,y) estdn
definidas por la relacién: y = (x + 3)(8 - %) . Se denomina E al

conjunto formado por estos puntos.

* Proponer 5 pares de coordenadas correspondientes a
puntos de E, y 5 pares de coordenadas correspon-
dientes a puntos que no pertenezcan a E.

* Representar graficamente la mayor cantidad posible
de puntos de E.

¢ Hay puntos de E sobre el eje de las abscisas? ;Y sobre
el eje de las ordenadas? Si es asi, dar las coordenadas
de esos puntos. Si no, decir por qué.

¢ ;Hay puntos de E que tengan la misma abscisa? ;Y
otros que tengan la misma ordenada? Si si, dar ejem-
plos; si no, decir por qué.

B. Interesa ahora el conjunto de puntos del plano cuyas coordena-
das (x,y) estén definidas por la relacién: y = x>~ 9. Se denomi-
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na F al conjunto formado por estos puntos (Responder a las
mismas preguntas que se formularon al punto A).

C. ;Hay puntos comunes entre E y F? Si si, dar las posibles coorde-
nadas de estos puntos.

Como se puede percibir con la lectura del enunciado, el problema invo-
lucra diferentes cuadros. Para abordarlo, los estudiantes tienen que ha-
cerlos interactuar, ponerlos en juego. Esto requiere que ellos tengan
suficientes competencias en cada uno de esos cuadros. Por esto, las com-
petencias se enuncian y clasifican a continuacién, teniendo en cuenta
cada cuadro de referencia. Para el profesor que ha escogido o construi-
do un problema también surge de manera regular una pregunta que
versa sobre el hecho de si el problema pone en juego de manera adecua-
da las nociones que €l quiere tratar en las condiciones donde él colocé
el problema (aprendizaje, familiarizacién, prueba de conocimiento).
Maés atin, el profesor necesita saber con qué variables puede jugar y cual
es la incidencia de sus selecciones en los comportamientos de los estu-
diantes. En ellas se encuentran los elementos importantes de su margen
de maniobra. Sus preocupaciones explican las descripciones siguientes.

Las competencias
Las competencias que entran en juego en el problema son de dos tipos:
las competencias que se supone tienen los estudiantes para abordar el
problema en cada uno de los cuadros que intervienen en €I, y las com-
petencias que efectivamente deben tener los estudiantes para poder re-
solver el problema. Con respecto a las primeras, las competencias que
supuestamente deben poseer los estudiantes para abordar el problema son,
en el cuadro grafico:

* Trazar ejes ortogonales y saber graduarlos

¢ Ubicar los puntos cuyas coordenadas se conocen

* Leer las coordenadas de puntos marcados

e Utilizar correctamente las palabras marca, ejes ortogona-

les, graduacién, coordenadas, abscisa, ordenada

En el cuadro algebraico:
e Sustituir los valores numéricos por letras en la expresiéon
algebraica y calcular su valor

Y en el cuadro numérico:
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e Calcular correctamente con enteros naturales

e Calcular de forma mds o menos adecuada con los ente-
ros, los decimales y las fracciones

¢ Utilizar una calculadora como ayuda para los cdlculos

Por el otro lado, las competencias algebraicas que sin duda deben estar dis-
ponibles y que, segin el caso, ayudardn u obstaculizardn, son:

¢ Desarrollar expresiones algebraicas polinomiales de pri-
mer o segundo grado donde intervienen los productos de
factores

¢ Factorizar en casos muy particulares

¢ Resolver una ecuacién de primer grado con una incégni-
ta

Los cuadros del problema

Las preguntas se formularon en el cuadro gridfico, pero en los datos, los
puntos se seleccionan por medio de una relacién algebraica. El cuadro
numérico sirve de ambiente.

Las herramientas

Las herramientas conceptuales que entran en juego son:

* Las nociones subyacentes a las competencias que se pre-
suponen como herramientas explicitas, en especial el ex-
presar como productos de factores

* El teorema “para que un producto de factores sea nulo,
es necesario y basta con que uno de sus factores sea nu-
lo”, como herramienta implicita

Y las herramientas tecnoldgicas se refieren a:

e Una vez se ha decidido el método de trabajo (sustituir los
valores numéricos por letras en las expresiones algebrai-
cas y calcular su valor), la calculadora, en lo posible pro-
gramable, permite programar y obtener las coordenadas
de una gran cantidad de puntos de E y después de F, y te-
ner una visiéon geométrica de estos conjuntos

83



Régine Douady

LAS VARIABLES DEL PROBLEMA
Las variables que intervienen en el problema pueden presentarse te-
niendo en cuenta cada uno de los cuadros. Las variables asociadas con
las relaciones algebraicas son:
e Elgrado:203
* La expresion escrita: factorizada o desarrollada
¢ El orden de los monomios: en una lectura de izquierda a
derecha, primero el término en x o primero la constante
* Los coeficientes numéricos: enteros, no enteros, positivos,
negativos, etc.
e Los valores de anulaciéon

Las asociadas con el cuadro grdfico son:
* El ndmero de puntos a marcar: finito o infinito
¢ La posicioén de los puntos a seleccionar: no importa dén-
de, sobre uno de los ejes dentro de los limites materiales
de la gréfica o fuera de esos limites, por fuera de los ejes
pero con una condicién restrictiva

Y las asociadas con el cuadro numérico son:
¢ Recopilacién y tratamiento de una informacién numérica
pertinente
e Uso ono de una calculadora. Si se usa, de una calculadora
sencilla o programable. Esto determina qué tan diferente
pueda ser el tratamiento de un problema

Las selecciones diddcticas que fijan las variables y las intervenciones del
profesor
Tales selecciones, en la parte A del problema, son:

Lo primero que el profesor espera es que los estudiantes den signi-
ficado a la expresion “ (x,y) estdn definidas por la relacién...”. Para
probar esto, se pide ubicar 5 puntos cuyas coordenadas verifiquen la re-
lacién y 5 puntos que no. En caso de dificultad, el profesor puede iniciar
una discusién en la clase sobre el significado que se le da a la expresién.

Lo segundo se relaciona con el menor o mayor conocimiento de los
puntos de E. La calculadora programable permite, una vez se ha deci-
dido el método de trabajo (sustituir los valores numéricos por letras en
las expresiones algebraicas y calcular su valor), programar y obtener las
coordenadas de una gran cantidad de puntos de E y de F. Como resul-
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tado se puede tener una visién geométrica de estos conjuntos. Esto per-
mitird mds adelante concebir los puntos comunes a E y F como puntos
de interseccién de dos curvas.

La escogencia de dos parabolas cuya concavidad es de sentido
opuesto y los vértices no estdn muy alejados uno del otro obedece a la
voluntad de facilitar a los estudiantes la conviccién de la existencia
geométrica de los puntos de interseccion. Resta hacer un trabajo técni-
co con ayuda de las herramientas algebraicas y saber calcular las coor-
denadas de esos puntos para probar efectivamente su existencia.

Acabo de describir aquello que denomino un juego de cuadros entre
los cuadros algebraico y gréfico, y exploté en cada uno aquello que es
facil y que, por traduccién al otro, permite avanzar en el problema.

Lo tercero que se espera es que los estudiantes relacionen los siguientes
elementos:

1. Tal punto estd sobre el eje de las x con su ordenaday = 0.

2. Buscar los valores de x que anulan y con resolver la ecuacion y = 0y
que deduzcan de esas relaciones un medio para encontrar los puntos
de E sobre el eje de las abscisas. La relacién algebraica escogida estd es-
crita en la forma de un producto de dos factores de primer grado para
facilitar la basqueda de los valores de x que anulan y. Sin embargo, de-
bido a la familiaridad de los estudiantes con las expresiones desarro-
lladas, se puede pensar que un cierto nimero de ellos tenderd a
desarrollar el producto de factores. Por lo tanto, estos estudiantes no
saben resolver los trinomios de segundo grado. La expresién desarro-
llada los conduce a un impasse de donde algunos logran salir gracias a
algunas “amalgamas audaces”.

Los coeficientes se escogen de tal forma que una de las raices sea
igual a un entero pequefio y pueda encontrarse después de algunos en-
sayos de valores enteros de x; y que el otro tome un valor lo suficiente-
mente grande como para escaparse a los ensayos y corresponda a un
punto por fuera de la hoja donde estd dibujado el grafico. En este mo-
mento toca necesariamente resolver una ecuacién de primer grado.

Lo cuarto que se espera es que los estudiantes transformen el méto-
do “escojo un valor para x, no importa cdal, el que yo quiera, hago el
cdlculo siguiendo la férmula, y encuentro el valor de y” en una propie-
dad de la relacién “a cada valor de x corresponde uno y un solo valor
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dey”, y después en una caracteristica del conjunto E “a todo valor de x
corresponde uno y un solo punto de E”.

Las selecciones para la parte B del problema son:

Se pide algo andlogo a lo anterior, pero a partir de una relacién al-
gebraica que es una expresion frecuente como la “diferencia de dos cua-
drados”. El profesor espera una solucién rdpida a esta parte. Su interés
es doble:

1. Evaluar a los estudiantes sobre aquello que aprendieron en la par-
te A), y en todo caso darles la oportunidad de hacerse las mismas pre-
guntas y, en caso de haber fallado, comprenderlas mejor.

2. Preparar la parte C), donde en verdad se manifiesta el problema.

Y para la parte C son:

Se pide a los estudiantes encontrar los puntos comunes a los dos
conjuntos descritos respectivamente en A) y B). Desde el punto de vista
grafico, un punto comdn a E y F tiene coordenadas (x,y) tal que y se
expresa de manera diferente en funcién de x si se le considera como
punto de E o de F (denominémoslos y; y yg). El trabajo precedente
debe en principio conducir a los estudiantes a la traduccién algebraica
de la pregunta. Por lo tanto, algebrdicamente, serd indispensable que el
signo “=" tome otro significado diferente al que ha tenido en el estudio
de las partes precedentes. De hecho, la ordenada y era el resultado de
un célculo y el signo “=" queria decir “tiene por resultado”. La referen-
cia grafica (un punto tiene un par tinico de coordenadas) sugiere que se
escriba y; = yp para expresar que la ordenada de un punto comdn en-
tre E y F puede escribirse de dos maneras, lo cual no tiene nada que ver
con el resultado de un cédlculo. Es més, esta igualdad tan s6lo puede ex-
presarse para los puntos comunes entre E y F. En otras palabras, hay
tantos puntos comunes como valores que satisfacen esta igualdad. En
términos algebraicos, esto se traduce en la resolucién de una ecuacién
de segundo grado que tiene términos de x a ambos lados. Por lo tanto,
se trata de una dificultad que tanto profesores como investigadores han
notado en el tema, adn si la ecuacién es de primer grado. Para facilitar
la tarea, escogimos uno de los puntos sobre el eje de las x de tal forma
que hiciera parte de los puntos ya sefialados gréficamente en los dos
conjuntos. Ese punto corresponde a x + 3 = 0. Una vez vistas las selec-

86



La ingenieria diddctica y la evolucién de su relacion con el conocimiento
ciones descritas anteriormente de las posiciones relativas de las para-

bolas, el otro punto se puede ver graficamente

A

— 2 _ X
f() = x" -9 g = (x+3)(8-3)

v

(\

Para que la resolucién algebraica sea necesaria, hay que escoger las co-
ordenadas de este punto, es decir los coeficientes de las ecuaciones, de
manera que ellas no puedan encontrarse con algunos ensayos empiri-

cos. Asi, para resolver la ecuaciéon x1-9 = (x+ 3)(8 - %) el desarrollo

y el reagrupamiento de los términos del mismo grado llevan al impas-
se, si las reglas del cdlculo algebraico se respetan. La expresion del pri-
mer miembro bajo la forma de un producto (x-3)(x+3) no se puede
manejar. La factorizaciéon es una herramienta. La resolucién de

x-3 =8 —% es otra herramienta. El valor de x = %2 no se puede en-

contrar por azar.

Una mirada desde el lado de los estudiantes

En el transcurso de este trabajo, los estudiantes pueden cometer mu-
chos errores. Ellos pueden producir célculos que matemdticamente no
son vélidos, como reagrupar los términos de grado diferente si eso les
puede conducir a una respuesta. En ese momento la referencia gréfica
se torna interesante si se acostumbra en la clase buscar la coherencia
entre los resultados a una pregunta obtenidos por dos procedimientos
diferentes.
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En efecto, buscar esas coherencias puede tomar mucho tiempo. Si
un estudiante se mete en ese trabajo y no encuentra un resultado con-
vincente y si el profesor no reconoce oficialmente el trabajo que el estu-
diante realizd, este estudiante tendrd pocos d4nimos para comenzar de
nuevo. Por lo tanto, el hecho de que los estudiantes se hagan cargo, al
menos de manera parcial, del control de sus producciones puede con-
vertirse en un motor para el avance del aprendizaje. Un trabajo de este
estilo requiere unas competencias matemadticas, al igual que el recono-
cimiento en el contrato diddctico.

Volvamos al problema. Como ya lo explicamos, el conocimiento
gréfico de la situacién puede servir de guin y también de control de la
situacion algebraica. Uno de los puntos comunes ya se conoce, falta
descubrirlo por medio de la resolucién algebraica. Al otro se puede te-
ner acceso si se resuelve una ecuacién de primer grado con coeficientes

pequefios x-3 = 8 —% para calcular x . Falta entonces calcular el valor

correspondiente de y. Las coordenadas deben coincidir con valores
aceptables graficamente.

Una mirada del lado del profesor

Al hacer variar los coeficientes de los polinomios, el profesor puede
cambiar sus objetivos. Si el objetivo es ante todo de orden conceptual,
él puede facilitar la tarea técnica de los estudiantes para conservar la
fuerza y el significado de los conceptos en juego. Esto se traducird bien
sea en la seleccién de los datos para reforzar el significado, o en la intro-
duccién de tecnologias (calculadoras o computadores) que ayuden a los
estudiantes a manejar las dificultades técnicas, o también en el uso de
las dos estrategias anteriores. Si el objetivo es mds bien familiarizar o
evaluar la capacidad para reutilizar las herramientas en situaciones
mads complejas donde lo que se acaba de aprender es tan s6lo un ele-
mento de la situacién, entonces lo que se pone en juego puede ser téc-
nico.

Institucionalizacion local teniendo en cuenta el contexto

Después de todo el trabajo en clase sobre el problema, al profesor le toca
seleccionar aquello que para los estudiantes ha tomado sentido, aquello
que es matemadticamente interesante y que se puede volver a utilizar, y
aquello que hace parte bien sea en forma directa de sus objetos de ense-
flanza, o en forma preliminar, o en forma de préctica de campo sobre
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los objetos del programa. Al hacer esto, el profesor organiza explicita-
mente el saber de la clase. Si este saber estd ligado a la clase, me referiré
a la institucionalizacion local. Si se encuentra relativamente descontex-
tualizado y despersonalizado y como tal es susceptible de ser comuni-
cado y comprendido en el exterior sin necesidad de conocer la historia
de su produccién, los conocimientos en juego tienen mds bien un status
de objeto y entonces me refiero a la institucionalizacién. Para resumir, el
profesor hace un poco de la clase.

En el caso que se estd estudiando, se va a hacer esencialmente ins-
titucionalizacién local de varios aspectos.

Del vocabulario. y = (x + 3)(8 - %) se llama la ecuacién de E, y = x° -9

es la ecuacién de F. Se podra decir que estas son ecuaciones de grado 2
y explicar de dénde viene el 2.

De las relaciones entre la grdfica y el dlgebra. Por un lado, los puntos de E
sobre el eje de las abscisas son los puntos de coordenadas (x, 0) . Porlo

tanto x es la solucién de (x + 3)(8 - %) = 0 . Por otro lado, los puntos

de F sobre el eje de las abscisas son los puntos de coordenadas (x,0)

donde x es la solucién de x*-9 = 0.

Un nuevo conocimiento en dlgebra. Hay casos donde se sabe resolver
ecuaciones de segundo grado: cuando no hay términos en x como en la
ecuacién de F, o cuando se puede escribirlo en la forma de un producto
de factores, por ejemplo al sefialar un factor comdn o una expresién
frecuente. Entonces, si uno de los factores es nulo, el producto es nulo.
De manera reciproca, si un producto A-B =0 es porque A =0 6
B = 0. Pero también la institucionalizacién se hace sobre un método:
para resolver una ecuacion de segundo grado de laforma A-B = 0, se
resuelven dos ecuaciones de primer grado: A = 0 y B = 0. Cada una
de estas ecuaciones tiene una solucién que al mismo tiempo es solucién

de la ecuacién de segundo grado que se propuso.

Se puede notar que, del lado del profesor, la institucionalizacién es un
proceso que hace su aparicién con la seleccién del problema, con las
decisiones que organizan la situacién didéctica y que el curso no es
sino una etapa del proceso. Pero del lado de los estudiantes, el proceso
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de pronto no se ha vivido como tal, es decir, como un conjunto de eta-
pas articuladas de manera coherente en relacién con un objetivo de
aprendizaje. En particular, el profesor puede encontrar dificultades con
algunos grupos de estudiantes que tienen que realizar la situacion que
él ha concebido con unos fines did4cticos. Realizar quiere decir hacer la
devolucién del problema: los estudiantes van a encontrarse en interac-
cién cientifica con el problema durante un momento donde no hay me-
diacién del profesor para decir lo que se puede hacer. Esto quiere decir
que estos estudiantes son conscientes de que la situacién (a-didéctica)
que el profesor concibié y que acaban de vivir constituye el significado
de algo que se institucionalizard después. M.J. Perrin (1992), en su in-
vestigacion sobre los estudiantes de estratos populares, evidencio el he-
cho de que la mayoria de ellos no establecia ninguna relacién entre el
trabajo que se hacia para resolver un problema que el profesor habia
propuesto, y el desarrollo siguiente que elaboraba el profesor, con base
en las acciones que los estudiantes habian efectuado. Las condiciones
de esta articulacién no son sin duda siempre faciles de establecer. Las
palancas apropiadas no estdn necesariamente disponibles para el pro-
fesor. Por esto mismo, ésta es una cuestion que debe tenerse en cuenta
desde el inicio mismo de la reflexién sobre la organizacién de la situa-
cién diddctica.

LAS CONDICIONES PARA QUE UN PROBLEMA SEA LA FUENTE Y LA
OPORTUNIDAD DE APRENDIZA]JE

La situacion de aprendizaje que acabamos de presentar se centr6 en la
investigaciéon de un problema que responde a ciertas condiciones.
Nombremos las mds importantes.

Con la ayuda de sus conocimientos anteriores, el estudiante no puede compren-
der el enunciado. Esto quiere decir que no puede dar un significado de-
terminado a las palabras y a las oraciones empleadas. El puede tener
algunas ideas para abordar el problema y con eso puede arrancar.

Con sus conocimientos, no puede solucionar completamente el problema. No

se trata de una simple aplicacién de las nociones o métodos conocidos.
Las razones pueden ser diversas. Es posible que las nociones matema-
ticas no hagan explicitamente parte del conocimiento del estudiante.
Esto es lo que sucede en la pregunta 2) de las parte A) y B), donde fun-
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cién es la nocién apropiada. Puede suceder que el estudiante disponga
de estas nociones, pero en otro contexto y pueda tener dificultades
para adaptarlas al nuevo. Esto sucede en la parte C) donde la factoriza-
cién de los dos miembros de la ecuacién es la herramienta adaptada
para resolverla.

Los objetos de ensefianza, aquello que el profesor quiere que los estudiantes
aprendan y retengan, son herramientas adaptadas a la resolucion de un pro-
blema. En el problema propuesto, la factorizacién es la herramienta de
resolucion de ecuaciones de segundo grado.

El problema se expresa en al menos dos cuadros. Aqui, los cuadros gréfico
y algebraico interactdan para hacer avanzar el estudio porque sugiere
procedimientos y controla los efectos.

Familiarizacién y reutilizacién

Adun si la situacién de aprendizaje se desarrolla segtin las expectativas
del profesor, surge la pregunta de saber lo que los estudiantes habran
aprendido efectivamente y lo que serdn capaces de reutilizar en proble-
mas con un contexto similar pero mds complejo, o en problemas con un
contexto completamente diferente, de complejidad similar o mucho
mayor.

De hecho, antes de poder reutilizar lo aprendido, los estudiantes
necesitan familiarizarse con su nuevo conocimiento. Un medio para lo-
grar esto es proponerles primero abordar ejemplos de problemas cer-
canos al que ya han estudiado. Por ejemplo, se plantea una serie de
problemas como:

e Resolver la ecuacién x> -4+ (x+2)(2x—-5) = 0 . Aqui la
factorizacion sigue siendo una herramienta adaptada; sin
embargo, el texto no dice nada sobre esto. Empero, x°—4
es una diferencia visible de dos cuadrados

* Resolver otras ecuaciones del mismo orden

¢ Desarrollar sistemdticamente los productos en sumas y
algunas sumas bien escogidas en productos

Reutilizacion en problemas mas complejos
Para lograr esto se puede proponer preguntas donde la factorizacién es
menos evidente y donde la representacién grafica sea muy dtil:
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¢ ;Hay puntos comunes entre los conjuntos cuyas ecuacio-
2
nessony = x —-x-6y y = (x+2)(8x-7)?
¢ La misma pregunta para los conjuntos cuyas ecuaciones
sony = S5x>+x—18 y y=(x+2)(8x-7)

En estos casos el contexto no ha cambiado. Con estas dos tdltimas pre-
guntas se aborda un problema nuevo. ;Cémo factorizar una expresion
que no tienen un “factor comtn” aparente o casi aparente, como x + 2
en la primera ecuacion? La herramienta adaptada que los estudiantes
desconocen es el teorema “si la expresién se anula con x = a, entonces

7

es posible factorizar por x —a”.
Justamente, la proposicién reciproca fue la tratada en los ejercicios
de resolucién de ecuaciones de segundo grado que se trataron con an-
terioridad. Para avanzar, es necesario hacer explicita la relacién entre
los factores de primer grado de la factorizacién y las soluciones que se
encontraron a la ecuacién. En seguida se puede intentar deducir de allf
un método vdlido para algunos casos:
e Para factorizar una expresién de segundo grado, se busca
de todas las formas y por todos los medios (cdlculo o gra-
fico) los valores de x que la anulan
* Si se encuentran dos, mucho mejor porque se pueden es-
cribir los dos factores dependiendo de lo que se necesite
para ajustar el coeficiente de x’
¢ Si se encuentra uno, se puede escribir el factor correspon-
diente a tal valor y arregldrselas para encontrar otra de
manera en que al desarrollarla de nuevo, se encuentre
otra expresion de partida con una constante cercana
* Sino se encuentra nada, no se puede hacer nada

Noétese que la ingenieria descrita con anterioridad puede llevarse a la
préctica durante un periodo largo de algunos meses. En el transcurso
de este periodo, se estudia la pregunta, se deja un tiempo de descanso
y se retoma en diferentes problemas. A lo que se apunta es al estudio
ulterior de los polinomios, un objeto importante en las matematicas.
Para un estudio similar, el trabajo propuesto permite que se presenten
saltos que tienen significado para los estudiantes.

Acabo de describir un ejemplo de desarrollo de la dialéctica herra-
mienta-objeto con los juegos de cuadros (Douady, 1984, 1985, 1987) entre
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lo gréfico y lo algebraico. Tal dialéctica se inicia a partir de un proble-
ma que satisface ciertas condiciones que ya se han enunciado. Las ven-
tanas conceptuales (Douady, 1991) que los estudiantes movilizan
difieren de un estudiante a otro. De esta manera designo al conjunto de
partes de cuadros que un estudiante hace interactuar o combina para
estudiar el problema al cual se somete. Esas ventanas comprenden
aqui las representaciones graficas constituidas por conjuntos de pun-
tos, los elementos del cuadro algebraico (algunas expresiones frecuen-
tes, las ecuaciones, expresiones algebraicas diversas, algunas reglas
operatorias), los ntimeros y los medios de cdlculo, algunas funciones li-
neales o afines. Para un estudiante determinado, la ventana evoluciona
en el transcurso del trabajo con relacién a las preguntas y los métodos
que su conocimiento le sugieren. Las ventanas constituyen el sustento
de los juegos de cuadros. También se puede tratar de un conjunto de
elementos de un cuadro que encuentra de antemano su pertinencia en
el problema propuesto y las estrategias desarrolladas para estudiarlo
(para un estudiante o para un grupo de ellos en un momento determi-
nado). Durante el estudio, diferentes registros o diferentes puntos de
vista pueden interactuar en este cuadro. Aqui, por ejemplo, intervinie-
ron el registro de las ecuaciones y su resolucién, el registro de las va-
riaciones numéricas de una expresion algebraica y de sus valores de
anulacién y el registro de la factorizacién. Todo esto sucede dentro del
cuadro algebraico.

CONCLUSION

La ingenierfa que se acaba de presentar es un ejemplo de la puesta en
escena de la dialéctica herramienta-objeto. Ella también encarna ele-
mentos importantes de la teoria de las situaciones de G. Brousseau,
como el contrato didéctico. Estd organizada alrededor de problemas
que dan significado a las nociones matemadticas implicadas. Ella conce-
de un lugar importante a los procesos de contextualizacién, cambio de
contexto, reformulacién de los problemas, descontextualizacién y tam-
bién a la personalizacién, difusién de procedimientos o conocimientos
personales, y despersonalizacién. En otras palabras, el profesor tiene
que organizar la transformacién de las herramientas a objetos y vice-
versa. Su objetivo es permitir a los estudiantes apropiarse del conoci-
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miento que, gracias a la situacién, estd disponible y puede tomar
significado para ellos. En este trabajo, la explotacién de los cambios en-
tre cuadros o de cambios del punto de vista dentro de un mismo cuadro
juega un papel clave. Todo esto requiere que el profesor esté en condi-
ciones que le permitan asegurar la devolucién del problema y, por lo
tanto, la entrada de los estudiantes en una interaccién directa con el
problema. El papel del profesor no es ejercer la autoridad sino mds bien
ser un compafiero cientifico. Sin embargo, esto no siempre es posible.
Los estudios de A. Robert, J. Robinet y otros investigadores han mostra-
do la importancia de hacer explicitas y explotar las creencias o posicio-
nes metacognitivas del profesor, y del uso de un discurso sobre las
matematicas para facilitar el acceso a ciertos conceptos o a ciertos domi-
nios matematicos.

Sin embargo, admitamos que esta etapa se realizé y que los estudian-
tes efectivamente trabajaron en el problema y produjeron los resultados
esperados en el problema. Al profesor le falta todavia enfrentar la des-
contextualizacién y la despersonalizacion de algunos elementos que él
escogidé por razones asociadas con sus intenciones de ensefianza y con
los comportamientos de los estudiantes frente al problema que les pro-
puso. Dicho de otro modo, el profesor debe institucionalizar algunos ele-
mentos: las nociones, métodos, y la practica basada en las realizaciones
de los estudiantes. Pero otra vez en esta etapa, surgen grupos de estu-
diantes para quienes la relacién entre estas dos etapas no son evidentes:
trabajar en un problema no implica que se haga algo mds tarde con ese
trabajo. Por lo tanto, esta relacién es una condicién necesaria para que la
situacién de investigacién en la cual un estudiante se involucré efectiva-
mente tenga una funcién de aprendizaje para ese estudiante.

A lo largo de las experiencias didacticas que se realizaron con M.].
Perrin, pudimos notar situaciones particularmente interesantes para fa-
vorecer las relaciones necesarias que se mencionaron antes. Estas son
las situaciones de recuerdo. Se denomina con este término al momento en
el comienzo de una sesién donde el profesor pide a los estudiantes acor-
darse de los puntos esenciales de las sesiones anteriores sobre un tema
determinado que todavia estd en curso. Aqui se establece un control
mutuo entre los estudiantes. El profesor repite algunas preguntas, de
vez en cuando formula unas nuevas, retoma las informaciones expresa-
das, pero él en si no aporta ninguna. Esta es una fase clave en la selec-
cién y memorizacién de los eventos importantes pues se establece la
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relacién con las clases anteriores, se comienza a descontextualizar y a
despersonalizar aquellas cosas que el profesor institucionalizard poste-
riormente. En efecto, la préctica de los recuerdos bajo la responsabili-
dad de los estudiantes es una situacién interesante de instituir ya que
el trabajo que se realice durante cada sesién se va a ubicar en relaciéon
con el trabajo, preguntas y resultados obtenidos con anterioridad. Asi,
cada estudiante sabe que debe retener los puntos esenciales de la evo-
lucién de una sesién como prevision para la siguiente. De hecho, las si-
tuaciones son a menudo complejas y un estudiante no puede llenar por
si solo el contrato. Pero el conjunto de los estudiantes de una clase si
puede hacerlo.

Hay que recalcar que si el profesor es impaciente o exigente con los
recuerdos y él mismo reafirma su funcién, entonces los recuerdos se re-
afirman de manera conveniente; sin embargo, la situacién no cumple
con su papel didactico para los estudiantes. Ella no va a participar en
la descontextualizacién y despersonalizaciéon necesarias. Ya no es una
presién para que los alumnos consideren el estudio del problema como
una parte del proceso de aprendizaje.

Para concluir, enumeremos los objetivos centrales que M.]. Perrin
enuncio en la secuencia de su trabajo con estudiantes de sectores popu-
lares:

* Hacer la devolucién de un juego general a través de jue-
gos mds puntuales

» Favorecer la creacién de representaciones mentales de la
accion que permitan el inicio de la descontextualizacién,
y por esto dar a los estudiantes muchas oportunidades de
construir tales representaciones

¢ Favorecer el trabajo personal del estudiante y en especial
el trabajo en casa, y para esto, hacerlo de modo que sean
capaces de utilizar el manual

* Hacer posibles y desarrollar formas de comunicacién y
de interaccién entre los estudiantes en el trabajo colectivo
o grupal

* Hacer evolucionar su relaciéon con la evaluacion para ha-
cerla mds compatible con un trabajo cientifico

Como se puede constatar, algunos de estos objetivos se han tratado de
forma adecuada en la ingenierfa presentada. Otra, como el trabajo en
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casa y el uso de manuales, se pueden integrar en el transcurso de la in-
genierfa.
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La ensefianza de los principios
del célculo: problemas
epistemologicos, cognitivos y
diddcticos

Michele Artigue

i

INTRODUCCION

Es evidente que la ensefianza de los principios del calculo es problemé-
tica. Numerosas investigaciones realizadas muestran, con convergen-
cias sorprendentes, que si bien se puede ensefiar a los estudiantes a
realizar de forma mds o menos mecdnica algunos calculos de derivadas
y primitivas y a resolver algunos problemas estdndar, se encuentran
grandes dificultades para hacerlos entrar en verdad en el campo del
célculo y para hacerlos alcanzar una comprension satisfactoria de los
conceptos y métodos de pensamiento que son el centro de este campo
de las matematicas. Estos estudios también muestran de manera clara
que, frente a las dificultades encontradas, la ensefianza tradicional y en
particular la ensefianza universitaria, aun si tiene otras ambiciones,
tiende a centrarse en una prdctica algoritmica y algebraica del cdlculo
y a evaluar en esencia las competencias adquiridas en este dominio.
Este fenémeno se convierte en un circulo vicioso: para obtener niveles
aceptables de éxito, se evalia aquello que los estudiantes pueden hacer
mejor, y esto es, a su vez, considerado por los estudiantes como lo esen-
cial ya que es lo que se evalua.

Artigue, M., Douady, R., Moreno, L., Gémez, P. (Ed.). Ingenieria diddctica en educacién
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Después de una década, la evidencia de los problemas encontrados
y la insatisfaccién que generaban han tenido dos efectos notorios:

De un lado, se han convertido en un motor potente para el desarro-
llo de investigaciones diddacticas en este campo. De hecho, la mayoria
de las investigaciones diddcticas de la ensefianza superior se han con-
centrado en el campo conceptual del célculo, tal y como lo demuestra el
contenido de la obra “Advanced Mathematical Thinking” (Tall, 1991).

Del otro lado, tales problemas han motivado numerosos proyectos
de innovacién de la enseflanza (en especial en los niveles de la educa-
cién media y el ciclo bdsico universitario). Se pueden citar casos como
la renovacién global del curriculo en Francia y Australia, o como las in-
novaciones y experimentaciones de cada vez mayor amplitud en los Es-
tados Unidos (Artigue & Ervynck, 1992).

A pesar de esto, y en contra de lo que se podria pensar y desear, hay que
enfatizar que el mundo de la investigacién, por un lado, y el de la inno-
vacion, por el otro, estdn lejos de establecer vinculos estrechos. Como lo
sefiala el informe intermedio de Tucker (1991), la mayoria de los pro-
yectos inscritos en el drea de la renovacién del célculo en los Estados
Unidos se han aplicado de forma independiente de los trabajos de in-
vestigacion existentes.

(Qué resulta de esta actividad abundante de investigacién e innova-
cién? ;Sobre cudles problemas se ha avanzado en realidad? ; Cuéles son
las preguntas que permanecen abiertas? Es dificil intentar una sintesis,
por multiples razones:

Las investigaciones, por ejemplo, se han desarrollado con enfoques
que difieren no s6lo por el peso respectivo que se le ha otorgado a las
tres dimensiones esenciales que son la epistemolégica, la cognitiva y la
didéctica, sino también por los marcos tedricos que las sustentan. La di-
versidad contribuye sin duda alguna a la riqueza de este campo de in-
vestigacién; pero al mismo tiempo la ausencia de un paradigma
dominante no facilita la comunicacién entre los investigadores. Como
escribia en (Artigue, 1992), aun si es posible hacer traducciones entre
ellas, tales traducciones s6lo permiten tener visiones simplificadas y re-
duccionistas de los trabajos en cuestién.

Con respecto a la innovacion, existe otro problema que se suma a los
asociados con la diversidad y dificil comparacién de los diversos es-
fuerzos. Se trata de la obtencién de hechos confiables. Los proyectos por
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lo general se realizan por el entusiamo de los pioneros militantes. La
necesidad de convencer hace que se deje a un lado la importancia de
un andlisis riguroso del funcionamiento de la innovacién y de sus efec-
tos. Esto se ve particularmente en los casos concernientes a las tecnolo-
gias informdticas (calculadoras o computadores), que constituyen a
menudo la base de proyectos de renovacién. Las potencialidades se so-
brestiman, mientras que los problemas de gestién eficaz se subestiman.
Se cae entonces en el peligro de un discurso ingenuo, donde se toma
con frecuencia como andlisis cognitivo y diddctico el hecho de que esas
herramientas se constituyan en un buen catalizador para forzar la evo-
lucién de las précticas pedagdgicas de los profesores y para compro-
meterlas con un enfoque mads constructivista del aprendizaje.

En este articulo no pretendo presentar un panorama exhaustivo de
los diversos trabajos que se han realizado. Quisiera mds bien, con ayu-
da de numerosos ejemplos de investigaciones que a mi modo de ver
son significativas, tratar de expresar cémo hoy en dia concibo la ense-
fianza de los principios del cdlculo, los problemas que presenta y las
opciones que se nos ofrecen como profesores, con sus fortalezas y de-
bilidades.

Aqui nos interesa el presente y el futuro de la ensefianza del célcu-
lo. Pero no sobra echar una mirada al pasado para comprender mejor
la situacién actual. Tampoco es indtil tratar de comprender de dénde
se desprende nuestra ensefianza, y en funcién de qué limitaciones, in-
ternas o externas a las matemadticas, ella se ha establecido. Por esta ra-
z6n, en la primera parte haré referencia a la historia de la ensefianza del
cdlculo en la secundaria francesa. La segunda parte la dedicaré a la pre-
sentacion sintética de las principales dificultades y obstdculos que las
investigaciones han evidenciado y han permitido analizar. En la terce-
ra parte, me centraré en la descripcion de algunas realizaciones diddc-
ticas a nivel de secundaria y de educacién superior. Y en la tdltima
parte, antes de concluir, daré una mirada mds global al campo, esta vez
desde la 6ptica del andlisis no estdndar.
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UNA PERSPECTIVA HISTORICA SOBRE
LA ENSENANZA DE LOS PRINCIPIOS DEL CALCULO

En esta primera parte quiero traer a colacién la puesta en practica de la
ensefianza generalizada del cdlculo en la educacién media a comienzos
de este siglo al igua} que las evoluciones principales que han llevado a
la ensefianza actual .

LA REFORMA DE 1902 Y LA INTRODUCCION DEL CALCULO EN EL
LICEO?

En Francia, el inicio del siglo XX estd marcado por una reforma en los
liceos. Uno de los objetivos de esta reforma fue abolir la supremacia de
las humanidades clédsicas en la educacién de las élites burguesas, intro-
duciendo la idea de las humanidades cientificas y ddndole a estas ulti-
mas el mismo status que las humanidades cldsicas. Los matemdticos
mads prestigiosos de la época (Poincaré, Hadamard, Borel, Darboux, en-
tre otros) se comprometieron directamente con la ejecucién de este pro-
yecto. Ellos querian reformar los programas que consideraban
obsoletos y adaptarlos a la evolucién de las matematicas y a las necesi-
dades de la evolucién cientifica y técnica. La introduccién del cdlculo en
el primer grado del liceo en las secciones cientificas y en el dltimo afio
en todas las secciones fue un elemento clave de esta renovacién. Se in-
tent6 ensefiar un célculo adaptado a las capacidades cognitivas de los
estudiantes, como lo expres6 muy bien Poincaré en una conferencia
muy famosa sobre las definiciones en matemadticas (Poincaré, 1904). El
hizo referencia a la continuidad y derivabilidad de las funciones, los as-
pectos engafiosos de la intuicién en este dominio y la concientizacién
reciente del hecho de que el rigor en los razonamientos no es posible si
no es con base en las definiciones. Sin embargo, él también enfatiz6 que
este rigor no se puede alcanzar sino a través de hacer primar la 16gica
sobre la realidad y que seria catastréfico querer imponérsela de golpe
al estudiante:

1. Para mayores detalles consultar (Artigue, 1994 b).

2. N.T.: Para tener una idea clara de la organizacién de los grados dentro del sistema
educativo francés, mirar, en el capitulo 2 de este libro, titulado “Lugar de la did4ctica
de las matemadticas en la formacién de profesores”, el apartado “El sistema francés”.
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Nos encontramos obligados a ir hacia atrds. Sin duda es duro
para el profesor ensefiar algo que no lo satisface por completo;
pero la satisfaccién del profesor no es el tinico objeto de la en-
seiianza. Primero hay que preocuparse de lo que es el espiritu
del estudiante y en lo que se quiere convertirlo.

Y sobre el cdlculo integral, él advirtio:

Para definir una integral, tomamos toda serie de precaucio-
nes. Distinguimos las funciones continuas de las disconti-
nuas, y aquellas que tienen derivadas de las que no. Todo esto
tiene un lugar en la ensefianza dentro de las Facultades, pero
todo esto seria inadecuado en el liceo. La estudiante, no im-
porta qué definicion se tenga de ella, no sabrd nunca qué es
una integral si no se le ha mostrado con anterioridad lo que
es. Todas las sutilezas le serdn indiferentes. El cree saber lo
que es una superficie y comprenderd que no lo sabe sélo cuan-
do sepa muy bien lo que significa el cdlculo integral. Y no hay
interés en decirselo en el momento en que se aborda este cdl-
culo. Lo tinico que queda por hacer es muy simple: definir la
integral como el drea comprendida entre el eje de las x, dos or-
denadas® y la curva, y mostrar que, cuando una de las orde-
nadas se desplaza, la derivada de esta drea es precisamente la
ordenada en si. Este fue el razonamiento de Newton, fue ast
como surgio el cdlculo integral. Giistenos o no, tenemos que
pasar de nuevo por donde nuestros padres pasaron.

Como lo prob¢ el informe Beke que, en 1914, presenté los resultados de
una encuesta de la CIEM (antecesora del ICME) sobre la introduccién
en todos los paises miembros del cdlculo diferencial e integral en la
educacién media (Beke, 1914), la reforma francesa no era un fenémeno
aislado y habia un fuerte consenso internacional para aprovisionar al
estudiante con herramientas potentes para el trabajo cientifico, como
aquellas del cdlculo diferencial e integral. En la reforma prim¢ la filo-
soffa positivista que en esa época era dominante. Esta filosoffa introdu-
jo una concepcién experimental de las matematicas que pretendia que
ellas, sin perder su especificidad deductiva, se vincularan de forma es-
trecha con el mundo real y fueran dtiles a las otras ciencias. Por esto,

3. N.T.: Ordenada, para Poincaré, significa recta paralela al eje de las ordenadas.
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los matematicos se sentian los promotores de una ciencia moderna y
eficaz, y la puesta en préctica efectiva de esta reforma les satisfacfa. Las
palabras de C. Bourlet (Bourlet, 1914) asi lo confirman:

Mientras que hace quince afios, después de haber experimen-
tado con mis estudiantes, yo sostenia que los candidatos al ba-
chillerato aprendian sin esfuerzo el cdlculo de las derivadas; y
mientras yo reclamaba que se suspendieran las especulaciones
iniitiles y la introduccion de todo aquello que sirviera en la
aplicacion, muchos “sabios” de la época elevaban sus quejas
hasta el cielo. Hoy en dia nuestros futuros bachilleres apren-
den la notacion diferencial y ya hacen algunas cuadraturas. Y
nuestros estudiantes de 1iltimos afios de bachillerato ya hacen
malabares con las derivadas.

Esos matemadticos no vefan las dificultades particulares de esta intro-
duccién del calculo que esencialmente se mantenia dentro del cuadro
“algebraico”, tanto en las précticas, como en las aplicaciones. También
se puede leer el informe Beke con respecto a la nocién de limite:

La nocién de limite interviene de forma tan frecuente en el
transcurso de la ensefianza media al igual que en el ciclo bdsi-
co universitario (fracciones decimales ilimitadas, drea de un
circulo, logaritmo, serie geométrica, etc.), que su definicion
general no debe presentar ninguna dificultad.

El éxito de esta reforma de hecho se comprueba con la estabilidad de los
programas de calculo. Ciertamente, después de la euforia de los inicios,
se vio la introduccién de la nocién de derivada mds tarde y el estudio
se quedaba en un primer momento en el calculo de derivadas sin nece-
sidad sentida del concepto de limite . Después de la guerra de 1914-
1918, el retorno fuerte de las humanidades clésicas perturbé por un mo-
mento el equilibrio; sin embargo, no se cuestionaron la existencia de
una ensefianza del cdlculo para todos en el liceo ni los contenidos glo-
bales de esta ensefianza.

4. Es decir, las derivadas de las funciones polinémicas u homogréficas para las cuales,
en el calculo de f(x + h) - f(x), h puede ponerse como un factor.
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LA RENOVACION DE LOS ANOS 60

En los afios 60, de nuevo se hizo insoportable el desfase entre las mate-
madticas ensefiadas en la secundaria, de manera global, y las mategwléti—
cas que viven en la esfera de la comunidad de matemadticos . La
enseflanza del cdlculo comenzé a cambiar desde inicios de los afios se-
senta (es por primera vez en esta época cuando el término en si aparece
en los programas). Se traté de una modernizacién leve que hoy en dia
tiende a olvidarse y a ocultarse en la memoria colectiva debido al cata-
clismo que vino después. En efecto, desde el comienzo de los afios se-
senta, entraron en los programas las notaciones de conjuntos, los
cuantificadores y estructuras algebraicas y, en lo concerniente al cdlcu-
lo, un apartado sobre las generalidades de las funciones con variables
reales, organizado segtin la estructura “candnica”: limites, continui-
dad, derivadas, primitivas, los teoremas generales hasta el teorema de
Rolle, el teoregla del crecimiento finito y la definicién formal de la no-
cién de limite . Las funciones circulares reemplazaron a la trigonome-
tria y las funciones exponencial y logaritmica a los viejos célculos
logaritmicos y cédlculo de interés. Se presenta i como un cuerpo y los
reales asociados con los desarrollos decimales ilimitados.

La renovacién, que tocé sobre todo el tltimo grado del liceo, se re-
forz6 en 1965, al parecer sin mayores problemas.

LA REFORMA DE LAS MATEMATICAS MODERNAS

La reforma de las matemadticas modernas estuvo poco relacionada con
la ensefianza del calculo. Como prueba de esto estd la poca referencia
que a €l se hizo en las voluminosas instrucciones que acompafiaban a
los programas. La influencia de esta reforma fue en esencia indirecta,
pues la ensefianza del cdlculo sufrié del contagio formalista y conjun-

5. Para las matematicas de la educacién superior, esta toma de conciencia fue muy an-
terior. El grupo Bourbaki se fundé en 1934 con el objetivo de renovar la ensefianza del
célculo diferencial, que era la pieza maestra de la licenciatura en matematicas. Los pri-
meros cursos que privilegiaban las estructuras algebraicas datan de 1939-40 (Revuz,
1993). Los programas de primer ciclo se renovaron a profundidad en 1958, en 1964 y
en 1972 para las clases preparatorias a las grandes Escuelas (Artigue et. al., 1989).

6. Se podra encontrar en libros de esta época la coexistencia de definiciones “a la anti-
gua”, es decir, la definicién de limite de una variable mads la definicién del limite de
una funcién y de la formalizacién usual de ¢, 7.
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tista, de la predileccién por las definiciones, del estudio de las patolo-
glas y del rumbo algebraico que ella implicé. Esta visién, como toda la
reforma, también se rechazd.

En esta reforma también intervinieron matemadticos eminentes. Al
igual que sus predecesores, tuvieron por objetivo la modernizacién del
curriculo y pusieron atencién al funcionamiento cognitivo de los estu-
diantes. Empero, debido a la influencia del ambiente estructuralista do-
minante tanto en las ciencias humanas y sociales como en las
matematicas, ellos no formularon de manera apropiada la cuestion de
la cultura matemadtica necesaria para poder beneficiarse de un enfoque
estructural. Tampoco se dieron cuenta de las restricciones que introdu-
jo el hecho de abordar una ensefianza masiva y no una para las élites.
Con prontitud, se dieron cuenta de que su reforma se les habia salido
de las manos.

LA CONTRA-REFORMA DE LOS ANOS 80

Por oposicién a las tres reformas precedentes, la contra-reforma de los
afios ochenta fue una reforma que surgié de la practica, mdg precisa-
mente de los profesores agrupados en el seno de la AMPEP y de los
IREM . Con respecto al célculo, el papel de la comisién inter-IREM lla-
mada “Cdlculo” fue sin duda alguna determinante. Para comprobarlo
basta comparar el folleto publicado por esta comisién en 1981 (Interl-
REM Analyse, 1981) con los programas que la Inspeccién General, or-
ganismo gubernamental encargado de los programas curriculares,
formulé poco tiempo después.

Las criticas que se hicieron a la ensefianza del célculo de los afios se-
tenta son las siguientes:

¢ Introduccién de las nociones bdsicas sin el planteamiento
de un problema, o a partir de problemas muy lejanos al
estudiante

7. La APMEP es la Asociation des Professeurs de Mathématiques de 1 Enseignement
Public (Asociacién de Profesores de Matematicas del Sector Oficial).

8. IREM denomina al Institut de Recherche sur ’Enseignement des Mathématiques
(Instituto de Investigacion sobre la Ensefianza de las Matematicas). Los IREM se crea-
ron durante el fervor de la reforma. Hoy en dia son 25 y se encuentran organizados en
forma de una red nacional. Ver capitulo 2 de R. Douady en este volumen.
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Construccién lineal de los conceptos, sin ninguna co-
nexioén con la resolucién de problemas

Predominio de lo cualitativo sobre lo cuantitativo
Empleo muy precoz de un lenguaje formalizado, a veces
hermético

Interés muy precoz por la patologia

¢ Ensefianza muy centrada en el discurso del profesor

Estas criticas demuestran una vez mds un vuelco en la concepcién de
las matemadticas. Ya no son estructuras ni lenguaje. Las mateméticas
mds bien se perciben como una actividad humana, histérica, cuya fina-
lidad es la resolucién de problemas que han surgido en el desarrollo in-
terno o externo de la disciplina. Ya no se trata de unas matematicas que
estdn ahi y que se tienen que descubrir, sino mds bien unas mateméti-
cas que el matematico construye en funcién de sus necesidades. De ahi
que no sea extrafio el interés creciente por la historia de las matemati-
cas. Estas criticas también testifican la bisqueda de un equilibrio més
satisfactorio entre las exigencias que impone el saber matematico y las
exigencias que impone el funcionamiento cognitivo del estudiante.
Gracias a las investigaciones sobre el aprendizaje, se conocia un poco
mejor la realidad del funcionamiento cognitivo del estudiante, en par-
ticular dentro del dominio del aprendizaje de las mateméticas. No se
puede de manera tan facil como antes imaginar esta realidad o recons-
truirla un poco a voluntad y en funcién de las convicciones personales.
Las proposiciones que se instauraron en ese entonces fueron las si-
guientes:
* Modificar las relaciones entre la teoria y las aplicaciones,
organizando la ensefianza alrededor de algunos proble-
mas importantes
¢ Equilibrar mejor lo cuantitativo y lo cualitativo
* Apoyarse en objetos tipicos sencillos que mds adelante
servirdn de referencia
e Teorizar tinicamente lo necesario, con base en niveles de
formalizacién accesibles a los estudiantes
¢ Promover un enfoque constructivista del aprendizaje

Estas proposiciones repercutieron directamente en los programas. El
célculo se vio como el campo de la aproximacién y se traté de que los
estudiantes de liceo entraran en él de manera progresiva. En esta in-
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mersion, las exploraciones numéricas y graficas por medio de las calcu-
ladoras en casos tipicos simples (funciones y sucesiones de referencia)
jugaron un papel fundamental. A dichas exploraciones subyace un en-
foque intuitivo donde la formalizacién tiene un papel muy reducido. Se
introduce el lenguaje de los limites a partir de ejemplos sin que la no-
cién en sf estuviera claramente definida. El uso de los cuantificadores
desaparece por completo del programa. La actividad se centra en la re-
solucién de problemas y la nocién de derivada, la que mds problemas
acarrea, es la nocion central. La continuidad no se menciona sino en el
dltimo grado. Se dedica tiempo a un trabajo de bisqueda de minimos,
maéximos y comparaciones con ejemplos de referencia basicos para la
préctica de campo. En una época se llegé a rechazar cualquier dlgebra
de limites. Frente a las dificultades encontradas, la adaptacién de los
programas restableci6 el statu quo.

(Se podria decir que se encontré la tltima palabra en la ensefianza
de los principios del cdlculo? No hay nada mds incierto. A pesar de que
la ensefianza parece mds al alcance de los estudiantes en la actualidad,
no por esto deja de ser problematica (Artigue, 1993). El sistema educa-
tivo acepta la administracién del hecho de que es imposible ensefiar de
golpe los saberes del calculo bajo su forma definitiva. Entonces opta por
una aproximacioén intuitiva que pretende darle significado al célculo
por medio de la seleccién de problemas y por medio de la puesta en
préctica de técnicas de aproximacién que se encuentran en el centro de
este campo. ;Qué aprenden en realidad los estudiantes? ; Cémo estruc-
turan un campo que la ensefianza no estructura por ellos? ;Qué concep-
ciones se forjan de las nociones que manipulan sin jamds poder recurrir
a sus definiciones precisas? ;Qué influencia tiene sobre estas concepcio-
nes las actividades que se realizan con calculadoras y, en especial, con
las calculadoras gréficas que dia a dia estdn mds presentes? Para aque-
llos que seguirdn estudios matemadticos en la universidad, ;cémo se
puede hacer la transicién hacia una relacién con el campo del célculo
universitario, un cdlculo donde no se trabajard mds con ejemplos parti-
culares sino con enunciados generales cuya demostracién requerird de
précticas formales?

Por el momento no tenemos una respuesta indebatible a la mayor
parte de estos interrogantes. Primero hay que reconocer que los trabajos
que se han realizado en los tltimos afios han permitido identificar las
dificultades y obstdculos que impiden el acceso a este campo concep-
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tual, y también cercar los efectos de la ensefianza tradicional, formal y
en esencia algebraica. Pero han hecho poco por ubicar en realidad las
potencialidades y limites de los enfoques intuitivos, al igual que las
transformaciones que han sufrido al salir del campo estricto de lo ex-
perimental que con frecuencia les ha dado lugar, para entrar a vivir en
los ambientes ordinarios.

DIFICULTADES EVIDENTES
EN EL APRENDIZAJE DEL CALCULO

Las dificultades de acceso al cdlculo son de diversa indole y se imbri-
can y refuerzan mutuamente en redes complejas. Por lo tanto es posi-
ble reagruparlas en grandes categorias. Esto es lo que haremos en este
apartado al examinar sucesivamente tres grandes tipos de dificultades:
¢ Aquellas asociadas con la complejidad de los objetos béé
sicos del cdlculo (ntimeros reales, sucesiones, funciones)
y al hecho de que estos objetos se conceptualizan plena-
mente cuando se inicia una ensefianza del calculo que va
a contribuir de forma fuerte a tal conceptualizacién
¢ Aquellas asociadas a la conceptualizacién y a la formali-
zacion de la nocién de limite, centro del campo del célcu-
lo
¢ Aquellas vinculadas con las rupturas necesarias con rela-
cién a los modos de pensamiento puramente algebraicos,
muy familiares, y a las especificidades del trabajo técnico
en el calculo

DIFICULTADES ASOCIADAS CON LOS OBJETOS BASICOS DEL
CALCULO

Cuando se inicia la ensefianza del cdlculo, los nimeros reales y las fun-
ciones no son objetos que los estudiantes desconocen del todo. El cél-
culo con los ntimeros irracionales, las situaciones funcionales ligadas a

9. Esta organizacién del campo en torno a la nocién de funcién no es nada novedoso
Ya que se encuentra en el tratado de Euler “Introductio in analysim infinitorum”, de
1748.
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las funciones lineales y afines se ha trabajado, por ejemplo en Francia,
en los dos dltimos grados del colegio. En el primer grado del liceo, el
estudio de las funciones ocupa un lugar importante . Pero se trata de
objetos “en construccién” que no se pueden considerar “inertes” a me-
dida que se efecttia el aprendizaje del calculo. El aprendizaje del cdlculo
se convertird justamente en uno de los motores de su conceptualiza-
cién.

Los nameros reales

Numerosas investigaciones muestran, por ejemplo, que, para los estu-
diantes, las relaciones existentes entre los diferentes conjuntos de nu-
meros que se encuentran en el curso de las extensiones sucesivas
empiricas del cuadro numérico distan de ser claras. Si para los estu-
diantes, iR comprende categorias diferentes de ntimeros (los enteros, las
fracciones, los decimales, los niimeros que se expresan con radicales y
otros como 1), todas estas categorias tienden a confundirse en la asocia-
cién entre ntmero real y niimero decimal (con un ntimero decimal re-
ducido). Esfla1 asociacion tiende a reforzarse con el uso de las
calculadoras . De igual manera, si hay asociacién de los reales con la
recta numérica, esta asociacién no corresponde necesariamente con
nuestra visién del continuo numérico. Numerosos trabajos han eviden-
ciado lo inadecuado de las concepciones topoldgicas de R que los estu-
diantes se han formado (Robinet, 1986). Por ejemplo, los tests para la
admisién a las universidades muestran claramente que para una mayo-
ria considerable de estudiantes la propiedad Vn >0, |a-b| < = noimplica
laigualdad de los reales a y b, sino sélo una gran proximidad entre ellos
(Robert & Boschet, 1984). Esto confirma los resultados que habia obte-
nido B. Cornu en su tesis (Cornu, 1983).

10. Nos referimos a los programas actuales que miran situaciones por medio de funcio-
nes definidas en ) o en intervalos de N. Se enfatiza el modelaje de funciones, la funcién
como proceso de dependencia o de transformacién, y la articulacién de los registros de
representacion de las funciones. Se trabaja Gnicamente con ejemplos de funciones que

pertenecen siempre a familias de funciones de referencia: x = ax+b, x — x|,

2 3 1 s S
X=X ,X—=X ,XxX—=>-,x— ,\& y no se da la definicién general conjuntista.
X

11. Ntimeros como T, +/2, »/3 son ejemplos frecuentes de niimeros que se identifican
con la aproximacién decimal que de ellos hace la calculadora.
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Las funciones

En lo concerniente a las funciones, los resultados obtenidos en nume-
rosas investigaciones (para una visién sintética consultar Eisenberg,
1991; Leinhardt et. al., 1990; y Dubinski & Harel, 1992) evidencian un
conjunto de dificultades en el aprendizaje que distan de ser soluciona-
das cuando comienza la ensefianza del calculo.

El concepto de funcién. Se han detectado dificultades con la identifica-
cién de lo que en verdad es una funcién. Varias investigaciones se han
concentrado en este aspecto. Las primera de ellas se desarrollaron con
enfoques conjuntistas de esta nocién. Ellas mostraron la brecha exis-
tente entre las definiciones dadas por los estudiantes, de un lado, y los
criterios utilizados en las tareas de reconocimiento de objetos funcio-
nales o de clasificacién de funciones y no funciones dadas en registros
diferentes, del otro lado (Vinner, 1983). Los criterios traducian en efec-
to una concepcién de la nocién de funcién organizada no en torno a la
definicién, sino alrededor de prototipos comunes encontrados, de la
asociacién entre funcién y férmula o de la asociacién funcién-curva re-
gular. Estos criterios conducian a rechazar funciones y a admitir obje-
tos no funcionales. Ademds, tampoco habia coherencia global porque
los critgrios dependian fuertemente del registro de representacién uti-
lizado .Como se podia esperar, la evolucién de la ensefianza y la des-
aparicién de las definiciones conjuntistas poco modificaron estos
criterios que se encontraban inminentemente ligados a la relacién do-
minante que mantienen los estudiantes de este nivel con el objeto fun-
cion.

La flexibilidad proceso-concepto. Se han detectado dificultades para desa-
rrollar la flexibilidad entre la funcién vista como un “proceso” y la fun-
cién vista como una “entidad conceptual”, flexibilidad que se necesita
cuando se trabaja en el cdlculo a partir de un cierto nivel. Las investi-
gaciones en esta direccién (Dubinsky & Harel, 1992 y Sfard, 1989) se
apoyaron en la distincién entre los dos status de los objetos matemati-
cos: el status operacional, dindmico y el status estructural, estatico. A

12. La funcién real constante de valor 4 seria fdcilmente rechazada si se presentaba en
forma algebraica con la ecuacion y = 4 (por la asociacién funcién = férmula dependien-
te de X, o por la asociacién funcién=-variacién) que si se presentaba gréficamente (por
la asociacién recta = funcién).
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través de estudios de orden cognitivo e histérico, estas investigaciones
muestran que, con frecuencia en la historia de los conceptos, el primer
status precede al segundo, aun si en la secuencia su desarrollo se vuelve
mads dialéctico; y que, parece ser, en el aprendizaje individual sucede lo
mismo. También han descubierto el salto cualitativo, denominado “en-
capsulacién” o “reificacion”, que se refiere al paso de una concepcién
de la funcién donde se pueden considerar y manipular procesos parti-
culares, a una concepcién donde la funcién puede percibirse como en-
tidad conceptual, independiente de tal o cual proceso susceptibl?ade
engendrarla, que hace parte a su vez de procesos mds complejos , o
como un elemento de una clase de objetos (clase de los objetos solucién
de tal o cual ecuacién funcional, clase de los objetos que poseen tal o
cual propiedad —funciones derivables, lipschitzianas, etc.—).

Las articulaciones de los registros simbdlicos. También se han encontrado
dificultades para articular los diferentes registros simbélicos de las ex-
presiones de la nocién de funcién. Una vez mds los trabajos son muchos
y los resultados concordantes. Junto con las diﬁcultaqcis cognitivas que
son reales en las conversiones de un registro a otro , o en el trabajo
dentro de un mismo registro, por ejemplo en el registro grafico cuando
se deben manejar simultdneamente dos niveles de informacién (infor-
maciones sobre la funcién y su derivada), estas investigaciones sefialan
como causa de las dificultades los hdbitos de la ensefianza tradicional.
El gran predominio que en ella se le otorga al registro algebraico y el

13. El hecho de ser capaz de involucrar a las funciones corrientes en procesos como la
composicién, la derivacién, o de resolver ecuaciones diferenciales cuyas incégnitas son
a priori funciones arbitrarias, no muestra necesariamente la realidad de este salto cog-
nitivo. Estas operaciones pueden tratarse, en casos simples, en un plano de concepcién
estrictamente algoritmica. En oposicién, las reticencias a identificar funciones iguales
definidas por procesos diferentes cuya equivalencia no es inmediata (por ejemplo un
proceso recursivo y un proceso explicito) pueden demostrar la dificultad para separar-
se de la visién procedimental, al igual que algunas dificultades en el tratamiento de fun-
ciones a trozos, o en la solucién de problemas con funciones mas generales para las
cuales el estudiante no posee ningtn tipo de algoritmos.

Los trabajos de Dubinsky ya citados se basan en la programacién dentro de un len-
guaje especifico (ISETL) para favorecer la internalizacién de la accién en proceso y pos-
teriormente la encapsulacién de procesos en objetos.

14. Al respecto podrian citarse los trabajos de R. Duval y las nociones que él introdujo
para estudiar las variables que hacen méds o menos dificiles estas tareas de traduccién:
las nociones de congruencia seméntica y sintéctica en particular (Duval, 1988; 1993).
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status infra-matemadtico que se da al registro grédfico impiden manejar
adecuadamente este tipo de dificultades y ayudar al estudiante a cons-
truir las flexibilidades necesarias en este nivel.

En los dltimos afios se han desarrollado numerosos trabajos que han
estudiado las posibilidades que ofrecen las herramientas informaticas,
bien sea calculadoras gréficas o computadores, con capacidad para
presentar varios tipos de representaciones por medio de sistemas de
ventanas multiples. Si bien algunos resultados son alentadores, hay
que reconocer también que las investigaciones ponen al descubierto fe-
némenos de adaptacion perceptiva global, cuya correccién y profundi-
dad matemadtica no son fdciles de ControlarlSy cuya capacidad de
transferencia a otros ambientes no es evidente

El status de herramienta y los cambios de cuadros. Finalmente se han en-
contrado dificultades para considerar las funciones como herramientas
verdaderas del trabajo matemdtico y, de forma mds notoria, para tra-
ducir al cuadro de las funciones problemas que han sido planteados en
otros cuadros matemdticos (numérico, geométrico, o externos a las ma-
temdticas) y que necesitan de tal traduccién para ser resueltos.

DIFICULTADES ASOCIADAS CON LA CONCEPTUALIZACION DE
LA NOCION DE LIMITE
En las investigaciones sobre la ensefianza del cdlculo, el concepto de li-
mite tiene un lugar esencial, como era de esperarse dada la posicién
central del concepto en este campo. Entre los trabajos mds interesantes,
muchos han buscado conciliar una aproximacién cogg’litiva e histérica
y, con base en la nocién de obstédculo epistemolégico introducida por
G. Bachelard (Bachelard, 1938), han indagado sobre el desarrollo histé-
rico de esta nocién, y sobre los candidatos a “obstdculos” susceptibles
de explicar las dificultades que en particular pueden encontrar los es-
tudiantes (para una visién sintética ver Cornu, 1991).

Los obstdculos espistemoldgicos que aparecen en este dominio son:

El sentido comtin que evoca el término limite favorece una concep-
cién del limite como una barrera intraspasable y no alcanzable, como

15. Al respecto se puede hacer referencia a diferentes trabajos como (Schwarz, 1989;
Dagher, 1993) y a la investigacién muy conocida de (Schoenfeld et. al., 1990).
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una marca o como el tltimo término de un proceso, que tiende al mis-
mo tie{’;}po a reforzar concepciones mondtonas estrictas de la conver-
gencia

Cuando se trata el proceso del limite como un proceso algebraico
“finito”, el principio de “continuidad” (llamado asi por Leibniz) consis-
te en transferir al limite las propiedades comunes de los elementos del
proceso, y de forma mds global, en no estar pendiente de aquello que
diferencia esta operacién particular de las operaciones algebraicas co-
munes.

Las concepciones muy dependientes de una “geometria de la for-
ma” no obligan a identificar con claridad sobre cuales objetos con exac-
titud se lleva a cabo el proceso del limite y la topologia subyacente. Esto
causa dificultades en la percepcién del juego sutil entre el cuadro nu-
mérico y el cuadro geométrico que subyace al proceso del limite, e in-
troduce o refuerza convicciones erréneas como la creencia en que si

16. El concepto de obstdculo epistemolégico no se refiere a las dificultades desorgani-
zadas o derivadas de la ausencia de conocimiento, sino a las dificultades directamente
vinculadas con las formas de considerar el conocimiento o con los conocimientos mis-
mos. Este quiere tener en cuenta el hecho de que el conocimiento cientifico no es el re-
sultado de un proceso continuo, sino que necesita de algunos momentos de ruptura con
los conocimientos anteriores. De esta forma, por ejemplo, la entrada en el dominio ma-
temadtico del pensamiento sobre funciones requiere que uno se libere de la concepcién
“estatica” de las matematicas griegas que apartan de su propésito aquello que es sus-
ceptible de cambio, de variacién. Los conocimientos aprendidos en la escuela pueden
también transformarse en obstdculos. Asi, en la extension sucesiva de los dominios nu-
méricos, los estudiantes generalizan espontdneamente las propiedades anteriores a los
objetos nuevos, y les es muy dificil liberarse de eso. Por ejemplo, a través de la relativi-
zacién de los conocimientos construidos sobre las relaciones entre orden y operaciones,
les es dificil encontrar “natural” que el cuadrado de un niimero pueda ser inferior al ni-
mero mismo, o que una divisién pueda producir un ndmero més grande que el divi-
dendo. Para mayores detalles sobre todos estos puntos, el lector podrd remitirse a
(Brousseau, 1983), o a (Sierpinska, 1988).

17. Varios trabajos muestran en particular que este obstdculo no se puede erradicar tan
facilmente como podria pensarse que lo hiciera una ensefianza que esté atenta a encon-
trarlo, en particular en lo concerniente a la restriccién de la convergencia monétona. De
hecho, esta concepcién se refuerza con la préctica: la mayor parte de las sucesiones es-
tudiadas son monoétonas a partir de un cierto rango, o se pueden separar con libertad
en sub-sucesiones que sf lo son. Y aunque enuncien que la convergencia no es necesa-
riamente mondtona, los estudiantes no pueden dejar de pensar que una sucesién posi-
tiva que tiende a 0 debe ser decreciente a partir de un rango, o que la derivada de una
funcién derivable que tiene una asintota horizontal en el infinito debe tener un limite
nulo.
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“geométricamente” un objeto tiende hacia otro, todas las magnitudes
que le estdn asociadas tendran por limite valores correspondientes a
las magnitudes del objeto limite

En los trabajos sobre limites, también se pueden encontrar estudios
que, con base 0 no en un enfoque histérico, identifican las dificultades
relacionadas con el doble status operacional y estructural del limite, lo
cual se traduce en la dificultad de separarse de una visién del limite en
simples términos de proceso para disociar con claridad el objeto limite
del proceso que ha permitido construirlo, para dotarlo de una identi-
dad propia (esta dificultad claramente va de la mano con los obstdcu-
los epistemoldgicos de la primera clase definida por Sierpinska). En
muchas investigaciones, se le ha pedido a los estudiantes universita-
rios comparar los ndmeros 0.9999... y 1. La frecuencia de respuestas
erradas al igual que la fuerza de las convicciones que se manifiestan en
ellas, demuestra la dificultad que hay para percibir la notacién
0.9999... como algo diferente a un proceso dindmico que o se detiene
jamads, y para ver a cambio la designacién de un ndimero . Es bastante
interesante darse cuenta de que este tipo de respuesta puede coexistir
con un tratamiento correcto de la pregunta ;se puede calcular la suma
9/10+9/100 + ..., y si si se puede hacer, qué valor tiene? En este caso,
la pregunta evoca directamente al estudiante el objeto de la serie
geométrica y, también, algunas actividades, como la férmula de la
suma o el algoritmo que permite calcularla. Tanto en la visién que tiene
el estudiante, como en la resolucién que el hace del problema, el pro-
ceso del limite en si estd relegado a un ultimo plano. Esta situacién no
se conecta para nada con la pregunta precedente, atin si las dos apare-
cen de forma sucesiva en el mismo cuestionario.

18. En un estudio detallado, A. Sierpinska (1985) clasifica los obstdculos que encontré
en cinco categorias que cubren parcialmente los presentados aqui. Estas categorias son:
“Horror Infiniti” que agrupa el rechazo al status operacional que permite el paso al li-
mite (también se incluye en esta categoria lo concerniente al principio de continuidad),
los obstaculos asociados con la nocién de funcién, los obstdculos “geométricos”, los
obstaculos “16gicos” y los obstdculos simbdlicos.

19. D. Tall, en sus trabajos recientes (Tall & Thomas, 1991), insiste en lo que él llama el
cardcter “proceptual” de las notaciones matematicas que representan a la vez a los ob-
jetos y a los procesos, en el papel que juega dentro de la actividad matemaética la flexi-
bilidad entre estos dos niveles de interpretacién, y en las dificultades que hay para
desarrollar esta flexibilidad en los estudiantes.
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En fin, no se pueden dejar de subrayar las dificultades de la forma-
lizacion estdndar de la nocién de limite. Por un lado, esta formalizacion
funciona como un todo indivisible, mientras que el estudiante tiende a
considerarlos como dos procesos distintos: uno que se efectia sobre la
variable y el otro sobre los valores de la funcién. La imbricacién nece-
saria se opera mds en un sentido que no es para nada natural: para ex-
presar que el limite de la funcién f es 1 cuando x tiende al infinito, Por
ejemplo, no se escribe que para un x muy grande, f(x) se acerca a 1
Por el contrario, se establece una vecindad de 1 y se trata de garantizar
que, si x es lo suficientemente grande, f(x) estard en esta vecindad. Y
esta imbricacién, poco natural, induce a que en todas las definiciones
estdndar haya una alternancia de cuantificadores que, de antemano se
sabe, va a ser mal manejada en este nivel de ensefianza.

De hecho, existe un salto cualitativo mayor, que se verifica en la his-
toria misma del concepto, entre el manejo relativamente intuitivo de la
nocién de limite y la nocién formalizada estandar. El concepto formali-
zado aparece, en el sentido de I. Lakatos (Lakatos, 1976), como un con-
cepto hecho para “probar”, lo cual rompe parcialmente con las formas
de conocimientos anteriores. Y su funcién de concepto unificador del
campo del cdlculo es en este momento tan fundamental como su fun-
cién en la produccién matematica.

Se trata de un problema cuya transposicién en la ensefianza no pue-
de darse por si misma, aun si esta tltima busca visiblemente acercarse
al “sentido” de la evolucién histérica. A pesar de la introduccién de un
enfoque intuitivo al cdlculo y del deseo de que cuando se introduzca la
formalizacioén, ésta responda a las necesidades en realidad sentidas por
los estudiantes, la ensefianza no lograra construir ese sentido facilmen-
te.

DIFICULTADES ASOCIADAS A LA RUPTURA ALGEBRA/CALCULO

El célculo es un dominio donde la actividad matematica se apoya bas-
tante en las competencias algebraicas. Pero al mismo tiempo es un do-
minio donde se necesita de una ruptura con una cierta cantidad de

20. No se puede dejar de precisar la proximidad de esta primera formulacién con la pro-
puesta por Cauchy. Tampoco se puede pasar por alto que las practicas exploratorias
que se desarrollan hoy en dfa con las calculadoras contribuyen a reforzar representacio-
nes espontdneas.
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précticas algebraicas para acceder a él. Por lo tanto, hay que subrayar
que, si la ruptura numérico/algebraico se identificé de forma clara en
las investigaciones sobre el aprendizaje del dlgebra, la ruptura élge-
bra/célculo, por el contrario, se ha trabajado muy poco hasta el presen-
te en las investigaciones sobre el aprendizaje del cdlculo.

M. Legrand (Legrand, 1993) es uno de los pocos investigadores que
han apuntado a esta ruptura. El insiste en particular sobre las rupturas
necesarias en el nivel del tratamiento de la igualdad, al igual que en el
nivel de las formas de razonamiento. En el dlgebra, para demostrar que
dos expresiones son iguales, los estudiantes acostumbran a razonar en
lo posible por equivalencia, al transformar, por ejemplo, la escritura
a(x) = b(x) en una sucesion de escrituras a,(x) = b,(x), hasta obtener dos
expresiones idénticas. Lo mismo sucede en el tratamiento de las ecua-
ciones y las inecuaciones.

Entrar en el campo del cdlculo significa comprender que este mane-
jo con frecuencia no se va a realizar, y que a cambio se va a hacer un
rodeo con la demostracién Ve > 0, |a—b| < ¢ y que este rodeo satisfara lo
pedido. Tal entrada significa comprender que para demostrar que en
la vecindad de un punto a, f(x) < g(x), no hay que resolver exactamente
la desigualdad sino encontrar un intervalo de centro a, donde se pueda
garantizar la desigualdad, por medio de sobre y subestimaciones. Mds
adelante también significard comprender que, para demostrar que una
familia F, de objetos posee una propiedad, con frecuencia se va a se-
guir un camino andlogo: demostrar la propiedad para una familia F,
mads simple y escogida de forma correcta, después demostrar que todo
elemento de F, es el limite de los elementos de F,, para una topologia
correcta, y por tltimo demostrar que la propiedad considerada resiste
el paso del limite.

Todo esto no tiene por qué ser natural. Y la ideologia tradicional de
la ensefianza no ayuda a los estudiantes a tomar conciencia de estos
cambios que conducen a minimizar las rupturas y a mantener la ficcién
de un aprendizaje progresivo y continuo.

De igual forma esto es dificil porque los modos de razonamiento
que subyacen a este trabajo son nuevos para los estudiantes y porque
las técnicas matemadticas de trabajo son delicadas. Se pasa de razona-
mientos por equivalencias sucesivas a razonamientos por condiciones
suficientes. Para demostrar que a es menor que b, se construira por lo
general una sucesién de expresiones a; tales que a<a, <... <a, hasta
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poder demostrar que a, <b. En cada etapa del proceso, hay ala vez que
aceptar perder informacién sobre a; para poder avanzar en la resolu-
cion, si se desea lograr el objetivo. En esto hay todo un juego sutil que
supone una familiaridad con las expresiones y con los érdenes dg fama-
fio respectivos que no pueden aprenderse sino en el largo plazo

Con esto también se mide la distancia que va a separar necesaria-
mente la capacidad de restituir las definiciones formales, aun si se ilus-
tran de forma inteligente con imdgenes que muestran una cierta
comprension, de la capacidad de operacionalizar estas definiciones en
el tratamiento de un problema preciso.

INVESTIGACIONES Y REALIZACIONES DIDACTICAS

En este apartado no pretendemos adoptar un punto de vista exhausti-
vo. Mds bien queremos centrarnos en algunas realizaciones diddcticas
que ilustren la diversidad de trabajos realizados en el drea y la comple-
jidad de los problemas a resolver cuando se busca no sélo el estudio del
funcionamiento cognitivo de los estudiantes o el funcionamiento de los
sistemas didécticos, sino también los medios de actuar més directamen-
te sobre la ensefianza.

LOS PRIMEROS CONTACTOS CON EL MUNDO DEL CALCULO

En la primera parte describimos la evolucién de la ensefianza francesa
hacia una ensefianza donde se ponen en juego, por primera vez en el li-
ceo, una entrada relativamente pragmatica e intuitiva al cdlculo. En esta
entrada se aprovechaban las nuevas tecnologias para promover una
aproximacién experimental de los problemas centrales de este campo,
donde la aproximacién juega un papel crucial. Resaltamos igualmente
que esta evolucién no era exclusiva del contexto francés, como lo mos-
traron claramente las actas del grupo de trabajo sobre el Calculo en el
congreso ICME 7 realizado en Quebec en 1992. En todos lados se mani-

21. F. Praslon, en su tesis de maestria (Praslon, 1994) analiza de manera minuciosa todo
el trabajo conceptual y técnico que se pone en juego al inicio de un curso de célculo en
la universidad y evidencia las rupturas existentes con el funcionamiento de un célculo
de tipo algebraico.
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fiesta la inquietud de desarrollar una primera aproximacién al célculo
adaptada a los estudiantes de hoy en dia, menos algebraica y algorit-
mizada que los enfoques anteriores y también menos formal. Con esto
se tiene la ambicion de permitir a los estudiantes dar mayor significado
a las nociones que van a manipular.

En un enfoque de este tipo, se trata de tomar como puntos de par-
tida las intuiciones y concepciones de los estudiantes, de trabajarlas y
hacerlas evolucionar por medio de situaciones adaptadas; no se trata
tanto de alcanzar el objetivo de la ensefianza tradicional de llegar a las
formalizaciones. Esta tendencia en el nivel de la investigacion se ilustra
después de una década, por ejemplo, con los trabajos que se han reali-
zado en Lovaina la Nueva, con N. Rouche a la cabeza. Estos trabajos
desembocardn muy pronto en un proyecto global de ensefianza
(Rouche, 1992). El objetivo de estas actividades es justamente hacer na-
cer y estructurar progresivamente el calculo a partir de nociones coti-
dianas y de los interrogantes que ellas plantean. Para ello se organiza
la ensefianza alrededor de la resolucién de conjuntos de problemas
donde la formalizacién no interviene sino cuando se hace necesaria.

La tesis de N. Hauchart presentada en 1985 estudi6 una génesis po-
sible de los conceptos de limite y de sucesién a partir de una serie de
tales problemas cuidadosamente escogidos (fueron 25 problemas pro-
puestos a estudiantes entre los 12 y los 20 afios). La tesis analiz6 cémo
puede efectuarse, a través de este conjunto de problemas de diversa in-
dole, la maduracién del pensamiento teérico (Hauchart & Rouche,
1987). Esta maduracién, como lo sefiala el autor, va hacer sobreponer
el desarrollo de los conceptos de sucesién y de limite a aquellos de serie
y de ndmero real (por medio del desarrollo decimal), y también al
avance en el trabajo técnico de estimacion, y de forma mds global, a la
progresién de la racionalidad matemadtica del estudiante. Al principio
hay apoyo en las intuiciones perceptivas del estudiante para, a conti-
nuacién y con la ayuda de situaciones paraddjicas, mostrar las limita-
ciones de la intuicién y de la percepcién, engendrar la duda, tnico
instrumento capaz de suscitar la necesidad de definiciones mds preci-
sas y de demostraciones, y progresivamente orientar el cuestionamien-
to para el estudio de situaciones particulares hacia problemas mds
generales.

La tesis de M. Schneider, sustentada en la misma universidad en
1988, se sittia de forma global dentro del mismo enfoque, pero esta vez
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pretende analizar la conceszualizacién de las derivadas y primitivas a
partir de objetos mentales como el drea y el volumen (Schneider,
1988). Los problemas utilizados son en esencia problemas que tienen
una dimensién histdrica. Sirven en particular para traer a colacién la
presencia de las concepciones espontdneas de los estudiantes sobre re-
presentaciones mentales de superficies (respectivamente voliimenes)
como agrupaciones de segmentos (respectivamente superficies) com-
parables con aquellas ligadas con la teorfa de los indivisibles introduci-
da por Cavalieri en el siglo XVII. El autor muestra que estas
representaciones pueden constituirse en obstdculo epistemoldgico: este
obstdculo ella lo ha denominado el obstédculo de la “heterogeneidad de
las dimensiones” (Schneider, 1991). Este obst4culo se asocia con los sal-
tos implicitos e incontrolados entre el dominio de los objetos y magni-
tudes geométricas y aquel de sus medidas cuando se manipulan
simultdneamente magnitudes de dimensiones diferentes (a la unién de
magnitudes corresponderia necesariamente la adicién de medidas).
Este error es susceptible de explicar ciertos errores cldsicos en los cdlcu-
los de areas y volimenes. Los problemas sirven en primer lugar para
introducir estas representaciones y su productividad en casos no pro-
blematicos, y después, por medio de la adaptacién de los problemas
que en la historia generaron controversia, para abordar el obstdculo
identificado.

Cuando se utilizan estos primeros enfoques intuitivos al cdlculo,
siempre surge el debate que toca el lugar que se le debe dar a la nocién
de limite. En los trabajos que acabamos de citar, asi como en los progra-
mas franceses de secundaria, el concepto de limite no se formaliza y, sin
embargo, estd presente. Otras investigaciones se sitian de forma mads
radical en la perspectiva de una primera aproximacion al cdlculo que no
haga intervenir explicitamente el concepto de limite. Un primer paso en
esta direccion ya habia sido dado por D. Tall en su obra titulada “Gra-
phic Calculus” (Tal, 1986). En este enfoque, basado en la nocién de “or-
ganizador genérico”?®, el entorno informético empleado tenia por
objetivo producir tales organizadores. De esta forma se trataba de, por

22. La expresién “objeto mental” se toma con la acepcién que le dio Freudenthal, es de-
cir: “toda nocién como longitud, ntiimero, paralelas, recurrencia, etc. que, sin haber al-
canzado el estado de formalizacién de un concepto matematico y sin inscribirse en una
teorfa axiomadtica, no obstante estd dotada de propiedades que la convierten en instru-
mento de organizacién de un conjunto de fenémenos”.
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ejemplo, permitir al alumno asociar la derivabilidad de una funcién en
un punto con la imagen de una funcién cuya representacién gréfica,
por acercamientos sucesivos, terminaba por confundirse con una rec-
ta, y la nocién de tangente globalmente se asimilaba con la de “tangen-
te prdctica”, recta que pasa por dos puntos muy cercanos de la curva
representativa. Asf, el concepto de limite permanecia implicito. Los re-
sultados de la experimentacién presentados en la tesis ponian a prueba
las capacidades adquiridas, por este dispositivo, en el reconocimiento
y el trazo gréfico de derivadas.

Investigaciones como aquellas conducidas por J. Kaput y sus cole-
gas (Kaput, 1992) se ubican radicalmente en esta 6ptica de una intro-
duccién al célculo sin la nocién de limite. J. Kaput, al considerar que “el
aprendizaje del célculo [tiene] que basarse en el estudio del cambio y
la acumulacién cuantificables y en la relacién entre los dos”, enfatiza
que este estudio puede llevarse a cabo en sistemas de representaciéon
muy diferentes y puede, por lo tanto, comenzar desde muy temprano
(9 a 11 afnos) en los cuadros numérico y grafico, incluso antes de que el
célculo algebraico se haya instalado de forma sélida (asi lo demuestra,
afirma Kaput, el desarrollo histérico con trabajos notables como los de
N. Oresme). La investigacion experimental que se realizé se apoy6 en
un entorno informético denominado “MathCars” en el cual el usuario
controla con un acelerador la velocidad de un vehiculo simulado y
puede hacer un muestreo en tiempo real de diversas representaciones
gréficas y de datos numéricos. Algunas graficas de muestra pueden
proponérsele al estudiante para que él trate de reproducirlas al pilotear
él mismo el vehiculo. Se trata de desarrollar una primera aproximacién
grafica y numérica, dindmica e interactiva al calculo, aproximacién a la
cual se afiadird posteriormente un enfoque mds algebraico.

Experiencias como las vividas con este simulador acttian sin duda
alguna sobre la nocién de velocidad que se forman los estudiantes y so-
bre las relaciones que existen entre aceleracién, velocidad y distancia
recorrida. Sin embargo, la mayoria de las preguntas que legitimamente
se pueden hacer al respecto siguen sin respuesta. Por ejemplo: ;Cuadles

23. D. Tall define un organizador genérico de la siguiente forma: “un entorno que pro-
vee al usuario con las facilidades de manipular ejemplos (y, cuando no es posible, con-
traejemplos) de un concepto. A esto lo denomino un organizador genérico. La palabra
‘genérico’ significa que la atencién de quien aprende se dirige a algunos aspectos de
los ejemplos que encarnan el concepto mds abstracto”.
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pueden ser los conocimientos que en realidad se construyen dentro de
este ambiente? ;Con qué invariantes cognitivas se pueden asociar, bien
sea de manera auténoma por parte del estudiante, o por intermedio del
profesor, los esquemas que se ponen en juego gracias a la accion? ;C6-
mo preparan el terreno para el cdlculo y qué obstaculos pueden tam-
bién inducir? Estas preguntas son particularmente importantes porque
las investigaciones llevadas a cabo en ambientes informéticos o con cal-
culadoras gréficas, puesto que muestran, como ya lo habiamos sefiala-
do, la fuerza que en esos ambientes pueden tomar los procesos de
adaptacion perceptivos y globales, muy contextualizados, y el papel
que van a tener que jugar las actividades explicitas de formulacién y va-
lidacién, como la institucionalizacién del profesor para pasar de com-
petencias locales a conocimientos que se pueden hacer explicitos y que
se pueden transponer a otros ambientes.

LAS REALIZACIONES DIDACTICAS A NIVEL UNIVERSITARIO

Las investigaciones en diddctica del cdlculo distan de estar tiinicamente
centradas en esta dimensién intuitiva y poco formalizada del aprendi-
zaje del célculo. Muchas de ellas, en especial en Francia, de entrada se
han ubicado en el nivel universitario, en ambientes mateméticos donde
se tiene la ambicion de guardar una relacién formal operacional con los
conceptos claves del calculo. Citaremos algunas de ellas en las pdginas
siguientes.

La convergencia de las sucesiones numéricas (Robert, 1982; 1983)

En su tesis presentada en 1982, A. Robert se interesé por los modelos de
la convergencia de sucesiones numéricas que expresaban los estudian-
tes de ensefianza superior (a través de discursos, ejemplos y represen-
taciones) y por las relaciones que eventualmente podrian existir entre
esos modelos y los procedimientos de resolucién correcta o incorrecta
utilizados por estudiantes en la solucién de ejercicios diversos dentro
de este dominio. Esto la llev6 a distinguir 5 tipos de modelos:

Los modelos “primitivos” que correspondian a descripciones mo-
noétonas en términos de cotas o puntos estacionarios de la convergencia.
Comprendia, dentro de una muestra de aproximadamente 1300 estu-
diantes, a 9% de la poblacién y tan sélo a estudiantes de los dos prime-
ros afios de universidad.
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Los modelos “dindmicos” donde la convergencia se asocia con la
idea de aproximacién dindmica. Este tipo comprendia a 37% de los es-
tudiantes de todos los niveles.

Los modelos “preestdticos” y “estdticos”, que correspondian res-
pectivamente a 9% y 7% de la poblacién. Ellos hacian una traduccién
al lenguaje natural de la formalizacién usual de ¢ ¢ N. Los modelos
preestdticos corresponden mds precisamente a formulaciones donde la
cuantificaciéon de ¢ no es evidente y se presentan con mayor frecuencia
en el ciclo bdsico universitario.

Los modelos “mixtos” contemplaban el 18% restante de la pobla-
cién. Estos conjugan expresiones dindmicas y estdticas y se encuentran
presentes de manera notoria en la mitad de la carrera profesional, en la
licenciatura o al final de los estudios universitarios.

El andlisis de los procedimientos de resolucién muestra una asociacién
fuerte entre, de un lado, los modelos primitivos y los procedimientos
erréneos, bien si los ejercicios propuestos requieren o no el uso de la
definicién formal. Del otro lado, una relacién entre los modelos estéti-
cos o mixtos y los procedimientos correctos. Entre los errores notados,
A. Robert subraya la resistencia particular de los errores ligados con el
olvido del cardcter variable de n (errores que desaparecen en casos
simples pero que persisten en los tiltimos niveles en los casos de dobles
indexaciones, por ejemplo) y errores asociados con la aplicacion inde-
bida de procedimientos algebraicos (que se aproximan al obstadculo del
principio de continuidad que se mencioné con anterioridad).

Los resultados obtenidos la condujeron, en una segunda fase, a la
elaboracién de una ingenieria diddctica para los estudiantes de ciclo
bdsico universitario. Esta ingenieria pretendia provocar el rechazo de
las concepciones primitivas y la relativizacién de las concepciones es-
trictamente mondétonas, al igual que el paso hacia la formalizacién
usual a través de la integracién de representaciones estdticas con repre-
sentaciones dindmicas. Justo sobre este plano, A. Robert pudo consta-
tar el desfase existente entre los problemas susceptibles de necesitar la
construccién de una formalizacién de tipo estdtico y aquellos en reali-
dad accesibles a los estudiantes. Esto la condujo a enfatizar el cardcter
unificador y generalizador del concepto de limite, bajo su forma for-
malizada y su funcién esencial como herramienta de prueba, y a for-
mular la hipétesis de que la puesta en escena de tales conceptos,
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teniendo en cuenta todas las restricciones de tiempo de la ensefianza
superior24, no puede darse de una manera completamente constructi-
vista sino que necesita de una introduccién magistral del profesor (Ro-
bert & Schwarzenberger, 1991), la cual puede sustentarse en
intervenciones de tipo meta-matemaético?. De esta manera, en la inge-
nierfa realizada, el profesor dio una formalizacién después de varias ex-
ploraciones graficas y numéricas de sucesiones particulares; después se
acentud su papel como herramienta de prueba en el estudio de conjetu-
ras generales como, por ejemplo, las siguientes: si una sucesion tiene un
limite estrictamente positivo, todos sus términos son positivos a partir
de un cierto rango, o si una sucesién tiene un namero finito de valores,
ella converge si y solamente si es estacionaria.

Procesos diferenciales e integrales (Artigue, 1989), (Artigue, Méni-
gaux, Viennot, 1990)

Esta es una investigacion que se realizé en conjunto por didactas de las
matematicas y de la fisica, motivada en particular por las dificultades
encontradas para hacer vivir en este dominio una coordinacién real en-
tre la ensefianza de las dos disciplinas, en el marco de secciones experi-
mentales del primer afio del ciclo universitario. El objetivo de esta
investigacion, en primer lugar, fue comprender el funcionamiento de la
ensefianza de este dominio en las dos disciplinas y sus efectos sobre las
concepciones que los estudiantes desarrollaban. Después, progresiva-
mente, la investigaciéon pretendia elaborar dispositivos de ingenieria
didéctica que permitieran ya sea desde el comienzo manejar secuencias
de ensefianza adaptadas al nivel del ciclo bdsico universitario, o bien re-
tomar con posterioridad los aprendizajes que se juzgaban como inade-
cuados.

En lo concerniente al primer punto, la comprensién del sistema de
ensefianza y sus efectos, la investigaciéon conjugé diversos enfoques:

24. También se encuentra un andlisis de las consecuencias que generan las restricciones
de la evolucién rdpida del status de los conceptos en la ensefianza superior, aun si se
inicia con enfoques intuitivos. La tesis de Azcdrate (Azcarate, 1991) sobre la nocién de
velocidad discute estos puntos.

25. Las consecuencias de este tipo de andlisis se explotaron con particular interés en los
trabajos posteriores de A. Robert, en colaboracién con J. Robinet, M. Rogalski y J.L. Do-
rier, sobre la ensefianza del dlgebra lineal en el ciclo basico universitario. Ver por ejem-
plo (Dorier, et. al., 1994).
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Un estudio histérico que pretendia precisar cudles problemas ha-
bian provocado la evolucién de las relaciones con la nocién de diferen-
cial y de diferenciabilidad en las matemadticas a fines del siglo pasado
y comienzos de éste. Este estudio se hacia necesario en la medida en
que el problema del status de las diferenciales, definido en términos de
pequefio crecimiento para unos o de aplicacién lineal tangente para los
otros, se habia manifestado como el punto de cristalizacién de los de-
bates entre matematicos y fisicos en la secciéon experimental.

Un estudio de la evolucién de la ensefianza de las matemadticas y de
la fisica en este dominio desde comienzos de este siglo, tanto a nivel se-
cundario como universitario (programas y manuales), y de los debates
que habian acompaiiado esta evolucion, en especial aquellos resefiados
en la revista Enseignement Mathématique (Enseiianza Matemdtica).

Un estudio de las concepciones de los estudiantes a través de cues-
tionarios de matemadticas y fisica distintos a los cuestionarios que
usualmente se presentan a los estudiantes.

Este trabajo, que es muy dificil de resefiar aqui de manera detallada,
mostré en particular que si los procedimientos diferenciales interve-
nian en el ciclo bésico universitario, con dos funciones distintas:
* Una funcién de aproximacién puramente local (estudio
local de curvas, funciones, superficies, cdlculo de incerti-
dumbres, etc.)
* Y una funcién de aproximacién lineal en el paso de lo lo-
cal a lo global (investigacién de leyes de variacién, deter-
minacién o definicién de magnitudes geométricas o
fisicas, etc.)

Estas distinciones no se marcan de forma clara en la ensefianza.

Los manuales de fisica de este nivel, por ejemplo, incluyen muy a
menudo anotaciones matemadticas en los sitios donde se aborda este te-
ma. Se centran en el nivel puramente local y recalcan més o menos tres
ideas: el hecho de que el diferencial provea una aproximacién que se
mejora cuando el crecimiento de las variables disminuye; que ella es
mas fdcil de calcular que el crecimiento real; y que, contrariamente al
crecimiento, ella es lineal con relacion al crecimiento de las variables.
Sin embargo, se acenttia tanto una como la otra, sin una articulacién
verdadera y sin referencia explicita, por lo general, al orden de la
aproximacién diferencial. El paso de lo local a lo global en si se trata en
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términos de recetas o de convenciones y se ilustra con ejercicios donde
la lectura diferencial puede hacerse a partir de términos lexicales de la
superficie26. Las matematicas del ciclo bdsico de los problemas que re-
quieren modelaje por ecuaciones por lo general no se consideran, ya
que los problemas aparecen directamente formulados en un lenguaje
diferencial (se estudia la velocidad de desintegracién de un cuerpo
radioactivo, o se buscan las curvas cuya tangente posee tal propiedad,
etc.).

Uno puede preguntarse qué relaciones con estas nociones constru-
yen los estudiantes, en estas condiciones, y como ellas repercuten en
sus concepciones de las distorsiones existentes entre la ensefianza de las
dos disciplinas. De hecho, en fisica parece que los estudiantes conside-
ran todo lo concerniente a los procedimientos diferenciales e integrales
como “aproximativo” y “cémodo”, es decir, como un sector donde es
mejor funcionar con base en mecanizaciones sin tratar de comprender.
Los estudiantes se adaptan a su utilizacién y aprenden a reconocer las
ocasiones cuando toca utilizarlos al mirar los términos presentes en los
enunciados. Los cuestionarios que les fueron propuestos muestran cla-
ramente que si cortan en “pedazos” para calcular ciertas magnitudes,
no saben el por qué ésto es necesario (en el caso de la presion atmosfé-
rica esto es evidente)?’; que no diferencian claramente las aproximacio-
nes de modelaje de las aproximaciones lineales como etapa del proceso
integral (el caso de la represa)?®; y que en general las preguntas del or-
den de aproximacién no intervenian directamente para ellos en los pro-
cedimientos diferenciales (como en el caso del drea y el volumen de la
esfera)®.

26. En un texto cldsico como “La resistencia de un trozo elemental de una viga es pro-
porcional al espesor del trozo”, el término elemental se encuentra allf para indicar que
no se trata de una proporcionalidad global a nivel del crecimiento, sino de una igualdad
diferencial, es decir, de una igualdad de primer orden.

27. En un ejercicio propuesto sobre la presién atmosférica, mas de 90% de los estudian-
tes consideraron necesario cortar en “pedazos” verticalmente. La mayoria (70%) atri-
buia esta necesidad al hecho de que la presién depende de la altitud y no diferenciaban
entre el caso de la presion atmosférica y el caso de la presién hidrostatica.

28. En la situacién de la represa, un tercio de los estudiantes afirmé que el resultado fi-
nal serfa aproximado y mezcl6 en los comentarios aproximaciones del modelaje y
aproximaciones asociadas con la utilizaciéon del procedimiento integral.
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En matemdticas, a pesar de que el campo de la aproximacién es
explicito en las definiciones y se puede movilizar, de forma mds o
menos correcta, en las restituciones de definiciones, tal campo esta
poco presente en las précticas y se oculta muy rdpido con teoremas
mds potentes que permiten algebraizar de manera contundente el
funcionamiento del cdlculo. Por esto, justo después de haber explicado
lo que es una funcién diferenciable en un punto, los estudiantes
avanzados llenan hojas enteras con célculos para responder a la
pregunta siguiente: ;la funcién de %? en R, definida por
f(x,y) = 2x +4y +y (/1 —cosx + 1) es diferenciable en (0, 0)? Los pocos
que reconocen en la expresién una parte lineal y una especie de “resta”
parecen no tener herramienta alguna para demostrar rdpidamente que
esa especie de “resta” es de orden superior a 1. De igual forma, el
cuestionario sobre los desarrollos limitados evidencia un
funcionamiento que separa con cuidado el examen de la parte en & de
la parte polinomial y, por lo general, los estudiantes consideran como
una verdadera revelacién final, cuando se corrigen los cuestionarios, el
hecho de que las dos expresiones f(x,y) = 2x+3y+e(x,y) y
f(x,y) = 5x+4y+¢(x,y) son compatibles y nos muestran solamente
que f tiene por limite a 0 en el punto (0,0).

Estos cuestionarios “especiales” (los temas y textos parecen ordina-
rios, pero las preguntas propuestas son poco usuales), que se elabora-
ron al inicio para permitirnos estudiar las concepciones de los
estudiantes y que hacian dejar a un lado las mecanizaciones construi-
das con la ensefianza, mostraron con claridad regularidades muy fuer-
tes en las respuestas a la larga. Sin embargo con los estudiantes més
avanzados, en las situaciones mads clasicas, los errores desaparecian
(por ejemplo el elemento diferencial dp no se reemplaza sistemadtica-
mente por pdf, sin importar cudl sea la expresién de la funcién
6 — p(0) ), pero las justificaciones y las concepciones que ellas revelan
sobre el status de los procedimientos diferenciales e integrales son casi
invariables. Por esto, esos cuestionarios nos parecieron instrumentos
apropiados para llevar a posteriori a los estudiantes a reflexionar sobre

29. Una situacién donde se pide explicar por qué el mismo tipo de calculo da un resul-
tado correcto para el volumen y un resultado erréneo para el drea de la esfera es suma-
mente desestabilizadora, aun para estudiantes avanzados que ingresan a un area de
concentracién en fisica o que finalizan sus estudios de matematicas.
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estos asuntos y para evitar que finalizaran sus estudios pensando, como
lo manifestaron algunos, que:

para integrar, es esencial no pensar en lo que representa dl y
proceder mecdnicamente, de lo contrario uno estd perdido.

o que:

El fisico tiene un reclamo: sus aparatos de medicion y los erro-
res cometidos con sus aparatos son de todas formas mds gran-
des que los errores cometidos con las aproximaciones
matemdticas.

Ademds de estos instrumentos, la investigacién también fue una
oportunidad para puntualizar y experimentar numerosas veces
secuencias de ensefianza sobre la integracion en el nivel del ciclo basico
universitario, donde se toma en cuenta el hecho de que los estudiantes
que llegan a la universidad no son virgenes en este dominio, sino que
tienen una concepcién de integral como operacién inversa a la
derivacién, asociada a la imagen del drea bajo una curva, y que la
ensefianza en este nivel debe dar un sentido a la nocién de
“procedimiento integral”®’. Hay que subrayar que esta parte de la
investigacién fue realizada en un contexto experimental particular,
donde se pretendia ensefiar marcando claramente la ruptura con las
costumbres dominantes para promover el desarrollo en los estudiantes
de una verdadera racionalidad cientifica. La forma fundamental de esta
ensefianza es el “debate cientifico”, debate organizado en torno a
conjeturas propuestas por los estudiantes o introducidas por el profesor
(Legrand, 1993). A continuacién presentaremos de manera rapida una
situacion que correspondia a la introduccién del procedimiento
integral. La situacion es la siguiente: se le pide a los estudiantes
proponer valores para la fuerza que se ejerce entre dos masas M y M’
ubicadas a 3 metros una de la otra. La masa de M esta constituida por

30. Un sentido que no pueden garantizar las clases magistrales tradicionales sobre la in-
tegral de Riemann y los ejercicios que enfatizan sobre todo el célculo exacto de primiti-
vas e integrales.
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una barra homogénea de 6 metros de longitud y de 18 kg. La masa de
M’ es de 2 kg. y se considera como puntual.

M 2
o
M M
- > -
6 3

Las respuestas de los estudiantes al cabo de 15 minutos de trabajo in-
dividual son las conjeturas que van a someterse a debate. Tales conje-
turas son siempre muy diversas, con una fuerte proporcién de
respuestas resultantes de la aplicacién inadecuada del principio del
centro de gravedad (se concentra la masa en el centro de la barra por
medio de una técnica “cldsica”: aplicar el principio del centro de gra-
vedad, para poder remitirse a una atraccién entre masas puntuales).
Las dudas existentes sobre la validez de esta solucién, muy atractiva en
primera instancia, cuando se sometia al debate conducen por lo gene-
ral a los estudiantes a imaginarse, para verificar el principio, de apli-
carlo en dos tiempos. Para ello cortan simbélicamente la barra en dos
y concentran la masa de cada mitad de barra en su punto medio. Por
este método no se obtiene el mismo resultado; de alli que el principio
del centro de gravedad entre en conflicto con si mismo. Esto lleva a ha-
cer caer en la cuenta de que la “posicién” influye. Sin embargo, las
ideas de la concentracién de la masa en un punto y de la particién se
convirtieron en buenos puntos de apoyo para avanzar en el problema.
Al concentrar la masa, no en la mitad sino en los extremos de la barra
y después cortarla (combinando concentracién y corte), los estudiantes
se van a acercar cada vez mds al valor de la fuerza, hasta llegar a con-
vencerse de poder alcanzar una precisién arbitraria y poder concebir la
fuerza como resultado del paso al limite en este proceso de corte y en-
cuadre: el procedimiento integral. Esta situacién fue seguida de otras
que surgfan en contextos diversos para traer a colacién las invariantes
del procedimiento integral y poderlas institucionalizar. A continua-
cién se entrd, siempre a partir de debates, en el estudio de las propie-
dades de la operacién integral, en particular de la integral en funcién
de su cota superior’!. Como razonablemente podria esperarse, dado el
lugar asignado a la construccién del concepto de integral en esta ense-
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fianza, el lugar que se le otorga a las técnicas de cdlculo explicitas de pri-
mitivas se reduce bastante. Hay que enfatizar que esta ensefianza, que
se reprodujo numerosas veces, demostré ser efectiva.

La ensefianza de las ecuaciones diferenciales (Artigue & Rogalski,
1990), (Artigue, 1992) y (Artigue, 1994a)

La investigacién a la que haremos referencia a continuacién es una in-
vestigacion de ingenieria didactica que se desarroll6é con el objetivo de
renovar la ensefianza tradicional de las ecuaciones diferenciales en el
primer afio del ciclo bdsico universitario. A pesar de que la resolucién
de las ecuaciones diferenciales puede abordarse desde diversos cua-
dros (el cuadro algebraico de la resolucién exacta, el cuadro numérico
de la resolucién aproximada, o el cuadro geométrico de la resolucién
cualitativa), hay que reconocer que en Francia, la ensefianza de este do-
minio en el ciclo bdsico universitario se limita al cuadro algebraico y da
a los estudiantes una visién limitada y falsa de este dominio. El objeto
de la investigacioén fue, por lo tanto, elaborar una ingenieria didactica
que estuviera més acorde con la epistemologia del campo por medio de
la integracién a la ensefianza de enfoques numéricos y cualitativos, y
estudiar las condiciones de viabilidad de un producto de tal naturaleza
en el transcurso de experimentaciones sucesivas en la Universidad de
Lille 1.

Como es cldsico en un trabajo de ingenieria, lo primero que se hizo
fue tratar de precisar las restricciones que se imponian en la ensefianza
de este dominio, restricciones que permitian explicar su resistencia.
Identificamos restricciones de diversa indole: epistemoldgicas, es decir,
vinculadas con la naturaleza del conocimiento en juego; cognitivas, es
decir asociadas a las caracteristicas cognitivas de los estudiantes; y di-
ddcticas, es decir ligadas a las selecciones y hdbitos del sistema de ense-
flanza. Por ejemplo, el largo predominio histérico del cuadro
algebraico, el hermetismo de las diferentes problemadticas de resolu-
cidn, la dificultad de los problemas que dan origen a la resolucién cua-
litativa son restricciones de cardcter epistemoldgico que tienden a

31. Una de las situaciones en particular productiva al respecto, es la siguiente: “realizar

X
conjeturas sobre el modelo: si f es..., entonces f f(x)dt es...”
a
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obstaculizar la entrada de una dimensidén cualitativa en la ensefianza
de este nivel.

De igual forma, en el plano cognitivo, se presentan como restriccio-
nes la movilidad entre el registro de las ecuaciones y el de las gréficas,
en el nivel de las funciones y las derivadas, requerido por el enfoque
cualitativo, como el manejo apropiado del cdlculo elemental requerido
por las pruebas cualitativas. Y en el plano didéctico, hay que reconocer
que la ensefianza tradicional, algebraica y muy algoritmizada, es una
enseflanza que no plantea problemas y que corresponde a un nivel de
exigencia minima, tanto para los estudiantes como para los profesores,
en este primer afno de universidad (introducir un enfoque cualitativo
que, si bien es susceptible de métodos, no es algoritmizable, aumenta
el interés de la ensefianza y también su dificultad). A esto se une el he-
cho de que, en el enfoque cualitativo, el registro grafico sea llamado a
jugar un papel esencial que, en las condiciones de una ensefianza tra-
dicional poco puede jugar.

Con base en la realidad de estas restricciones y tratando de actuar
sobre ellas, se construy6 el proceso de ingenieria basado en un cierto
nimero de selecciones globales como las siguientes:

¢ Hacer explicito, en una fase preliminar a la ensefianza, el
cambio deseado en el status del cuadro grafico por medio
de un trabajo adaptado sobre las curvas y funciones

* Apoyarse en la informdtica para manejar la dificultad
cognitiva del enfoque cualitativo, por medio de la cons-
truccion de tareas de complejidad variada (trazos de so-
luciones sobre campos de tangentes dadas, asociaciones
flujos con ecuaciones diferenciales, interpretacién de flu-
jos obtenidos con un computador, produccién de flujos
parcialmente asistida por computador, etc.)

¢ Ensefiar de manera explicita métodos para organizar la
resolucién cualitativa

e Limitar la complejidad en el cuadro algebraico, restrin-
girse principalmente al estudio de las ecuaciones lineales
y a las variables separables y transferir la esencia del tra-
bajo algoritmico a un trabajo auténomo

A continuacién se procedi6 con el proceso de ensefianza en 7 fases, or-
ganizadas cada una en torno a situaciones claves: 1) las necesidades in-
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ternas y externas a las matematicas a las cuales responde la herramienta
de la ecuacion diferencial (taller de modelaje organizado con base en los
resultados de la investigacién anterior); 2) la introduccién a la resolu-
cién cualitativa; 3) la resolucidn algebraica; 4) la complementariedad de
los enfoques algebraico y cualitativo; 5) la introduccién a la resolucién
numérica; 6) los métodos de la resolucién cualitativa; y 7) la integracién
de las diferentes herramientas en la resolucién de problemas mds com-
plejos (bajo la forma de proyectos).

Las experimentaciones sucesivas mostraron la viabilidad “tedrica”
de tal tipo de ensefianza y el interés que ella puede generar en los estu-
diantes, a pesar del aumento en la dificultad. Junto con esto se eviden-
ciaron las dificultades que ese tipo de ensefianza debia superar para
poder sobrevivir. El andlisis en particular llevé a distinguir tres tipos de
tareas en la resolucién cualitativa y tres niveles de interaccién entre los
registros graficos y algebraicos/simbdlicos asociados: la interaccién li-
gada a la interpretacion, la interaccién relacionada con la prediccién y
la interaccién unida a la justificacién. Desde el primer afio, los resulta-
dos obtenidos mostraron que, para los estudiantes involucrados en la
investigacion, la interpretacién no presentaba problemas particulares
de accesibilidad y que la actuacién de los estudiantes era satisfactoria a
nivel de la prediccion. Por el contrario, en el nivel de las justificaciones,
asi se tratara de probar el cruce o no cruce de curvas, o de demostrar o
refutar la existencia de asintotas, el porcentaje de éxito no sobrepasaba
el 20%. Esto nos llevd, en un segundo momento, a introducir herra-
mientas de justificacién directamente formuladas en el nivel gréfico y
mads adaptadas a priori para el grupo de estudiantes en consideracién.
Estas nuevas herramientas si permitieron a los estudiantes adquirir una
autonomia razonable en las justificaciones. Sin embargo, esas herra-
mientas plantearon problemas aterradores de integracién diddctica. De
hecho, ellas cuestionan con profundidad el status tradicional del cua-
dro gréfico, al presentarlo como un cuadro de justificacién. Este cambio
de status no se puede negociar tan sélo en el campo de un contrato local
reservado a las ecuaciones diferenciales, sino que implica necesaria-
mente a la ensefianza del cdlculo como un todo. De igual manera, no es
sorprendente constatar que las aplicaciones de esta investigacién en las
précticas efectivas se limitaban con frecuencia a la copia de las primeras
situaciones vinculadas al enfoque cualitativo.
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DIDACTICA DEL CALCULO
Y EL ANALISIS NO ESTANDAR

En las pdginas anteriores nos centramos en un enfoque estandar del
cdlculo. Esto obedeci6 a una decisién deliberada, motivada por el poco
impacto real que en la actualidad tienen los enfoques no estandar, tan-
to a nivel de la ensefianza como de la investigacion sobre la ensefianza.
A pesar de esto, en esta tltima parte quisiera echar una mirada a las
preguntas de la introduccién del andlisis no estdndar. Teniendo como
fuente de inspiracién los trabajos que en el seno de nuestro equipo ha
realizado A. Deledicq (Deledicq, 1994), presentaré una visién sensible-
mente diferente en comparacién con los textos cldsicos a los cuales se
hace referencia cuando se habla de la ensefianza del andlisis no estan-
dar (Keisler, 1976), (Sullivan, 1976).

A. Deledicq muestra en particular que una perspectiva no estandar
permite distinguir en la introduccién al campo del célculo dos niveles
que de hecho son inseparables en un enfoque estandar:

El primer nivel se basa en la manipulacion numeérica de drde-
nes de magnitud, lo cual conduce a una familiaridad con nii-
meros pequefios y grandes y con su comportamiento con
respecto a las operaciones elementales y las funciones [...]

El sequndo nivel estd enfocado mds hacia la introduccion de
las nociones fundamentales y, en particular, hacia las defini-
ciones y resultados relacionados con la completitud de R.

El primer nivel es el de la introduccién de los 6rdenes de magnitud. Se
distinguirdn de hecho tres tipos de nimeros, aquellos dentro de nues-
tra escala (limitados), otros mucho mds grandes (i-grandes o infinita-
mente grandes) y otros mucho mds pequefios (i-pequefios o
infinitamente pequefios). Para mencionarlos no necesariamente se
debe utilizar un lenguaje infinitesimal.

Se admite que dos de estos 6rdenes de magnitud existen en N (los
enteros limitados y los enteros i-grandes) y que obedecen a las reglas
siguientes:

¢ Un entero i-grande es mds grande que todo entero limi-
tado
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¢ La suma y el producto de dos enteros limitado son ente-
ros limitados
e Sineslimitado 2" también lo es

Y con respecto a los ntimeros reales, un real serd considerado como i-
grande si es mayor a un entero i-grande, como i-pequefio si es nulo o si
su inverso es i-grande, o como limitado en los otros casos.

Uno puede, como lo explica el autor, considerar que N o ) son in-
cambiables y que, simplemente, se “colorearon” al introducirles los 6r-
denes de magnitud. Estos 6rdenes han roto la homogeneidad de N y de
N, pero jacaso esto no estd mds de acuerdo con la “realidad” del mundo
de las magnitudes y las medidas de magnitudes que lo presentado por
la vision homogénea estdndar?

A partir de esta distincién, se puede poner en escena un cdlculo so-
bre los 6rdenes de magnitud cuyas reglas son una reproduccién de las
reglas del cdlculo infinitesimal de Leibniz y donde, por supuesto, algu-
nas respuestas permanecen indeterminadas (no se puede decir a priori
cudl es el orden de magnitud del producto de un i-pequefio y un i-gran-
de). Este cdlculo puede ponerse en juego en una primera aproximacion
a los limites ya que, por ejemplo, el hecho de que:

¢ La funcién f admite a I como limite en el infinito significa
que: para todo x i-grande, f(x) -1 es i-pequefio

e El hecho de que la sucesién (u,) sea convergente se ex-
presard con: si n 'y n” son dos enteros i-grandes, u, —u, es
un i-pequefio

e El hecho de que la funcién f sea continua en 3, se expresa-
rd con: si x - 3 es i-pequeno, f(x) - f(3) también es un i-pe-
quefo

Se puede ver bien que aqui hemos cortado la parte inseparable de la de-
finicién estdndar y reemplazado, de hecho, un célculo sobre las funcio-
nes (N en funcién de ¢) por un célculo sobre los ndmeros. De igual
manera se restablecio el orden que de alguna forma es natural, al pasar
de x a f(x). Con esto se tocan de una sola vez dos ventajas esenciales de
un enfoque no estdndar y aquello que hace que las definiciones puedan
constituirse en verdaderas herramientas de trabajo para una persona
que comienza su trabajo en este campo.

El segundo nivel del andlisis no estandar es el correspondiente a la
puesta en escena del teorema de la completitud, lo cual corresponde, en
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la axiomatizacién no estdndar, al axioma de la estandarizacién que va
a garantizarnos que existen reales estdndares tales que todo real limi-
tado es i-préximo a uno y un solo real estdndar (es decir, que existe en
el halo de todo real limitado un ndmero que cumple el mismo papel
que el 0 entre los ntimeros i-pequenos). Como lo escribié A. Deledicq:

Entonces, uno se encuentra con el punto de vista original que
tuvieron Cauchy y Dedekind, y a continuaciéon podrd afirmar
que toda sucesion cldsica (es decir, aquella definida sin hacer
referencia a la distincion entre ordenes de magnitud) conver-
gente define un solo real estdndar que se ubica en el halo den-
tro del cual acaban de acumularse los términos de indices i-
grandes

Y en este punto es donde en verdad comienza el andlisis. En este nivel
también intervienen la nocién de sombra que juega un papel analogo
de estandarizacion al nivel grafico y permite darse cuenta de intuicio-
nes o de propiedades gréficas que muy dificilmente podrian expresar-
se en el nivel estandar.

Como lo subraya A. Deledicq, se podria decir que la separacién en
dos niveles del andlisis existe de hecho en la ensefianza actual, con la
distinciéon que se realiza entre el calculo intuitivo y el célculo formal.
Sin embargo, existe una diferencia esencial: en la separacién no estdn-
dar existe, desde el primer nivel, una formalizacién simple pero eficaz
que permite involucrarse en realidad en el juego de las pruebas y las
refutaciones.

Por lo tanto, jes necesario lanzarse a la aventura de una ensefianza
no estdndar? Esto significaria hacer oidos sordos a la realidad de las le-
yes que rigen los sistemas diddcticos. Seria pensar que un enfoque que
tiene un reconocimiento tan débil en la comunidad matemética, muy
poco presente en la cultura matematica, podria legitimar una ensefian-
za a gran escala.

Es mds, si bien un enfoque no estdndar como el que acabamos de
presentar es seductor, serfa falso pretender que gracias a él encontra-
mos el camino de reyes para la ensefianza del cdlculo. Se puede pensar
que, en un comienzo, si provee un equilibrio mds satisfactorio entre la
intuicién y el rigor que el que vivimos actualmente en el liceo. Pero el
andlisis no estdndar no nos garantiza un camino sin obstdculos y algtin
dia tendriamos que afrontar las dificultades que le son inherentes. Por
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ejemplo, el hecho de que se pueda encontrar para cada definicién clési-
ca (como aquella de la continuidad de una funcién en un punto), un cri-
terio no estandar que le sea equivalente, significa que tal equivalencia
sOlo existe para las funciones estdndares y para los puntos estdndares
(una funcién tan simple como la funcién lineal x - wx, con o i-grande,
continua en el sentido cldsico, no verifica este criterio en 0). Desde el
momento en que nos salimos del campo de los objetos estdndares, lo no
estandar es de hecho dificil de comprender.

Pero sin duda no serfa inttil que los profesores supieran que detrés
del lenguaje infinitesimal que utilizan constantemente, de manera im-
precisa y a veces con un poco de mala consciencia, en sus explicaciones
y comentarios informales, hay un rigor accesible que, no tiene nada que
ver con la metafisica del infinito.

CONCLUSION

En este articulo nos centramos en los inicios del célculo, en los proble-
mas que se le presentan a quien quiere hacer de esta ensefianza algo
mads que la ensefianza de técnicas de calculo diferencial e integral, algo
mas que un simple “Calculus”; sino que quiere realizar una iniciacién
a los métodos, ideas y conceptos que constituyen el corazén de este
campo, una iniciacién a la vez rigurosa, operacional y adaptada a las ca-
pacidades cognitivas de los alumnos y estudiantes a los cuales va diri-
gida.

Es claro que no existe un camino de reyes que pueda hacer de esta
introduccién al campo del cdlculo, un camino regular, continuo y sin
trampas. Como lo demostraron con claridad los trabajos que se han
desarrollado en didéctica del célculo en el transcurso de los tltimos
quince afios, las dificultades y obstdculos son multiples y pretender
evitarlos, los refuerza. Los conocimientos adquiridos de hecho nos
ayudan en primera instancia a comprender mejor el funcionamiento de
nuestros estudiantes, a anticipar sus dificultades, a buscar con
paciencia medios de accién adaptados en vez de oscilar entre la
bisqueda del método milagroso y la resignacién fatalista.

Como también lo han mostrado esos trabajos, esta introduccién no
puede concebirse sino en el largo plazo, durante muchos afios, y no
puede efectuarse de golpe con conocimientos formalizados, “acaba-
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dos”, que se nos han hecho familiares. Ella se realizard necesariamente
por medio de aproximaciones provisionales que permitirdn avanzar
pero que, al mismo tiempo, engendrardn conocimientos o representa-
ciones de conocimientos por necesidad erréneos parcialmente. Esto
significa que nuestra ensefianza no debe vivir sobre la ficcién de un de-
sarrollo continuo y regular del conocimiento, sino sobre la imagen de
un desarrollo mds cadtico donde no se excluyen las regresiones vincu-
ladas con los desequilibrios.

Casi en todos lados, las aproximaciones intuitivas basadas en la ex-
ploracién de fenémenos con frecuencia asociadas con la utilizacién de
tecnologias informdticas, reemplazaron o tienden a reemplazar las
aproximaciones formales que habian acompafiado la reforma de las
matemadticas modernas. Estos enfoques sin duda alguna proveen al es-
tudiante una familiaridad, un contacto enriquecedor con un cierto na-
mero de fenémenos o de objetos relevantes en el campo del calculo. Sin
embargo, nuestra experiencia didéctica debe incitarnos a desconfiar un
poco de los discursos muy entusiastas que acompafian con frecuencia
las reacciones ante la caida de un orden tradicional. Me parece que en
particular debemos estar atentos a aquello que en los enfoques intuiti-
vos permite establecer una cierta distancia frente a las acciones locales,
muy contextualizadas, a aquello que permite la capitalizacién y la es-
tructuracién de la experiencia, y a la forma como se distribuye en este
nivel el trabajo del profesor y el trabajo del estudiante. También debe-
mos estar atentos a la manera como se involucra en estos enfoques la
racionalidad cientifica. Ciertamente, la formalizacién es limitada y
provisional; sin embargo, debemos preguntarnos si permite fomentar
de forma razonable el juego de las pruebas y refutaciones que es una
de las componentes esenciales de la actividad matematica.

Finalmente, como universitarios, debemos ante todo minimizar el
salto cualitativo que separa estos enfoques intuitivos de la relacién con
el cdlculo que enfrentamos en la universidad dentro de ambientes cien-
tificos. Alli hay una ruptura para la cual es necesario encontrar los me-
dios de marcarla y consumarla, sin esperar que ella se opere por si
misma. La mayoria de los estudiantes no sobreviviria a ella y seriamos,
mads que nunca, prisioneros de la trampa de una ensefianza que, cre-
yendo tener grandes ambiciones, se encasilla en la evaluacién de com-
petencias minimas.
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