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Introduction

L’algébrisation de problémes issus de situations géométriques a offert
aux mathématiques des succés considérables. Les questions millénaires
de la duplication du cube, de la trissection de ’angle et de la quadra-
ture du cercle dévoilent leur impossibilité dans I’étude des extensions
quadratiques de corps, et la démonstration de la transcendance de 7. Le
traitement unifié¢ des géométries non-euclidiennes homogénes, puis des
espaces riemanniens généraux se transcrit naturellement dans le lan-
gage algébrique des fibrés principaux et de leurs connexions. La puis-
sance de modélisation de I'algébre commutative, a travers le développe-
ment de la géométrie algébrique, rejaillit sur de multiples champs ma-
thématiques et inverse suggestivement le rapport algébre/géométrie :
espaces sans points, points denses de ’espace - achoppement pour le
sens commun ! - la structure algébrique enclot alors un « espace » de-
venu subsidiaire.

Le programme d’une géométrie non commutative, initié par Alain
Connes dans une série d’articles fondamentaux |Con79, Con85, Con86,
Con87, Con94|, vise a étendre ces correspondances fructueuses entre
algébre et espaces géométriques en s’affranchissant de I'hypothése de
commutativité. Il s’agit donc d’obtenir une traduction algébrique des
propriétés essentielles d'un espace (théorie de la mesure, topologie,
géométrie différentielle, géométrie riemanienne. ..) autorisant ’exten-
sion a des objets non-commutatifs. Les exemples historiques a 1’origine
du développement de la théorie ont montré la fécondité de cette ap-
proche : l'espace des feuilles d’un feuilletage ou des pavages de Pen-
rose, pathologiques du point de vue classique, révelent des structures
non triviales subtiles lorsqu’ils sont étudiés au travers d'une algébre
non-commutative adaptée. Le lecteur curieux d’une vue d’ensemble
pourra flaner avec plaisir dans le jardin non-commutatif entrouvert
par [CMOG6]|, qui lui révélera ses essences singuliéres et précieuses.

On se propose dans cette thése de situer la théorie de I'indice de cer-

taines variétés singulieéres dans le cadre de la géométrie non-commutative.

On s’intéressera aux pseudo-variétés stratifiées, initialement apparues

dans les travaux de Thom |Tho69| et Mather [Mat70|, qui constituent
9



10 INTRODUCTION

une vaste classe d’espaces englobant entre autres les variétés a bord, a
coins et a singularités coniques. Il s’agit en particulier d’obtenir I'ana-
logue pour ces variétés stratifiées de ’espace des feuilles d’un feuilletage
régulier. Construire et étudier cet objet, le groupoide d’holonomie de
la variété stratifiée, est une étape centrale pour comprendre les opéra-
teurs pseudodifférentiels et les groupes de K-théorie réceptacles de leur
indice.

Rappelons que dans le cadre classique d’une variété compacte sans
bord M, un opérateur pseudodifférentiel elliptique D a un noyau et un
conoyau de dimension finie. L’indice de Fredholm de D est I'entier :

ind D = dim ker D — dim Coker D

Cet indice est stable pour toute perturbation compacte de D et sa valeur
ne dépend que de données topologiques. La caractéristique d’Euler,
la signature d’une variété spin et d’innombrables quantités issues de
la physique sont les indices d’opérateurs particuliers. Atiyah et Singer
ont introduit dans les années 60 des constructions fondamentales en K-
théorie permettant de comprendre ’application D — ind D au travers
du morphisme de groupes

ind, : KY(T*M) — Z,
appelé indice analytique de M.

Plus précisément, si Ell(M) désigne 1'ensemble des opérateurs pseu-
dodifférentiels sur M, on a le diagramme commutatif suivant :

BUM) 27
symbl

K(T*M)

ind,

ou Ell(M) i KY(T*M) est I’application surjective qui associe a un
opérateur la classe de son symbole principal dans KY(T*M). Atiyah
et Singer définissent alors un indice topologique ind; : K%(T*M) — 7Z
possédant des propriétés K-théoriques caractéristiques, montrent qu’un
unique morphisme peut vérifier ces propriétés et que 'indice analytique
les satisfait aussi. L’identité des indices analytique et topologique est
le célébre théoréme d’Atiyah-Singer [AS63, AS68a, AS68b]|. L'indice
topologique peut étre calculé par des méthodes cohomologiques (théorie
de Chern-Weil) grace au caractére de Chern ch : KO(T M) — H*(TM).
Pour un opérateur elliptique P sur une variété M on obtient par exemple
la formule :

) indy([op]) = /T  (op) A
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ou Td(M) est une classe caractéristique de la variété M.

Dans le cadre moins classique d’espaces singuliers comme les espaces de

feuilles des feuilletages réguliers, les orbifolds ou les variétés a coins, des
constructions similaires s’obtiennent grace a l'introduction des grou-
poides [Con79, CS84|. Un groupoide est une petite catégorie dans
laquelle tous les morphismes sont inversibles. Les groupoides généra-
lisent les notions d’espace, de groupe et de relation d’équivalence. On
dit qu'un groupoide est de Lie lorsque les ensembles qui interviennent
sont des variétés et les morphismes sont des applications différentiables.
Un calcul pseudodifférentiel a été développé pour les groupoides de
Lie [Con79, MP97, NWX99| et plus généralement pour des grou-
poides longitudinalement lisses tels que les continuous family groupoids
[LMINOO|.

L’indice analytique des opérateurs elliptiques sur ces groupoides est
un morphisme :

ind, : K°(A*G) — Ko(C;(9))

ou A*G est l'algébroide du groupoide G et C;(G) la C*-algébre réduite
de G, qui joue le role de I'algébre des fonctions continues sur ’espace
singulier représenté par G [Ren80]. Les indices ne sont donc plus en
général de simples entiers mais des éléments du groupe de K-théorie
Ko(Cr(9)) (voir chapitre 1). Dans le cas d’une variété compacte sans

bord M, on retrouve cependant I'indice classique puisque G = M x M,
A*G =T*M et Ko(CH(G)) = Ko(K) = Z.

Pour étudier le groupe Ko(C;(G)) on dispose des outils de la coho-
mologie cyclique [Con79, Con87, Con94| qui fournit des invariants
calculables au travers d’une sous-algébre A « lisse » et dense dans
C#(9). La cohomologie cyclique périodique est une généralisation non-
commutative de ’homologie de De Rham, un théoréme de Connes as-
sure que pour une variété compacte M, si A = C°°(M) on retrouve :

HP*(A) ~ HPE(M, C).

Une propriété importante pour A est la stabilité par calcul fonction-
nel holomorphe, qui assure que l'inclusion A C A = C}(G) soit un
isomorphisme en K-théorie. L’accouplement

(2) ( , ):Ko(A)xHP*(A)—C

entre K-théorie et cohomologie cyclique périodique se prolonge dans ce
cas sur Ko(Cr(9)) et décrit donc un invariant homotopique en termes
de données lisses.



12 INTRODUCTION

Les travaux de Monthubert [Mon03| ont montré comment associer
a toute variété a coins X un groupoide longitudinalement lisse I'(X)
et un calcul pseudodifférentiel associé W°(I'(X)) qui coincide avec le
b-calcul de Melrose. Le b-calcul est un calcul pseudodifférentiel sur les
variétés a coins introduit par Melrose pour comprendre et démontrer
le théoréme d’indice d’Atiyah-Patodi-Singer en suivant la démarche
d’Atiyah-Singer [Mel93]. Pour étendre le théoréme aux familles d’opé-
rateurs, Melrose et Mazzeo ont ensuite analysé le cas d’un bord fibré et
introduit un nouveau calcul, le ¢-calcul [MM98|. D’autre part I’étude
des variétés stratifiées et I'existence d’un processus de désingularisa-
tion permet de considérer toute pseudo-variété stratifiée comme espace
quotient d’une variété a coins fibrés. On souhaite donc disposer d’outils
équivalents en termes de groupoide pour décrire le calcul pseudodiffé-
rentiel sur les variétés a coins fibrés. Plus généralement on souhaiterait
définir un groupoide décrivant tout feuilletage singulier d’une variété
stratifiée.

Nous montrons dans ce travail qu’une telle construction existe pour
le ¢-calcul, en associant a toute variété a bord feuilleté, puis a toute
variété a coins fibrés X un groupoide d’éclatement I'y(X) longitudi-
nalement lisse. Nous montrons ensuite dans le cas fibré que le calcul
pseudodifférentiel & support compact associé coincide avec le ¢-calcul
a support compact de Melrose, et 1’on introduit une algebre étendue
Se(I'y(X)) stable par calcul fonctionnel holomorphe qui contient les
opérateurs régularisants du ¢-calcul. On définit sur ce calcul étendu
certains éléments de cohomologie cyclique relative intervenant dans la
formulation de problémes d’indice supérieurs. Enfin on montre que le
groupoide d’éclatement posséde une signification géométrique naturelle
en tant que groupoide d’holonomie de feuilletage singulier, ce qui rend
sa construction indépendante de toute description particuliére. On ob-
tient ainsi une interprétation conceptuelle du ¢-calcul comme calcul
pseudodifférentiel associé au groupoide d’holonomie du feuilletage sin-
gulier défini par la variété a bord fibré.

Le chapitre 1 rappelle des constructions importantes en théorie de
I'indice comme l'indice analytique et la cohomologie cyclique relative.

Le chapitre 2 regroupe les définitions concernant les variétés a coins fi-
brés, les équarrissages et les groupoides de déformation au cone normal.
Le groupoide d’éclatement GVz d’une sous-variété feuilletée (V, Fy) de
codimension 1 dans M est décrit par recollement du groupoide d’holo-
nomie de M \ V et d’un groupoide de déformation D, = D, x R* :

SVE = Dy | JHol(M \ V).
)\
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On étend ensuite cette construction au cas des des variétés a coins fibrés
par produit fibré des éclatements GV7; de chaque face. Le chapitre se
termine par I’étude de la structure longitudinale de I’éclatement.

Le calcul pseudodifférentiel des variétés a coins fibrés est étudié dans
le chapitre 3. On associe a toute variété a coins fibrés X un calcul
pseudodifférentiel a support compact Wg°(I'y(X)) et un calcul étendu
UTy(X)) = UX(Iy(X)) + Sy(Iy(X)) a partir d’'une fonction lon-
gueur ¢ a croissance polynomiale. Cette algébre contient les opéra-
teurs du ¢-calcul étendu. Pour certains feuilletages non triviaux
n’existe plus et I’on propose une construction alternative pour l'espace
Sc(I'4(X)) des fonctions a décroissance rapide.

Le chapitre 4 traite de la cohomologie cyclique relative des variétés
a bord feuilleté. L'opérateur de restriction 0 sur S¢(I'4(X)) induit le
couple d’algebres (SC(F¢(X ), 880) et 'on cherche & produire plusieurs
cocycles cycliques intéressants sur 0S.. On construit en particulier un
0-cocycle cyclique relatif (7, 1) obtenu & partir d’une trace régularisée
7 sur S¢(I'¢(X)) généralisant la b-trace de Melrose aux variétés a bord
feuilleté.

Le chapitre 5 introduit la définition des variétés stratifiées et décrit
brievement en quel sens toute variété stratifiée est le quotient d’une
variété a coins fibrés. Une notion de structure lisse et de champs de
vecteurs stratifiés est aussi proposée pour les variétés stratifiées.

Enfin le chapitre 6 présente la construction du groupoide d’holonomie
d’un feuilletage singulier au sens de Skandalis et Androulidakis. Le
groupoide d’éclatement du chapitre 2 est alors ré-interprété en tant
que groupoide d’holonomie du feuilletage singulier défini par la variété
a coins fibrés. Le groupoide d’éclatement d’une variété a coins fibrés
construit dans ce travail est donc un exemple explicite d’espace de
feuilles singulier de la construction générale [AS06|.






CHAPITRE 1

Théorie de I'indice

1 Théorie de l'indice pour les
groupoides de Lie

Les éléments de théorie de l'indice présentés ci-dessous sont essen-
tiellement issus des travaux de Connes [ConT79|, Monthubert-Pierrot
IMP97| et Nistor-Weinstein-Xu [NWX99|. La construction des in-
dices lisses et analytiques reprend la démarche exposée dans [Con94|
et [CROT7|.

1.1. §-Calcul pseudodifférentiel

Un G-opérateur pseudodifférentiel est une famille différentiable d’opé-
rateurs pseudodifférentiels { P}, cgo agissant sur C2°(G,) de sorte que
pour v € G et Uy : C°(G4y) — C(Gy(y)) V'opérateur induit, la
condition de G-invariance suivante est vérifiée

Prgy o Uy = Uy 0 Pyt

)
Les opérateurs peuvent agir plus généralement sur les sections d’un
fibré vectoriel £ — 9(0). La condition de différentiabilité exacte est
définie dans INWX99|.

Il ne sera ici question que d’opérateurs uniformément supportés, rappe-
lons briévement cette notion. Soit P = (P, z € G(©) un G-opérateur,
notons k,; le noyau de Schwartz de P,. Le support de P et son support
réduit sont définis par

supp P := Ugsupp k.

suppu P := p1(supp P)

ot 1(¢',9) = ¢’¢~'. On dira que P est uniformément supporté si
supp, P est compact dans .
15



16 1. THEORIE DE L’'INDICE

Dans la suite on notera U™ (G, E') lespace des G-opérateurs pseudo-
différentiels supportés uniformément. On notera aussi

(G, E) = | JU™(G, B) et W™(G, E) = [ ¥"™(S, E).

REMARQUE 1.1. La condition de support réduit se justifie du fait que
U=°(G, E) s’identifie & C°(G, End(FE)) grace au théoréme du noyau
de Schwartz ([NWX99)).

REMARQUE 1.2. U*°(G, F) est une algebre filtrée, i.e.
UG, B)U (S, E) C (G, B).
En particulier, ¥~°°(G, F) est un idéal bilatére.

La notion de symbole principal s’étend aisément & ¥~°°(G, F). Notons

71 A*G — GO 14 projection. Si P = (Py,z € 9(0)) e V™G EF) est
un opérateur pseudodifférentiel d’ordre m sur G, le symbole principal
om(Pyr) de Py est une section C* du fibré vectoriel End(mir*E, wir*F)
au-dessus de T*G,., telle que le morphisme défini dans chaque fibre soit
homogéne de degré m.

L’existence de connections invariantes permet de définir 'exponen-
tiation sur l'algébroide de Lie A*G et fournit une section o, (P) de
End(m*E,m*F) au-dessus de A*G qui vérifie

(3) om(P)(§) = om(Pr)(§) € End(Ey, Fy) si § € ALS

modulo 'espace des symboles d’ordre m — 1. Les termes d’ordre m de
om(P) restent invariants par le choix d’une connection différente et
I’équation ci-dessus induit une unique application linéaire surjective

(4) om ¥"(G,E) —» 8"(A*G, End(E, F)),
de noyau ¥~ 1(G, E) ([NWX99], proposition 2), ou 8™(A*SG, End(E, F))

désigne les sections du fibré End(n*E, 7*F) au-dessus de A*G, homo-
génes de degré m dans chaque fibre.

1.2. Indice lisse et indice analytique

DEFINITION 1.3. Soit P = (P, z € G(©) un G-opérateur pseudodiffe-
rentiel. P est dit elliptique si chaque P, est elliptique.

L’ensemble des G-opérateurs pseudodifférentiels elliptiques sera noté

EI(S).



THEORIE DE L'INDICE POUR LES GROUPOIDES DE LIE 17

PROPOSITION 1.4. [Con79| Soit P = (Py,z € §©) € ¥™(G, E)
elliptique. Alors il existe QQ € W~™(G, E) tel que

I —PQe V(G FE)etlp—QP e ¥~2(G, FE),
ou Ig dénote lopérateur identité sur E.

L’existence du pseudo-inverse () implique que P définisse un élément
inversible de U*°(G)/WU~°°(G). Il n’est pourtant pas toujours possible
de trouver un G-opérateur P’ de la méme classe que P, i.e. P’ — P €
U=2°(G), qui soit inversible dans ¥>°(G). Cette obstruction a un re-
lévement inversible est mesurée par l'indice de P, élément du groupe
de K-théorie Ko(V™>°(G)) = Ko(C°(9)). L'indice ind P peut étre
explicité par une construction classique détaillée ci-dessous.

DEFINITION 1.5. Soit A une algébre unitaire sur C, I C A un idéal
bilatére et 7 : A — A/I I'application quotient. Un quasi-isomorphisme
est un triplet (F, F, o) ou E, F sont des A-modules projectifs de type
fini et

oM — m F

est un isomorphisme de A/I-modules. Un quasi-isomorphisme (E, F, o)
sera dit dégénéré lorsque o provient d’'un isomorphisme 7': £ — F'.

REMARQUE 1.6. Tout élément P de A inversible modulo I définit le
quasi-isomorphisme (A, A, 7(P)).

REMARQUE 1.7. Il existe une notion naturelle de somme directe et
d’isomorphisme sur I’ensemble des quasi-isomorphismes. Soient (F, F, o)
et (B, F', 0") deux quasi-ismorphismes, alors :

- 0 @ o’ est défini par le triplet (FE® E',F & F',0 ®o’)

- 0 = ¢/ ssi il existe des isomorphismes f: £ — E' et g : F — I’ tels
que le diagramme suivant soit commutatif :

(o2

W*El H{' W*F/
ag

On définit alors une relation d’équivalence par :
/ . . .. : s os s / / /
o ~ o0 & il existe des quasi-isomorphismes dégénérés 7 et 7 tels que oBT = o'PT .

DEFINITION 1.8 (K-théorie relative). L’ensemble K (A, I) des classes
d’équivalence de quasi-isomorphismes pour ~ est appelé K-théorie re-
lative de I dans A.



18 1. THEORIE DE L’'INDICE

PROPOSITION 1.9. (K (A, I),®) est un groupe abélien.

DEMONSTRATION. L’associativité et la commutativité de & sont im-
médiates. L’existence d’un inverse pour (F, F,0) € K(A,I) tient au
fait que (E, F,0) ® (F, E,0~!) est dégénéré. En effet, soient P : E — F
et Q : F — E des morphismes tels que m.(P) = o et m(Q) = o~ L.

Posons
T_ (1-PQP+P PQ-1
()

Alors T4(T) = o @ o et T: E®F — F @ E est un isomorphisme
d’inverse explicite

T—l — Q 1- QP
PQ-1 (1—-PQP+P )
On en déduit que (E, F,0)~! = (F, E,o~1), ce qui achéve la preuve.
O

L’intérét de la K-théorie relative réside dans la définition et la des-
cription aisée de ses éléments en termes de quasi-isomorphismes. Or,
un calcul en K-théorie dia a Milnor [Mil71] permet son identification
a la K-théorie algébrique usuelle :

PROPOSITION 1.10. Les groupes K(A,I) et Ko(I) sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Posons D(A,I) = {(a,d’) € Ax A;a—d € I}.
Les projections canoniques p; et po suivant chaque facteur fournissent
un diagramme commutatif de morphismes d’algébres

DA, )2~ 4

A

Considérons K'(A,I) = Ker{Ky(D(A,I)) % Ky(A)}. En notant I
Punitarisation de I, on a I C A et injection de I dans D(A, I) par I'ap-
plication diagonale canonique fournit immédiatement l'isomorphisme
K'(A,I) = Ky(I) au travers du diagramme commutatif suivant et de
son image en K-théorie :

0 I’ j T 0

0—s]—>DAI) —=A—>0
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Il reste & construire un isomorphisme entre K (A, ) et K'(A,I). Soit
E — 7. (F)

(E, F, o) un quasi-isomorphisme sur (A,I). Les applications (o), : e ole® 1)

et my : { ?:}Tgi’) permettent de définir

M(E,F,0) ={(e,f) € E X F; (om)«(e) = m(f)}.
Il apparait que M(E, F,0) est un D(A, I)-module projectif de type
fini, avec (p1)«(M) = E et (p2)«(M) = F, et que tout D(A, I)-module
projectif de type fini est de cette forme ([Mil71|). L’application « :
K(A,I) — K'(A,I) donnée par
OK([E,F,O']) = [M(E,F,O’)] - [M(E,E”Ld)]

définit donc bien un morphisme de groupe.

Si maintenant x = [M(E, F,0)] — [M(E, F',¢")] € K'(A, I), on définit
B:K'(A 1) — K(A,I) par

Bz)=(E®eF ,FO&E o (o))
On obtient immédiatement que 5o a = idg 4 1) car :
(Boa)([E,F,0))=|E®E,F&®E,oc®id) = [E, F,ol.
Par ailleurs

M(E®F,F®E,0c® ()™ - [ME®F ,E®Fid)
[M(E,F,0)] — [M(E,F',o")]

= T

(avo B)(z) =

car (0/)~! @ ¢’ se reléve en un isomorphisme comme dans la proposi-
tion 1.9, ce qui fournit I'isomorphisme M(E® F' . F& E, 0@ (o/)"H @
M(E,F',¢') % M(E,F,0) ® M(E & F',E & F',id) et permet de

conclure.

O

EXEMPLE 1.11. Soit (A, A, 7(P)) le quasi-isomorphisme défini par un
élément P de A inversible modulo /. L’élément de K-théorie ind(P)
correspondant est donné par [e] — [eg], ot les deux idempotents e, eg €

- 10

M>(I) sont explicitement ey = 00 et e = TegT ™!, avec T et

T-! comme en 1.9.
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Dans le cas général on P € U™(G, E, F), linclusion C*(G")) ¢
U%(G) en tant qu'opérateurs de multiplication permet de pousser les
C°(5)-modules E, F en des ¥>°(§)-modules &, F. L'existence d’un
pseudo-inverse (proposition 1.4) combinée au théoréme du noyau de
Schwartz expriment alors précisément que (€, F, P) est un quasi-isomorphisme

sur (0°(9), C2*(§)).

DEFINITION 1.12 (Indice lisse). Soit P un G-opérateur pseudo-différentiel
elliptique. On appelle indice lisse 1'élément ind(P) € Ko(C2°(G)) défini
par le quasi-isomorphisme précédent.

Il est a noter que certains résultats d’annulation ou d’invariance par
homotopie de I'indice ne sont valables que dans une complétion C*-
algébrique de C2°(9) (|Con94], p.132). Ainsi une courbure scalaire
longitudinale strictement positive sur une variété de type spin n’en-
traine pas nécessairement la nullité de 'indice lisse de 'opérateur de
Dirac. De plus, contrairement au cas classique d’une variété, I’applica-
tion indice ne se factorise pas en général a travers la classe du symbole
principal d'un G-opérateur, ce qui compromet le calcul de I'indice lisse
par les outils de K-théorie topologique, indice topologique et isomor-
phisme de Thom. La fléche pointillée n’existe donc pas nécessairement
dans le diagramme

Ell(G) —"% Ko(C2(9))

K°(A*9) :

Un contre-exemple simple est donné par (R, +) en tant que groupoide
(|Con94| p. 142) :

PROPOSITION 1.13. L’application D — ind(D) € Ko(C®(R)) est une
injection de l’espace projectif des polynomes non-nuls D = P(%) dans

Ko(CP(R)).

Ces limitations dans le cadre C°° motivent la définition suivante :

DEFINITION 1.14 (Indice analytique). Soit j : Ko(C>°(G)) — Ko(C(9))
le morphisme de K-théorie induit par 'inclusion C2°(G) C C}(G). On
appelle indice analytique I'image par j de l'indice lisse.

Une des propriétés fondamentales de I'indice analytique est de pouvoir
se factoriser a travers le symbole principal. Autrement dit, on a un
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diagramme commutatif

EI(G) —"2 Ko(C(9))

| ij

KO(4°G) —— Ko(CF(9)).

ou ind, désigne le morphisme en K-théorie qui factorise 'indice ana-
lytique.

En effet, ind, est le morphisme de bord associé a la suite exacte courte
de C*-algébres (|[Con79, CS84, MP97, NWX99|)

(5) 0= C(G) — WO(G) == Co(S*G) = 0
oit U9(G) est une C*—complétion de W0(G), S*G est le fibré en sphéres
de A*SG et o est I'extension du symbole principal.

2 Cohomologie cyclique relative

La cohomologie cyclique est une généralisation au cadre non-commutatif
de la théorie de De Rham. La version relative de cette théorie ((LMPO09b])
est adaptée a la description d’algébres définies relativement a un couple
(A, B) d’algébres de Fréchet. L’accouplement en (co)homologie cy-
clique relative :

(_._):HC.(A,B) x HC*(A,B) — C

fournit une interprétation conceptuelle des formules d’indice de type
McKean-Singer. En particulier pour le couple (C*°(M),C*>°(0M)) on
retrouve le théoréme d’indice d’Atiyah-Patodi-Singer (section 3.5) en
considérant un cocycle cyclique relatif (°Tr, i) faisant intervenir la b-
trace de Melrose.

2.1. Cycles sur une algéebre

DEFINITION 2.1. Une algébre différentielle graduée est une paire (€2, d)

o @ = P, OF est une algébre graduée et d : Q — Q est une
différentielle de degré 1 et de courbure 0. d est donc une application
linéaire vérifiant les propriétés suivantes :

. Imd(Qk) c QFtl
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. d(wi . wj) = d(wi)wj + (—1)iwidwj
- d? =0,

Soit A une algébre sur C.

DEFINITION 2.2. Un cycle de dimension n sur A est un triplet (€2, p, f)
ot (Q,d) est une algébre différentielle graduée, p : A — QU est un
morphisme d’algébres et f : Q" — C est une trace graduée fermée,
ie.:

- Vw; € V' wj € Vavec i+ j =n, [ww; = (-1)" [wjw;

- Yw € Q”_l,fdwzo.

DEFINITION 2.3. Le caractére d’un cycle de dimension n sur A est la
fonctionnelle (n+1)-linéaire

7(a® at,. .. a") = /p(ao)dp(al) ..dp(a”)

EXEMPLE 2.4. Soit M une variété lisse. Alors algébre Q(M) des
formes différentielles sur M munie de la différentielle de De Rham
est une algebre différentielle graduée. Soit C' : Q"(M) — C un cou-
rant fermé de degré n. (2(M),Id, C) est un cycle de dimension n sur
C*(M). Son caractére est donné par

o(f0 ... fM) = C(fdft .. df")

EXEMPLE 2.5. Supposons A involutive et soit (H, F') un module de
Fredholm sur A, i.e. :
- H est un espace de Hilbert muni d’une représentation involutive 7
de A sur L(H)
- F est un opérateur sur H tel que F = F*, F? = 1 et [F,7(a)] est
un opérateur compact pour tout a € A.
On suppose de plus que (H, F') est (n+ 1)-sommable, c’est a dire que
pour tout a € A [F,7(a)] appartient a I'idéal de Schatten L"1(H)
des opérateurs compacts T tels que > A\ (|T])" ™ < .

Le calcul « quantique » associé au module de Fredholm (3, F') permet
de définir un cycle de dimension n sur A. Posons

F =) "a[F,d"]...[F,d"), d,....d" € A}

On définit d : QF — Q! par dw = Fw — (—1)*wF. Comme F? = 1
on a d?> = 0. De plus Q = P QF est une algébre différentielle graduée.
Posons Tt'(T') = §Trace(F(FT + TF)). La trace graduée fermée Try
est obtenue pour w € Q" en posant

Trsw = Tr'(w)  sin est impair
Trsw = Tr'(yw) sin est pair
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L’élément v est U'opérateur Z/2 gradué associé & un module de Fred-
holm pair (|Con94|, Définition IV.1). Alors (€2, d, Trs) est un cycle de
dimension n sur A (|[Con94|, Proposition IV.1.1).

Le caractére de ce cycle est donné par la formule :
m(a®at, .. a") =T (aO[F, all...[F, a”]) :

ot va® remplace a® lorsque n est pair.

2.2. Cocycles cycliques et cohomologie cyclique

Soit CF(A) = (A ® A®*)* Iespace des fonctionnelles (k 4 1)-linéaires
@ sur A et b: C*¥ — CF+1 Popérateur cobord de Hochschild défini par

k
(bp)(a®, ... aftL) = Z(—l)jgo(ao, cdddT L aF Y ()M (aF Al L ab).
j=0
La relation 6> = 0 permet de considérer le complexe de Hochschild

(C*(A),b), dont la cohomologie lorsque A est unitaire est par définition
la cohomologie de Hochschild de A, notée HH*(A).

Il est immédiat de constater que le caractére 7 d’un cycle de dimension
n sur A est un élément de C"(A) qui vérifie br = 0 et la condition de
cyclicité :

r(a', ..., a" %) = (=1)"7(d®,...,a") Vd®,... " € A.
DEFINITION 2.6. On appelle cocycle cyclique sur A tout élément 7 de
C*(A) qui vérifie les deux propriétés :

- T est un cocylique : br =0

- rest cyclique: 7(al, ..., a" a") = (=1)"7(a?,...,a") Vd°,...,a" € A.

Le résultat suivant caractérise précisément les cocycles cycliques comme
les caractéres de cycles sur A :

PROPOSITION 2.7 (|Con94|, Proposition II1.1.4). Soit T une fonction-
nelle (n+1)-linéaire sur A. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Il emiste un cycle (Q,d, [) de dimension n sur A tel que
7, ... a") = /p(ao)dp(al) . dp(a™)VadP, ... a" € A.

(2) 1l existe une trace graduée fermée 7 : Q"(A) — C telle que

7(d®,...,a") = 7(adal ... da").
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(3) 7 est un cocycle cyclique.

Soit C'}(A) le sous-espace de C"(A) des fonctionnelles (n+1)-linéaires
cycliques. Connes a montré que 'opérateur b se restreint a ce sous-
espace b : CY(A) — C’j\lﬂ(./l), (CS(A),b) est donc un sous-complexe
du complexe de Hochschild.

La cohomologie cyclique HC*(A) est définie comme la cohomologie
du complexe (C3(A),b). HCO(A) n'est autre que l'espace des traces
sur A.

REMARQUE 2.8. L’inclusion C}(A) — C*(A) induit un morphisme

HC*(A) KN ;1 *(A) entre cohomologie cyclique et cohomologie de
Hochschild. Ce morphisme n’est pas nécessairement injectif, comme le
montre 'exemple A = C. En effet dans ce cas HC™ = 0 lorsque n est
impair et HC™ = C lorsque n est pair, tandis que HH? = C et HH"
est nul pour tout n > 0.

2.3. Le bicomplexe (b, B)

Connes a découvert que la cohomologie cyclique et la cohomologie de
Hochschild sont reliées par une suite exacte longue :

oo HOMA) L HEYA) B HO Y A) S HOTHA) -

L’opérateur S : HC" 1 (A) — HC™1(A) est défini comme le cup pro-
duit en cohomologie cyclique [Con85] par un générateur de HC?(C) ~
C. On peut explicitement utiliser le cocycle so : C? — C donné par

(a®,a',a?) — a® - a' - a?.

L’opérateur B : HH"(A) — HC" 1(A) est induit par 'opérateur
cobord B : C"(A) — C’;\L_I(A) de Connes donné par la formule :

n—1
Byo(d,...,a" ) = Z(—l)("_l)jgo(l, a,...,a" 1t d, . . a7
=0
n—1
— (—1)(”_1)j<p(aj, L..o,at o a™d . dd Y.
=0

Cet opérateur a été introduit pour étudier le cobordisme des cycles
sur A (voir [Con94|, III.1.5) : son image coincide avec les différences
de cycles cobordants. Il se décompose sous la forme B = ABy ou A :
C"(A) — CY(A) est I'opérateur d’anti-symétrisation

(AT)(d°, ... a") = Z sgn(o)r(a’,a®D ... a®™)

og€eS,
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et By : C"(A) — C"1(A) est défini par

(Bor)(a®,...,a" Y =7(1,a",...,a" V) — (=1)"7(ad°,...,a" 1, 1).

Les relations de cobord b* = 0, B> = 0 et de commutation graduée
bB + Bb = 0 |Con85| permettent de considérer un bicomplexe associé
aux opérateurs b et B. Soit Cpay' (A) = C" ™ (A) si n —m > 0 et zéro
sinon. Alors b : Coal'(A) — Cha ™ (A) et B : Cpal (A) — Coal ™t (A)
définissent le bicomplexe (Cpar(A), b, B) nommé bicomplexe (b, B).

La cohomologie totale du bicomplexe (b, B) coincide avec la coho-
mologie cyclique périodique HP*(A) de A. Une définition directe de
HP*(A) est possible en termes de limite inductive des groupes de co-
homologie cyclique pairs et impairs :

HP(A) =1lim HC?** et HP'(A) = lim HC**!
S S

La cohomologie totale du bicomplexe (C**(A), b, B) défini par C™"™(A) =
C"™(A) sin > m > 0 coincide quant a elle avec la cohomologie cy-
clique HC*(A) de A.

Le complexe total du bicomplexe (C**(A), b, B) est le complexe (Tot*C**(A),b+ B)
défini par Tot"C' = C"@C"2@Cn ... = D, C"™ 2k muni de la dif-

férentielle b+ B. La cohomologie cyclique de A est donc calculable par

la relation HC*(A) = H*((Tot*C**(A),b+ B)).

Plus généralement, on appelle complexe mixte un espace vectoriel com-
plexe Z-gradué C* = (C"),>p muni de deux différentielles b et B,
b:C" — O™l B:(C" — C" vérifiant V2 = B%2 = bB + Bb = 0.
Le complexe cyclique associé au complexe mixte (C*®, b, B) est le com-
plexe défini pour chaque entier n par € 1 C™=2k muni de la différentielle
b+ B. Le complexe cyclique coincide alors avec le complexe total du
bicomplexe
b bl bl

02%01%00

et la cohomologie cyclique du complexe mixte (C*®, b, B) est la coho-
mologie de son complexe cyclique.
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Le bicomplexe (b, B) permet en pratique de définir et de décrire les
éléments de H P*(A) de maniére trés explicite. Connes a montré dans
le cas A = C°(M) que HP*(A) est canoniquement isomorphe a I’ho-
mologie de De Rham HPE(M, C).

2.4. Cohomologie cyclique relative

Soient A et B deux algébres de Fréchet unitaires et o : A — B un
morphisme unitaire surjectif et continu. On peut associer a la suite
exacte courte

(6) 0—J—A-SB-0

la suite exacte de complexes mixtes

(1) 00— (C*(B),b,B) — (C*(A),b,B) — (Q*,b,B) = 0

ou C*(A) désigne le complexe mixte des cochaines de Hochschild sur A
et Q° est le complexe mixte obtenu par quotient homotopique (mapping
cone) du morphisme de complexes mixtes o* : C*(B) — C*(A).

La cohomologie relative de (A, B) est par définition la cohomologie du
complexe mixte Q°.

Les théories de cohomologie relative peuvent étre calculées a partir
d’un complexe mixte quasi-isomorphe a Q* ([LMPO9b|) :

(C*(A) @ C*T(B),b, B)

~ b —o* ~ B 0
(5 7)o (2 5).

En particulier on obtient la cohomologie de Hochschild relative HH (A, B)
a partir du complexe (C*(A) @ C**1(B),b) , la cohomologie cyclique
relative HC'(A, B) a partir de (Tot*C**(A) @ Tot* T C**(B),b+ B),

et la cohomologie cyclique périodique relative HP(A,B) a partir de
(Tot*Cpar(A) @ Tot* T Con(B), b+ B)).

De plus le complexe (Tot®C**(A) @ Tot*™1C**(B),b + B) est iso-

morphe 2 la totalisation du complexe (C**(A, B), b+B) ou CPI(A, B) =
CP9(A) ® CP4tL(B), ce qui donne finalement :

ol

HC(A,B) = H((Tot*C**(A,B),b+ B))

et
HP(A,B) = H((Tot*C%2 (A, B), b + B))

per
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La notion de cycle s’étend aussi sans difficulté au cas relatif. Tout
comme dans la situation classique, il est possible de décrire les cocyles
cycliques relatifs comme caractéres de cycles relatifs.

DEFINITION 2.9. Un cycle relatif de dimension n sur (A, B) est la
donnée :

(1) d’algebres différentielles graduées (€2, d) et (052, d) sur A resp.
B et d’'un morphisme surjectif unitaire r : Q@ — 9Q de degré
0,

(2) de morphismes unitaires pg : A — QY et pg : B — 900
vérifiant r o pg = pg o 0,

(3) d’une trace graduée [ de degré n sur Q telle que [ dw = 0 si
r(w) = 0.

DEFINITION 2.10. Le caractére d’un cycle relatif de dimension n sur
(A, B) est le couple de fonctionnelles (¢, ¥n—1) € C"(A) & C"1(B)
défini par :

on(a® al,. .. a") = — /p(ao)dp(al) ...dp(a™)

1

0 71 n—1y _
gDn_l(b,b,...,b )_(n—l)!

/ pB)dp(v") . dp(t" )

Le caractére (¢n, ¥n—1) est alors un cocycle cyclique relatif de Tot"C** (A, B).

EXEMPLE 2.11. Soit M une variété riemanienne compléte & bord mu-
nie d’une b-métrique exacte. L’opérateur « famille indicielle » [Mel93|
induit sur les opérateurs régularisants du b-calcul la suite exacte :

0 —" W2 (M) —* T2(M) 5 S(R, T~ (0M)) — 0

ol b\IinO(M ) désigne les opérateurs régularisants tragables.

Soit ® Tr la b-trace de Melrose et ;1 € C?(S(R, U=>°(9M))) le 1-cocycle
cyclique défini par :

-1 [~ dI (A% X
/,L(AO,Al) = 2_7m/ TI'@M (%](Al, )\)) d)\

Alors (°Tr, 1) est un O-cocyle cyclique relatif sur le couple d’algébres
("TT(M), S(R, T~*(M))).
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Les théories duales d’homologie cyclique relative se définissent par des
constructions similaires & celles présentées ci-dessus. On obtient la suite
exacte courte de complexes homologiques mixtes

8 0—(K*bB)— (C*(A),b,B) — (C*(B),b,B) = 0

et le complexe mixte noyau Ko est quasi-isomorphe au complexe mixte

(C.(A) D CO-H(B)a B> B)

= b 0 ~ B 0
(2 W) an- (2 1)

Enfin les groupes d’homologie et de cohomologie cyclique relative ad-
mettent un accouplement :

ou

(_._):HC.(A,B) x HC*(A,B) — C

défini sur les (co)chaines par la formule d’appariement :

(L) (Cp’q(ﬂ) D Cp’qH(B)) X (Cpg(A) & Cpg1(B)) —C
(0, 9), (a, B)) = {p, ) + (¥, B)

3 Théorémes d'indice en géométrie
non-commutative

Certains cocycles cycliques possédent la propriété remarquable de s’ap-

parier intégralement avec la K-théorie, et 'application K, ﬂ Z qu’ils
définissent permet de calculer des formules d’indices en cohomologie cy-
clique. Le caractére de Chern d’un module de Fredholm est un exemple
fondamental de cette situation.

3.1. Accouplement avec la K-théorie

Soit A une algebre unitaire, 7 € Z}(A) un cocycle cyclique sur A
et e € My(A) un idempotent. La trace usuelle sur les matrices Tr :
M (C) — C est un générateur de HC?(My,(C)) et le cup produit avec
cet élément est une application § Tr : HC™(A) - HC"(A@ M (C)) ~
HC™(My(A)).
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Lorsque 7 € Zf” est pair, I’expression

(T,€e) = %(TﬁTr)(e, c.,€e)

ne dépend que des classes [1] € HC?" et [e] € Ko(A) et définit donc
un accouplement bilinéaire entre Ko(A) et HCPH(A).

Lorsque 7 € Z/%”H est impair, et u € GLg(A) on obtient un accou-

plement similaire de HC™P¥*(A) 3 K1(A) par la formule

2_n
(T,u) = ﬁf(g + D) M) (L= 1w =1, u— 1),
i

Les relations (17, e) = (S7,e) et (7,u) = (ST, u) permettent d’étendre
ces accouplements en cohomologie cyclique périodique.

3.2. Caractére de Chern d’un module de Fredholm

Supposons maintenant A involutive et soit (H, F') un module de Fred-
holm finiment sommable sur A. Pour tout n assez grand, les cocycles cy-
cliques 7, de 'exemple 2.5 sont les représentants d’'une méme classe de
cohomologie cyclique périodique, appelée caractére de Chern de (3, F').
Tout représentant 7 € HC*(A) du caractére de Chern ch, (I, F') vérifie
alors :

T(Ko(A)) C Z

Cette propriété d’'intégralité se déduit d’une formule d’indice d’un opé-
rateur de Fredholm construit a partir de (3, F'). Dans le cas impair, si
P = # désigne la projection sur les valeurs propres positives de F,
Paccouplement de K7(A) a 7 coincide avec application Ki(A) 5 Z
définie par :

o([u]) = ind(PuP) , u € GL(A).

Le cas pair fait intervenir la Z /2-graduation naturelle de H = HTdH~
et Dapplication Ko(A) % Z définie par (voir [Con94], Proposition
IV.0.2)

o([e]) = ind(e” Fet) , e € Proj(A @ M,(C)).

Le caractére de Chern d’'un module de Fredholm permet donc de cal-
culer application indice ¢ : K;(A) — C ot j=0 ou 1 en fonction de la
parité de (H, F') par la formule :

p(x) = (z, chi(I(, F)).
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3.3. Classe de Hoschild du caractére de Chern

Les cocycles cycliques 7, définissant le caractére de Chern font in-
tervenir la trace ordinaire Tr qui est une donnée non locale. Pour un
calcul explicite de ’accouplement en K-théorie il est crucial de dispo-
ser de formules locales et la trace de Dixmier Tr, est alors un outil
fondamental (|Con94|, Section IV.2).

En guise d’exemple dans le cas des opérateurs pseudodifférentiels sur
une variété lisse, Tr,(7T") pour T' d’ordre 1 coincide avec le résidu de
Wodzicky qui se calcule localement comme intégrale d’une densité sur
M. Si

k(z,y) = —a(z)logle —y[ 4 o(1)
désigne le noyau de T au voisinage de la diagonale, k(z,y) diverge
logarithmiquement et I’on pose

fT = /Ma(:v).

Le terme de droite a toujours un sens ce qui permet d’étendre la formule
aux opérateurs pseudodifférentiels de tout ordre.

Plus généralement la trace de Dixmier permet de définir des cocycles

de Hochschild homologues au caractére de Chern en cohomologie de
Hochschild :

THEOREME 3.1 ([Con94|, Proposition IV.2.8). Soit (3, F') un module
de Fredholm sur A, et D un opérateur auto-adjoint non borné sur H
tel que D™t e L(moo) Signe(D)=F et tel que pour tout a € A les
opérateurs a et [D,a] soient dans le domaine de toutes les puissances
de la dérivation § donnée par §(zx) = [|D|, z|.

(1) On définit un n-cocycle de Hochschild ¢, sur A par
oo(a at, ... a") = A\, Tro,(a°[D,al] ... [D,a"]|D|™")

(2) Pour tout n-cycle de Hochschild ¢ € Z,(A,A), (pu,c) =
(Tn,c) o 1, € HC™(A) est le caractére de Chern de (3, F).

Si de plus la cohomologie de Hochschild est Hausdorff, elle est le dual de
I’homologie de Hochschild et ¢, est alors I'image de 7,, par ’application
I « oubli de cyclicité » de la suite exacte :

HC™2(A) 2 HO™(A) 5 HH"(A)

La non-nullité de I(7,) est donc une obstruction a l'existence d’un
(n — 2)-cocycle cyclique ¢ tel que 7, = S¢. En particulier un repré-
sentant 74 du caractére de Chern dont la dimension est minimale a
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une classe de Hochschild I(74) # 0, ce qui implique P'existence de di-
vergences logarithmiques mesurées par la valeur de la trace de Dix-
mier Tr,,(|D|7%) # 0. Autrement dit le résidu de la fonction ((s) =
Tr(|D|~*) ne s’annule pas en s = d.

EXEMPLE 3.2. Soit (H, F') un module de Fredholm vérifiant les hypo-
théses précédentes et tel que (D +4)~1 soit d’ordre 1/n, n = 2m. Soit
e un idempotent e = > = e* dont toutes les composantes inférieures
du caractére de Chern ch(e) en homologie cyclique s’annulent :

chj(e) =0, j <m.

Alors chyy,(e) est un cycle de Hochschild et 1'accouplement du théoréme
précédent implique la formule d’indice locale |[CLO1] :

ind D} = (—1)™ f (e — %)[D’ ]2 p-2m

3.4. Théoréme d’indice local en géométrie non-commutative

Le cocycle de Hochschild ¢,, construit a partir de la trace de Dixmier
est calculable localement, mais n’est homologue au caractére de Chern
qu’en cohomologie de Hochschild. Le résultat suivant définit les com-
posantes () d'un cocycle homologue au caractére de Chern dans le
bicomplexe (b, B).

DEFINITION 3.3. Soit B I'algébre générée par les dérivations 6% (a), 0% ([| D|, a])
du théoréme précédent. On appelle spectre de dimension de A le sous-
ensemble ¥ C C des singularités des fonctions analytiques

Gy (2) = Tr(b|D| %), Rez > p, b € B.

On dira que le spectre de dimension est simple si (; peut étre étendue
a C\ X avec des poles simples en .

THEOREME 3.4 (|[CM95|). Sous les hypothéses du théoréme précédent
on suppose le spectre de dimension de A simple et discret.
(1) L’égalité P = Res,—o Tr(P|D|™*) définit une trace sur ’al-
gebre générée par A, [D,a] et |D|7%, z € C.
(2) La formule suivante a un nombre fini de termes non nuls qui

définissent les composantes impaires (Yn)n=13,.. d’un cocyle
dans le bicompleze (b, B) de A :

cpn(ao, al, RN a”) = ch,k JC QO[D’ al](kl) o [D, an](kn)|D|—n—2|k|
k
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ot l'on note T'k) = A¥(T), A(T) = D?*T — TD?, k est un
multi-index |k| = ki + -+ -+ ky, et

e = (—DFNi(kyt k)" (1) - (g gt -+kn+n)))_11“(|k:|+g).

(3) L’accouplement de la classe de cohomologie cyclique (p,) €
HC*(A) avec K1(A) donne lindice de Fredholm de D a coef-
ficients dans K1(A).

Une formule analogue existe dans le cas pair mais le terme g ne
s’exprime pas en termes de résidus f car il n’est pas local lorsque H
est de dimension finie.

3.5. Formule d’Atiyah-Patodi-Singer en cohomologie cyclique
relative

L’accouplement en cohomologie cyclique relative permet d’obtenir de
maniére particuliérement élégante des formules d’indice telles que celle
d’Atiyah-Patodi-Singer. L’exemple ci-dessous est exposé par Lesch, Mos-
covici et Plaum dans ([LMPO09a], 1.5).

Soit D un opérateur gradué auto-adjoint non borné sur A, dont on
note o l'opérateur de graduation. On suppose de plus que D est un
opérateur de Fredholm dont la projection P p est tracable. On définit
Ap(t) = aDexp(—5tD?) et A1(t) = ftoo Dez—5D2ds.

L’appariement de exp(—tD?) avec bTr n’est en général pas indépen-
dant de ¢ car ? Tr n’est pas une trace. En revanche le couple EX P;(D) =
(aexp(—tD?), —30(Ap) ® o(A1)) définit une classe d’homologie cy-
clique relative indépendante de ¢ et homologue a (aPyer p,0). La for-
mule d’appariement permet d’obtenir une version relative de la formule
de MacKean-Singer :

ind(D) = Tr(aPierD)
< (*Tr, ), (o exp(—tD?), —%U(AO) ®o(A1)) >
= "Tr(aexp(—tD?)) — %,U(U(AO)a (A1)

Lorsque D = F%+D3 est un b-opérateur de Dirac de composante tan-

A
gentielle Dy = (1(31 0) le second terme dans ’expression précédente
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n’est autre que l'invariant 1 de A :

bulo(Ao) o) = 74 S5, Troar (L4e21 (41 0) ) x
— 2 %% Troar (ol [7°GAT + Dy)e P33 )ds) ax

0 -A 2

_ 1 _sA

= ft TI‘@M((_A 0)68 )ds
= ok L Ty (Ae_SAQ) ds
— gﬂt(A)-

Ainsi si D est de Fredholm on a pour tout £ > 0 :

ind(D) =" Tr(ae %) — %m(A)

et la limite lorsque ¢ ~\, 0 donne une démonstration de la formule
d’Atiyah-Patodi-Singer dans le cadre du b-calcul. On généralisera dans
la suite de ce travail le cocycle (°Tr,p) au cas des variétés a bord
feuilleté.






CHAPITRE 2

Groupoide d’éclatement des
variétés a coins

1 Variétés a coins
1.1. Définition des variétés a coins

Une variété a coins X est un espace topologique ot tout point p admet
un voisinage difféomorphe a R’i xR p étant de coordonnées nulles &
travers ce diffeomorphisme. L’entier k est appelé codimension du point
p. Les composantes connexes de I’ensemble des points de codimension
k sont appelées faces ouvertes de codimension k. Leurs clotures sont
les faces de X. Une face de codimension 1 est appelée hyperface de
X. Le bord de X, noté 0X, est la réunion des faces de codimension
strictement positive.

1.2. Variétés a coins plongés

Les variétés a coins plongés ont été étudiées par Melrose pour com-
prendre et étendre le théoréme d’'indice d’Atiyah-Patodi-Singer (voir
[Mel93|). Une description équivalente en termes d’équarrissages a été
proposée par Monthubert dans [Mon03]. Les deux définitions sont don-
nées pour rappel ci-dessous (section 2.1 pour la définition par équar-
rissages) .

DEFINITION 1.1 (Variété a coins plongés, [Mel93|). Une variété a
coins plongés X est une variété a coins munie d'une sous-algébre C*°(X)
vérifiant les conditions suivantes :

- il existe une variété X et une application 5 : X — X pour laquelle

C%(X) = j*C¥(X),
- il existe une famille finie de fonctions p; € C(X), telles que

J(X) ={y € X,VicI,pi(y) >0},
35
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- pour tout J C I, et tout point de X ot les (pj)jes s’annulent simul-
tanément, les différentielles dp; sont indépendantes.
Les fonctions p; sont appelées fonctions de définition des hyperfaces.

REMARQUE 1.2. La premiére condition exprime la donnée d’une struc-
ture lisse telle que définie en 3.4.

REMARQUE 1.3. La donnée d’une fonction de définition p d’une hy-
perface F induit une trivialisation du fibré normal de 'intérieur de F.

EXEMPLES 1.4. Le coin, le carré, les cubes de dimension n sont des
variétés a coins plongés. Le simplexe X, = {(to,...,tn) € Rﬁ“, to +
-+ +t, = 1} est une variété a coins plongés. La goutte & un coin n’est
pas une variété a coins plongés, contrairement a la goutte a 2 coins.

FIGURE 1. Les gouttes & un et deux coins.

1.3. Variétés a coins fibrés itérés

L’étude des pseudo-variétés stratifiées (chapitre 5) conduit a 'intro-
duction d’une structure fibrée sur les variétés a coins plongés ([DLR11]).
En effet I'existence d’un processus de désingularisation permet de consi-
dérer toute pseudo-variété stratifiée comme espace quotient d’une va-
riété a coins fibrée (voir [ALMPO9| et section 3.2). Pour une telle
désingularisation, chaque hyperface F; est ’espace total d’une fibra-
tion ¢; : F; — Y; ou Y; est aussi une variété a coins, de telle sorte
que la famille de fibrations ¢ = (¢1, ..., @) vérifie les propriétés d’une
structure fibrée itérée (|DLR11]), i.e. :
VI C {1,...,k} tel que (,o;F; # 0, Uensemble {F;,i € I} est
totalement ordonné,
- sl Fy < Fj, alors F; NV Fj # 0, ¢; : F; N Fj — Y est une submersion
surjective et Yj; = ¢;(F; N Fj) C Yj est une hyperface de la variété

i€l
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a coins Yj. De plus il existe une submersion surjective ¢;; : Yj; — Y;
qui vérifie ¢j; o ¢; = ¢; sur F; N Fy.
- les hyperfaces de Y sont exactement les Yj; avec F; < Fj. En parti-
culier si Fj est minimal Y; est une variété sans bord.
On appellera variété a coins fibrés itérés une variété a coins plongeés
munie d’une structure fibrée itérée.

2 Equarrissages

On rappelle dans cette section la définition d’un équarrissage, qui
s’avere étre une notion trés maniable pour associer a une variété a coins
plongés un groupoide de Lie « d’éclatement ». Ce groupoide longitudi-
nalement lisse, introduit dans la thése de Monthubert [Mon03|, définit
un calcul pseudodifférentiel qui coincide avec le b-calcul a support com-
pact de Melrose. On peut ainsi parler du « groupoide du b-calcul ». Ce
groupoide s’obtient par I’éclatement des sous-variétés de codimension
1 dans l'extension de X, puis par produit fibré des éclatements par
rapport a chaque sous-variété composant I’équarrissage.

Nous montrerons dans ce chapitre qu’une construction similaire existe
pour le ¢-calcul, en introduisant un éclatement partiel associé¢ a la
fibration de chaque sous-variété. On définit a cet effet dans cette section
la notion d’équarrissage fibré qui permet une mise en application directe
du procédé d’éclatement.

2.1. Rappels sur la transversalité

Rappelons qu’une famille d’applications (¢;)1<i<n, @i @ Xi — Y est
transverse si les orthogonaux (dans 7*Y') des espaces d¢;(TX;) sont
en somme directe. Sous cette condition le produit fibré des X; au-dessus
de Y est une sous-variété lisse de [[,,.,, Xi.

2.2. Définitions

DEFINITION 2.1 (Equarrissage, [Mon03] 2.4). On appelle équarrissage
la donnée d’une variété M et d’une famille finie (V;);c; de sous-variétés
de codimension 1 telles que VJ C I, la famille d'inclusions des (V});es
soit transverse.

Si chaque sous-variété V; est transversalement orientée, on dit que
I’équarrissage est orienté. Si de plus chaque V; sépare M en deux parties
M;’ et M, on appelle partie positive de M I'intersection des M;’.
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La définition équivalente d’une variété a coins plongés en tant qu’équar-
rissage est alors :

DEFINITION 2.2 (Variété a coins plongés, [Mon03| 2.5). Une variété a
coins plongés X est la partie positive d’un équarrissage orienté (M, (V;);er)-
On dit que (M, (V;);er) est une extension de X.

2.3. Equarrissage fibré

DEFINITION 2.3 (Equarrissage fibré). On appelle équarrissage fibré
la donnée d’un équarrissage (M, (V;);cr) et d’une famille de fibrations
¢i : Vi = Yj telles que VJ C I, la famille d’inclusions des (V; Xy, Vj)jes
dans M? soit transverse.

2.4. Variétés a coins fibrés

DEFINITION 2.4. Soit X une variété a coins plongés, et (M, (V;);cr) une
extension de X. On dira que X est une variété a coins plongés et fibrés
s'il existe une famille de fibrations ¢; : V; — Y; telle que (M, (Vi, ¢i)icr)
soit un équarrissage fibré.

EXEMPLE 2.5. Une famille de sous-variétés fibrées disjointes de codi-
mension 1 est toujours transverse. En particulier les variétés a bord
fibrés, objets du ¢-calcul de Melrose, sont des variétés a coins fibrés.

EXEMPLE 2.6. X = Ri. Soit M = R3 7, m, et m, les projections
sur la base canonique, V, = kerm,, V, = kermy,, V, = kerm,. Soit
¢z 2 Vi = {0}, ¢y 1V, = kerm, Nkermy, ¢, : V., — kermy Nkerm,.
Alors (M, (Vi, ¢z), (Viy, &y), (V, ¢-)) est un équarrissage fibré.

EXEMPLE 2.7. Mémes notations que l'exemple précédent, mais cette
fois-ci ¢!, : V, — {0}, % : Vy — ker myNker 7, ¢, : V,, — ker mpNker .
Alors (M, (Vi, ¢,), (Vyy, &), (Vz, @) n’est pas un équarrissage fibré.

EXEMPLE 2.8. L’exemple 2.6 est un équarrissage fibré mais n’est pas
une structure fibrée itérée. En effet ¢.(V, N V.) = V., Nkermy, Y}, =
oy(Vy NV;) = {0} et il ne peut y avoir de surjection de Yy, sur Y, =
ker m, N ker w, puisque dimY,, =0 < 1=dimY,.

REMARQUE 2.9. La définition retenue de variété a coins fibrés per-
met d’assurer la lissité longitudinale du groupoide d’éclatement (voir
proposition 5.3). Les résultats de ce chapitre peuvent donc s’appliquer
a des fibrations provenant d’autres structures qu’une structure fibrée
itérée, dans la mesure ou tout équarrissage fibré ne provient pas néces-
sairement d’une structure fibrée itérée (exemple 2.8).
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Il est cependant parfaitement possible de se limiter a la catégorie des
équarrissages fibrés itérés, c’est a dire des équarrissages dont les fibra-
tions vérifient les propriétés de structure itérée.

3  Groupoide de déformation au céne
normal

On rappelle dans cette section quelques propriétés fondamentales des
groupoides de déformation au cone normal. Ces objets importants
en géomeétrie non-commutative permettent notamment la construction
d’éléments en K K-théorie et la formulation de problémes d’indices
(groupoide tangent de Connes). On définit ensuite un groupoide de
déformation D, qui intervient dans la description du groupoide d’écla-
tement des variétés a bord feuilleté.

3.1. Groupoides - Algébroides

3.1.1. Groupoide

DEFINITION 3.1. Un groupoide est une petite catégorie dans laquelle
tous les éléments sont inversibles. On dispose donc d’un ensemble d’ob-
jets (ou unités) 9(0) et d’'un ensemble de fléches § muni de deux ap-
plications source et but s,7 : G — GO ainsi que d’une loi de compo-
sition m : 9(2) — G associative sur ’ensemble des fleches composables

SO ={(y,n) €GxG:s(y)=r(n}

On suppose par ailleurs qu'il existe une application unité u : G — G
telle que r ou = s owu = Id et une application inverse ¢ : § — G
involutive telle que so7 = 1.

Enfin, en notant m(~y,n) = -1, tout élément v de G vérifie les relations
vyt =ulr(y), vy =uls() et r(v) -y = s(y) =1
Un groupoide de Lie est un groupoide pour lequel G et G sont des

variétés C'° telles que toutes les applications ci-dessus soient C'° et
s, r soient des submersions.

On note classiquement G4 = s71(A), G8 =r~1(B) et G& = G, N GP.
3.1.2. Algébroide

DEFINITION 3.2. Soit M une variété C*°. Un algébroide de Lie sur

M est la donnée d’'un fibré vectoriel A — M, d’un crochet [. , ] :

['(A) x T'(A) — I'(A) sur le module T'(A) des sections de A et d’un
morphisme de fibré p: A — T'M appelé ancre ou fléchage, tels que :
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(1) [., .] soit R-bilinéaire, antisymétrique et vérifie l'identité de
Jacobi,

(2) [V, fW] = fIV,W] + p(V)(f)W pour tout V,IW € I'(A) et
fel>(M)

(3) p([V,W]) = [p(V), p(W)] pour tout V, W € I'(A).

Tout groupoide de Lie G définit un algébroide de Lie AG par le fi-
bré normal a inclusion G© < G. Les sections de AG sont en corres-
pondance biunivoque avec les champs de vecteurs X sur G qui sont
s-verticaux et invariants a droite et on a ainsi une structure d’algébre

de Lie sur I'(A9).

Tout algébroide de Lie définit un feuilletage par 'image de son ancre
p(CS°(M, A)). En particulier tout groupoide de Lie définit un feuille-
tage.

3.2. Déformation au cone normal D,

Soit M une variété C°° et N une sous-variété C'°° de M. Soit N% — M
le fibré vectoriel normal a I'inclusion N C M : N% — M =TNyM/TN.
La déformation au cone normal de l'inclusion N C M est définie de
maniére ensembliste par :

DN =N x 0| |M xR*.

Plus généralement, si G et Gg sont deux groupoides de Lie d’algé-
broides respectifs AG; et AGo vérifiant AG; C AGa, on peut définir
pour 'immersion induite ¢ : G1 — G2 le groupoide de déformation au
cone normal par ([HS87]) :

Dcp:Gl XSINXOI_IG2 x R*.

Le groupoide G agit sur le normal N = AG5/AG; par sa composante
d’holonomie Ay : Ny — Ny, -

(v,0) = (2,9, h), (4, €)) = v - v = (2, hH(€))

Ainsi G1 x5, N = {(7,v) € G1 x N,v € Ny, ()} est muni d'une loi de
composition :

(9) (71, 0) - (v2,w) = (1172, v + 71 - w)

=0l

G9 x R* est naturellement un groupoide de Lie muni de la composition
ponctuelle (v1,t) - (y2,t) = (71 - 72, t).
D, est alors I'union des groupoides de Lie G X, N et Gy x R*.

lorsque t(y2) = s(v1), d'inverse (v, v)~
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3.3. Structure différentielle

Dans le cas simple de l'inclusion canonique RP x {0} € RP x R? =
R"™ ou g = n — p, la déformation au cone normal Dy est 'ensemble
RP x R? x R muni de la structure C'°° induite par la bijection © :
RP x RYx R — D} :

o (2,60) sit=0
@(x,g,t)_{ (z,t6,8) sit#£0

Dans le cas local d’un ouvert U C R"™ et de la sous-variété V =
UN(RPx{0}), DY = VxRIx{0} | | U xIR* est un sous-ensemble ouvert
de Dy muni de la structure ci-dessus puisque O~ (DY) est I'ensemble

(10) Qg:{(x,g,t)eRpquxR, (x,t8) e U}
qui est un ouvert de RP? x R? x R et donc une variété C°.

Dans le cas général des variétés, supposons M de dimension n et N
de dimension p. La structure différentielle sur D% peut étre décrite
localement a partir des ouverts de Dy a I'aide de cartes adaptées.

DEFINITION 3.3 (|[CRO7|). On appelle carte adaptée a N une carte
coordonnée (U, ¢) de classe C*™° en M qui satisfait :
(1) ¢:U S U CRP xRY
2)siUNN =V, V=0¢"YV) (o0 V=Un(RP x {0}) comme
ci-dessus)

Soit (U, ¢) une carte adaptée a N. Lorsque z € V on a ¢(x) € RPx{0} :

on note ¢; la composante de ¢ sur RP telle que ¢(z) = (¢1(x),0) et
dndy : Ny — R la composante normale de la dérivée d¢, pour x € V.
Soit ¢ D?j — Dg I’application définie par :

b : { O(v,£,0) = (¢1(v), dngy(€),0)

o(ut) = (¢(u), 1) sit#0
Alors Iapplication ¢ = ©~ 1o ¢~S obtenue par la composition
7 -1
¥ 2 pY & Y
est un difféeomorphisme de Dz{)’ sur 1'ouvert Q‘(f de RP x RY x R définit

comme en 10.

La structure différentielle globale de D% est alors décrite par la pro-
position suivante :

PROPOSITION 3.4 (|[CRO7|). Soit {(Uy, o)} un atlas C*° de M dont
les cartes sont adaptées a N. Alors {(Dg’,’z, o)} est un atlas C™ pour
DAL
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3.4. Groupoide de déformation D, = D, x R%

Soit V une variété munie d’'un feuilletage régulier Fi, défini par un
sous-espace vectoriel intégrable TFy C TV, i.e. C®°(V,TF}) est une
sous-algebre de Lie de C*°(V, TV'). On note N = TV /T F} et on suppose
V munie d'une connexion w qui fournit une décomposition du fibré
tangent TV = TF; @ N.

Soit G le groupoide d’holonomie |[Con82, Con94| associé a Fj et
¢ : G1 — V x V P'immersion induite par Iinclusion TF; C TV. On
note Dy, le groupoide normal de .

D, induit sur l'espace de ses unités V' x R un feuilletage singulier
Fadp défini par F1 x {0} et TV x {t} pour ¢t # 0 qui résulte de I'in-
tégration de ’algébroide de Lie adiabatique partiel A,q, décrit dans
(|Deb01]|,Exemple 4.5) :

(U17 'U27 t) — ('Ul ‘l’ tUQ, (t, O))

En particulier le feuilletage de R transverse a V' induit par D, est
trivial en points puisque chaque ¢ # 0 défini une feuille V' x {t} de
V x R.

Or le feuilletage F défini par les faces transversalement orientées V;
d’une variété a coins fibrés nécessite une structure transverse singuliére
de la forme V; x {0},V; x R% et V; x R*. On introduit a cet effet le
groupoide de déformation D, obtenu par I'action transverse de R*_ sur
D, donnée explicitement par :

A h) = (D) = Ay = (1, A1)

Les orbites de D, = R% x D, coincident alors avec le feuilletage F.

Une expression ensembliste de la variété D, est :

DSO:(GlxsleRi)x{O}I_IVxVxRixR*:;VxR.

3.5. Isotropie des feuilletages singuliers

Supposons que V soit une sous-variété feuilletée de codimension 1 de
M, transversalement orientée. Notons F le feuilletage singulier sur M
défini par le module des champs de vecteurs sur M tangents a V.

Il a déja été noté que le groupoide normal D, d’une immersion ¢ :
G1 — Gy =V x V pouvait rendre compte de la non trivialité d’un
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espace des feuilles GG1 sur V mais pas du comportement transverse du
feuilletage singulier F sur M.

Notons que cette information est présente dans le diagramme com-
mutatif reliant les deux notions de feuilles des feuilletages singuliers
|AS06] :
Fa
P

j:c ker .F/[x./_" ev F:c

ou Fy C T,M, I, = {f € C®M, f(z) = 0} et F/I,F est la locali-
sation du module de champs de vecteurs F. En particulier lorsque x
appartient a V la situation devient :

dim M dimV
R—-R - R

Le groupe de Lie R% intégre 'isotropie du feuilletage encodée dans
lalgébre de Lie 7 = R :

b Ry - R
1 A — InA

Ainsi Dy, = Dy, x R encode simultanément 'isotropie du feuilletage
transverse a V' et la non-trivialité de I’espace des feuilles sur V.

3.6. Loi de composition sur D,

Tout élément g de D, peut s’écrire sous la forme g = (v, A, t), avec
v=1(91,8) € G1 x5, Nsit=0ety€ Gy =VxVsit#0.(\t)estun
élément du groupoide H = RxR* ou R% agit sur R par multiplication.
Les applications source et but de H sont donc sg(\, t) =t et rg(\t) =
A-t.

Si s1,71 et sy, Ty sont les applications source et but de G et Gy,
s,y celles de H =R x R%, D, est muni d’applications lisses s, et
Ty qui vérifient :

{ 590((91,5),)\,0) = (51(91)75H()"0)) et { 590(77)"0 = (SV(’)/),SH()\,t)) sit 7& 0
ro((91,€),A,0) = (r1(g1), 71 (A, 0)) At t ‘

Soit p : V x RY x R — V la projection canonique, 5 = p o s, et
7 = por,. Pour un élément g = (7, A,t) de Dy, donné, 5(g) et 7(g)
ne dépendent que de I'élément v € G x5, N| |Gy. Pour alléger les
notations on notera §(vy) et 7(7) les éléments correspondants.
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La loi de composition sur D, est alors le produit de la loi de compo-
sition sur D, en tant que groupoide normal et la loi sur H = R x R7.
Si g1 = (71, A1,t1) et go = (72, A2, t2) sont deux éléments de D, tels
que §(v2) = 7(1) et sg(Aa,t2) = rg(A1,t1), on pose :

g1-92 = (7172, A1+ A2, 1)

4 Eclatement d'une sous-variété
feuilletée de codimension 1

4.1. Motivation

On construit dans cette section un groupoide d’éclatement GVr asso-
cié a une sous-variété feuilletée (V, F1) de codimension 1 dans M. Ce
groupoide de base M est obtenu par recollement du groupoide d’ho-
lonomie de M \ V et du groupoide de déformation D, introduit en
3.4

§VE =Dy | JHol(M \ V)
v

SVz encode l'espace des feuilles du feuilletage singulier F défini par
les champs de vecteurs sur M tangents a F; en V. Cette propriété
sera précisée dans le chapitre consacré aux feuilletages singuliers : on
montrera que GV n’est autre que le groupoide d’holonomie Hol(M, F)
de F (voir proposition 5.7).

On étend ensuite cette construction au cas des des variétés a coins
fibrés. Si X est définie par un équarrissage fibré €4, on construit un
groupoide d’éclatement G€, de X obtenu par I’éclatement des sous-
variétés V; de codimension 1 dans ’extension de X, puis par produit
fibré des éclatements GVr; composant I'équarrissage. G€4 est longitu-
dinalement lisse et permet d’associer & X un calcul pseudodifférentiel
canonique. On étudiera les liens étroits qui lient GE4 au ¢-calcul de
Melrose dans le chapitre 3.

4.2. Recollement par une application

Rappelons qu’étant données deux applications f: Z — X et g: 7 —
Y définies sur un méme ensemble Z, la somme amalgamée (ou pushout)
de X et Y le long de Z est définie comme le quotient de 'union disjointe
X UY par la relation :

f(z)~g(2), Vz € Z.
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La somme amalgamée est notée X LIz Y.

En particulier si X et Y sont des espaces topologiques, A une partie
non vide de Y et ¥ : A — X une application continue, la somme
amalgamée de X et Y le long de A est appelée recollement de X et Y
par ¥, notée X Ly Y. On dispose alors d’injection canoniques 7 4,7x et
1y telles que le diagramme suivant commute :

v

A X
’L'Al \Lix
Y - XUy Y.
1y

Si X, Y et A sont des variétés différentielles et ¥ : A — X un difféo-
morphisme, X Ly Y est naturellement une variété différentielle et les
applications i4,ix et 7y sont différentiables.

4.3. Notations

Soit M une variété et V. C M une sous-variété connexe de M de
codimension 1 transversalement orientée. On suppose V munie d’un
feuilletage régulier F7, défini par un sous-espace vectoriel intégrable
TF, C TV,ie. C®(V,TF}) est une sous-algebre de Lie de C*°(V,TV).
On note N = TV/TF] et on suppose par ailleurs M munie d’une
connexion w, dont la restriction & V fournit une décomposition du
fibré tangent TV = TF; & N.

On reprend les notations de la section 3.4 : GG1 est le groupoide d’holo-
nomie associé a Fi, D, le groupoide normal de 'immersion ¢ : G1 —
V x Vet D, = D, xR le groupoide de déformation obtenu par
I’action multiplicative de R sur les unités de D.,.

Soit p : V x RL x R = V la projection canonique, § = p o s, et
7 = por,. Pour un élément g = (7, A, t) de Dy, donné, 5(g) et 7(g)
ne dépendent que de I'éléement v € G x5, N| |Gy. Pour alléger les
notations on notera §(vy) et 7(7) les éléments correspondants.

Soit (N, 7, V) un voisinage tubulaire de V dans M : N est un ouvert
de M contenant V, 7 : N — V un fibré vectoriel de fibre type R. Soit
{fi: N; = = 1(V;) = Vi x R};er une trivialisation locale de N , dont
on note f; = (m;, pi)ier les composantes.

On pose enfin

DI = {(v,\t) € Dy / 3(7) € Vi, #(7) € V;},
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4.4. Définition de I’éclatement GVr

Soit A = Dg‘jﬁ;&* C Dy la respriction de ‘D<p a la composante produit
V xV xR% xR*. On pose A = AND! =V; x V; x RY x R* et on
considere les applications W;; : Ag — M° x M° définies par

Wiy, A ) = (f7H (300, 0), f7H (1), A+ 1))

Les A‘g étant disjoints, on a A = I_Ii7jAg et on définit ¥ : A — M°x M°
par ¥(a) = ¥;j(a) sia € Af Il est immeédiat de vérifier que ¥ préserve
lorientation transverse de V dans M : W(Af) C (MT\V)?, W(Ag_) C
(M~ \ V)2,V étant connexe, I'image de W est donc dans l'union des
composantes connexes de (M \ V)2, c’est a dire dans Hol(M \ V).

On définit alors GVr en tant qu’espace topologique comme le recolle-
ment de D, et Hol(M \ V') par 'application ¥ :

§VE =Dy | JHol(M \ V)
v

et ’on dispose du diagramme commutatif suivant :

VXV xR x R* L= Hol(M\ V)

iAl liM\v

D, _ SVr.

D

4.5. Structure différentielle de GVr

Soit (4j); jer> un systéme de cartes sur D, adapté a Dg N(G1 x R%).
On pose p=dim Gy et ¢ =dimN =2-dimV — p.

Soient UZJ , W et Z des ouverts respectifs de RPT4 RP et R qui vérifient
W =U! N (RP x {0}) et 53, (U} x R*) C Vi x Vj x R*.

La topologie sur D, est engendré (voir section 10) par les ouverts

J
i

6 0 ij(y) X exp Z, ot
O = {(@.6,t) € R x RI xR, (x,86) € UV},

En particulier @z est un ouvert de ﬂw engendré par I'image de Q% xV;
et Z = R. De méme Ag est un ouvert de ®<p engendré par 'image de

Z =Ret VY = Y 0 (RP x R? x R¥).
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On vérifie alors que s, X 1, est une application ouverte sur A? puisque
Papplication (¢,A) = (¢,A - t) est un diffeomorphisme de R* x R%.
L’application W;; : Ag — MP° x M° est donc ouverte en tant que
composée des applications ouvertes f; X f; et s, X 7.

Ainsi ip : Dy, — GVr définie par :

i@(g):{ U(g) sige A

g sinon

est une application ouverte et 'on obtient un systéme de cartes A =
{(, ¢ij)ijer2} sur GVr en posant Q) = in (D)) et ¢ij = @5 0ip'.
Soit B un atlas de la variété lisse M° x M° et soit B = {(Q5,¢5)}
'atlas induit sur la variété Hol(M \ V).

La structure de variété sur GV7 est obtenue par la structure produit
de M° x M° et la structure différentielle induite par la famille (¢;;).
Plus précisément, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. AU B est un atlas lisse sur GVr.

DEMONSTRATION. Soit (£2,¢) une carte de B. Il faut montrer que
toute carte de A qui rencontre () est compatible avec . Soient i et
j tels que Q) NQ # 0 et soit Djj : (2 N Q) — ¢;(D]) définie par
;i = ¢ij 0 \Ili_jl o ¢~ 1l est immeédiat de constater que Qi N C
Wi (A]) = NP\ Vi x NP\ VLN \ Vi x N7\ Vj et que

g1, A0 - Al
90 () = (mix), (), pi(y)/pi(x), pi(x))

est un difféomorphisme sur son image. Par suite ®;; est un changement
de carte C'°° et la compatiblité de A et B en découle.

O

REMARQUE 4.2. Dans le cas général ci-dessus D, décrit uniquement
la structure différentielle de GVx au voisinage de V. La description se
simplifie si 'on dispose d’une trivialisation (7, p) ou 7 et p sont définies
globalement sur M. L’application W est alors bijective, ’application
inverse U1 : Hol(M \ V) =V x V x R* étant définie par :

Uz, y) = (n(2), 7 (), p(y)/p(x), p(2)).

Ainsi i4 o U1 est injective et ip est un diffeomorphisme entre D, et
Im iD = 9V_7:
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4.6. Loi de composition

Rappelons que le groupoide G agit sur le normal N par sa composante
d’holonomie Ay : Ny — Ny, -

(v,0) = (2,9, h), (4, €)) = v - v = (2, hH(€))

Ainsi G1 xs, N x RYL = {(7,0,)) € G1 x N x Ri,v € Ny ()} est

muni d’une loi de composition :

(11) (71,0, A1) - (72,0, A2) = (7172, v 4+ 71 - w, A1 - A2)

lorsque t(v2) = s(v1), d’inverse (v,v, \) "1 = (71, —y~ 1.0, A7h).
La loi de composition sur GV est définie comme la loi (11) sur Nz, =
G1 x5, N x R% et la loi produit canonique sur M§ x M| | M2 x M?.

Les applications source et but de GVr sont définies sur Nz, et son
complémentaire par :

s :{ 8(7757 )‘) = 81(7)

s(x,y) = =x

re { T(’}/,g,)\) = 7"1(7)
oy =y

La structure de groupoide de GVr se reformule aisément sur le grou-
poide de déformation D,. En fait D, muni de sa loi de composition
3.6 est un groupoide de Lie isomorphe & un voisinage de Nz, dans
GVr. Plus précisément, soit i I'inclusion de D, dans GV associée au
recollement W, Alors :

PROPOSITION 4.3. Les groupoides de Lie Dy, et ip(Dy) C GVF sont
1somorphes.

DEMONSTRATION. ip est par construction un difféomorphisme de D,
sur ip(Dy). On constate que ip peut s’écrire sous la forme :

'é@ . 9= (77 )‘a t) € D‘Z = (fi_l o S(p(g), fj_l o 7’<p(g)) sit 7é 0
‘ (7) )\7 0) sit=20
Soient g = (’}/1, )\1,t1) et go = (’)/2, )\Q,tg) deux éléments de D@.

La relation ip(g1) - ip(g2) = ip (g1 - g2) est immeédiate si ¢; = 0 puisque
alors i = Id.
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Pour t1 # 0, g1 - g2 = (71 - 72, A1 - A2, t1). On calcule :

or4(g1)) - (fi_l 0 54(92), fj_l 0 74(92))

ip(g1) - ip(g2) (f7 " o sy !
= (fz_i © 5@(91)> fj_i © 7°<p(92)) avec to = A1 - 11
( (
)

Ainsi ip(g1) - ip(g2) = ip(g1 - g2) pour tous les éléments composables
de Dy, et ip est donc bien un morphisme de groupoide de Lie.

O

4.6.1. Le cas des fibrations Supposons que le feuilletage F; de V
soit une fibration ¢ : V' — Y. L’immersion ¢ : G1 — Gy est alors un
plongement, avec G; =V xy V et Gy = V x V. L’holonomie d’une
fibration est triviale et Gy agit trivialement sur N par :

(v,0) = ((z,27), (2, ) = v v = (2,8).

De plus pour une trivialisation locale trivialisant aussi la fibration
¢ : V. — Y, on peut identifier N comme le tiré en arriere de TY .
L’éclatement s’exprime alors localement de maniére ensembliste par :

SV, = (Vixy Vixy TY xR || (NAV) < (N [N\ Vi) < (N7 \ V).

Les deux cas limites de fibration grossiére Y = {pt} et en points Y = V/

correspondent aux situations géométriques du b-calcul et du O-calcul.
Les groupoides normaux D, sont alors respectivement isomorphes au
groupoide produit V' x V' et au groupoide adiabatique de V. L’éclate-
ment de la fibration grossiére est le groupoide d’éclatement décrit dans
[Mon03| et [NWX99]|. La définition de GV en tant que groupoide
d’holonomie Hol(M, F) du feuilletage F (proposition 5.7) permet de
donner a ces groupoides une signification géométrique indépendante de
la construction particuliére proposée.

REMARQUE 4.4. Une construction similaire permet de décrire une va-
riété dont l'intérieur est également fibré par une fibration moins fine
®: M — B:siGp =V xg¢ V désigne le groupoide d’holonomie de
la fibration ® restreint au bord, GV s’obtient alors par recollement de
Dy et de Hol(M,®) = M xp M ou D, = Dy, x RY est construit a
partir de la déformation au cone normal ¢ : Gy — Go.
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5 Eclatement par rapport a un
équarrissage fibré

5.1. Définition de 1’éclatement

DEFINITION 5.1. Soit €4 = (M, (Vi, ¢i)icr) un équarrissage fibré.
L’éclatement de €4 est le produit fibré des éclatements GVj, a travers
les applications s @ r : GV — M?2.

PROPOSITION 5.2. L’éclatement d’un équarrissage fibré est un grou-
poide de Lie.

DEMONSTRATION. Notons ¢; = s @1 : GViy — M?2. Soit v = (Vi)ier
un élément du produit fibré G€y des GVj4. 1l existe alors une partie J
de I telle que

(vi)ier € H SVig|v, H SVigl(m\vi)-
ieJ i€J

Il suffit donc de montrer la transversalité des morphismes ¢/ : 9‘/;¢|‘/i —
M?,i € J qui sont les projections canoniques et o 9Vz’¢|(M\V;-) — M?
qui sont les inclusions. Les normaux de ces derniers étant nuls, il suffit
de se limiter & ¢ € J. Or les projections canoniques se factorisent a tra-
vers les submersions v); : 9Vz‘¢|m — Vi Xy, V; t st ¢; désigne I'inclusion de
Vi Xy, V; dans M 2 alors gog = i;01;. La transversalité des i; est assurée
par définition d’un équarrissage fibré. La surjectivité des différentielles
di); entraine alors la transversalité des ¢}, i € J et par suite celle des
i

Ainsi G€4 est une sous-variété de [ [, ; GVig, naturellement munie de

la loi de composition associée a l'inclusion, donc c’est un groupoide de
Lie.

O

5.2. Structure longitudinale de 1’éclatement

PROPOSITION 5.3. L’éclatement d’un équarrissage fibré est longitudi-
nalement lisse.

DEMONSTRATION. Soit x € M et F' la face ouverte contenant x. Soit
J une partie de I telle que F soit I'intérieur de (), ; Vj. La fibre 98@
de G€4 en = se décompose sous la forme du produit fibré :

LIsviw ITSVisionw:

ieJ i¢J
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9‘/7;275|(M\Vi) = () lorsque i ¢ J, puisque z est un élément de ﬂiejvj'

, . x , C 11 Vix Vi xR
D’autre part lorsque i € J, sz‘ oIV est le fibré vectoriel lisse Nm i o} -
La transversalité des applications s ® 7 : GVj — M 2 en restriction a
SVZZ‘Z’; entraine alors la lissité du produit fibré Hie 7 91/;;'% et par suite

celle de la fibre 98;@.

5.3. Moyennabilité de 1’éclatement

PROPOSITION 5.4. L’éclatement d’un équarrissage fibré est un grou-
poide moyennable.

DEMONSTRATION. Les arguments sont essentiellement ceux de la preuve
de la proposition 3.5. de [Mon03]. Si G est un groupoide et U un ou-
vert de G, alors § est moyennable si et seulement si Gy et Gx\py sont
moyennables (voir |[Ren80|). Par ailleurs un groupoide pour lequel
po=s®r:9§— (9(0))2 est surjective et ouverte est moyennable si et
seulement si ses groupes d’isotropie le sont.

Dés lors GV est moyennable : I'isotropie de 9V¢|M\V =(M\ V)2 est
nulle, et celle de GV, est isomorphe a 7)Y x R, qui est moyennable
en tant que groupe abélien.

G&, est alors également moyennable en tant que produit fibré de grou-
poides moyennables.

5.4. Le groupoide d’une variété a coins plongés et fibrés

DEFINITION 5.5. Soit X une variété a coins plongés et fibrés, et €4 un
équarrissage fibré associé a X. Le groupoide de X est la restriction a X

de I'éclatement G€4, ['y(X) = (GE€,)%-
REMARQUE 5.6. Chaque V; sépare M en deux d’aprés la définition 2.1.

REMARQUE 5.7. L'inclusion j de I'y(X) dans G€ 4 définit une structure
lisse (F¢(X),j, 98¢) sur Pd’(X)

REMARQUE 5.8. Dans le cas d’une variété a bord connexe fibré ¢ :
0X — Y une expression ensembliste du groupoide de X est :

Fg(X) = (0X xy 0X xy TY x R}) U X° x X°.



52 2. GROUPOIDE D’ECLATEMENT DES VARIETES A COINS

Le fait que G€ soit longitudinalement lisse (Prop. 5.3) implique immé-
diatement que le groupoide I'4(X') associé & une variété a coins plongés
et fibrés X soit longitudinalement lisse. Les travaux de Monthubert-
Pierrot [MP97] et Nistor-Weinstein-Xu [NWX99| ont montré com-
ment définir pour tout groupoide différentiable longitudinalement lisse
G un calcul pseudodifférentiel U°(G).

On peut donc associer a toute variété a coins plongés et fibrés X un
calcul & support compact U°(I'y(X)). On étudie dans le chapitre sui-
vant les propriétés de ce calcul et on montrera les liens étroits qu’il
entretient avec le ¢-calcul de Melrose.



CHAPITRE 3

Calcul pseudodifférentiel sur les
variétés a coins fibrés

Nous rappelons briévement la définition d’un calcul pseudodifféren-
tiel particulier défini par Melrose et Mazzeo pour les variétés a bords
fibrés, le ¢-calcul [MM98|. Il s’agit d’une généralisation du b-calcul,
construite a partir d’'une désingularisation géométrique de la variété a
coins X2 et des fibrations de son bord.

Nous associons ensuite a toute variété a coins fibrés X un calcul pseu-
dodifférentiel W2°(I'y(X)) & partir du groupoide d’éclatement I'y(X)
construit dans le chapitre 2 et montrons que le ¢-calcul s’identifie au
calcul pseudodifférentiel sur ce groupoide dans le cas des variétés a
bord fibré.

Enfin dans le cas des variétés a bord feuilleté nous introduisons une
algebre de type Schwartz S.(I'¢(X)) qui permet de définir un calcul
étendu U (T'y(X)) = W (T'4(X)) + Sc(I'4(X)) et nous montrons que
cette algébre contient les opérateurs du ¢-calcul étendu.

On obtient ainsi une interprétation conceptuelle du ¢-calcul comme
calcul pseudodifférentiel associé au groupoide d’éclatement des variétés
a bord fibré.

1 b-stretched product et b-calcul

Soit X une variété compacte C'°° a bord. Le b-stretched product de X
(|[Mel93|) est une variété compacte C*° a coins définie par le recolle-
ment

X? = X%\ (0X)?US,N,

ou SyN = (Nég;)z — {0})/R% est un espace fibré trivialisable sous la

forme (0X)? x [~1,1] par le choix d’une fonction de définition p de
0X. Le plongement de X2\ (0X)? dans X2 x [—1,1] par

p(z) — p(y))

0 B G o)

53
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permet d’identifier X7 & une sous-variété de X? x [—1,1]. Un autre
plongement possible dans X x X x R est donné par :

Xy ={(z.y.) € X x X xR, (1= t)p(x) = (1+1)p(y)}.

Le b-stretched product comporte trois composantes de bord, (b = {(x,y, —1) €
OX x X xR} ~0X x X, rb={(z,y,1) € X x 0X xR} ¥ X x 90X
et S+N

La diagonale A, = {(z,2,0) € X x X x R} intersecte uniquement
la composante de bord S+ N et cette intersection est transverse, ce
qui permet une définition directe d’opérateurs & noyaux de Schwartz
sur X7, les opérateurs du b-calcul (voir [Mel93]). Le noyau K d’un

b-opérateur pseudodifférentiel est un élément de [ OO(Xg, Ay, Q%) dont
le développement en série de Taylor s’annule sur (b U rb (K est une
fonction C'*° au voisinage de [b U rb, puisque 'intersection de (b U rb
avec Ay est vide). La situation pour X = R est illustrée sur la figure
suivante :

FIGURE 1. Le b-stretched product de R..

2  ¢-stretched product et ¢-calcul

Lorsque le bord de X est muni d’une fibration ¢ : 0X — Y, la
construction du ¢-calcul nécessite non seulement que la diagonale A,
intersecte transversalement la composante S; N mais aussi la sous-
variété ® de S; N définie par

® = {(2,y.0) € S1N = (9X)* x [-1,1], ¢(x) = o(y)}.
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Cette condition est réalisée en introduisant le ¢-stretched product
IMM98|, qui s’obtient par le recollement

X=X\ PUS Ny

2
ot SNy = (Ngb —{0})/R% est un espace fibré localement trivialisable
par le choix d’une fonction de définition p de X et une trivialisation
locale ¢ de ¢ sur 0X.

Les composantes de bord du ¢-stretched product sont b, rb, S1 Ny et

sb, Padhérence de S; N\ ® dans X;. On montre que lorsque dimY = g,
Xq%\lbUrbUSb est diffeomorphe au sous-ensemble des éléments (z, 2/, 5,Y) €
X x X xR x RY tels que :

p(r') = p(z)(1 + Sp(x)) et p(z) = ¢(a’) — p(x)Y

La diagonale Ay = {(z,z) € X;} intersecte uniquement la composante
de bord Sy Ny et cette intersection est transverse, ce qui permet une
définition directe d’opérateurs a noyaux de Schwartz sur X<z25’ les opé-
rateurs du ¢-calcul (voir [MM98]). La définition est essentiellement
la méme qu’au paragraphe précédent. Le noyau K d’un ¢-opérateur
pseudodifférentiel est un élément de [OO(XQ%, Ay, Q%) dont le dévelop-
pement en série de Taylor s’annule sur [bUrbU sb (K est une fonction
C® au voisinage de [b U rb U sb, puisque 'intersection de b U rb U sb
avec Ay est vide). La situation pour X = R est illustrée sur la figure
2.

X2

¢
lb\\ A¢

S+Novey
rb

FIGURE 2. Le ¢-stretched product de R4 pour la fibra-
tion triviale.
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3 ¢-calcul et groupoide des variétés a

bord fibré

Nous montrons que le groupoide d’éclatement I'y(X) introduit précé-
demment s’identifie a la sous-variété ouverte X; \IbUrbU sb de Xq% et
que le ¢-calcul s’identifie au calcul pseudodifférentiel We°(I'y (X)) sur
ce groupoide.

La proposition 5.7 du dernier chapitre montrera que I'4(X) est le grou-

poide d’holonomie d’un feuilletage singulier défini par X° et la fibration
du bord. On obtient ainsi une interprétation conceptuelle du ¢-calcul
comme calcul pseudodifférentiel associé au groupoide d’holonomie du
feuilletage singulier défini par la variété a bord fibré.

3.1. Calcul pseudodifférentiel a4 support compact

DEFINITION 3.1. Soit X une variété a coins plongés et fibrés. On ap-
pelle calcul pseudodifférentiel a support compact sur X l'algébre des
opérateurs pseudodifférentiels We°(I'y(X)) sur le groupoide longitudi-
nalement lisse I'4(X).

3.2. Comparaison des calculs sur X; et I'y(X)

On dispose d'une part du ¢-stretched product X; et du ¢-calcul as-

socié, et d’autre part du groupoide I'y(X) = (G€4)%X et de son calcul
pseudodifférentiel W°(I'y(X)).

La définition du ¢-calcul ressemble a celle d'un calcul pseudodiffé-
rentiel sur un groupoide. Deux points font cependant obstacle a cette
interprétation. Premiérement, le ¢-stretched product n’est pas un grou-
poide de Lie. Deuxiémement, le noyau de Schwartz des ¢-opérateurs
pseudodifférentiels doit satisfaire une condition supplémentaire d’an-
nulation en série de Taylor sur [b U rb U sb.

Or il peut étre bon de rappeler que, par exemple, les fonctions C'*°
sur le cercle qui s’annulent en série de Taylor en 0 sont identifiables
a l'espace de Schwartz de R, les fonctions C'° sur R a décroissance
rapide ainsi que toutes leurs dérivées. L’objet X(% \ IbUrbU sb est donc
un candidat naturel pour une définition alternative du ¢-calcul.

Nous montrons ici que X; \ (b UrbU sb est en effet un groupoide, et
que le ¢-calcul s’identifie au calcul pseudodifférentiel sur ce groupoide,
qui n’est autre que le groupoide d’éclatement I'g(X) introduit préce-
demment. Pour comparer les deux calculs, on étudie tout d’abord les
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espaces qui supportent les noyaux de Schwartz et 'on construit a cet
effet un plongement i de I'y(X) dans Xq% (proposition 3.2). L’'image
de ce plongement est la sous-variété ouverte Xq% \ (b UrbU sb (propo-
sition 3.5) et 'on obtient en corollaire I'égalité des calculs Wg°(I'y (X))
et W3 (X) (proposition 3.4).
3.3. Notations

Soit X une variété a bord munie d’une fibration ¢ : X — Y, on
pose p = dim0X — dimY et ¢ = dimY. On note 9X; les compo-
santes connexes de 0X munies des fibrations induites ¢; : 0X; — Y,
et E4 = (M, (0Xj, ¢;)jes) Péquarrisage fibré dont la partie positive dé-
finit X et sa fibration. Les composantes connexes 0.X; étant disjointes,
I’éclatement GE4 de €4 coincide avec 'union Uje;G0X 4 des grou-
poides d’éclatement des 0.X; dans M. On explicite ci-dessous un atlas
C* de G€4 sur lequel le plongement est défini.

Soit {(Ua = Wa X RY, 00 = ¢ x log)} un atlas O de ), ; 0X; x
0X; x R% dont les cartes sont adaptées a chaque Hol(¢;) x R =
0Xj Xy, 8Xj x R%. Pour U = U, fixé, U = ¢o(U,) est un ouvert de
R?P+4 x RY x R adapté a V = U N (R?*+9 x {0} x {0}) et la compo-
sition :

Dl 22 DY o, oy
est un diffeomorphisme de DY sur Pouvert QY de R?PT4 x R x R x R
défini par (voir aussi section 3.3) :
QU = {(2,&, M\ 1) e RPTI X RIx R xR, (x,t,t-¢*) € U}

3.4. Plongement de I';(X) dans X(%

Soit F: U — R?T4 x R? x R I’application C™ définie par (z,£, \) +—
(z,€,e*=1). On pose U’ = F(U) et V! = F(V). La relation F(z,0,0) =
(x,0,0) implique que 'application F' : Qg — Qg: (voir 5.1) soit un
difféomorphisme.

Considérons alors I’application O, : @z{;"* — R?P%4 x RY x R définie
par la composition :

o~ f(x
@Z/{a O QUa QU
et sa projection 7O, : Dz{}’z — R? x R sur les deux derniers facteurs.

Si s et r désignent les applications sources et but de I'y(X), on définit
is:F¢(X)%XXXXRQXRPOUFVGZD(DU ) par :

is(v) = (5(7),7(7), ™Oq 0igy' (7))
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PROPOSITION 3.2. L’application is est un plongement de I'¢(X) dans

2
X<15'
DEMONSTRATION. Notons qz~5 : W, — R la projection de v, sur le
facteur R? de 1o (Wy) C R#PT4 x RY. L’expression 4.5 de 251 pour un

élément (x,y) de X° x X° montre que

Bo 0 iz (2.y) = Walr(2), 7(y)), log %,pm).

La relation

o)
F(ta(2), 7(1)) log £5)

Il
N
<

Q
A
&
<=
S—
:_/
e}

implique alors

O, 0 iil(z, y) = (

Or X; \ IbUrbU sb est la sous-variété de X x X x R? xR des éléments

(,5,Y,9) tels que p(y) = p(x)(1 + Sp(x)) et o(z) = o(y) — p(x)Y.

Lélement iy(z,y) = (,,Y,5) on ¥ = 2] o g — W) plr)

appartient donc a X(% \ b U rbU sb puisque :

p(@)(1+ Sp(a)) = pla)(1 + PL—P@)y ey

et

L’holonomie triviale des fibrations implique l'injectivité des applica-
tions sources et but de I'y(X) et I'injectivité de i, en restriction a
Vintérieur de I'y(X). Par ailleurs la fibre en 0 d’une déformation DZ{){Z
est difféomorphe a ’ensemble Q% = {(z,£,),0) € R?PT4 x RY x R* x
{0}, z € V}, ce qui assure la surjectivité de 70, o iy en restriction
au bord [, Difr de Ty(X).

Ainsi is(Ty(X)) C X? est en bijection avec X(Z%\lbUrbUsb, la définition
de is en tant que composée d’applications lisse permet de conclure que
is est un plongement de I'y(X') dans X;, d’image X; \ lbUrbU sb.

O
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3.5. Identification de I'y(X) dans X(%

PROPOSITION 3.3. I'y(X) est une sous-variété ouverte de Xq% et
X\Ty(X) =1bUrbU sb.

DEMONSTRATION. Les composantes de bord (non-disjointes) de X;
sont

0XZ =1bUrbUsbU S Ny,

La relation i,(I'y (X)) = Xq% \ IbUrbU sb établie dans la démonstration
précédente montre alors que la sous-variété fermée b U rb U sb est le
complémentaire dans qub de I'image du plongement iz, ce qui assure le
résultat.

O

3.6. Identification de V°(I'4(X)) et de U3°

d),c(X)

Notons W°(I'y(X)) l'algebre des opérateurs a support compact sur
Ly(X) et \IIZ‘?C(X) I’algeébre des opérateurs a support compact du ¢-
calcul. La sous-variété [bUrbU sb est disjointe d’un voisinage de Ay. Le
calcul pseudodifférentiel a support compact sur I'y(X) coincide donc
avec les sections distributionnelles sur Xq% qui s’annulent sur un voisi-
nage de [b UrbU sb. Autrement dit, on a 'identification 12°(I'¢(X)) =
I (X;) et en corollaire le résultat suivant :

THEOREME 3.4. Les calculs a support compact W (I'y (X)) et ¥

goe(X)

coincident.

4 Calcul pseudodifférentiel étendu

On définit un calcul pseudodifférentiel étendu W°°(I'y (X)) sur le grou-
poide d’éclatement I'y(X) d’une variété a coins fibrés :

UF(p(X)) = U (T (X)) + Sp(Lp(X)).

L’algébre Sy (I'¢(X)) des fonctions a décroissance rapide, construite
a partir d'une fonction longueur ¢ & croissance polynomiale (lemme
4.2), est naturellement stable par calcul fonctionnel holomorphe. Elle
contient les opérateurs régularisants du ¢-calcul (proposition 4.4) et le
¢-calcul étendu vérifie la relation d’inclusion : W3°(X) C W°°(I'y(X)).
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4.1. Fonctions longueur a croissance polynomiale

DEFINITION 4.1 ([Mon03], 1.4). Soit G un groupoide de Lie et x4 un
systéme de Haar sur G. Une fonction longueur a croissance polynomiale
est une fonction de classe C* ¢ : G — R telle que :

- ¢ est sous-additive, i.e. p(7172) < @(11) + ©(72),

VY e Gp(vh) = w(v),

- ( est propre,

- 3e, N, Ve € GO vr e Ry, pa (07 1([0,7]) < (N +1).

Une fonction longueur ¢ permet de définir 'espace

30={fECMGAfﬂ%VPEQHXL&%H%wWDfWH<C@}
ve

oil le fibré des demi-densités Q1/2 est le fibré en droites sur G dont la
fibre en v € G est 'espace vectoriel des applications

p AFT,G") @ AFT Gy — C

telles que p(Av) = |A|Y2p(v), ¥\ € R.

L’espace S,(G) des fonctions a décroissance rapide sur G est défini
dans ([Mon03], 1.5) comme le sous-espace de S” constitué des fonc-
tions f telles que :

Vie N, Y(vi,...,u) € C(AG) Yk <1, (v1... 05 f-vpsr...17) € S

S, (G) est I'idéal des opérateurs régularisants du calcul pseudo-différentiel
étendu I°(G,G0;Q1/2) = 12°(G, G0 QY2 + Sy (G). Clest aussi
une sous-algébre de C*(G) stable par calcul fonctionnel holomorphe
([JLMNO5|, théoréme 6).

4.2. Fonction longueur pour les variétés a coins fibrés

Soit X une variété a coins plongés et fibrés définie par un équarrissage
€y = (M, (Vi, ¢i)ie1,n))- Chaque éclatement GV est diffeomorphe par
le plongement i3 de la proposition 3.2 & une sous-variété fermée de
M x M x R% x R. La partie positive de leur produit fibré au-dessus
de M x M est donc difféomorphe (& travers un difféomorphisme i) a
une sous-variété fermée de X x X x Hz‘e[l,N] R% x RN, Soit 7 : X x
X x Hz‘e[l,N] R% x RNV — Hz‘e[l,N] R% x RY la projection canonique,
on définit une fonction longueur sur G€4 par ¥(y) = ||w o i(v)].

LEMME 4.2. ¢ : G€y — Ry est une fonction longueur & croissance
polynomiale.
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DEMONSTRATION. Sur chaque carte i@(ﬂgz) C GVig de la proposi-
tion 3.2~, i = ||7O o 251(7)” vérifie () = ||€]| + [|A]] ou (z,&, A\ t) =
O logo 151(7). Chaque 1; est donc un morphisme de groupoide et
P = Zie[l ] ¥i est sous-additive.

7 est propre car X est compact, d’autre part i(I'¢(X)) est fermé dans
X x X x Hie[l N R% x (R)V, donc ) = |7 o i|| est propre.

Enfin pour x € X l'expression locale des ; montre qu’il existe deux
constantes c1, ¢z telles que pour r > 1, 1, (1 ~1([0,7])) < ¢1 vol(Bra (0, 7))
o M = N+ g et pourr < 1, po (¢ 1([0,7])) < sup,ey pz(1([0,1])) =
co. En posant ¢ = max(cy, c2) on obtient . (¥~ 1([0,7])) < c(rM +1).

Comme X est compact on peut le recouvrir d’'un nombre fini de voi-
sinages et obtenir une inégalité sur X pour ¢. Donc 1 est a croissance
polynomiale.

O

4.3. Définition du calcul pseudodifférentiel étendu

On dispose a présent des éléments suffisants pour définir un calcul
pseudodifférentiel étendu sur une variété a coins fibrés :

DEFINITION 4.3. Soit X une variété a coins fibrés et I'y(X) le grou-
poide longitudinalement lisse associé. On appelle calcul pseudodifféren-
tiel étendu sur X I'algébre W°(I'y(X)) des opérateurs pseudodifféren-
tiels sur I'y(X') définie par :

UP(p(X)) = U (Tp(X)) + Sy (T'p(X))

olt Sy (Fy(X)) = Sp((G€4)X) est I'espace des fonctions a décroissance
rapide par rapport a la fonction longueur ¢ du lemme précédent.

Sy(T'y(X)) est I'idéal des opérateurs régularisants du calcul pseudo-
différentiel étendu W°(I'y(X)).

4.4. Identification de V> (I'y(X)) et de V3°(X)

Les opérateurs régularisants du ¢-calcul sont les noyaux C°° sur Xq%

qui s’annulent en série de Taylor sur [b U rb U sb. Or Melrose montre
(IMM98|, Proposition 4) quun noyau K (z,z') qui s’annule en série
de Taylor par rapport aux puissances de p(z),$(z) est un noyau a
décroissance rapide par rapport aux variables Y = % et S =

pla)—p(a’)

PO ¢’est a dire par rapport & 7O o iil(:v, 7).
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Ainsi tout opérateur régularisant du ¢-calcul définit par restriction au
complémentaire de [b U rb U sb une fonction a décroissance rapide sur
['4(X), soit \II;OO(X) C Sy(Ty(X)).

On obtient en corollaire le résultat suivant :

THEOREME 4.4. Le calcul pseudodifférentiel étendu W™ (I'y(X)) =
U (Ty(X)) + Sy(T'y(X)) contient les opérateurs du ¢-calcul :

TF(X) C U (0y(X))

4.5. Identification de la restriction au bord et de ’opérateur
normal

Contrairement au cas d’une variété lisse sans coins, les opérateurs ré-
gularisants ne sont pas nécessairement compacts. Les obstructions a
la compacité sont décrites pour le ¢-calcul par l'introduction d’une
algébre indicielle 1(A,&,A) € Wguq)(0X) et d'un opérateur normal
Ny UP(X) = Wguy(4)(0X) a valeur dans une algébre suspendue de
noyaux sur 0X invariants par translation et a décroissance rapide a
'infini (voir [Mel93|, [MIM98]).

Dans le cadre des variétés a coins fibrés, la famille indicielle 1(A, &, \)
est définie par Melrose ([MM98|, proposition 5) comme la restriction
du noyau a ff(Xq%) L’opérateur normal Ny de Melrose coincide donc
avec l'opérateur O de restriction au bord du groupoide I'y(X). L’in-
variance par translation de la famille indicielle vue comme élément de
08y (I'y(X)) n'est autre que I'invariance par TY x R d’une famille
d’opérateurs sur Sy, (0X xy 0X xy TY xR) ~ S(TY xR, C°(0X xy
0X)).

4.6. Ellipticité totale et indice de Fredholm

Soit Wo(Ly(X)) la cloture en norme de WO(I'y(X)) dans l'algébre des
multiplicateurs de C}(I'4(X)). Rappelons que Iapplication symbole
induit la suite exacte :

0 — CHTH(X)) — Tp(Ty(X)) = Co(S* Ty(X)) = 0

et que l'indice analytique ind, : K°(A*T4(X)) — Ko(C}(T4(X)))
est & valeurs dans la K-théorie de la C*-algébre du groupoide I'4(.X).
L’indice analytique n’est donc pas en général un indice de Fredholm,
ses valeurs ne sont pas des éléments de Z. Pour obtenir un opérateur de
Fredholm il est nécessaire d’introduire des conditions supplémentaires,
ellipticité classique (le fait que le symbole soit inversible) n’étant pas
suffisante.
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La condition d’ellipticité totale s’obtient trés naturellement & partir
du groupoide d’éclatement. En effet o'y = (F¢(X))g§ est un fermé
saturé de I'4(X) et le diagramme suivant est commutatif :

0—= CH(X° x X°)

0 —— CH(T4(X)) ——= Wo(Ty(X)) —= Co(S*T (X)) —=0

| » |

0 C;(ary) To(0r) Co(S°0 ) —— 0
0 0

La relation C}f(X° x X°) = ker(o) Nker(9) = ker(o & J) montre que
o @ 0 se factorise a travers 'application o :

To(T4(X)) 2 Co(STy(X)) xox To(AT,)

ot Co(S*T4(X)) xox Wo(IT') désigne le produit fibré de Cp(S*T'4(X))
et de Wo(9T'y) au-dessus de Co(S*OTy).

DEFINITION 4.5. On dira qu’un opérateur P € Wo(T4(X)) est totale-
ment elliptique si I'élément o, (P) est inversible.

L’application o, induit d’aprés le diagramme précédent la suite exacte :

0— C*(Xo X XO) ~K — Eo(rqg(X)) 04 Co(S*F¢(X)) XX @0(8F¢)

Par conséquent, un opérateur de Wo(I'y(X)) est inversible modulo les
compacts si et seulement si son image dans Co(S*I'y(X)) xgx Vo (IL'y)
est inversible. Cette derniére condition est équivalente a la double
condition que l'opérateur soit elliptique et que sa restriction au bord
soit inversible.

On retrouve en particulier la propriété exprimée dans la premiére par-

tie de [MRO5]| : un opérateur du ¢-calcul est totalement elliptique
lorsque son symbole et 'opérateur normal Ng = d sont conjointement
inversibles, et 'opérateur est de Fredholm si et seulement si il est to-
talement elliptique.

4.7. Croissance polynomiale et entropie des feuilletages

La définition de Sy(I'y(X)) est limitée par I'existence d’une fonction
longueur a croissance polynomiale. Or il existe de nombreux feuilletages
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non triviaux n’admettant pas de telles fonctions, comme par exemple
les feuilletages & entropie non nulle présentés ci-dessous. On proposera
dans la section 5.7 la définition d’une algébre S.(I'y (X)) qui reste valide
pour tout feuilletage régulier du bord.

Soit (M, JF) une variété compacte munie d’un feuilletage régulier. Soit
{¢i : Uy — P; x T;} un recouvrement de M par des cartes distinguées et
T =T\U---UTp C M la transversale compléte associée. La classe d’ho-
lonomie de tout chemin ¢ d’origine x peut s’exprimer comme composi-
tion de [ germes des difféomorphismes h;; : T; — T} avec U; N U; # 0.
On dit que v = [h.] est au plus de longueur [ et on note ||| la plus
petite longueur [ de v possible. L’orbite de € T" de rayon [ est défini
par O;(z) = {v € Hol(M,F)L' | |7]| < 1}. Le cardinal de cette orbite
définit la fonction de croissance ¢(z,1) = §0;(x). Une orbite est dite a
croissance polynomiale si ¢(z,1) < 19, & croissance sous-exponentielle
si ¢(z,1) < exp(l), & croissance exponentielle si ¢(x,1) ~ exp(l). Le

I

type de croissance des orbites est indépendant de tout choix.

AN

—
SRS il
Y

FIGURE 3. Une feuille a croissance polynomiale de degré
3. Une feuille & croissance exponentielle.

DEFINITION 4.6 (|GLWS88|). Soit € > 0 et [ > 0. Un sous-ensemble
€ C T est dit (e, 1)-séparé si pour tout w,w’ € €N T; il existe v €
Hol(M, F)i tel que |[y]| < 1 et dp(hy(w), hy(w)) > e.

La fonction d’expansion mesure le maximum de cette quantité :
h(TF, e 1) = max{t€ | € C T est (e, 1)-séparé}

et U'entropie de F détermine le type de croissance exponentielle de la
fonction d’expansion :

Rh(F) = lim lim sup A, e.l)

e—0 =00 [
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Ainsi Uinformation essentielle contenue dans Uinvariant h(F) est la
présence ou non pour F d’une complexité exponentielle dans la dyna-
mique de ses orbites. Un feuilletage d’entropie > 0 posséde au moins
une feuille a croissance exponentielle et n’admet donc pas de fonction
longueur a croissance polynomiale. En particulier :

EXEMPLE 4.7. Le feuilletage de Hirsch (seconde illustration de la Fi-
gure 3) a une entropie strictement positive. Le groupoide d’holono-
mie de F est semi-conjugué au pseudo-groupe généré par 'application
¢z — 22 sur S'. Aprés [ itérations, la dérivée de Papplication inverse
¢! a pour norme 2! ce qui permet l'estimation h(F, e 1) ~ (27 /€) - 2\
Ainsi h(JF) =log2 > 0.

5 Une algébre de Schwartz pour les
variétés a bord feuilleté

On construit ici une algebre S.(I'¢(X)) de fonctions C* sur le grou-
poide d’éclatement I'g(X') d’une variété a bord feuilleté. Cette algebre
est constituée de fonctions a décroissance rapide le long des fibres et
coincide avec Sy (I'y(X)) lorsque le feuilletage est une fibration.

La définition proposée est valide pour tout feuilletage régulier du bord,
y compris en 'absence de fonction longueur a croissance polynomiale.

5.1. Fonctions a décroissance rapide sur les déformations au
cOne normal

On rappelle dans cette section les notions intervenant dans la définition
d"un espace de Schwartz S.(D3!) pour les déformations au cone normal.
Cet espace est un champ d’espaces vectoriels sur R, dont les fibres sont :

Sc(NMyent=0, et
C(M) pour t # 0.

La définition originelle de S.(DY) dans [CRO7| supposait 'utilisa-
tion de cartes adaptées x € C2°(U x [0, 1]) a support compact sur la
composante [0,1] du groupoide tangent de base M x [0,1]. La défi-
nition retenue ici pour SC(D]]\V{ ) est une extension naturelle de cette
construction au groupoide adiabatique de base M x R, qui relaxe cette
hypothése en imposant uniquement une décroissance rapide a l'infini
sur R, x € C°(U, S(R)). L’abandon de toute hypothése sur le support
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aboutit a l'algebre S (D% ) des fonctions a décroissance rapide en zéro.
Ces trois algébres sont liées par la relation d’inclusion :

See(DN) C Se(DA) € S(DY).

5.1.1. La situation dans R™

DEFINITION 5.1. Soient p,q € N et U € RP x R? un sous-ensemble
ouvert. On pose V = U N (RP x {0}).

(1) Soit K un sous-ensemble localement compact de U x R. On
dira que K est un compact conique longitudinal de U x R
relatif & V si pour tout t € R, K; = KN (U x {t}) est compact
et si Ko C V.

(2) Si de plus K C U x [0,1] est compact, on dira que K est
un compact conique de U x [0, 1] relatif & V. On retrouve la
définition d’un compact conique au sens de [CRO7].

(3) Soit g € C®(QY). On dira que g est (resp. longitudinale-
ment) a support compact conique s’il existe un compact co-
nique (resp. longitudinal) K de U x R relatif a V tel que si
t#0et (z,t&,t) € K alors g(x,&,t) = 0.

(4) Soit g € C*(2Y). On dira que g est a décroissance rapide si
la condition suivante est satisfaite :

Vk,m,n € N,l € NV et a € N7 il existe C(y, . p1,0) > 0 tel que

(L + €I (1 + 2™ 10,0807 g, & Ol < Cltmm )

(5) On note S(QY) l'ensemble des applications g € C®(QY) a
décroissance rapide.

(6) On note S.(2Y) I'ensemble des applications g € C*°(QY) lon-
gitudinalement a support compact conique et a décroissance
rapide.

(7) Onnote Se.(Q4)) [CRO7| 'ensemble des applications g € C*°(QY)
a support compact conique et & décroissance rapide.

Soient U C RP x R? et U’ C R? x RY deux ouverts et soit F' : U — U’
un difféeomorphisme C'* dont la seconde composante dans une décom-
position F' = (Fy, Fy) adaptée a RP x R? satisfait Fy(x,0) = 0. Alors

I’application F': Qg — QU définie par :

G(r,0)-¢ sit=0

F(z,&t) = { LP(x,t6)  sit#0

est un difféomorphisme C'>° et on a la proposition suivante :
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PROPOSITION 5.2 (|[CRO7]). Soit g € SCC(Q‘[%), alors § = go I €

See(Q).

REMARQUE 5.3. Comme expliqué dans [CRO7]|, le fait que F soit O
s’obtient immeédiatement grace au développement en série de Taylor de
F:

F(2,6) = 2o (0,0)- €4 h(a,€) &

3
ou h: U — RY est une application C*° telle que h(z,0) = 0. Alors

LF(r,16) = %—§<x,0> E+h(a,1€) - €

ce qui permet de conclure.

5.1.2. Le cas des déformations au cone normal Les fonctions a dé-
croissance rapide d’une déformation au cone normal sont les fonctions
dont I'image sur Qg associée a toute carte adaptée est un élément de

U

DEFINITION 5.4. Soit g € C*(D4Y).

(1) Soit K un sous-ensemble localement compact de M x R. On
dira que K est un compact conique longitudinal de M x R
relatif & N si pour tout t € R, K; = KN (M x{t}) est compact
et si Ko C N.

(2) Si de plus K C M x [0,1] est compact, on dira que K est
un compact conique de M x [0, 1] relatif & N. On retrouve la
définition d’un compact conique au sens de [CRO7|.

(3) On dira que g est (resp. longitudinalement) & support compact
conique s’il existe un compact conique (resp. longitudinal) K
de M x R relatif & N tel que si ¢ # 0 et (m,t) € K alors
g(m,t) =0.

(4) On dira que g est & décroissance rapide en zéro si pour toute
carte adaptée (U, ¢) relative & N et pour toute y € C°(U, S(R)),
Papplication g, € C*(QY) définie par :

gx(2,6,1) = (900~ )(@,&,1) - (xo Ppod™)(w,&,1)
est un élément de S(QY).

L’application Pp : D% — M x R est la projection C'*° définie par
(|CRO7|, Exemple 3.2.3) :

po._{ @60 = (2,0) sit=0
b m = (m,t) sit#0
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On note respectivement S(DA), S (DY) et S..(DY) Iespace des
fonctions a décroissance rapide en zéro, le sous-espace des fonctions
longitudinalement & support compact conique et le sous-espace des
fonctions a support compact conique.

5.2. Définition de I’algébre de Schwartz S(D,)

Soit X une variété a bord dont le bord 90X est muni d’un feuilletage
régulier F1. Rappelons que D, = D, x R% désigne le groupoide de
déformation décrivant localement GV a travers le morphisme de grou-
poide ip : D, — GV (voir section 4.5). D, est la déformation au cone
normal définie & partir de 'immersion ¢ : Hol(F1) — 0X x 0X.

DEFINITION 5.5. Soit g € C*°(D,,).

(1) On dira que g est longitudinalement & support compact co-
nique s’il existe un compact conique longitudinal K de 90X x
0X X R relatif & Hol(F1) tel que sit # 0 et (m,t) ¢ K alors
g(m, A\, t) = 0.

(2) On dira que g est a décroissance rapide en zéro si pour toute
carte adaptée (U xU', ¢ x ¢') relative & Hol(F1) x R et pour
toute x € C°U x R, S(R)), application g, € C(QUXV)
définie par :

(2, &0 1) = (go (0 x &) T)(, & A1) - (xo Ppo(¢x ¢) 1) (2, &A1)

est un élément de S(Qgigl,)

L’application Pp : D, — 0X x 0X x R x R est la projection C'*
définie par les applications source et but sur D, :

Pp:={ (v, A1) = ((3(7),7(7)), A-t, 1)

On note respectivement S(D,) et S.(D,) l'espace des fonctions a
décroissance rapide en zéro et le sous-espace des fonctions longitudina-
lement a support compact conique.

5.3. Fonction de partition au voisinage du bord de I'y(X)

Posons DF = {(y,\,t) € Dy / ¢t > 0}. On a déja souligné en 4
que l'application ip : D, — GVF préserve orientation de 90X ce qui
prouve la relation :

(12) in(DF) = in(Dy)ar+ = (Co(X)N-.
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On souhaite construire des fonctions de partition {y, u} associées aux
ouverts (F¢(X))%i et X° x X° de X.

Soit {(Uy, Pa)} un recouvrement de 90X x X dont les cartes sont
adaptées & Hol(F1). Considérons le recouvrement ouvert de 0.X x 0.X x
R4 x Ry qui consiste en 'union de {U, x Ry x Ry} et 0X x 90X x
R% x R7.
Soit {Xxqa, A} une partition de I'unité associée a ce recouvrement, :
“0< X, A <1
- suppA C 0X x 90X x R% x R%
- suppXa C Uy x Ry xRy et xo € O Uy x Ry, S(RY))

’ Za Xa T A =1
Soit Pp : Dy, — 0X x 0X x Ry x Ry la projection définie en (5.2)+.

Soit enfin x € C°°(I'y(X)) la fonction définie sur Pouvert (I'y(X))N+
par :

X:ZXaOPDOZBl
«

et prolongée par zéro sur son complémentaire. On pose u =1 — x, et
on montre alors :

LEMME 5.6. {x,u} est une partition de l'unité associée aux ouverts
(Dy(X)NT et X°x X° de Ty(X).

DEMONSTRATION. Les conditions 0 < y,u < 1 et x + 4 = 1 sont
immeédiates a vérifier. La condition sur le support de A implique \ =
0et Y Xa = 1 en restriction a 9DF. Ainsi X(Ty(X))9%) = 1 et
supppu C X° x X°. Enfin la condition sur le support des x, et la
. . .. +
relation (12) ip(D}) = (Dy(X))N+ implique suppy C (Fg(X))qs

O

5.4. Fonctions a décroissance rapide sur les variétés a bord
feuilleté

Soit f € C*®(I'y(X)) et {x,p} une fonction de partition au voisinage
du bord. Posons f, = f-x et f, = f-pu, de telle sorte que f = f\ + fu.

DEFINITION 5.7. L’espace de Schwartz sur I'y(X) est 'ensemble des
fonctions f € C™°(I'y(X)) dont la pré-image fy o ip sur D est lon-
gitudinalement a support compact conique et & décroissance rapide en
zéro.

Se(Ty(X)) = {f € C*(Ty(X)) , fyoin € S(DY)}
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REMARQUE 5.8. La condition (2) de la définition de Se(D) assure
que la définition de S.(I'y(X)) est indépendante du choix d’une autre
partition {x/, 1'}.

REMARQUE 5.9 (voir aussi |[CRO7[, (72)). La relation suppy C X° x
X° implique f,, € C2°(X° x X°). La donnée d’une partition de 'unité
comme ci-dessus fournit donc une décomposition explicite de S.(I'4 (X))
sous la forme :

STy(X)) = x-S(Df)oip' +p-CE(X° x X°)
— ZXa S(DYfe) oig! + 1+ C(X° x X°).

5.5. Identification de S.(I'y(X)) et de Sy(I'y(X))

On a montré dans le cas des fibrations qu’il existait une fonction lon-
gueur 1) et une algebre naturelle Sy (I'y (X)) de fonctions a décroissance
rapide.

Montrons que S.(I'y(X)) n’est autre que Sy(I'y(X)) lorsque F7 est
une fibration du bord :

PROPOSITION 5.10. Les algébres Sy (I'y(X)) et Se(I'y(X)) coincident
lorsque X est une variété a bord fibré.

DEMONSTRATION. La condition de support compact conique est tri-
viale lorsque X est une variété compacte. Avec les notations de la sec-
tion 3.3, pour toute carte (U, ¢) de V; xV; adaptée a Hol(F1) = Vi Xy, V;,
la carte ¢ = (UxRY, ¢ xlog) est adaptée relativement a V; xy, Vi x RY..
Posonsp—dlmV-—dlel, g = dimY;, U = QS(L{XR*) =UxR
et V = UnN R¥PH x {0} x {0}). La fibre du normal a inclusion
YV x RY C U x RY est de dimension ¢ et 'expression 10 de la carte

locale QU devient : QU ={(z,&, ) eERPHIXxRIXR xR, v € U}

La condition de décroissance rapide (4) de la définition 5.1 sur Qg
coincide alors avec la propriété définissant Sy puisque pour v € I'y(X)
tel que 0" o Goip!(y) = (2,6 A1) € QU onah(y) = [[€]| + [IA]] et

[Plo())(01- v fvprr o) (V)] < Clemmp,a) < 00

olt (v1,...,v) € C®(AL,(X))! agit localement par dérivation 6‘58?8?

et k = [1%7].



CHAPITRE 4

Eléments de cohomologie cyclique
des variétés a bord feuilleté

1 K-Théorie et cohomologie cyclique
périodique de S¢(D,,)

1.1. Produit croisé d’une algébre par une action lisse de R

DEFINITION 1.1 (JENNS88S|, 2.1). Soit A une algebre de Fréchet dont
la topologie est définie par une suite croissante de semi-normes |||, n €
N. Un morphisme « : R — Aut(M) est une action lisse si :
(1) pour tout a € A la fonction t — ay(a) est fortement C°.
(2) pour m, k € N fixés, il existe n, j € N et une constante positive
C telle que pour tout a € A :

d* .
IIﬁat(a)Hm <+ al,

EXEMPLE 1.2. Un flot lisse sur une variété compacte et sans bord est
une action lisse.

S(R) étant nucléaire, le produit tensoriel S(R) ® A peut étre consi-
déré comme un espace fonctionnel S(R, A) pour tout espace A com-
plet, Haussdorf et localement convexe ([ENNS88|, 2.4). En particulier
lorsque A est définie comme en 1.1 la topologie de S(R) ® A est induite
par les semi-normes :

dm

£ 1k, igﬂg( + 1) Hdtm

FO k-

Si « est une action lisse de R sur A, on définit une loi de produit sur
S(R, A) par la formule :

(f * g)(t) = / ou(f) - apulg)d

DEFINITION 1.3 ([ENIN88|, 2.5). L’algébre S(R, A) munie du produit
ci-dessus est appelée produit croisé de A par Paction lisse o.

71
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1.2. L’algébre S.(D,) en tant que produit croisé S(R,S.(D))

Soit D la déformation au cone normal de 'immersion ¢ : Hol(Fy) —
0X x 0X. L’algebre S (D) des fonctions a décroissance rapide et longi-
tudinalement a support compact conique sur D a été définie en 5.1.2.
Supposons que le feuilletage F; du bord 0X soit tel que S.(D) soit
une algébre de Fréchet. Alors Palgébre de Schwartz S.(D,,) peut étre
identifice au produit croisé d’une action lisse de R sur S.(D).

PROPOSITION 1.4. Soit Fy tel que S¢(D) soit une algébre de Fréchet.
Alors il existe une action lisse de R sur S.(D) telle que les algébres

Se(Dy) et S(R,S.(D)) soient isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit H = R x R% le groupoide d’action de R* sur

R par multiplication. Soit ¢ : R} — R I'isomorphisme de groupe défini
par la fonction log, et H* = ¢*(H) = R X R le groupoide induit par ¢.
Soit 71 la projection sur le premier facteur, on pose p = m 0 ¢*(\, t) =
log(A), de sorte que ¢*(A,t) = (p,t) pour tout (A, ¢) dans H.

Soit

A D, — H*xD
L’image de A s’identifie au produit fibré A(D,) ~ H* xg D.
Considérons 'application A* : S¢(Dy,) — C*°(A(D,)) définie par la

formule

A*f(g) = F(A™H(9))-
Soit f € S¢(D,,). Le point (2) de la définition de S.(Dy) implique :

Alf:A*f(/%ta'a') GS(D) V(,u,t) € H"
Aof = A*f(-,-,7,t) € S(R,R) V(7,t) € D.

Le point (1) de la définition de S (D) implique alors que Ajf soit
longitudinalement a support compact conique, d’ou Ay f € Sc(D).

Soit « 'action de R sur A;f définie par :
(A1) (1) = (7,6, 1))

et soit © 'application :

(e .:{ SC(D<P) - S(R,SC(D))
‘ f — M= O‘u(Alf)

Montrons que © est bien définie et fournit I’isomorphisme cherché.
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¢*~1 est une fonction C™ explicitement définie par ¢*~1(u, t) = (exp(u), t).
La relation a, (A1 f)(v,t) = f(v,¢* 1 (u,t)) implique alors la lissité de
la fonction p — o, (A1 f) et la condition (1) de la définition 1.1.

Soit (Uj, ¢;)icr un recouvrement fini du support compact conique de
A1 f par des cartes adaptées et soient [,m et n des entiers. (U; xR, ¢; x
®)icr1 est alors un recouvrement fini du support longitudinalement com-
pact conique de f. La formule de Leibniz appliquée a I’expression pré-
cédente et la condition (3) de la définition 5.1 implique sur chaque U;

I’existence d’entiers k, ay, ..., a, et de constantes ka m.0,0,a;) tels que :
s 116,50,

(1+42)F || %(Alf)( 1<2"Y  Clemotay) <
J

j€[0,n]

Soit jg € [0,n] un indice ou la borne supérieure précédente est atteinte.
La relation ||Aq fl|;, = ||, entraine alors la condition (2)
de la définition 1.1. Ainsi « est bien une action lisse de R sur S.(D),
ce qui assure l'existence de 'algébre S(R,S.(D)) et la validité de la
définition de ©.

Montrons enfin que © est un isomorphisme d’algébre. Soit n = (v, A, t)

un élément de D,. L’inversibilité de © est assuré par la formule © 1 (1 — g,,) () =
9o+ (M) (7,t). Soit dv une mesure de Haar sur le groupoide de Lie D,

dA\/X la mesure sur R* pré-image par ¢ de la mesure de Lebesgue.

Notons mA; et mAs la composée de A et des projections respectives

sur H* et D. On pose p = m o 7A1(n) et v = wAz(n). La loi de
composition sur D, induit sur S.(D,,) la loi de convolution :

frgln) = f(n)g(ny ™ - n)dm

D; (1)
La s-fibre de n = (v, A, t) est déterminé par ¢ :

prim _ (71, 1,0 )eNaXX@XxR* x {0}, (1) = 7(7) sit=0
(71,>\1,t1)68X><0X><R* XR+, ('yl) (),Al-tlz)\-t sit>0

On obtient donc f x g par les deux formules :

f *g(% )\7t O fR fN?—LXlT?-‘}g f oA~ (Ml,o,lﬂ) -go A—l(,u _ M1’07V1—1 . V)dVld,u1
Frg(nht=0) = Jp. [piw Fo AT (At m) cgo ATt ) Rady

f]R fo'(n) f © A_l((b*_l(:ulv tl)v Vl)
9o AT (u— pu, 1), vt v)didi

La relation f(n) = f o A~ (¢* Y (u, t),v) pour tout n € D, implique
alors :

frgn) = fR fo(n) O‘m(Alf)(Vl)O‘u—m(Alg)(Vfl -v)dvidpn
= O(f)*O(g)(n,v)
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et O(f xg) : u — fxg(u,v) vérifie donc la relation O(f x g) =
O(f) * ©(g) ce qui achéve la preuve.

O

1.3. Théoréme d’isomorphisme en cohomologie cyclique pé-
riodique

La proposition 1.4 montre que pour certains feuilletages ’algébre S¢(D,,)
peut étre identifiée au produit croisé d’'une action lisse de R sur 1’al-
gebre de type Schwartz S.(D) d’une déformation au cone normal. Cette
relation implique des liens entre la K-théorie et la cohomologie cyclique
périodique de ces deux algebres.

Supposons S.(D) stable par calcul fonctionnel holomorphe, et soit
B: K'(S.(D)) = K'™Y(S(R,S.(D))) I'isomorphisme de Connes-Thom
associé a l'action de a sur S.(D) (|[Con81|,[ENINS88| section 6). Le
théoréme 1 de [EININ88| montre I'existence d’une application naturelle
en cohomologie cyclique :

fo : HY(Se(D)) = HYMH(S(R, Se(D)))

qui commute avec l'opérateur S (voir section 2.3) et défini donc un
isomorphisme : HP*(S.(D)) ~ HP*t1(S(R,S.(D))) tel que le dia-

gramme suivant commute :

ch

K(S.(D)) HP*(S.(D))

ﬂl lﬁa

KHl(S(R, S.(D))) _ch HP*H(S(R, Se(D)))

De plus la proposition 1.4 montre I’existence d’un isomorphisme O :
Se(Dy) = S(R,S.(D)), qui induit des isomorphismes respectifs O et
Opp en K-théorie et cohomologie cyclique périodique et assure ainsi
la commutativité du diagramme :

KSR, 8.(D))) = HP* M (S(R.S.(D)))
@Kll l@H;

KH(Su(Dy)) — S HP(S.(D,))

Posons #p = @I_le ofy et fp = @l_{l o . En combinant les deux
diagrammes précédent on obtient :
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PROPOSITION 1.5. Soit Fi tel que Sc(D) soit une algébre de Fréchet
stable par calcul fonctionnel holomorphe. Alors il existe un isomor-
phisme tp : HP*(S.(D)) — HP*TY(8.(D,)) tel que le diagramme

sutvant commute :

K'(8:(D)) ——~ HP*(S.(D))

N I

KH(Su(Dy)) 8 HP1(S.(Dy))

2 Cohomologie cyclique relative des
variétés a bord feuilleté

On montre que l'opérateur de restriction 0 sur S.(I'y(X)) induit le
couple d’algebres (SC(F¢(X)), S(R, N))

On construit ensuite un 0-cocycle cyclique relatif (7, 1) sur ce couple,
obtenu a partir d’une trace régularisée 7 sur S.(I'¢(X)) généralisant
la b-trace de Melrose aux variétés a bord feuilleté. Le cocycle (7, p)
peut étre considéré comme le cocycle fondamental de la variété a bord
feuilleté. Il permettra dans un travail ultérieur de formuler un théoréme
d’indice d’Atiyah-Patodi-Singer pour les variétés a bord feuilleté.

2.1. Suite exacte de restriction au bord

Soit X une variété a bord dont le bord 90X est muni d’un feuilletage
régulier 7. On note D la déformation au cone normal de I'immersion

©: Hol(F1) — 0X x 0X, et N la fibre de D en 0 : N = N%ifl?]?f)('

La restriction de I'4(X') & son bord 0T'¢(X) = (F¢(X))g§ induit 'opé-
rateur de restriction 0 sur S.(I'4(X)). Notons dS. I'image de O et
T C Sc(I'y(X)) son noyau. J est l'idéal de S.(I'y(X)) constitué des
fonctions s’annulant sur OI'y(X) :

(13) 0= T — Su(Ty(X)) -2 8S, — 0

Le résultat suivant précise la structure de 9S, :

PROPOSITION 2.1. Soit S(R, N) le produit croisé de S(R)@S.(N) par
Uaction de R de la proposition 1.4. Alors 0S. ~ S(R,N).
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DEMONSTRATION. Soit « I'action de R sur S.(D) de la proposition
1.4. S(R,N) est définie par I'action de « en restriction & 9D = N :
S(R,N) = nS(R, S.(D)).

Soit © : S¢(Dy) = S(R, Se(D)) l'isomorphisme introduit dans la dé-
monstration de la proposition 1.4. La stabilité de la s-fibre de D, en 0
sous I’action de « implique la commutativité du diagramme suivant :

S(D,) —2L~5.(0D,)

N o

S(R,S5.(D)) 2~ S(R,N)

et O = O 00 = Oy o O est un isomorphisme entre S.(D,) et
Imoyo® =S(R,N).

Enfin par construction de I'y(X), ip : Dy — T'y(X) est I'identité en
restriction au bord 9D, d’ou S, = S.(9D.,) 2 S(R,N).

2.2. b-métrique et partie finie

Soit @((po) = V x R Tespace des unités de D, et @&OH =V xRT
la variété a bord associée. On muni DSOOH d’une b-métrique, i.e. d’'une
métrique riemannienne compléte
dt?
g=gv+ 2

sur Pouvert V' x R% de D&OH.

Si dv désigne une mesure sur V' et d¢ la mesure de Lebesgue sur R, ¢
est induite par la mesure produit dup = dv - % sur @fpo)+.

La fonction t — % n’est pas localement intégrable en 0, mais elle définit
une distribution P.F(1) sur S(RT). En effet pour tout h € S(R), on
a:

(14) /mmw%:—umby+3@

ou R(e) admet une limite lorsque € tend vers 0. On appelle partie finie
la distribution P.F(7) définie par :

1
< P.F(=),h >= lim R(e)
t e—0
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(0)+

On définit alors une distribution 7p sur S.(Dy" ") en posant :

< Fp, f e< P.F(%),/ Flo, B)dv >
Vv

2.3. Hypertrace sur T

On pose du* = i}, (dup) la mesure induite par djp sur I'ouvert i@(Dg))Jr)

de Fg)) (X) et 'on étend du* a Fg)) (X) par la mesure de M sur Fg)) (X)\
z'D(Dg)H). On note dy la mesure ainsi définie sur F((ZSO)(X).

On définit alors une fonctionnelle linéaire 7 sur T = ker 0 en posant :

PROPOSITION 2.2. T est une hypertrace sur J, i.e. T vérifie :

T(za) = 1(ax) , pour tout a € S(I'y(X)),z € T.

DEMONSTRATION. Soit u : Ffbo) (X) — I'y(X) l'application unité de

Ly(X). Fg)) (X) C I'y(X) en tant que sous-groupoide étant simplement
un espace, la composition par v fournit une suite exacte d’algébres
commutatives :

0= u*(T) — v (Se(lp(X))) 2, u*(0S8.(I'g)) = 0
ou u*(J) = Tou = ‘T|Fi>0)(X)

commutative u*(7T) est alors trivialement une hypertrace sur v*(7).

. Notons que toute trace sur 1’algebre

Définissons 7, : u*(7T) — R par

Tu(f):/ fdMI/ foiDdMD+/ f
T D M\in (D)

La pré-image u*(7T) o ip est constituée de fonction C* a décroissance
rapide sur D&OH s’annulant sur le bord V' x {0}, pour lesquelles I'inté-
gration par rapport a dup est donc finie d’aprés I’équation (14). Ainsi

Ty est bien définie et c’est une hypertrace sur u*(7).

On conclut en constatant que 7 se factorise a travers le diagramme :

*

T k(7).

\ Hl;
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2.4. Trace régularisée sur S.(I'y(X))

Soit T la fonctionnelle linéaire définie sur SC(F((bO)(X )) par :

(15) #(f) = Fo(f o in) + / f
M\ip (DY)

PROPOSITION 2.3. T est une extension linéaire de T sur S¢(I'¢(X)).

DEMONSTRATION. La linéarité et la continuité de 7 sont immeédiates
en tant que somme de distributions. Il reste a vérifier que 7 coincide
avec 7 sur J = ker 0.

Soit f € T, on pose fp = foip. Comme (1 —7)(f) = (7p — Tp)(fp),
il suffit de montrer le résultat sur D.,.

Or pour tout v € V on a fp(v,0) = 0 et 'équation (14) donne alors :

<P.F(%),/Vf@(v,t)dv >://fpvtdv—

soit T (fp) = f fodup = mp(fp), ce qui achéve la preuve.

2.5. Cocycle cyclique relatif fondamental

Soit p la fonctionnelle bilinéaire définie sur 0S, par :

#(9(ao), 0(a1)) = 7([ao, a1])

PROPOSITION 2.4. (T, i) est 0-cocycle cyclique relatif sur (Se, 0S;).

DEMONSTRATION. g est bien définie : si ag, a1, af),a) € Se(I'y(X))
vérifient d(ag) = d(ay) et d(a1) = d(a}), alors ag — afy et a1 — a} sont
dans T = ker 0 et :

7(lao — ag, a1 — a1]) = 7([ag — ap, a1 — ay]) =0

puisque 7 est une trace. Ainsi la définition de p est indépendante du
choix des représentants dans S.(I's(X)).

Montrons a présent que le couple (7, 1) deﬁmt un cocycle relatif pour
Popérateur cobord (b+ B) (voir section 2.4) oil

~ b —oO* . B 0
b_<0 —b) etB—(O —B)’
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On constate d’une part que p définit un 1-cocycle cyclique sur 98, :
la cyclicité découle immédiatement de I'antisymétrie du commutateur
[-,-] et la relation de cocycle est vérifiée puisque

bu(0(ao), 0(a1),0(az)) = T(laoar, az]) — 7([ao, a1az))
?([aoal, CLQ] — [ao, alag])
7(0)
0

D’autre part le cobord b de T vérifie la relation :

b?(a(), al) = aoal) — ?(alao)

(
([ao, a1])
,E

|
Q S A A

9"([0(a0), 9(a1)]))
(1(9(ao), d(ar)))

d’on 'on déduit que (b + B)T = O*p. p étant un cocycle cyclique,
(b+ B)u = 0 et le couple (7, u) vérifie (b+ B)(T, u) = 0.

Ainsi (7, p) est bien un 0-cocycle relatif sur le couple d’algébres (S., 0S,).
O

Rappelons que dans le cadre du b-calcul on dispose d’un cocycle cy-
clique relatif (*Tr, 1) (section 2.11) dont I'accouplement avec une classe
d’homologie cyclique relative EX P;(D) donne une version relative de
la formule de MacKean-Singer (voir section 3.5). Le cocycle cyclique
relatif (7, pt) introduit ici est une extension aux variétés a bord feuilleté
du cocycle cyclique relatif (°Tr, 1) . En particulier (7, 1) coincide avec
(°Tr, 1) lorsque le feuilletage est trivial :

PROPOSITION 2.5. (7, 1) = (*Tr, 1) pour le feuilletage trivial du bord
en ses faces.

DEMONSTRATION. Soit A le cylindre OM x (—o0,0] et M° g} OM x
(—00,0] Ugar M Dintérieur de M dans la géométrie du b-calcul, i.e.
muni d’une extrémité cylindrique avec ¥,(m) = (w(m),log(p(m))).

Si A est le noyau d’un b-opérateur pseudo-différentiel, la restriction
Ap de A a A peut s’écrire Ap (v, z) = 0A(v) + Ar(v,z) ot Aa et A;
sont lisses et Aj(v,x) décroit en e” lorsque z — —oo. La b-trace de A

(voir [Mel93| ou [Loy05| 2.4) est par construction la partie finie du
développement :

0
Tr(Ajps,) = Tr(Apn) +/ / Ap (v, x)dvdz
o ~RJoM
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Or dup = dv - & est la pré-image par 1, o ip de la mesure dvdx sur
A, donc I’ 1ntegrat1on de A sur A coincide avec f (Ap ot oip)dup =

T(Aa 0 1p) et

0
P.F. (/ / AA(U,I)dUdI> = ?D(AA 9] % o iD).
—oo JOM

doa b Tr = 7.

L’égalité des 1-cocycles cycliques relatifs découle alors immédiatement
de la définition de p en terme de b-trace (|[Mel93|) :

1(0A,0B) =" Tr([A, B]).

2.6. Cycles et cocycles cycliques sur 0S.

On montre comment produire plusieurs cocycles cycliques intéressants
sur 0S.. On obtient ainsi I’équivalent pour les variétés a bord feuilleté
de constructions déja connues de maniére entiérement naturelle a partir

du couple (S, 9S,.).

2.6.1. Cycle fondamental sur S(RP) ||[LMPO06|, exemple 2.13| Soit
€® = S(RP) ® A® les formes différentielles sur R? & coefficients dans
S(RP). Si dge est la différentielle extérieure et 7 = [, on obtient
un cycle (€, dge, 7) de degré p sur S(RP) sous I'identification naturelle
S(Rr) = &9,

Comme H PPT! mod 2(S(RP)) 22 () et que le caractére de ce cycle four-
nit un isomorphisme H PP M4 2(S(RP)) = C, il est approprié d’appeler
(€, dRre, 7) le cycle fondamental sur S(RP).

2.6.2. Cycle sur 0S. par cup-produit Soit C' = (€2, dg,,T) un cycle
de degré n sur Hol(F1) et p = codim(J7) + 1. On construit un cycle
de degré n + p, le cup-produit de (€2, dg,, 7) par le cycle fondamental
de S(RP) de la maniére suivante :

(QUE?) @Q’@Sﬂ
i+j=k

L’identification Q° ® S(RP) = S(RP, Q%) permet de considérer les élé-
ments de Q' ® & comme des j-formes différentielles sur RP a valeur
dans S(RP, Q). La différentielle sur (Q° U *)* est définie par :

da®@w) =dya®@w+ (—1)a® drew
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et pour f € S(RP, Q) par :

d(fdpur) = (dg, o f)dpr + (—1) dge(fdpr).

On définit enfin une fonctionnelle linéaire 7 sur (Q2*UE®)™ P en posant :

Ada ) = [ (1)

et 7~'|Qi®8j =0 pour j < p.

Si 'on dispose d’une identification 9S,. 2 S(RP, C*(Hol(F71))), on
vérifie alors que le cup-produit (Q, dg,,7) U (€, dgp, 7) = (Q°UE®, d, 7)
est un cycle de degré n + p sur 9S,.

2.6.3. 1-cocycle p9 Comme on 1’a déja souligné, la b-trace ? Tr n’est
pas une trace. Sa valeur sur les commutateurs est liée aux familles
indicielles des opérateurs par la formule suivante ([Mel93],[Loy05],
théoréme 2.5) :

(16) "Tr[A, B] = 273 /OO Tron (%1(3,&) d.

On peut généraliser cette formule de transgression au cas des variétés
a bord feuilleté en introduisant un 1-cocycle py qui coincide avec p
pour le b-calcul.

Soit # un 0-cocycle cyclique sur Hol(J7), et Ty le caractére du p-cycle
obtenu sur 0S5, par cup-produit avec le cycle fondamental sur S(RP) :

pr w))dp. Soit y la fonction caractéristique de R_, on
deﬁmt un 1- cocycle cyclique sur dS, en posant :

pg(ao, ar) = 7y (aolx, ai]) -

Lorsque Hol(F1) = OM xOM et 6 = Tryps, 0S. =~ S(R, C(OM x OM))
d’apreés la proposition 2.1. On peut alors montrer que gy = p en intro-
duisant la transformée de Hilbert :

’ f(z)
H(f) = lim —=dy.
(f) e\0 T /|;C—y|>€ r—vy y

Si F désigne la transformée de Fourier, on sait que y = + (1 +F1oFHo F)
J(w)—f(v) ( )

1 f
et que [H, f] est un opérateur intégral dont le noyau est -



82 4. COHOMOLOGIE CYCLIQUE DES VARIETES A BORD FEUILLETE

On calcule alors :

. 1_ _
polao,a1) = Tylaox,a1]) = %Te (a0 [1+ F 'oHoF a)
1. . 1
- sh@Hal) = 57 (a0~ (%dR(a1)>)
1 1
= 570 (adr(ar)) = —5—7 (dr(ao)ar)
= p(ag, ar)
ag = 0A et a; = OB étant respectivement les familles indicielles

I(A M) et I(B,)\) de A et B, la derniére égalité n’est autre que la
formule (16). Ainsi ug est bien une généralisation aux variétés a bord
feuilleté du cocycle p de transgression.

2.6.4. 2-cocycle de Godbillon-Vey Soit (5(1'))1-:17273 la famille de dé-
rivations sur S, construite a partir du logarithme ¢ = log(gp).de la
fonction modulaire ¢ sur Hol(JF7) : 03 =[x, -], 62 = [@, -], 01 = [, ].

7 définissant un poids sur S, il est possible d’introduire une 2-cochaine
Yay sur Se analogue dans le cas feuilleté au cocycle de Godbillon-Vey :

1 . _
vev(ag aa2) = o E sign ()7 (a0, 04(1)0104(2)02)
aeGsa

1
= 5 (T(ao, 61016202) — T(ao, b2a161a2))

La 2-cochaine cyclique associée est alors :

1
TGV(GOaalaCQ):g Z Yav (Aa(0)s Ga(1)s Ca(2))-

acycliceGs

Le cobord brgy de 7gy définit un 3-cocycle cyclique sur dS. par la
formule :

1 . N
ogv(an, a1, a2, a3) = 5 Z sign (o) 7y (004(1)0104(2)0204(3)33) -
' a€Ss

On retrouve ainsi les constructions proposées dans [MP11], en évitant
I'introduction ad-hoc d'un « cylindre infini » encodé ici naturellement
dans le groupoide d’holonomie I'y(X).
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3 Application au cas des fibrations

3.1. Diagramme a 6 termes en K-théorie

Supposons que JFi soit une fibration 0.X — Y de la variété compacte
0X. Alors Hol(F1) = 0X xy 0X est compact en tant que fermé du
compact 0X x 90X et N = Ng))giigx De plus l'algébre S.(D) est natu-
rellement munie d’une structure d’algebre de Fréchet par la condition
(3) de la définition 5.1 et S.(I'y(X)) est une algébre de Fréchet.

La décomposition en ouvert saturé I';(X) = OI'y(X)UX° x X permet
d’identifier T = ker 0 a I’algébre C§°(X° x X°) qui est stable par calcul
fonctionnel holomorphe dans C%(X° x X°) ~ XK.

La suite exacte & 6 termes associée a la suite (13) de restriction au
bord est donc :

Z

Ko(Se(Ty(X))) —= Ko(S(R, N))

|

0

Ki(S(R,N)) =— K1(Sc(T'y(X)))

L’algebre S.(N) est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans
Co(N*) (|CRO7], proposition 4.1.8). L’isomorphisme de Connes-Thom
Ko(S(R,N)) ~ K1(S:(N)) et larelation K, (S.(N)) ~ K*(N*) donnent
alors :

Z

Ko(8e(Tp(X))) —= KH(N¥)

KO(N*) -~ Kl (Sc(r¢(X)))

Si I'on suppose de plus une fibration triviale N ~ 90X xy 0X xy TY,
le diagramme peut étre présenté de maniére équivalente sous la forme :

Z

Ko(Se(T'y(X))) — K1(Co(TY))

|

0

Ko(Co(TY)) = K1(Se(Ty(X)))
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3.2. Le cas particulier du b-calcul

Lorsque Y = {pt}, on obtient Ko(Co(TY)) = Z, K1(Co(TY)) = 0. Les
fleches de bord sont données par la matrice des nombres d’incidence
([IMon03], proposition 5.3) et

{ Ko(Se(T'y(X)))

0
Kl(Sc(Fqﬁ(X))) 0

L’algebre S.(I'¢(X)) est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans
C*(Hol(X,F)). On retrouve ainsi le résultat (|[Mon03|, 7.1) selon le-
quel la K-théorie de C*(I'y(X)) pour une variété a bord connexe est
nulle. Les diagrammes 3.1 sont une généralisation de ce résultat lorsque
Iespace des feuilles n’est plus réduit & un point.



CHAPITRE 5

Pseudo-variétés stratifiées -
Espace des strates

Les pseudo-variétés stratifiées, initialement apparues dans les travaux
de Thom [Tho69| et Mather [Mat70]|, constituent une vaste classe
d’espaces singuliers particuliérement intéressants, englobant entre autres
les variétés a bord, a coins et a singularités coniques. Debord et Les-
cure ont en particulier établi dans [DLO9]| que la dualité de Poincaré en
K-théorie s’obtient pour ces espaces au travers d’'un groupoide de Lie,
analogue non commutatif de ’espace tangent d’une variété classique.
Nous verrons par la suite que la non-commutativité de ces espaces se
révele au travers d’autres aspects de leur géométrie.

1 Définitions et notations

Les définitions relatives aux pseudo-variétés stratifiées sont basées sur
larticle de référence de Verona |Ver84|, bien que la présentation rete-
nue ici s’inspire dans une large mesure du contenu de [DL09].

X désigne dans la suite un espace métrisable localement compact.

1.1. Stratifications

DEFINITION 1.1. Soit s C X un sous-ensemble localement fermé de X.
On appelle triplet pour s dans X la donnée d’un élément (N, s, ps)
ou :

- N est un voisinage ouvert de s dans X

- ms : N5 — s est une rétraction continue, i.e. 7s|s = Ids

- ps : Ny — [0, +00] est une application continue telle que s = p; *(0).

DEFINITION 1.2. Deux triplets (N, s, ps) et (NI, 7l pl) sont dits
équivalents s’ils coincident au voisinage de s, i.e. s’il existe un voisi-
nage U de s dans X tel que NsNU = N;NU, Tyn.nv = Toninu €t
Ps|IN.NU = Ps'|NINU -

85
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DEFINITION 1.3. Un tube de s dans X est une classe d’équivalence de
triplets (N, s, ps). Pour simplifier les notations on confondra un tube
avec la donnée de I'un de ses représentants.

DEFINITION 1.4. Une stratification faible de X consiste en la donnée
d’un couple (S,N) ou :
= {s;} soit une partition localement finie de X en sous-variétés
hsses et localement fermées, appelées strates, qui vérifient s; 0’55 # ()
si et seulement si s; C 5;. On notera alors s; < s et s; < s si de
plus s; # sj.
N = {(Ns, 75, ps) }ses est une famille de tubes des strates, encore
appelé ensemble des données de controle. On impose par ailleurs
que ps soit surjective ou nulle partout. De plus si Ny, N's; # 0 on
requiert que Papplication (7, ps,) : N, N'sj — 53x]0, +00[ soit une
submersion lisse.
- 5; N sj # 0 si et seulement si N, Ns; # 0 et Ny, NN, # 0 si et
seulement si s; < s; ou 55 < s;.
- pour toutes strates s,t telles que s < ¢, on a m(Ns NN;) C N et
légalité w5 0 m = 7, est vérifiee sur Nz NN;.

DEFINITION 1.5. Une stratification de X est une stratification faible
qui vérifie de plus que pour toutes strates s, telles que s < t, I’égalité
ps © Ty = pg soit vérifiee sur Ny N N;.

DEFINITION 1.6. Soit (S, N) une stratification faible de X. La profon-
deur d’une strate s € S dans X est l'entier

depthx(s) =sup{n € N/ 3(s;)i=o.n €5, s=50 < $1 < --- < Sp}
DEFINITION 1.7. La profondeur de X est I’entier défini par :
depth(X) = sup{depthx(s)/ s € S}
Une stratification est naturellement filtrée par I'union X; des strates
de dimension < j :
PcXpC---CX,=X.

L’entier n est appelé dimension de X et X° = X \ X,,_1 la partie
réguliere de X. Les strates incluses dans X seront dites réguliéres,
tandis que les strates incluses dans X \ X seront dites singuliéres.

1.2. Pseudo-variétés stratifiées

DEFINITION 1.8. Une pseudo-variété stratifiée est un triplet (X, S, N)
ou X est un espace métrisable locallement compact, (S, N) est une
stratification de X et la partie réguliére X est un ouvert dense de X.
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Si (X, Sx, Nx) et (Y, Sy, Ny) sont deux pseudo-variétés stratifiées, un
homéomorphisme f : X — Y est un isomorphisme de pseudo-variétés
stratifiées ssi

Sy ={f(s),s € Sx} et Vs € Sx, f|, est un diffeomorphisme sur f(s).

Tps) 0 f = foms et ps=ppsofVseSx.

S1 S0

S3 S9

FIGURE 1. R%r et le diagramme de Hasse de sa stratifi-
cation naturelle.

2 Espace des strates

Une pseudo-variété stratifiee (X, S, V) définit naturellement un ordre
partiel < sur S = {s;};cr par la relation :

Vi,j€l, s; <s; < 5;CF5j.

La structure de cette relation d’ordre partiel, constitutive de la stra-
tification, rattache donc l'espace des strates S a la famille des po-
sets (contraction de l’anglais "partially ordered set"). Ces objets, clas-
siques en théorie combinatoire, nourrissent également certains dévelop-
pements de modéles d’espaces non-commutatifs étroitement liés aux
représentations irrréductibles de C*-algébres approximativement finies
(voir [Lan97]).

e el v
Nous proposons ici d’étudier ’espace des strates S au travers d’un
groupoide canoniquement associé a la stratification et a sa structure
d’ordre partiel.



88

5. PSEUDO-VARIETES STRATIFIEES - ESPACE DES STRATES

o
AN

iv)

1

FIGURE 2. Quatre exemples de pseudo-variétés strati-
fies et du diagramme de Hasse de leur stratification
naturelle : i) un coin, ii) un carré, iii) un tétraeédre et
iv) une pyramide a base carrée.
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2.1. Diagramme de Hasse d’une stratification

Une description classique d’'un poset consiste a représenter son dia-
gramme de Hasse. Soit (X, .S, N) une pseudo-variété stratifiée, s et ¢
deux strates de S. On dira que t couvre s si s < t et si aucun élément
u de S ne vérifie s < u < t. On appelera (s,t) une paire couvrante de

S.

Le diagramme de Hasse de la stratification est le graphe dont les som-
mets sont les éléments de S, et les arétes sont ses paires couvrantes.

Il est d’usage de représenter le diagramme de Hasse de telle fagon que
si t couvre s, le sommet ¢ soit situé a un niveau supérieur a celui du
sommet s. On peut noter par ailleurs qu’une strate n’admet pas en
général de strate couvrante, et que la profondeur de la stratification se
lit particulierement aisément sur ce diagramme.

2.2. Groupoide d’une stratification

Nous proposons une description alternative de I’espace des strates .S,
a 'aide d’un groupoide canoniquement associé a la stratification. Soit
R la relation d’équivalence induite par < sur S :

Vi,j €I, siRs; <= s; < sjousj <s;
Le groupoide Gg de la stratification est alors le graphe de la relation

R :
Gs ={(i,5) € I’/ si < sj ou sj < s}

Gg est canoniquement muni d’une structure de groupoide sur S.

L’inverse et la composition sont donnés par :
(1.3 = )
(2, 7) - (4. k) = (i, k)
L’espace des unités est canoniquement identifié a S :
GV —{(i)er/ien

{ s = aY
u
Si — (sz)

Enfin les applications source et but sont définies naturellement par :
s((i,7)) = si
r((i,4)) = s;

Gyg est engendré par la famille {(i,7) € I?/ s; < s}
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2.3. Algébre de convolution et C*-algébre de la stratification

La condition de finitude locale imposée a la stratification induit une
topologie discréte sur Gg qui peut étre vu comme un groupoide de Lie
discret. Il admet en particulier un systéme de Haar discret (Mx>x€GgO),
une algébre de convolution C2°(Gg) et une C*-algébre réduite C)(Gg)
trivialement discrétes. Le résultat suivant précise la structure de ces

deux algébres pour une stratification finie :

PROPOSITION 2.1. Lorsque S est un ensemble fini, les algébres C2°(Gg)
et C;(Gg) coincident et sont isomorphes a une sous-algebre de Mg (C).

DEMONSTRATION. La trivialité de la topologie conduit immeédiate-
ment a 'identification de C°(Gg) et CF(Gg). Par ailleurs en notant
7vij un élément (4,7) de Gg, et i ~ j si s; < sjous; <s;,ona:

(Fx9)vie) = Y Fi)a(ve)

i~jok

On reconnait alors la loi de composition matricielle usuelle.

O

REMARQUE 2.2. Ce résultat s’applique en particulier lorsque X est un
espace compact.

2.4. Fonction zéta et algébre d’incidence de la stratification

L’inversibilité des éléments de Gg traduit la réflexivité de R et la
non-orientation du graphe qui la représente.

Un élément fondamental de C(Gg) permet cependant d’accéder a
Porientation de la stratification. Cet élément, dénommé classiquement
fonction zéta pour un poset, est la fonction indicatrice de la relation
<:

0 sinon

Cs(7) = { L sis(y) <r(y)

(s appartient & la sous-algébre de C*(Gg) notée A(Gg), qui peut étre
vue comme 'espace des fonctions définies sur le graphe de <, en tant
qu’ensemble de paires ordonnées :

A(Gs) ={f € C7(Gs)/ Ker(s C Kerf}

On retrouve en A(Gg) 'algébre d’incidence de la stratification.
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PROPOSITION 2.3. f € A(Gg) est inversible <= 0 ¢ f(GgO))

DEMONSTRATION. Soit f € A(Gg) et v € Gg tel que s(y) > (7).
Alors v € Kerf par définition de A(Gg) et la matrice de f est donc
triangulaire supérieure, inversible si et seulement si ses coefficients dia-
gonaux sont non nuls.

O

En particulier, (g est inversible dans A(Gg). Son inverse pg est appelée
fonction de Mobius.

EXEMPLE 2.4. Exemple : Soient f et g des fonctions définies sur S et
liées par la relation f(s;) = Zsi<5j g(s;). Une inversion matricielle de
(g fournit immédiatement la relation :

g(sj) = > ul(i,))g(si)

SiSS]‘

L’analogie avec la formule d’inversion de Mobius en arithmétique jus-
tifie la terminologie employée.

Un développement lumineux en ouverture de [Con94| interpréte 1'in-
troduction par Heisenberg de la mécanique des matrices comme la sub-
stitution conceptuelle d’un groupoide au groupe des fréquences des
raies spectrales d’un atome. Cette avancée capitale pour la physique
quantique, guidée par la loi empirique de Ritz-Rydberg en spectrosco-
pie, implique ’abandon de la simple structure d’espace au profit de
structures plus élaborées, et constitue 1’origine historique méme de la
démarche suivie en géométrie non-commutative.

Il est réjouissant de voir apparaitre dans le contexte purement géomé-
trique des variétés stratifiées le groupoide A = {(4,7)/ i,j € I} (|[Con94]
p.38) constitutif d’une observable quantique. La proposition suivante
délimite 'espace des variétés stratifiées « classiques », pour lesquelles
le groupoide Gg se réduit a son espace des unités :

PROPOSITION 2.5. Soit X = (X, S, N) une pseudo-variété stratifiée.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Gg est un espace isomorphe a S

ii) CH(Gg) est une algébre commutative

iii) X est de profondeur nulle

iv) Vs € S, s est une union de composantes connexes de X

)
)
iv)
)

\' CS = 1Ggo)
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vi) Cr(Gs) = A(Gs)

DEMONSTRATION. i) < ii) : L’espace des unités de Gg est canonique-
ment isomorphe & S. C(Gg) se réduit donc a l'algébre commutative
CO(S) lorsque Gg est un espace. S'il existe au contraire i, j € I/ s; < s;,
Yii  Vig
Yii Vij

la sous-algébre de C(Gg) des fonctions a support dans ( est

isomorphe a I’algébre non-commutative Ms(C).

i) < di1) @ L'existence de i,j € I/ s; < s; équivaut a la positivité
stricte de la profondeur de la stratification.

ii1) < iv) : Si depth(X) = 0 alors toute strate s; de S vérifie Vs; #
si, $;NS; = 0 donc s; est a la fois ouverte et fermée dans X, i.e.
s; est une union de composantes connexes de X. La réciproque est
immeédiate.

i) < v) & vi) : immédiat par définition de (g et A(Gg).

2.5. Produit de stratifications et stabilité fonctorielle

Soient X = (X,Sx,Nx) et ¥ = (Y, Sy, Ny) deux pseudo-variétés
stratifiées. Leur produit (X XY, Sx«y, Nx«y) est naturellement défini
dans la catégorie des variétés faiblement stratifiées :

(1) Pespace topologique sous-jacent est X x Y.

(2) La famille des strates est Syxy = Sy x Sy.

(3) La famille des tubes Nxxy = (Nxxy, Txxy, pxxy) est consti-
tuée a partir des relations :

Nxxy = Nx x Ny
Txxy(a,b) = (mx(a), 7y (D))
pxxy(a,b) = px(a)+ py(b)

Il est direct de constater que les données de controle vérifient les hy-
pothéses de stratification faible. La stabilité par produit ne subsiste
cependant pas dans la catégorie des variétés stratifiées, soumises a la
condition ps o T = ps pour toutes strates s,t telles que s < t. La
situation est plus précisément la suivante :

PROPOSITION 2.6 ([Ver84|1.2.9). (X XY, Sxxy, Nxxy) est une pseudo-

variété stratifice si et seulement si X ou 'Y est de profondeur nulle.

Une conséquence de ce résultat est que la non-commutativité des es-
paces de strates représente une obstruction a l’existence d’un produit
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compatible avec la transformation fonctorielle pxxy(a,b) = px(a) +
py (b). Conserver simultanément cette relation et la stabilité par pro-
duit dans la catégorie des variétés stratifiées s’avére impossible. La plus
grande sous-catégorie dans laquelle ces deux propriétés sont conjointe-
ment valides n’est autre que la catégorie des variétés stratifiées « clas-
siques », pour lesquelles ’espace des strates est commutatif.

Le résultat suivant fournit une alternative autorisant a travailler avec
des produits de variétés stratifiées :

PROPOSH:ION 2.7. 1l existe une famille de tubes NXXY telle que (X X
Y, Sxxy, Nxxy) soit une pseudo-variété stratifiée.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur la profondeur d de Sxxy. Si
d=0, la proposition précédente permet de conclure. Supposons d > 0.
La restriction de X x Y a ses strates de profondeur < d fournit une
famille de tubes N1 = (N4=1 741 5@=1) Notons s et t deux strates
respectives de X et Y telles que s x ¢ soit de profondeur d. Il existe

un voisinage Nsx¢ de Ny x Ny sur lequel la fonction lisse suivante est
définie :

pe M uv) siophHuv) 2 pf 7 (uv) /2
Poa(,0) = 3 piLu,v) i N, 0) > 1 (u,0),2
z racine d’une fonction de transition g(u, v, 2)

avec par exemple g(u, v, 2) = (047 (u,v) = 5)2 + (pf ' (u,v) —3)* = 5%
On pose alors Tsx¢ = (7, m¢) et pour toute strate s de profondeur < d,

Ny = (V{z e N4 p (@) < pl(@)}-
s'<s
Il est alors aisé de vérifier que la famille de tubes Ny xy = {(./\75, Tsy Ps) Fs€Sxxy

satisfait les propriétés de stratification forte.

O

3 Fonctions lisses et champs de vecteurs

Les classes de fonctions et de champs de vecteurs controlés, définies
dans |Ver84|, présentent de fortes contraintes au voisinage des strates,
qui requiérent notamment localement la constance le long des fibres des
rétractions. Il est pourtant souhaitable dans de nombreuses situations
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géométriques de considérer des hypothéses de rigidité moindres, qui au-
torisent en particulier une composante normale aux strates évanescente
a la limite uniquement.

Une définition alternative de l’algébre des fonctions lisses d’une va-
riété stratifiée, ainsi que des champs de vecteurs associés est proposée.
Les objets seront considérés comme lisses sur la variété stratifiée s’ils
proviennent d’objets lisses sur un plongement de la variété, au travers
d’une application « pushforward » associée. Les définitions de ces ob-
jets lisses sont détaillées ci-dessous, aprés un bref rappel des objets
controlés utilisés par Verona, initialement définis par Mather [Mat70|.

3.1. Objets controlés

X = (X,Sx,Nx) et Y = (Y, Sy, Ny) désigneront dans cette partie
deux pseudo-variétés faiblement stratifiées.

DEFINITION 3.1 (Morphismes de stratifications, [Ver84| 1.2.4). Un
morphisme faible entre X et Y est une application continue f : X — Y
satisfaisant les conditions suivantes pour toute strate s € Sx :

- stabilité : 3t € Sy / f(s) Ct

- différentiabilité : fi;: s — f(s) est une fonction lisse

- compatibilité : 3 ouvert Q O s/ Vo € QNNj, T 0 f(z) = foms(w)

f sera un morphisme si par ailleurs :
Vo € QNN;, ps(x) = pyp(s) © f().

DEFINITION 3.2 (Fonctions controlées, |Ver84| 1.2.8). Soit M une va-
riété lisse. Une fonction controlée de X vers M est un morphisme faible
entre X et M.

DEFINITION 3.3 (Champs de vecteurs controlés, [Ver84| 2.1). Un
champ de vecteur faiblement controlé sur X est une famille £ = (&5)sesy
telle que pour toute strate s € Sy :

- 831 — &(x) € Tys soit un champ de vecteur lisse sur s
- Jouvert Q D s/ Vt € Sx,s <tand x € QNN drs-&(x) = E(ms(x))

¢ sera dit controlé si par ailleurs :

Vo € QNMN, dps - &(x) = 0.

On voit ici apparaitre la condition de constance locale le long des fibres
de 7.
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3.2. Désingularisation et variétés a coins fibrées

Soit X une pseudo-variété stratifiée de profondeur k. Si s est une strate
singuliére de X, on introduit une structure naturelle de pseudo-variété
stratifiée sur le link Ly = p; (1) ainsi que sur le mapping cone ouvert
de (Lg,7s) :

cr.Ls = Lg X [0, 400[/ ~ 75
ou (I,t) ~p, (I';t') si et seulement si (I,t) = (I',t') out =t =0 et
7s(l) = ms(I'). On note [I, ] la classe dans ¢, Ls de (I,1).

Les travaux fondamentaux de Thom |[Tho69| et Mather [Mat70]| ont
montré que les pseudo-variétés stratifiées sont localement triviales au
voisinage de leurs strates : il existe des données de controle sur X et
une rétraction continue fs: N\ s — L telles que 'application

Us: Ny — oL
[fs(2),ps(2)] siz¢s

Z sinon

z —

soit un isomorphisme de variétés stratifiées.

Cette trivialité locale permet d’appliquer le processus de désingula-
risation a X ([BHS91|,[DL09]| 2.0.3). Il s’agit de substituer Lg a
chaque strate minimale s de X, et d’obtenir ainsi une variété stra-
tifiee 2X de profondeur £ — 1. Si Sy désigne 'ensemble des strates
de profondeur 0, notons X, = X \ Uges,{z € X , ps(2) < 1} et
L = Uses,{z € X, ps(z) =1} C Xp. 2X est défini en recollant deux
copies X;[ de Xp par L x [—1,1] :

2X =X, ULx[-1,1JUX;".

Il existe une surjection continue p : 2X — X donnée par I'identité sur
Xbi et par p(l,t) = U 1([l, |[t|]) pour (I,t) € Ls x [~1,1]. Ce proces-
sus fournit aprés k itérations une variété lisse notée X, ainsi qu’une
surjection continue p : X — X dont la restriction a plzl(XO) est un
revétement trivial d’ordre 2%. Il est possible d’obtenir un feuillet de
ce revétement en considérant la restriction de p a la variété a bord
2Xt =L x[0,1]U X, La désingularisation itérée k fois produit alors
une variété a coins X+ dont les faces sont fibrées par les relations s
(]DLR11|). Cette construction montre que toute pseudo-variété stra-
tifiée peut-étre considérée comme espace quotient d’une variété a coins
fibrés. Le cas important des variétés a coins fibrés est étudié en détail
au chapitre 2.
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3.3. Structure lisse

DEFINITION 3.4. Une structure lisse sur X est un triplet (X, j, M)
ol M est une variété lisse et j : X — M un homéomorphisme sur son
image, dont la restriction a chaque strate de X est un plongement lisse.

Le théoréme suivant assure que tout espace stratifié posséde une struc-
ture lisse :

THEOREME 3.5 (|[Teu81|,|Gor|). Pour tout espace stratifié (X, S, N)
de dimension finie, il existe n € N, un ensemble fermé F C R™ et un
homéomorphisme 7 : X — F tel que :
- pour toute strate s € .S, Jjs S0Ut un plongement lisse,
- pour toute fonction controlée f: X — R, foj !
lisse,
- Uimage {j(s),s € S} soit une stratification de Whitney de F.

soit une fonction

Rappelons que si V et W sont deux sous-variétés d'une variété M, x
un point de V et (y;) une suite d’éléments de W qui converge vers x,
et telle que Tj, W converge vers un sous-espace vectoriel 7 de T, M, la
condition (A) de Whitney s’exprime par 7,V C 7. La condition (B)
impose que les droites (z;yy) convergent dans une carte locale vers une
droite d € T, M et que d C 7. La condition (B) implique la condition
(A) [Whi47|. La stratification {j(s),s € S} du théoréme précédent
vérifie en particulier la propriété (B) de Whitney.

La donnée d’'une structure lisse sur X permet de définir les objets lisses
associés : fonctions, espace tangent et champs de vecteurs. On suppose
dans la suite une telle structure (X, j, M) fixée.

DEFINITION 3.6 (Fonctions lisses). Pour toute fonction fec®wm),
posons fi = f o j. L’algeébre des fonctions lisses sur X est définie par :

CF ={feC’(X)/3feC™M).f=f}

REMARQUE 3.7. Cette définition est équivalente a demander 1’exis-
tence du diagramme commutatif suivant :

m-l.c
7
X

REMARQUE 3.8. L’application

!:{COO(M) - CY(X)

f —
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est clairement un morphisme d’anneau, qui induit sur C°(X) une struc-
ture de C°°(M)-module. L’algébre des fonctions lisses sur X est par
définition I'image de ce morphisme O = C*°(M).

REMARQUE 3.9. L’inclusion C¢ C C%(X) induit sur C¥ une struc-
ture de C°°(M)-module.

L’espace tangent sur X est obtenu en considérant le diagramme suivant
sur chaque strate s de X :

. .
it (TM) L % (TM) ™ T M

L

§=4(s) M

ou 7js désigne 'inclusion dans M.

Bien sir i}, (T'M) = T;M et dj est un isomorphisme entre Ts et T5.
Posons T°M = j*(i3,(T'M)). Le sous-fibré vectoriel j*(17's) C T°M est
canoniquement identifiable a T's par dj.

DEFINITION 3.10 (Espace tangent). On définit I’espace tangent de X
comme l’espace :
M= ) M.

se€Sx

La projection canonique T'M 2y M induit sur T5M une projection

TXM 2 X définie sur chaque strate par p* = j~! o p o dj. On munit
TXM de la topologie induite par p*.

PROPOSITION 3.11. TXM est un fibré vectoriel sur X dont la restric-
tion a chaque strate est un fibré lisse.

DEMONSTRATION. Soit (€2, ¢) une trivialisation locale du fibré vecto-
riel TM 5 M. Soit U = j=1(Q) et ¢ : U x RImM _ TX AT definie
par ¥(z,v) = j*(¢(j(x),v)). La continuité de j permet de vérifier que
(U, 1) est une trivialisation locale de T XM, qui est donc un fibré vecto-
riel. La lissité sur chaque strate est immeédiate par définition de 7% M.

O

DEFINITION 3.12 (Champs de vecteurs lisses). Pour tout champ de
vecteur 77 € C°(M,TM), posons 7y = j*(70 7). Les champs de vec-
teurs lisses sur X sont alors définis par :

C®(X, T*M) = {ne CUX,TXM) / Iij € C°(M,TM),n = i}
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REMARQUE 3.13. Cette définition est équivalente & demander 1’exis-
tence du diagramme commutatif suivant pour chaque strate :

dj—1
TsSM < T.M

I

s S

REMARQUE 3.14. O C C%(X) agit sur C°(X, T* M) par multiplica-

tion et induit sur CO(_X, TX M) une structure de C°°(M)-module.
L’application

L ee(M,TM) — CUX,TXM)

N U] — Ul
est clairement un morphisme de C°°(M)-module, de noyau

{neC™(M, TM) / jx) = 0}.

Les champs de vecteurs lisses sur X sont par définition I'image de ce
morphisme C®(X, TX M) = 1C>®(M,TM).

REMARQUE 3.15. Le flot engendré par I'image dans TM des sections
de TX M ne stabilise pas en général les strates de j(X). En ce sens, un
champ de vecteur lisse n’autorise donc pas toujours une exponentiation

sur X.

3.4. Champs de vecteurs stratifiés

PROPOSITION 3.16. Soit x5y = {n € C°(M,TM) / Vs € Sx, 75 €
Ts}. xar est un C°(M)-module de C*°(M, T M) stable par crochet de
Lie.

DEMONSTRATION. Soient f € C®(M) et 77 € F. Soient s € Sy et
z € §, alors () € T,8 et par suite f(z)7j(x) € Tp3. Ainsi yas est bien
un C°°(M)-module.

Par ailleurs si 7 et 7 sont deux éléments de xar, 7j5 et )5 définissent
des éléments de C*°(8,T'8) et leur crochet appartient donc a C*°(s, T's).
Ainsi [, 7]j; € T'S et xar est bien stable par crochet de Lie.

O

DEFINITION 3.17 (Champs de vecteurs stratifiés). Un champ de vec-
teur stratifié sur X est un champ de vecteur lisse tangent aux strates
de X. On note x x 'ensemble des champs de vecteurs stratifiés :

Xx = {n € C®(X,TXM) / Vs € Sx, = € 5, n(z) € Tys}.
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REMARQUE 3.18. Les champs de vecteurs stratifiés sur X sont I'image
par | du C°°(M)-module xps : xx = X

PROPOSITION 3.19. xx est un C5-module et une algebre de Lie.

DEMONSTRATION. Le premier point est immédiat d’apreés la remarque
précédente.

Pour le deuxiéme point, définissons le crochet de Lie par [n,v] =
J5([7,7]) ou i = n et iy = v. Pour tout s € Sx,x € s, 7(j(z)) et
v(j(x)) appartiennent & T's, ainsi que leur crochet. La stabilité de |. , .]
sur xx en découle.

O

REMARQUE 3.20. La définition du crochet de Lie sur x x fait de I'ap-
plication ! : x s — xx un morphisme d’algébre de Lie.

La définition des champs de vecteurs stratifiés retenue ici rejoint I’ap-
proche de M.-H. Schwartz dans le sens ot un élément de x x est consi-
déré de maniére prépondérante par l'action de son flot, et ’étude des
diffeomorphismes locaux associés. Lorsque X est analytique complexe,
les définitions de champs de vecteurs stratifiés coincident.

3.5. Flot des champs de vecteurs stratifiés

Rappelons qu'un flot sur un espace métrique X est une application
continue ¢ : J — X, (z,t) — @(x,t) = p,(t) définie sur un ouvert
J C X x R et qui satisfait les propriétés suivantes :

(1) Pour tout z € X il existe t;,t] avec —oo < t; <0 <t} <
+o00 tels que J, = JN({z} x R) soit égal a U'intervalle ]t , ¢, |.

(2) Pour tout z € X la relation ¢,(0) = z est vérifiée.
(3) Sit € Jyets € J, ) alorst+s € Jy et pu(t+s) = p(pz(t), s).

L’ensemble des flots sur X est muni d’une relation d’ordre définie par
o < ¢ lorsque les flots o : J — X et ¢ : J' — X satisfont J C J' et
o(x,t) = ¢'(x,t) pour tout (z,t) € J. Lorsque X C M est une sous-
variété de M et V' : X — T'M un champ de vecteur lisse tangent a X, le
résultat classique d’existence et d’unicité d’une équation différentielle
ordinaire assure l’existence d’'un unique flot maximal ¢ : J — X tel
que pour tout z € X et t € J,

0

(FI) a%px(t) = V(pa(t)) et 2(0) = .
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Lorsque X est une variété stratifiée immergée dans M se pose la ques-
tion de l'existence d’un flot ¢ associé & un champ de vecteur stratifié
V, de telle sorte que la relation (FI) soit vérifiée.

Il importe par ailleurs que la famille {¢,} soit compatible avec la
stratification de X, c’est a dire que les courbes intégrales issues des
points d’une strate restent incluses dans la strate. Cette condition de
stabilité justifie la définition suivante :

DEFINITION 3.21 (Flot intégral d’'un champ de vecteur stratifié). Un
flot ¢ : J — X sur la variété stratifiée X est dit stratifié si pour tout
¢lément (x,t) de J tel que x soit dans s, ¢, (f) soit aussi dans s.

Si V est un champ de vecteur stratifié sur X, on appelle flot intégral
de V un flot stratifié ¢ : J — X tel que pour toute strate s € Sy les
courbes {p,}zes soient lisses et que pour tout (z,t) € JN (s x R) la
condition (FI) soit satisfaite.

Le résultat suivant est sans difficulté mais important :

PROPOSITION 3.22. Tout champ de vecteur stratifié V € xx admet
un unique flot intégral maximal.

DEMONSTRATION. Soit V un champ de vecteur stratifie sur X et V
un champ de vecteur lisse sur M tel que Vi = V. Notons Q: J— M le
flot intégral maximal de V, et J = {(z,t) € X x R, (j(z),t) € J}. On
définit ¢ : J — X par o(z,t) = j~ 1 o @(j(z),t) et on souhaite montrer
que @ est 'unique flot intégral maximal de V.

La maximalité provient du fait que si un autre flot ¢’ : J' — X vérifie
¢ > p, son image par 'homéomorphisme j définit un flot @' > ¢, et
la maximalité de ¢ implique ¢’ = @ et ¢ = . Un argument similaire
permet d’obtenir 'unicité du flot ¢.

Par définition V vérifie sur toute strate s de X la condition V|, €

T's, donc Vi; € T's ce qui assure 'existence du diagramme commutatif
suivant :

Ts——=1T5

W e
s M
Le fait que le flot ¢ soit stratifié, que les courbes {¢z}zes soient lisses

et que pour tout (z,t) € JN (s x R) la condition (FI) soit satisfaite en
découle immédiatement.

Ainsi ¢ est bien 'unique flot intégral maximal de V.



CHAPITRE 6

Feuilletages singuliers - Groupoide
d’holonomie

Une variété feuilletée est une variété partitionnée en sous-variétés im-
mergées, appelées feuilles. Une telle partition présente génériquement
des singularités lorsque la dimension des feuilles varie. Les feuilletages
de Stefan-Sussmann ont pour feuilles des sous-variétés intégrales de
modules champs de vecteurs localement de type fini et intégrables. On
dispose en particulier pour ces feuilletages d’une construction générale
|AS06| permettant d’obtenir le groupoide d’holonomie qui les intégre.
On étend ici cette construction dans le cadre des pseudo-variétés stra-
tifiées.

1 Feuilletages de Stefan-Sussmann

1.1. Feuilletages de Stefan

Un feuilletage de Stefan sur une variété lisse M est une partition de
M par des sous-variétés connexes immergées telles que si (x,v) € TM
est un vecteur tangent en x a la feuille F, passant par x, il existe un
champ de vecteur local V sur M tel que :

(1) x est dans le domaine de V et V, = v,
(2) pour tout y dans le domaine de V, (y, V) appartient a I’espace
tangent T'F), a la feuille Fy, passant par y.

EXEMPLE 1.1. La partition de R? par les droites horizontales sur R?\
(R x {0}) et les points sur R x {0} est un feuilletage de Stefan. La

partition de R? par les points sur R? \ (R x {0}) et la droite R x {0}
n’est pas un feuilletage de Stefan.

1.2. Théoréme de Stefan-Sussmann

L’espace C°(M,TM) des champs de vecteurs a support compact sur
M est un C°°(M)-module projectif localement de type fini. Rappelons
101
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FIGURE 1. Deux feuilletages de R2, respectivement de
Stefan et non de Stefan.

qu’'un sous-module de C°(M, T M) est dit intégrable s’il est stable par
crochet de Lie.

Soit F un sous-module de C°(M,TM) et x un point de M. Notons
er : F — T, M Dévaluation de F en z. On distingue deux notions de
fibre pour F au point x :

- les vecteurs tangents a J sont l'image F, = e,(F) de J dans T, M

et définissent un sous-espace vectoriel de T, M

lafibre F, =F/L,TF ou I, = {f € C®°(M), f(z) = 0}.

L’existence d’une partition de M en sous-variétés dont les espaces tan-
gents coincident avec les images F, de J en tout point x est donnée
par le théoréme de Stefan-Sussman :

THEOREME 1.2 ([Ste74, Sus73|). Soit I un sous-module intégrable
de C°(M,TM), localement de type fini. Alors il existe une partition
de M en sous-variétés connexes dont [’espace tangent en tout v € M
est F),.

Le théoréme de Stefan-Sussman est donc une généralisation aux dis-
tributions de rang non constant du théoréme de Frobenius, qui énonce
qu'un sous-fibré F' de TM définit un feuilletage régulier sur M si et
seulement si F est intégrable.

1.3. Feuilletages de Stefan-Sussmann

Contrairement au cas régulier, la connaissance de la partition en feuilles

ne détermine plus un unique module de champs de vecteurs tangents.
Un exemple simple est le feuilletage de Stefan de R par R™, {0} et
R* : ses feuilles sont les variétés intégrales de chacun des modules
T = <xk%>, bien que tous ces modules soient distincts.

Il convient donc dans le cadre singulier d’inclure le module spécifique
F définissant le feuilletage :
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DEFINITION 1.3. Un feuilletage de Stefan-Sussmann sur M est la don-
née d’une partition en sous-variétés connexes et d’un sous-module in-
tégrable de CS°(M, T M) localement de type fini associé.

Les résultats précédents permettent d’adopter pour définition d’un
feuilletage singulier I’énoncé suivant :

DEFINITION 1.4 (|[AS06]). Un feuilletage sur M est un sous-module
intégrable de C2°(M, T M) localement de type fini.

EXEMPLE 1.5. Rappelons qu’'un algébroide de Lie sur M est la donnée
d’un fibré vectoriel A — M, d’un crochet [. , .] : ['(A) x T'(A) — I'(A4)
sur le module I'(A)des sections de A et d’un morphisme de fibré p :
A — TM appelé ancre ou fléchage (voir section 3.1.2).

Tout algébroide de Lie définit un feuilletage par I'image de son ancre
p(CX(M, A)). En particulier tout groupoide de Lie définit un feuille-
tage.

EXEMPLE 1.6. Un feuilletage régulier est un sous-fibré F de TM dont
les sections forment un algébroide de Lie, ce qui signifie que C*°(M, F')
est stable par crochet de Lie. Les sections de C2°(M, F') forment un
feuilletage au sens précédent. De plus F, = F, pour tout x € M, les
deux notions de fibre coincident dans le cas régulier.

2 Feuilletages singuliers des
pseudo-variétés stratifiées

2.1. Stratifications de type fini

DEFINITION 2.1. Soit X une pseudo-variété stratifiée. On dira que X
est de type fini s’il existe une structure lisse (X, j, M) sur X dont le
module de champs de vecteurs stratifiés x x associé soit localement de
type fini.

La proposition suivante relie les stratifications de type fini aux feuille-
tages de Stefan-Sussmann :

PROPOSITION 2.2. Soit (X, j, M) une structure lisse sur X et soit
xmu = {n € C®M,TM) / Vs € Sx, 03 € Ts}. Alors xx est lo-
calement de type fini si et seulement si (M, xpr) est un feuilletage de
Stefan-Sussmann.
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DEMONSTRATION. Si (M, x ) est un feuilletage de Stefan-Sussmann,
X est localement de type fini. Soit x € X et &1, - - - |, &, des générateurs
de x s au voisinage de j(z). Alors &1, - - - , &, générent x x au voisinage
de z et xx est bien localement de type fini.

Réciproquement, supposons que (M, xps) ne soit pas un feuilletage
de Stefan-Sussmann. On a montré en 3.16 que xjps est toujours un
C*°(M)-sous-module de C*°(M, T M) stable par crochet de Lie, donc
Xu n'est pas localement de type fini. Or j(X) est fermé dans M, donc
M\ j(X) est ouvert et xpsan j(x) est localement de type fini puisque
Xmpnjx) = CC(M N\ j(X), TMjppjx))- On en déduit que xpz5(x)
n’est pas localement de type fini et I'isomorphisme de C'°°(M)-module
xx =~ xarix) permet de conclure que xx n’est pas localement de
type fini.

O

2.2. Feuilletages singuliers

DEFINITION 2.3 (Feuilletage singulier). Soit X une pseudo-variété
stratifiée de type fini. On appellera feuilletage singulier sur X un sous-
module intégrable de y x localement de type fini.

Soit F C xx un feuilletage singulier de X. Considérons le module de
champs de vecteurs Fy; C xps sur M défini par :

Fuy={neC®M, TM), n! € T}

PROPOSITION 2.4. Les propositions sutvantes sont équivalentes :
a) T est un feuilletage singulier de X
b) (M,T)) est un feuilletage de Stefan-Sussmann

DEMONSTRATION. L’application ! : XM|j(X) —> Xx est par construc-
tion de yx un isomorphisme de C*°(M)-module et d’algébre de Lie.
La relation F =!J); implique alors b) = a), tandis que la relation
Fupmjx) = CC(MN\G(X), TMpyp j(x)) sar Pouvert M\ j(X) montre
que Fpy ~ COO(M\j(X),TM|M\j(X)) +F, d’ou CL) = b)

O

2.3. Exemples

EXEMPLE 2.5 (Le cas lisse). Soit (M, J) une variété lisse munie d’un
feuilletage singulier. M est la variété stratifiée constituée de I'unique
strate M. Alors (M, M, 1d) est une structure lisse sur M, xpr = C°(M, T M)
et F est un feuilletage singulier de M.
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EXEMPLE 2.6. Une variété a coins est une stratification de type fini.

Montrons d’abord qu’une variété a coins partitionnée en ses faces ou-
vertes est une pseudo-variété stratifiée :

PROPOSITION 2.7. Une variété a coins partitionnée en ses faces ou-
vertes est une pseudo-variété stratifiée.

DEMONSTRATION. Rappelons d’abord comment construire pour toute

variété a coins X un plongement j : X — M dans une variété lisse M :
Toute variété a coins X admet des partitions de I'unité positives (£2;, a;)
telles que > . a? = 1 (|[Mel96], section 1.6). Le champ de vecteur radial
V = ZZ a% - V; exprimé localement dans des cartes z; : X N€; —
R% x R"™* par V; = 8%1 +- 4+ a%k est donc bien défini globalement.
L’image du flot ¢ : X xJ — X de V pour des valeurs ¢t < e suffisamment
petites permet d’obtenir un plongement j de X dans la variété M =
X° ([Mel96], section 1.14). Le théoréme de plongement de Whitney
appliqué a M assure par ailleurs ’existence d’une carte globale ¢ : X —
R™. On veut montrer que la stratification (j(X),S) de j(X) C M en
ses faces ouvertes vérifie la condition (B) de Whitney. La condition (B)
étant indépendante du systéme de cartes utilisé [Pl01], ceci impliquera
I’existence de données de controle sur X d’apreés le théoréme de Mather
|[Mat70|. Soit donc s et ¢ deux faces ouvertes de j(X) telles que s C ¢,
x € s et (xr)ren, (Yr)ren deux suites de points xy € s, yi € t vérifiant
les trois conditions suivantes :

(1) zg # yi et limxy = limy, = x.

(2) La suite de droites p(zx)e(yr) C R™ converge dans l'espace
projectif vers une droite [.

(3) La suite d’espaces tangents T}, t converge dans la Grassma-
nienne vers un sous-espace 7 C 1T, M.

Soit k la codimension de x et  un voisinage de x dans j(X) difféo-
morphe a R’i x R dans la carte ¢. Ry est naturellement stratifié
par 0 et R%, avec pg = id et my = 0. La proposition 2.7 assure que
R% x R™* admet une stratification (S, N) en faces ouvertes, en tant
que produit de R"™* par R%. La suite (d¢(T},t)) est constante et la
condition (3) implique que d¢(7) s’identifie & 'espace tangent en un
point quelconque de la face ouverte ¢(t). Les conditions (1) et (2) ex-
primées dans la carte ¢ avec ¢(yi) € ¢(t) et lim ¢(zy) = 0 impliquent
alors [ C 7 ce qui permet de conclure.

O

Montrons ensuite qu’une variété a coins est une stratification de type
fini :
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DEMONSTRATION. Il est connu que toute variété a coins est localement
une variété a coins plongés (|Mel96|, section 1.13). Soit z € X et 2
un voisinage de x difféomorphe a RE x R"7* soient (Vis pi)iep i des
fonctions de définition des hyperfaces et (y;);ecn—k des coordonnées

de R % telles que £ (Vi, pi,yj). L'expression générale d’'un champ
de vecteur V sur ¢(€2) est

V:Zai%jLZajaiyj, aj,aj € C

et la condition de tangence a chaque V;, Vp; € p;C*> implique a; €
piC> d’ou :

V= f:a' 0 +n§_ka~—a a;,a; € O
= zpzﬁpi ]ayj y Aj, Qj
o)

ce qui prouve que X x est généré localement par la famille {pia%i, 3yt

O

EXEMPLE 2.8 (Espace de module des 3-sphéres non-commutatives).
Une sphére non-commutative de dimension n (n impair) est 'espace S
dual de la *-algebre A générée par les composants U; d’une solution

unitaire U € My(A),d = 2"5" de 'équation :

che(U) =0, Vk <n, kimpair , cha(U) # 0

[SIES

qui généralise au cadre non-commutatif ’annulation des classes de
Chern inférieures du générateur de Bott de la K-théorie des spheéres
S,

Connes et Dubois-Violette ont décrit complétement 1’espace des sphéres
non-commutatives de dimension 3 [CDVO01], sous la forme d’un famille
¥ de déformation a trois parameétres de la sphére S3. ¥ est feuilleté par
une relation d’équivalence identifiant deux éléments S5 et Sg, qui gé-
nérent une méme algebre quadratique paramétrée par une déformation
R? =R?, de R%. Ce feuilletage est déterminé par les orbites du flot du
champ de vecteur suivant :

3
Z = Z sin(2¢y,) sin(¢; + ¢ — ¢k)£
=1 k

Y>> admet des feuilles singuliéres constituées de points isolés et de deux
familles & 1-paramétre Cy C >. Sur la partie réguliére un élément
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S3 génére une algébre R? isomorphe & une algébre de Sklyanin a deux
parametres, ces algébres interviennent dans la description des équations
de Yang-Baxter. Sur les feuilles singuliéres un élément S3 génére une
algeébre Ry isomorphe & une déformation a un parameétre C2 de C2.

La dimension de Hochschild est préservée sur ’espace > des déforma-
tions et permet des calculs d’indices selon les méthodes présentées dans
la partie 1 (voir exemple 3.2). Le calcul différentiel des triplets spec-
traux pour les éléments singuliers de ¥ est développé dans ([CDVO01],
section 13). Le cas général est étudié dans [CDV05]. Cet exemple sou-
ligne 'importance de disposer d’outils généraux d’étude des feuilletages
singuliers.

EXEMPLE 2.9 (Feuilletage maximal et feuilletage trivial). Soit X une
pseudo-variété stratifiée de type fini. Alors F = xx est un feuilletage
singulier de X appelé feuilletage maximal. F = 0 est un feuilletage
singulier de X en points, appelé feuilletage trivial. On dira que X est
une stratification maximale si ' = x x est le feuilletage grossier de X
en ses strates.

EXEMPLE 2.10 (Espace de cones). Soit X un espace de cones de
type fini & géométrie bornée, muni d’une métrique de cone g compléte
(|Pfl01] 3.10.5, [ALMPO09]). Soit I le module des champs de vecteurs
de norme bornée sur X°. Alors F défini un feuilletage singulier sur X.

DEMONSTRATION. On recouvre X par des cartes trivialisantes adap-
tées. Soit © € X, s1 € Sx la strate de x, U; un voisinage de x dans
s1 vérifiant la condition de trivialité locale : m ' (U1) ~ Uy x C(Ls,).
Pour tout so C Lg, et 2’ € s9, il existe & nouveau un voisinage U et
une trivialisation w ! (Us) ~ Us x C(Ls,). La construction se poursuit
jusqu’a ce que la sous-strate d’un link soit de profondeur nulle. On
obtient par récurrence en moins de depth(Sy) étapes un ouvert U =
U xC(U xC(Usx---xC(Us))---) de X avec s < depth(Sx). On choi-
sit un systéme local y9) sur chaque U; et un systeme de coordonnées
radiales r; sur chaque cone C'(Ls,). Alors (YD, y@ ey, - y8)) est
un systéme complet de coordonnées sur U et F est localement généré
par :
I e B 9

dy)’ Ul@r——J [0

i=1 j€l,s—1]

O

EXEMPLE 2.11 (Tore plein non-commutatif). Soit § € R\ Q. Z2
agit sur R? par translations et laisse stable le feuilletage de Krone-
cker {y = 0 -z +t} de R?. Soit T} le feuilletage régulier induit sur le
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tore 7% = R?/Z*. La C*-algébre du groupoide d’holonomie de T} est
classiquement désignée sous le nom de tore non-commutatif.

Notons D! le disque unité de bord S et P2 = D! x D! le tore plein de
bord S' x S = T?2. P? est naturellement stratifié par son bord et son
intérieur et y p2 est le module des champs de vecteurs sur P? tangent

au bord, donc P2 est une stratification de type fini.

Soit Fy C x p2 le module des champs de vecteurs tangent aux feuilles de

Tez. Fy est localement de type fini et stable par crochet de Lie car il est
défini par un algébroide de Lie quasi-régulier (section 4). On appelera
tore plein non-commutatif la C*-algébre du groupoide d’holonomie de
la variété P? muni du feuilletage singulier Jp.

FIGURE 2. Le tore plein non-commutatif.

3 Groupoide d'holonomie sur une
variété lisse

La construction du groupoide d’holonomie d'un feuilletage singulier ex-
posée dans |AS06| repose sur les notions essentielles de bi-submersions,
de bi-sections et d’atlas. On motive ces notions en rappelant tout
d’abord la définition classique dans le cas régulier.

3.1. Le cas régulier

Soit M une variété lisse. L’holonomie d’un feuilletage régulier (M, F)
est construite de maniére standard a partir des chemins tangents aux
feuilles. Soit ¢ un chemin tangent a JF allant de = a y, soit U, et U,
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deux voisinages respectifs sur lesquels & induit un feuilletage trivial.
Il existe une décomposition distinguée U, ~ P, x T, ou P, est une
plaque de U, et T, est une sous-variété transverse a Jp; passant par
x, difftomorphe au quotient U,/ P;.

Quitte & restreindre les transversales locales T et Tj, le chemin c
induit un diffeomorphisme d’holonomie h. : T, — T} et I'on appelle
holonomie du chemin c le germe en x de h.. On montre que les classes
d’holonomie de chemins ne dépendent que des points sources et but et
sont indépendantes du choix des transversales.

La composition des chemins induit une loi de groupoide sur I’ensemble
Hol(M, F) de ces classes, appelé groupoide d’holonomie. L’application
suivante fournit une carte de Hol(M, F) au voisinage d’un point v =
(ZL’, ht, y) :
Py x Ty x P; — Hol(M,F)
(Ia 2 y) = (l’, he, y)

et définit une structure de variété sur le groupoide d’holonomie Hol(M, F).

3.2. Holonomie et difféomorphismes locaux

La construction précédente repose sur l’existence de transversales lo-
cales. Cette structure n’existe plus nécessairement dans le cas singulier,
et I'idée forte développée dans ([HS87]|,[Deb01|) est de la remplacer
par des « isomorphismes généralisés » entre espaces d’orbites de grou-
poides locaux. Plus précisément, si U ~ P x T est un ouvert distingué
de la variété feuilletée (M, T), le groupoide Gy = P x P x T intégre
Fiy et tout difféeomorphisme h : T; — T} induit une équivalence de
Morita de Gy, sur Gy, donnée par :

((7‘(1,71’2), (7T3,hO7T2)) : PZ‘ x T X Pj — UZ' X Uj.

On montre (|Deb01], Proposition 16) que toute équivalence de Morita
entre G; et G est de cette forme, et qu’il existe donc une correspon-
dance bijective entre les équivalences de Morita des groupoides G; et
Gj et 'ensemble des difféomorphismes de T; sur 7;. L’identification
d’éléments d’un atlas généralisé se substitue donc a la notion moins ro-
buste de germe de difféomorphisme transverse. La notion d’atlas d’une
famille de bi-submersions est une géomeétrisation épurée de ce principe.

3.3. Feuilletage tiré en arriére

Soit (M, J) un feuilletage singulier sur une variété lisse M. Toute ap-
plication ¢ : N — M induit un C*°(N)-sous-module de C°(N,TN)
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défini par
¢~ H(F) ={V € CZ(N,TN), do(V) € ¢*(F)},

ou ¢*(F) est le tiré en arriere sur N du module F.

¢ est dite transverse a J si Uapplication ¢*(F) @ C°(N, TN) — CX(N, ¢* (T M))
définie par (x,n) — x + do(n) est surjective.

¢~ 1(F) est toujours stable par crochet de Lie et lorsque ¢ est trans-
verse, ¢~ 1(F) est localement de type fini. (N,¢ 1 (F)) est alors un
feuilletage de N.

3.4. Bi-submersions

Une bi-submersion est un objet géométrique qui encode une famille
de diffeomorphismes locaux préservant le feuilletage F. C’est un "mor-
ceau" du groupoide d’holonomie.

DEFINITION 3.1 (|JAS06], Définition 2.1). Une bi-submersion de (M, J)
est une variété lisse U munie de deux submersions s,t: U — M qui vé-
rifient :

CsTHF) =t (9.

-5 HF) = C(U, ker ds) + O°(U, ker dt).

EXEMPLE 3.2. Lorsque J est défini par I'algébroide AG d’un grou-
poide de Lie G (exemple 1.5), (G, s,t) est une bi-submersion de (M, J).

EXEMPLE 3.3 ([AS06], Proposition 2.10). Si z € M et V1,...,V,
forment une base de J, il existe un voisinage U de (z,0) dans M x R"”
ol l'exponentielle t;(y,a) = exp(d ., a;Vi)(y) est définie et tel que
(U, sy, ty) soit une bi-submersion, sg7 étant la projection sur le premier
facteur. Une telle bi-submersion est dite prés de I'identité.

3.5. Bi-sections

DEFINITION 3.4. Soient (U, sy, ty) et (V, sy, ty) deux bi-submersions.
Un morphisme de bi-submersions est une application lisse f : U — V
telle que s;y = sy o f et ty =ty o f.

DEFINITION 3.5. Une bi-section de (U, s, t) est une sous-variété V de
U localement fermée telle que les restrictions de s et ¢ & V soient des
diffeomorphismes sur des ouverts de M.

On dira que u € U transporte un difféomorphisme local ¢ préservant
le feuilletage s’il existe une bi-section V de U telle que u € V et ¢ =

ty o (sp) ™"
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Les bi-sections permettent la comparaison des bi-submersions qui les
contiennent : on montre (|AS06]|, corollaire 2.11) que deux points u et
v de bi-submersions respectives U et V' transportent les mémes difféo-
morphismes si et seulement si il existe un morphisme de bi-submersions
f défini dans un voisinage de u tel que f(u) = v.

3.6. Atlas de bi-submersions

Si (U, sy, ty) et (V, sy, ty) sont deux bi-submersions, l'inverse U~ =
(U, ty, su) et la composition U oV = (Uw, tw, sw) ot Uy = U Xy 1,
V, sw(u,v) = sy(v), tw(u,v) = ty(u) sont des bi-submersions. Les
propriétés de composition d’une famille de bi-submersions généralisent
la loi algébrique de composition sur un groupoide de Lie. La notion
d’atlas impose 'existence de suffisament de bi-submersions pour assurer
la stabilité par composition.

DEFINITION 3.6. Soit U = (Uj, si, t;)ies une famille de bi-submersions.
Une bi-submersion (U, s, t) est adaptée a U si pour tout u € U il existe
un voisinage U’ de u et un morphisme de bi-submersion U’ — U; vers
un élément de U.

DEFINITION 3.7. La famille de bi-submersions U = (Uj, s;,t;)icr est
un atlas si :

a) Uie[ Si(Ui) = M.

b) l'inverse de tout élément de U est adapté a U.

¢) la composition U oV de deux éléments quelconques de U est adapté
al.

Un atlas V = (V},sj,t;)jes est adapté a U si tout élément de V est
adapté a U. On dira que U et V sont équivalents s’ils sont adaptés I'un
a autre. Il existe un atlas minimal adapté & tout autre atlas : il s’agit
de l’atlas généré par les bi-submersions prés de 'identité (exemple 3.3).

3.7. Groupoide d’un atlas

DEFINITION 3.8. Le groupoide d'un atlas U = (U, s;,ti)ier est le
quotient de U = II;<;U; par la relation d’équivalence qui identifie u €
U; a v’ € Uj si U; transporte en u les mémes difféomorphismes locaux
que Uj en u’.

DEFINITION 3.9 (JASO06|, Définition 3.5). Le groupoide d’holonomie
d’une variété feuilletée (M, TF) est le groupoide de 1'atlas minimal en-
gendré par les bi-submersions prés de 'identité.
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4 Groupoide d’holonomie des
pseudo-variétés stratifiées

4.1. Atlas de bi-submersions prés de I’identité

Soit F C xx un feuilletage de X et z un point de X. Tout champ de
vecteur 7 € xx définit un unique flot intégral maximal (proposition
3.22) sur X. Soient Vi, ..., V,, des champs de vecteurs qui forment une
base de J, il existe donc un voisinage U de (z,0) dans X x R" ou
Pexponentielle ¢ (y, a) = exp(>_;_, a;Vi)(y) est définie. Si 'on note s/
la projection sur le premier facteur, on désignera le triplet (U, sy, ty)
comme une bi-submersion prés de l'identité pour (X, J).

Si (U, Sy, tu,, ) désigne une bi-submersion prés de 'identité au point
j(x) € M du feuilletage (M, Fys), on vérifie immédiatement que (5 ~1(UpN
(X)), 5 Yo sy, it oty,,) définit une bi-submersion prés de I'iden-
tité pour (X,J) au sens précédent, que 'on notera (Ux,sx,tx). La
composition des flots permet de définir la composition Ux o Vx des bi-
submersions Ux et Vx. De plus on peut identifier deux points x et 2’
de bi-submersions Ux et U§< sur X s’il existe deux bi-submersions Uy
et U), sur M dont Uy et U_% sont les images et telles que Ups et U},
transportent les mémes diffeomorphismes en j(x) et j(a'). Le quotient
de T'atlas formé des bi-submersions prés de l'identité pour (X, ) par
cette relation s’identifie a travers 5 a un groupoide que I’on considérera
comme le groupoide d’holonomie Hol(X,F) de (X, F).

On donne dans le paragraphe suivant une définition plus directe de ce
groupoide d’holonomie (définition 4.1) & partir de Hol(M, T yy).

4.2. Définition

Soit X une pseudo-variété stratifiée de type fini et de structure lisse
(X, j, M). Soit F C xx un feuilletage singulier de X.

Considérons le module de champs de vecteurs Fy; C xps sur M défini
par :

Fuy=4{neC®M,TM), nl €T}

(M, F ) est d’aprés la proposition 2.4 un feuilletage de Stefan-Sussman,

pour lequel on dispose des outils pour construire le groupoide d’holo-
nomie. On peut ainsi associer de maniére bijective a tout feuilletage
singulier ' de X un groupoide d’holonomie & partir de (M, Fy;) :
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DEFINITION 4.1. On appellera groupoide d’holonomie de F la restric-
tion & j(X) du groupoide d’holonomie du feuilletage (M, Fys) :

,HOZ(X, 37) = HOZ(M, :TM)J(X)

REMARQUE 4.2. J) étant un sous-module de x 7, les strates de j(X)

sont stables sous les flots de Fyy et Hol (M, Fyr) jx) = Hol(M, ?M);g;

Lexistence de Hol(X, F) au sens de la définition 4.1 est essentiellement

la proposition (|JAS06], 2.10) appliquée & un plongement de la variété
stratifiée X. Explicitons cependant le résultat auquel aboutissent les
constructions présentées dans cette partie :

THEOREME 4.3. Tout feuilletage singulier F d’une variété stratifiée de
type fini X admet un groupoide d’holonomie Hol(X,TF) au sens de la
définition 4.1.

DEMONSTRATION. Soit (X, j, M) la structure lisse associée a J.
(M, T ) étant un feuilletage de Stefan-Sussman (proposition 2.4), la
proposition 2.10 de [AS06]| (exemple 3.3) assure existence d’un at-
las de bi-submersions prés de identité pour (M, Fy;) et existence
du groupoide d’holonomie Hol(M, ) (définition 5.3). L’existence de
Hol(X,TF) au sens de la définition 4.1 est alors assurée.

5 Groupoide d'holonomie des variétés a
bord feuilleté

On a construit dans le chapitre 2 le groupoide d’éclatement GV d’une
sous-variété feuilletée (V,F1) de codimension 1 dans M. Le module F
des champs de vecteurs tangents 4 F1 en V définit un feuilletage singu-
lier sur M. On identifie ici §Vz au groupoide d’holonomie Hol(M, F)
du feuilletage singulier (M, J).

On vérifie pour cela que le groupoide d’éclatement GV intégre Ialgeé-
broide de Lie Ax de F et vérifie la condition de minimalité qui définit
le groupoide Hol(M, F).
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5.1. Notations

Soit M une variété, et V. C M une sous-variété de M de codimension
1 transversalement orientée. On suppose V munie d'un feuilletage ré-
gulier Fp, défini par un sous-espace vectoriel intégrable TF; C TV,
i.e. C°(V,TFy) est une sous-algébre de Lie de C*°(V,TV). On note
N = TV/TF; et on suppose par ailleurs M munie d’une connexion
w, dont la restriction & V fournit une décomposition du fibré tangent
TV =TF, @& N.

Soit (N, 7, V) un voisinage tubulaire de V dans M : N est un ouvert
de M contenant V, 7 : N — V un fibré vectoriel de fibre type R. Soit
{fi - mYVi) = Vi x R};cr une trivialisation locale de N, d’ott 1'on
déduit la trivialisation

{(fi)« : TN; = TNy, — TV; x TR}.

5.2. Feuilletage singulier de ’éclatement

Considérons alors 'algébroide de Lie Ar = T'M dont le flechage p est
défini par sur chaque N; par :

(F)((fi)7 (01, 09,8, N))) = (v1 + tva, 1, tA)

lorsque (v1,v9, (t,A)) € TF1; @ N; x Ti(R), et par I'identité sur T'(M \
N).
Arx définit par ce flechage un feuilletage (M, F). Rappelons qu’un

feuilletage est quasi-régulier lorsque il est défini par un algébroide de
Lie dont le fléchage est injectif sur un ouvert dense.

PROPOSITION 5.1. Le feuilletage (M, F) est quasi-régulier.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que le flechage de A est in-
jectif sur 'ouvert dense M \ V, ce qui découle immédiatement de 1’in-
jectivité de 'application (¢, \) — (¢,t\) pour t # 0.

O

Un résultat de Claire Debord (|[Deb01],Thm 4.3) valable pour tout
feuilletage quasi-régulier, assure alors I’existence d’un groupoide de Lie
Hol(M, F) dont I’algébroide de Lie est A x. Il s’agit d’un groupoide de
base M qui intégre le feuilletage défini par A r.

La surjectivité immédiate de 'application (t, A) — (¢,t\) pour ¢t # 0,
et donc celle du flechage de Az sur M \ V implique que les feuilles de
ce feuilletage sont M\ V et les feuilles de Fj. GVr est un groupoide qui
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integre 1 “espace de ces feuilles et | “on peut se demander s ‘il en existe
d “autres. La propriété suivante fournit une réponse a cette question.

Un algébroide de Lie A est dit extrémal pour le feuilletage F si pour
tout algébroide de Lie A’ définissant aussi JF, il existe un morphisme
d’algébroide de Lie de A’ vers A. Lorsque le feuilletage F est quasi-
régulier, 1 extrémalité de A est équivalente ([Deb01]|) a 1 existence
d “un unique groupoide G « minimal » intégrant A, dans le sens ou pour
tout autre groupoide de Lie H définissant F il existe un morphisme
différentiable de groupoide de H vers G. En ce sens, on peut définir
GV comme le « plus petit » groupoide de Lie définissant F. En effet :

PROPOSITION 5.2. Ar est extrémal pour (M, F).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que le fléchage p de A induit
un isomorphisme entre I'(A ), U'espace vectoriel des sections locales de
Ax et T'(TF), 'espace vectoriel des champs de vecteurs locaux tangents
a F. La condition sur M \ V résulte immédiatement de la bijectivité
du fléchage p|pp\v- La condition sur V' s’obtient par un développement
en série de Taylor d’un champ de vecteur tangent en V aux feuilles du
feuilletage F7. Sil'on note x;, y;, t des coordonnées locales associées aux
directions définies respectivement par T'Fy;, N; et T;(R), un champ de
vecteur £ € F sera localement généré par la famille libre (t%, %, ta%i),
ce qui assure l'isomorphisme annoncé.

O

DEFINITION 5.3. On appelle groupoide d’holonomie de (M, F) le grou-

poide de Lie minimal Hol(M, F) dont 1'algébroide de Lie est Ar. La
proposition précédente montre que Hol(M, F) est le quotient de I’atlas
de bi-submersions prés de l'identité des champs de vecteurs tangents
en V aux feuilles de F.

5.3. Identification de ’éclatement et du groupoide d’holono-
mie

LEMME 5.4. GVr est un groupoide de Lie s-connexe et semi-régulier.

DEMONSTRATION. La s-connexité de GVr est immédiate par défini-
tion. Le groupoide D, est muni de la structure différentielle d’une
déformation au cone normal. Les ouverts de Gy x R% x R* et les en-
sembles de la forme ©(QY) exp Z, QY = {(z,2/,¢,t) € R? x RI x R x
R, (z,2/,t§) € U} forment une base d’ouverts réguliers de la topologie
de D,. Ainsi D, est semi-régulier et d’aprés la proposition 4.3 GVr
I’est aussi.
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O

PROPOSITION 5.5 (|[Deb01]). Soit H un groupoide de Lie s-conneze
semi-réqulier. Alors H est un quasi-graphoide si et seulement si [’en-
semble {x € HO) | HT = {z}} des unités ayant un groupe d’isotropie
trivial est dense dans H©).

COROLLAIRE 5.6. GV est un quasi-graphoide.

DEMONSTRATION. Il est immédiat de constater que I'isotropie de GV

est triviale au-dessus de M°. GVr étant s-connexe et semi-régulier
(lemme 5.4), c’est un quasi-graphoide d’aprés le résultat de la pro-
position 5.5.

O

PROPOSITION 5.7. GV est le groupoide d’holonomie Hol(M,F) de
(M, F).

DEMONSTRATION. Soient A et B les systémes de cartes introduit en
4.5 pour décrire la structure différentielle de GVr. A = {(Q, d4j)i jerz}
oll ¢j; = pij © 251 et Qf = ip(D]). B = {(Qp,¢p)} est un atlas de la
variéte MS x MS | | M x M°.

Sur Qp = (JQp les applications source et but de GVr sont définies

par :

{ s(r,y) = =x

r(z,y) =y

L’algébroide AGVr en restriction a M \ N C Qg est donc Aypy =
Uker(ds|(z.2)eem\vy) = T(M \ V) muni du flechage identite p
Aypno — T(M \ V) puisque drippyy = Id. Ainsi AGVrpn =
Agian\n-
L’immersion de groupoide ¢ : G; — V x V induit quant & elle un
morphisme injectif d’algébroide de Lie ¢ : A; — TV, ou Ay = TF.
La connexion w permet d’identifier TV a Ay @ N ou N = TV/A; et
le fléchage de I’algébroide A, du groupoide normal D, est :

pp: Ap=A1®dN xR — T(VxR)=TV xTR
(v1,v2,1) = (p2(v1 + tv2), (¢,0))

La loi de composition sur D, est donnée par le produit de la loi de
composition sur Dy, et I'action de R* sur R par multiplication. Ainsi
AD, = A1 & N @ TR et le flechage p, de AD,, est obtenu par :

Po: A=A N xTR — T(VxR)=TV xTR
(U17U27t7 )‘> = (p2(U1+tvz)a(tat'eXP>\))
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L’isomorphisme dz'g_D1 : AGVy — AD,, induit par z'j_Dl sur Q4 = J Qi =
N implique alors 'égalité p|y = py o dz'gsl et AGVy = Agy.

Ainsi GV est un quasi-graphoide qui intégre I’algébroide de Lie Ag
sur M. Ag étant extrémal, GVs est bien le groupoide d’holonomie
Hol(M, F) du feuilletage (M, F).

O

Enfin on obtient en corollaire une interprétation similaire pour le grou-
poide d’éclatement d’une variété a coins fibrés :

COROLLAIRE 5.8. Soit X une variété a coins fibrés définie par un
équarrissage fibré €y = (M, (Vi, ¢i)ier). Soit F le module de champs
de vecteurs tangents aux fibrations de chaque face. Alors GE€4 est le
groupoide d’holonomie Hol(M,F) de (M,F).

DEMONSTRATION. Soit Hol(M, F) le groupoide d’holonomie de (M, F).
D’apres la proposition 5.7 précédente pour 7,5 € [ la minimalité de
GVig et GVj4 implique l'existence de morphismes p; et p; tels que le
diagramme suivant commute :

Hol(M, F) *— GV,

Pj i lsi@h‘

Il existe donc un morphisme de groupoide u : Hol(M,F) — G&,
d’aprés la propriété universelle du produit fibré G€y4. La minimalité
de Hol(M, F) implique alors que w soit un isomorphisme et G€4 ~
Hol(M, F) est le groupoide d’holonomie de (M, F).

O

Le groupoide d’éclatement I'y(X') d’une variété & coins fibrés possede
donc une signification géométrique naturelle en tant que groupoide
d’holonomie de feuilletage singulier et sa construction est indépendante
de toute description particuliére. Il s’agit d’'un exemple explicite d’es-
pace de feuilles singulier au sens de [AS06]. On obtient ainsi une in-
terprétation conceptuelle du ¢-calcul comme calcul pseudodifférentiel
associé au groupoide d’holonomie du feuilletage singulier défini par la
variété a bord fibré.

L’existence d’une construction générale |[AS06| des espaces de feuilles
montre que des situations plus singuliéres encore peuvent étre étudiées
et il serait intéressant de poursuivre la description explicite de tels
objets a I'image des constructions proposées dans ce travail.
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Titre : Géométrie non-commutative et calcul pseudodifférentiel sur les variétés
a coins fibrés.

Résumé :

On utilise les outils de la géométrie non-commutative pour étudier la théorie
de l'indice de certaines variétés singulieres. On associe a toute variété a bord
feuilleté, puis a toute variété a coins fibrés un groupoide d’éclatement longitu-
dinalement lisse.

On montre ensuite dans le cas fibré que le calcul pseudodifférentiel a sup-
port compact associé coincide avec le ¢-calcul de Melrose et ’on introduit une
algebre étendue d’opérateurs régularisants dont on montre la stabilité par cal-
cul fonctionnel holomorphe. On définit sur ce calcul étendu certains éléments
de cohomologie cyclique relative intervenant dans la formulation de problemes
d’indice supérieurs.

Enfin on montre que le groupoide d’éclatement construit dans ce travail possede
une signification géométrique naturelle en tant que groupoide d’holonomie de
feuilletage singulier, il s’agit d’un exemple explicite d’espace de feuilles singulier
au sens de Androulidakis et Skandalis.

Ce résultat nous permet d’obtenir une interprétation conceptuelle du ¢-calcul
comme calcul pseudodifférentiel associé au groupoide d’holonomie du feuilletage
singulier défini par la variété a bord fibré.

Title : Noncommutative geometry and pseudodifferential calculus on manifolds
with fibred corners.

Abstract :

Tools from noncommutative geometry are used to study the index theory of some
singular manifolds. We associate to every manifold with foliated boundary, then
to every manifold with fibred corners a longitudinally smooth groupoid.

We then show in the fibred case that the associated compactly supported pseudo-
differential calculus coincides with Melrose’s ¢-calculus and we introduce an
extended algebra of smoothing operators that is shown to be stable under holo-
morphic functional calculus. Some elements of relative cyclic cohomology arising
in higher index problems are defined over this extended algebra.

Finally we show that the groupoid we built has a natural geometric meaning as
a holonomy groupoid of singular foliation, it is an explicit example of a singular
leaf space in the sense of Androulidakis and Skandalis.

This result allows the conceptual interpretation of ¢-calculus as the pseudo-
differential calculus associated with the holonomy groupoid of the singular foli-
ation defined by the manifold with fibred boundary.
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