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Introdution

L'algébrisation de problèmes issus de situations géométriques a o�ert

aux mathématiques des suès onsidérables. Les questions millénaires

de la dupliation du ube, de la trissetion de l'angle et de la quadra-

ture du erle dévoilent leur impossibilité dans l'étude des extensions

quadratiques de orps, et la démonstration de la transendane de π. Le
traitement uni�é des géométries non-eulidiennes homogènes, puis des

espaes riemanniens généraux se transrit naturellement dans le lan-

gage algébrique des �brés prinipaux et de leurs onnexions. La puis-

sane de modélisation de l'algèbre ommutative, à travers le développe-

ment de la géométrie algébrique, rejaillit sur de multiples hamps ma-

thématiques et inverse suggestivement le rapport algèbre/géométrie :

espaes sans points, points denses de l'espae - ahoppement pour le

sens ommun ! - la struture algébrique enl�t alors un � espae � de-

venu subsidiaire.

Le programme d'une géométrie non ommutative, initié par Alain

Connes dans une série d'artiles fondamentaux [Con79, Con85, Con86,

Con87, Con94℄, vise à étendre es orrespondanes frutueuses entre

algèbre et espaes géométriques en s'a�ranhissant de l'hypothèse de

ommutativité. Il s'agit don d'obtenir une tradution algébrique des

propriétés essentielles d'un espae (théorie de la mesure, topologie,

géométrie di�érentielle, géométrie riemanienne. . .) autorisant l'exten-

sion à des objets non-ommutatifs. Les exemples historiques à l'origine

du développement de la théorie ont montré la féondité de ette ap-

prohe : l'espae des feuilles d'un feuilletage ou des pavages de Pen-

rose, pathologiques du point de vue lassique, révèlent des strutures

non triviales subtiles lorsqu'ils sont étudiés au travers d'une algèbre

non-ommutative adaptée. Le leteur urieux d'une vue d'ensemble

pourra �âner ave plaisir dans le jardin non-ommutatif entrouvert

par [CM06℄, qui lui révèlera ses essenes singulières et préieuses.

On se propose dans ette thèse de situer la théorie de l'indie de er-

taines variétés singulières dans le adre de la géométrie non-ommutative.

On s'intéressera aux pseudo-variétés strati�ées, initialement apparues

dans les travaux de Thom [Tho69℄ et Mather [Mat70℄, qui onstituent

9



10 Introdution

une vaste lasse d'espaes englobant entre autres les variétés à bord, à

oins et à singularités oniques. Il s'agit en partiulier d'obtenir l'ana-

logue pour es variétés strati�ées de l'espae des feuilles d'un feuilletage

régulier. Construire et étudier et objet, le groupoïde d'holonomie de

la variété strati�ée, est une étape entrale pour omprendre les opéra-

teurs pseudodi�érentiels et les groupes de K-théorie réeptales de leur

indie.

Rappelons que dans le adre lassique d'une variété ompate sans

bord M, un opérateur pseudodi�érentiel elliptique D a un noyau et un

onoyau de dimension �nie. L'indie de Fredholm de D est l'entier :

indD = dim kerD − dimCokerD

Cet indie est stable pour toute perturbation ompate de D et sa valeur

ne dépend que de données topologiques. La aratéristique d'Euler,

la signature d'une variété spin et d'innombrables quantités issues de

la physique sont les indies d'opérateurs partiuliers. Atiyah et Singer

ont introduit dans les années 60 des onstrutions fondamentales en K-

théorie permettant de omprendre l'appliation D → indD au travers

du morphisme de groupes

inda : K
0(T ∗M) → Z,

appelé indie analytique de M.

Plus préisément, si Ell(M) désigne l'ensemble des opérateurs pseu-

dodi�érentiels sur M, on a le diagramme ommutatif suivant :

Ell(M)
ind

symb

Z

K0(T ∗M)

inda

où Ell(M)
symb→ K0(T ∗M) est l'appliation surjetive qui assoie à un

opérateur la lasse de son symbole prinipal dans K0(T ∗M). Atiyah
et Singer dé�nissent alors un indie topologique indt : K

0(T ∗M) → Z

possédant des propriétésK-théoriques aratéristiques, montrent qu'un

unique morphisme peut véri�er es propriétés et que l'indie analytique

les satisfait aussi. L'identité des indies analytique et topologique est

le élèbre théorème d'Atiyah-Singer [AS63, AS68a, AS68b℄. L'indie

topologique peut être alulé par des méthodes ohomologiques (théorie

de Chern-Weil) grâe au aratère de Chern ch : K0(TM) → H∗(TM).

Pour un opérateur elliptique P sur une variété M on obtient par exemple

la formule :

(1) indt([σP ]) =

∫

TM

ch([σP ]) Td(M)
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où Td(M) est une lasse aratéristique de la variété M.

Dans le adre moins lassique d'espaes singuliers omme les espaes de

feuilles des feuilletages réguliers, les orbifolds ou les variétés à oins, des

onstrutions similaires s'obtiennent grâe à l'introdution des grou-

poïdes [Con79, CS84℄. Un groupoïde est une petite atégorie dans

laquelle tous les morphismes sont inversibles. Les groupoïdes généra-

lisent les notions d'espae, de groupe et de relation d'équivalene. On

dit qu'un groupoïde est de Lie lorsque les ensembles qui interviennent

sont des variétés et les morphismes sont des appliations di�érentiables.

Un alul pseudodi�érentiel a été développé pour les groupoïdes de

Lie [Con79, MP97, NWX99℄ et plus généralement pour des grou-

poïdes longitudinalement lisses tels que les ontinuous family groupoids

[LMN00℄.

L'indie analytique des opérateurs elliptiques sur es groupoïdes est

un morphisme :

inda : K
0(A∗G) → K0(C

∗
r (G))

où A∗G est l'algébroïde du groupoïde G et C∗
r (G) la C

∗
-algèbre réduite

de G, qui joue le r�le de l'algèbre des fontions ontinues sur l'espae

singulier représenté par G [Ren80℄. Les indies ne sont don plus en

général de simples entiers mais des éléments du groupe de K-théorie

K0(C
∗
r (G)) (voir hapitre 1). Dans le as d'une variété ompate sans

bord M, on retrouve ependant l'indie lassique puisque G =M ×M ,

A∗G = T ∗M et K0(C
∗
r (G)) = K0(K) = Z.

Pour étudier le groupe K0(C
∗
r (G)) on dispose des outils de la oho-

mologie ylique [Con79, Con87, Con94℄ qui fournit des invariants

alulables au travers d'une sous-algèbre A � lisse � et dense dans

C∗
r (G). La ohomologie ylique périodique est une généralisation non-

ommutative de l'homologie de De Rham, un théorème de Connes as-

sure que pour une variété ompate M, si A = C∞(M) on retrouve :

HP ∗(A) ≃ HDR
∗ (M,C).

Une propriété importante pour A est la stabilité par alul fontion-

nel holomorphe, qui assure que l'inlusion A ⊂ A = C∗
r (G) soit un

isomorphisme en K-théorie. L'aouplement

(2) 〈_ ,_〉 : K0(A)×HP ∗(A) → C

entre K-théorie et ohomologie ylique périodique se prolonge dans e

as sur K0(C
∗
r (G)) et dérit don un invariant homotopique en termes

de données lisses.
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Les travaux de Monthubert [Mon03℄ ont montré omment assoier

à toute variété à oins X un groupoïde longitudinalement lisse Γ(X)

et un alul pseudodi�érentiel assoié Ψ∞(Γ(X)) qui oïnide ave le

b-alul de Melrose. Le b-alul est un alul pseudodi�érentiel sur les

variétés à oins introduit par Melrose pour omprendre et démontrer

le théorème d'indie d'Atiyah-Patodi-Singer en suivant la démarhe

d'Atiyah-Singer [Mel93℄. Pour étendre le théorème aux familles d'opé-

rateurs, Melrose et Mazzeo ont ensuite analysé le as d'un bord �bré et

introduit un nouveau alul, le φ-alul [MM98℄. D'autre part l'étude

des variétés strati�ées et l'existene d'un proessus de désingularisa-

tion permet de onsidérer toute pseudo-variété strati�ée omme espae

quotient d'une variété à oins �brés. On souhaite don disposer d'outils

équivalents en termes de groupoïde pour dérire le alul pseudodi�é-

rentiel sur les variétés à oins �brés. Plus généralement on souhaiterait

dé�nir un groupoïde dérivant tout feuilletage singulier d'une variété

strati�ée.

Nous montrons dans e travail qu'une telle onstrution existe pour

le φ-alul, en assoiant à toute variété à bord feuilleté, puis à toute

variété à oins �brés X un groupoïde d'élatement Γφ(X) longitudi-

nalement lisse. Nous montrons ensuite dans le as �bré que le alul

pseudodi�érentiel à support ompat assoié oïnide ave le φ-alul
à support ompat de Melrose, et l'on introduit une algèbre étendue

Sc(Γφ(X)) stable par alul fontionnel holomorphe qui ontient les

opérateurs régularisants du φ-alul. On dé�nit sur e alul étendu

ertains éléments de ohomologie ylique relative intervenant dans la

formulation de problèmes d'indie supérieurs. En�n on montre que le

groupoïde d'élatement possède une signi�ation géométrique naturelle

en tant que groupoïde d'holonomie de feuilletage singulier, e qui rend

sa onstrution indépendante de toute desription partiulière. On ob-

tient ainsi une interprétation oneptuelle du φ-alul omme alul

pseudodi�érentiel assoié au groupoïde d'holonomie du feuilletage sin-

gulier dé�ni par la variété à bord �bré.

Le hapitre 1 rappelle des onstrutions importantes en théorie de

l'indie omme l'indie analytique et la ohomologie ylique relative.

Le hapitre 2 regroupe les dé�nitions onernant les variétés à oins �-

brés, les équarrissages et les groupoïdes de déformation au �ne normal.

Le groupoïde d'élatement GVF d'une sous-variété feuilletée (V,F1) de
odimension 1 dans M est dérit par reollement du groupoïde d'holo-

nomie de M \ V et d'un groupoïde de déformation Dϕ = Dϕ ⋊R∗
+ :

GVF = Dϕ

⋃

Ψ

Hol(M \ V ).
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On étend ensuite ette onstrution au as des des variétés à oins �brés

par produit �bré des élatements GVFi de haque fae. Le hapitre se
termine par l'étude de la struture longitudinale de l'élatement.

Le alul pseudodi�érentiel des variétés à oins �brés est étudié dans

le hapitre 3. On assoie à toute variété à oins �brés X un alul

pseudodi�érentiel à support ompat Ψ∞
c (Γφ(X)) et un alul étendu

Ψ∞(Γφ(X)) = Ψ∞
c (Γφ(X)) + Sψ(Γφ(X)) à partir d'une fontion lon-

gueur ψ à roissane polynomiale. Cette algèbre ontient les opéra-

teurs du φ-alul étendu. Pour ertains feuilletages non triviaux ψ

n'existe plus et l'on propose une onstrution alternative pour l'espae

Sc(Γφ(X)) des fontions à déroissane rapide.

Le hapitre 4 traite de la ohomologie ylique relative des variétés

à bord feuilleté. L'opérateur de restrition ∂ sur Sc(Γφ(X)) induit le

ouple d'algèbres

(

Sc(Γφ(X)), ∂Sc
)

et l'on herhe à produire plusieurs

oyles yliques intéressants sur ∂Sc. On onstruit en partiulier un

0-oyle ylique relatif (τ , µ) obtenu à partir d'une trae régularisée

τ sur Sc(Γφ(X)) généralisant la b-trae de Melrose aux variétés à bord

feuilleté.

Le hapitre 5 introduit la dé�nition des variétés strati�ées et dérit

brièvement en quel sens toute variété strati�ée est le quotient d'une

variété à oins �brés. Une notion de struture lisse et de hamps de

veteurs strati�és est aussi proposée pour les variétés strati�ées.

En�n le hapitre 6 présente la onstrution du groupoïde d'holonomie

d'un feuilletage singulier au sens de Skandalis et Androulidakis. Le

groupoïde d'élatement du hapitre 2 est alors ré-interprété en tant

que groupoïde d'holonomie du feuilletage singulier dé�ni par la variété

à oins �brés. Le groupoïde d'élatement d'une variété à oins �brés

onstruit dans e travail est don un exemple expliite d'espae de

feuilles singulier de la onstrution générale [AS06℄.





Chapitre 1

Théorie de l'indie

• • •

1 Théorie de l'indie pour les

groupoïdes de Lie

Les éléments de théorie de l'indie présentés i-dessous sont essen-

tiellement issus des travaux de Connes [Con79℄, Monthubert-Pierrot

[MP97℄ et Nistor-Weinstein-Xu [NWX99℄. La onstrution des in-

dies lisses et analytiques reprend la démarhe exposée dans [Con94℄

et [CR07℄.

1.1. G-Calul pseudodi�érentiel

Un G-opérateur pseudodi�érentiel est une famille di�érentiable d'opé-

rateurs pseudodi�érentiels {Px}x∈G(0) agissant sur C∞
c (Gx) de sorte que

pour γ ∈ G et Uγ : C∞
c (Gs(γ)) → C∞

c (Gr(γ)) l'opérateur induit, la

ondition de G-invariane suivante est véri�ée

Pr(γ) ◦ Uγ = Uγ ◦ Ps(γ).

Les opérateurs peuvent agir plus généralement sur les setions d'un

�bré vetoriel E → G(0)
. La ondition de di�érentiabilité exate est

dé�nie dans [NWX99℄.

Il ne sera ii question que d'opérateurs uniformément supportés, rappe-

lons brièvement ette notion. Soit P = (Px, x ∈ G(0)) un G-opérateur,

notons kx le noyau de Shwartz de Px. Le support de P et son support

réduit sont dé�nis par

supp P := ∪xsupp kx

suppµP := µ1(supp P )

où µ1(g
′, g) = g′g−1

. On dira que P est uniformément supporté si

suppµP est ompat dans G.

15
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Dans la suite on notera Ψm(G, E) l'espae des G-opérateurs pseudo-

di�érentiels supportés uniformément. On notera aussi

Ψ∞(G, E) =
⋃

m

Ψm(G, E) et Ψ−∞(G, E) =
⋂

m

Ψm(G, E).

Remarque 1.1. La ondition de support réduit se justi�e du fait que

Ψ−∞(G, E) s'identi�e à C∞
c (G, End(E)) grâe au théorème du noyau

de Shwartz ([NWX99℄).

Remarque 1.2. Ψ∞(G, E) est une algèbre �ltrée, i.e.

Ψm(G, E)Ψm′

(G, E) ⊂ Ψm+m′

(G, E).

En partiulier, Ψ−∞(G, E) est un idéal bilatère.

La notion de symbole prinipal s'étend aisément à Ψ−∞(G, E). Notons

π : A∗G → G(0)
la projetion. Si P = (Px, x ∈ G(0)) ∈ Ψm(G, E, F ) est

un opérateur pseudodi�érentiel d'ordre m sur G, le symbole prinipal

σm(Px) de Px est une setion C
∞
du �bré vetoriel End(π∗xr

∗E, π∗xr
∗F )

au-dessus de T ∗Gx, telle que le morphisme dé�ni dans haque �bre soit

homogène de degré m.

L'existene de onnetions invariantes permet de dé�nir l'exponen-

tiation sur l'algébroïde de Lie A∗G et fournit une setion σm(P ) de

End(π∗E, π∗F ) au-dessus de A∗G qui véri�e

(3) σm(P )(ξ) = σm(Px)(ξ) ∈ End(Ex, Fx) si ξ ∈ A∗
xG

modulo l'espae des symboles d'ordre m− 1. Les termes d'ordre m de

σm(P ) restent invariants par le hoix d'une onnetion di�érente et

l'équation i-dessus induit une unique appliation linéaire surjetive

(4) σm : Ψm(G, E) → Sm(A∗G, End(E, F )),

de noyauΨm−1(G, E) ([NWX99℄, proposition 2), où Sm(A∗G, End(E, F ))
désigne les setions du �bré End(π∗E, π∗F ) au-dessus de A∗G, homo-

gènes de degré m dans haque �bre.

1.2. Indie lisse et indie analytique

Définition 1.3. Soit P = (Px, x ∈ G(0)) un G-opérateur pseudodi�é-

rentiel. P est dit elliptique si haque Px est elliptique.

L'ensemble des G-opérateurs pseudodi�érentiels elliptiques sera noté

Ell(G).
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Proposition 1.4. [Con79℄ Soit P = (Px, x ∈ G(0)) ∈ Ψm(G, E)

elliptique. Alors il existe Q ∈ Ψ−m(G, E) tel que

IE − PQ ∈ Ψ−∞(G, E) et IE −QP ∈ Ψ−∞(G, E),

où IE dénote l'opérateur identité sur E.

L'existene du pseudo-inverse Q implique que P dé�nisse un élément

inversible de Ψ∞(G)/Ψ−∞(G). Il n'est pourtant pas toujours possible

de trouver un G-opérateur P ′
de la même lasse que P , i.e. P ′ − P ∈

Ψ−∞(G), qui soit inversible dans Ψ∞(G). Cette obstrution à un re-

lèvement inversible est mesurée par l'indie de P , élément du groupe

de K-théorie K0(Ψ
−∞(G)) ∼= K0(C

∞
c (G)). L'indie ind P peut être

expliité par une onstrution lassique détaillée i-dessous.

Définition 1.5. Soit A une algèbre unitaire sur C, I ⊂ A un idéal

bilatère et π : A→ A/I l'appliation quotient. Un quasi-isomorphisme

est un triplet (E, F, σ) où E, F sont des A-modules projetifs de type

�ni et

σ : π∗E → π∗F

est un isomorphisme de A/I-modules. Un quasi-isomorphisme (E, F, σ)

sera dit dégénéré lorsque σ provient d'un isomorphisme T : E → F .

Remarque 1.6. Tout élément P de A inversible modulo I dé�nit le

quasi-isomorphisme (A,A, π(P )).

Remarque 1.7. Il existe une notion naturelle de somme direte et

d'isomorphisme sur l'ensemble des quasi-isomorphismes. Soient (E, F, σ)

et (E′, F ′, σ′) deux quasi-ismorphismes, alors :

- σ ⊕ σ′ est dé�ni par le triplet (E ⊕ E′, F ⊕ F ′, σ ⊕ σ′)
- σ ∼= σ′ ssi il existe des isomorphismes f : E → E′

et g : F → F ′
tels

que le diagramme suivant soit ommutatif :

π∗E
σ

π∗f

π∗F

π∗g

π∗E′
σ′

π∗F ′.

On dé�nit alors une relation d'équivalene par :

σ ∼ σ′ ⇔ il existe des quasi-isomorphismes dégénérés τ et τ ′ tels que σ⊕τ ∼= σ′⊕τ ′.

Définition 1.8 (K-théorie relative). L'ensemble K(A, I) des lasses

d'équivalene de quasi-isomorphismes pour ∼ est appelé K-théorie re-

lative de I dans A.
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Proposition 1.9. (K(A, I),⊕) est un groupe abélien.

Démonstration. L'assoiativité et la ommutativité de ⊕ sont im-

médiates. L'existene d'un inverse pour (E, F, σ) ∈ K(A, I) tient au

fait que (E, F, σ)⊕ (F,E, σ−1) est dégénéré. En e�et, soient P : E → F
et Q : F → E des morphismes tels que π∗(P ) = σ et π∗(Q) = σ−1

.

Posons

T =

(

(1− PQ)P + P PQ− 1

1−QP Q

)

Alors π∗(T ) = σ ⊕ σ−1
et T : E ⊕ F → F ⊕ E est un isomorphisme

d'inverse expliite

T−1 =

(

Q 1−QP

PQ− 1 (1− PQ)P + P

)

.

On en déduit que (E, F, σ)−1 = (F,E, σ−1), e qui ahève la preuve.

�

L'intérêt de la K-théorie relative réside dans la dé�nition et la des-

ription aisée de ses éléments en termes de quasi-isomorphismes. Or,

un alul en K-théorie dû à Milnor [Mil71℄ permet son identi�ation

à la K-théorie algébrique usuelle :

Proposition 1.10. Les groupes K(A, I) et K0(I) sont isomorphes.

Démonstration. Posons D(A, I) = {(a, a′) ∈ A × A; a − a′ ∈ I}.
Les projetions anoniques p1 et p2 suivant haque fateur fournissent

un diagramme ommutatif de morphismes d'algèbres

D(A, I)
p2

p1

A

π

A π A/I

Considérons K ′(A, I) = Ker{K0(D(A, I))
p1∗→ K0(A)}. En notant Ĩ

l'unitarisation de I, on a Ĩ ⊂ A et l'injetion de Ĩ dans D(A, I) par l'ap-

pliation diagonale anonique fournit immédiatement l'isomorphisme

K ′(A, I) ∼= K0(I) au travers du diagramme ommutatif suivant et de

son image en K-théorie :

0 I Ĩ C 0

0 I D(A, I) A 0
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Il reste à onstruire un isomorphisme entre K(A, I) et K ′(A, I). Soit

(E, F, σ) un quasi-isomorphisme sur (A,I). Les appliations (σπ)∗ :

{

E → π∗(F )
e→ σ(e⊗ 1)

et π∗ :

{

F → π∗(F )
f → f ⊗ 1

permettent de dé�nir

M(E, F, σ) = {(e, f) ∈ E × F ; (σπ)∗(e) = π∗(f)}.

Il apparaît que M(E, F, σ) est un D(A, I)-module projetif de type

�ni, ave (p1)∗(M) ∼= E et (p2)∗(M) ∼= F , et que tout D(A, I)-module

projetif de type �ni est de ette forme ([Mil71℄). L'appliation α :

K(A, I) → K ′(A, I) donnée par

α([E, F, σ]) = [M(E, F, σ)]− [M(E,E, id)]

dé�nit don bien un morphisme de groupe.

Si maintenant x = [M(E, F, σ)]− [M(E, F ′, σ′)] ∈ K ′(A, I), on dé�nit

β : K ′(A, I) → K(A, I) par

β(x) = (E ⊕ F ′, F ⊕E, σ ⊕ (σ′)−1).

On obtient immédiatement que β ◦ α = idK(A,I) ar :

(β ◦ α)([E, F, σ]) = [E ⊕ E, F ⊕ E, σ ⊕ id] = [E, F, σ].

Par ailleurs

(α ◦ β)(x) = [M(E ⊕ F ′, F ⊕E, σ ⊕ (σ′)−1)]− [M(E ⊕ F ′, E ⊕ F ′, id)]

= [M(E, F, σ)]− [M(E, F ′, σ′)]

= x

ar (σ′)−1 ⊕ σ′ se relève en un isomorphisme omme dans la proposi-

tion 1.9, e qui fournit l'isomorphismeM(E⊕F ′, F ⊕E, σ⊕ (σ′)−1)⊕
M(E, F ′, σ′) ∼= M(E, F, σ) ⊕ M(E ⊕ F ′, E ⊕ F ′, id) et permet de

onlure.

�

Exemple 1.11. Soit (A,A, π(P )) le quasi-isomorphisme dé�ni par un

élément P de A inversible modulo I. L'élément de K-théorie ind(P )
orrespondant est donné par [e]− [e0], où les deux idempotents e, e0 ∈
M2(Ĩ) sont expliitement e0 =

(

1 0
0 0

)

et e = Te0T
−1
, ave T et

T−1
omme en 1.9.
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Dans le as général où P ∈ Ψm(G, E, F ), l'inlusion C∞
c (G(0)) ⊂

Ψ0(G) en tant qu'opérateurs de multipliation permet de pousser les

C∞
c (G(0))-modules E, F en des Ψ∞(G)-modules E,F. L'existene d'un

pseudo-inverse (proposition 1.4) ombinée au théorème du noyau de

Shwartz expriment alors préisément que (E,F, P ) est un quasi-isomorphisme

sur (Ψ∞(G), C∞
c (G(0))).

Définition 1.12 (Indie lisse). Soit P un G-opérateur pseudo-di�érentiel

elliptique. On appelle indie lisse l'élément ind(P ) ∈ K0(C
∞
c (G)) dé�ni

par le quasi-isomorphisme préédent.

Il est à noter que ertains résultats d'annulation ou d'invariane par

homotopie de l'indie ne sont valables que dans une omplétion C∗
-

algébrique de C∞
c (G) ([Con94℄, p.132). Ainsi une ourbure salaire

longitudinale stritement positive sur une variété de type spin n'en-

traîne pas néessairement la nullité de l'indie lisse de l'opérateur de

Dira. De plus, ontrairement au as lassique d'une variété, l'applia-

tion indie ne se fatorise pas en général à travers la lasse du symbole

prinipal d'un G-opérateur, e qui ompromet le alul de l'indie lisse

par les outils de K-théorie topologique, indie topologique et isomor-

phisme de Thom. La �èhe pointillée n'existe don pas néessairement

dans le diagramme

Ell(G)
ind

σ

K0(C
∞
c (G))

K0(A∗G) ,

Un ontre-exemple simple est donné par (R,+) en tant que groupoïde

([Con94℄ p. 142) :

Proposition 1.13. L'appliation D → ind(D) ∈ K0(C
∞
c (R)) est une

injetion de l'espae projetif des polyn�mes non-nuls D = P ( ∂∂x) dans

K0(C
∞
c (R)).

Ces limitations dans le adre C∞
motivent la dé�nition suivante :

Définition 1.14 (Indie analytique). Soit j : K0(C
∞
c (G)) → K0(C

∗
r (G))

le morphisme de K-théorie induit par l'inlusion C∞
c (G) ⊂ C∗

r (G). On
appelle indie analytique l'image par j de l'indie lisse.

Une des propriétés fondamentales de l'indie analytique est de pouvoir

se fatoriser à travers le symbole prinipal. Autrement dit, on a un
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diagramme ommutatif

Ell(G)
ind

σ

K0(C
∞
c (G))

j

K0(A∗G)
inda

K0(C
∗
r (G)).

où inda désigne le morphisme en K-théorie qui fatorise l'indie ana-

lytique.

En e�et, inda est le morphisme de bord assoié à la suite exate ourte

de C∗
-algèbres ([Con79, CS84, MP97, NWX99℄)

(5) 0 → C∗
r (G) −→ Ψ0(G)

σ−→ C0(S
∗G) → 0

où Ψ0(G) est une C∗−omplétion de Ψ0(G), S∗G est le �bré en sphères

de A∗G et σ est l'extension du symbole prinipal.

• • •

2 Cohomologie ylique relative

La ohomologie ylique est une généralisation au adre non-ommutatif

de la théorie de De Rham. La version relative de ette théorie ([LMP09b℄)

est adaptée à la desription d'algèbres dé�nies relativement à un ouple

(A,B) d'algèbres de Fréhet. L'aouplement en (o)homologie y-

lique relative :

〈_ ,_〉 : HC∗(A,B)×HC∗(A,B) → C

fournit une interprétation oneptuelle des formules d'indie de type

MKean-Singer. En partiulier pour le ouple (C∞(M), C∞(∂M)) on

retrouve le théorème d'indie d'Atiyah-Patodi-Singer (setion 3.5) en

onsidérant un oyle ylique relatif (bTr, µ) faisant intervenir la b-

trae de Melrose.

2.1. Cyles sur une algèbre

Définition 2.1. Une algèbre di�érentielle graduée est une paire (Ω, d)
où Ω =

⊕

k≥0Ω
k
est une algèbre graduée et d : Ω → Ω est une

di�érentielle de degré 1 et de ourbure 0. d est don une appliation

linéaire véri�ant les propriétés suivantes :

· Imd(Ω
k) ⊂ Ωk+1
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· d(ωi · ωj) = d(ωi)ωj + (−1)iωidωj
· d2 = 0.

Soit A une algèbre sur C.

Définition 2.2. Un yle de dimension n surA est un triplet (Ω, ρ,
∫

)

où (Ω, d) est une algèbre di�érentielle graduée, ρ : A → Ω0
est un

morphisme d'algèbres et

∫

: Ωn → C est une trae graduée fermée,

i.e. :

· ∀ωi ∈ Ωi, ωj ∈ Ωj ave i+ j = n,
∫

ωiωj = (−1)i
∫

ωjωi
· ∀ω ∈ Ωn−1,

∫

dω = 0.

Définition 2.3. Le aratère d'un yle de dimension n sur A est la

fontionnelle (n+1)-linéaire

τ(a0, a1, . . . , an) =

∫

ρ(a0)dρ(a1) . . . dρ(an)

Exemple 2.4. Soit M une variété lisse. Alors l'algèbre Ω(M) des

formes di�érentielles sur M munie de la di�érentielle de De Rham

est une algèbre di�érentielle graduée. Soit C : Ωn(M) → C un ou-

rant fermé de degré n. (Ω(M), Id, C) est un yle de dimension n sur

C∞(M). Son aratère est donné par

τC(f
0, . . . , fn) = C(f0df1 . . . dfn)

Exemple 2.5. Supposons A involutive et soit (H, F ) un module de

Fredholm sur A, i.e. :

· H est un espae de Hilbert muni d'une représentation involutive π
de A sur L(H)

· F est un opérateur sur H tel que F = F ∗
, F 2 = 1 et [F, π(a)] est

un opérateur ompat pour tout a ∈ A.

On suppose de plus que (H, F ) est (n+ 1)-sommable, 'est à dire que

pour tout a ∈ A [F, π(a)] appartient à l'idéal de Shatten Ln+1(H)
des opérateurs ompats T tels que

∑

λk(|T |)n+1 <∞.

Le alul � quantique � assoié au module de Fredholm (H, F ) permet

de dé�nir un yle de dimension n sur A. Posons

Ωk = {
∑

a0[F, a1] . . . [F, ak], a0, . . . , ak ∈ A}

On dé�nit d : Ωk → Ωk+1
par dω = Fω − (−1)kωF . Comme F 2 = 1

on a d2 = 0. De plus Ω =
⊕

Ωk est une algèbre di�érentielle graduée.

Posons Tr′(T ) = 1
2Trae(F (FT + TF )). La trae graduée fermée Trs

est obtenue pour ω ∈ Ωn en posant

Trs ω = Tr′(ω) si n est impair

Trs ω = Tr′(γω) si n est pair
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L'élément γ est l'opérateur Z/2 gradué assoié à un module de Fred-

holm pair ([Con94℄, Dé�nition IV.1). Alors (Ω, d,Trs) est un yle de

dimension n sur A ([Con94℄, Proposition IV.1.1).

Le aratère de e yle est donné par la formule :

τn(a
0, a1, . . . , an) = Tr′

(

a0[F, a1] . . . [F, an]
)

,

où γa0 remplae a0 lorsque n est pair.

2.2. Coyles yliques et ohomologie ylique

Soit Ck(A) = (A⊗A⊗k)∗ l'espae des fontionnelles (k + 1)-linéaires

ϕ sur A et b : Ck → Ck+1
l'opérateur obord de Hohshild dé�ni par

(bϕ)(a0, . . . , ak+1) =

k
∑

j=0

(−1)jϕ(a0, . . . , ajaj+1, . . . , ak+1)+(−1)k+1ϕ(ak+1a0, . . . , ak).

La relation b2 = 0 permet de onsidérer le omplexe de Hohshild

(C•(A), b), dont la ohomologie lorsqueA est unitaire est par dé�nition

la ohomologie de Hohshild de A, notée HH∗(A).

Il est immédiat de onstater que le aratère τ d'un yle de dimension

n sur A est un élément de Cn(A) qui véri�e bτ = 0 et la ondition de

yliité :

τ(a1, . . . , an, a0) = (−1)nτ(a0, . . . , an) ∀a0, . . . , an ∈ A.

Définition 2.6. On appelle oyle ylique sur A tout élément τ de

C•(A) qui véri�e les deux propriétés :

· τ est un oylique : bτ = 0

· τ est ylique : τ(a1, . . . , an, a0) = (−1)nτ(a0, . . . , an) ∀a0, . . . , an ∈ A.

Le résultat suivant aratérise préisément les oyles yliques omme

les aratères de yles sur A :

Proposition 2.7 ([Con94℄, Proposition III.1.4). Soit τ une fontion-

nelle (n+1)-linéaire sur A. Les onditions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un yle (Ω, d,
∫

) de dimension n sur A tel que

τ(a0, . . . , an) =

∫

ρ(a0)dρ(a1) . . . dρ(an) ∀a0, . . . , an ∈ A.

(2) Il existe une trae graduée fermée τ̃ : Ωn(A) → C telle que

τ(a0, . . . , an) = τ̃(a0da1 . . . dan).
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(3) τ est un oyle ylique.

Soit Cnλ (A) le sous-espae de Cn(A) des fontionnelles (n+1)-linéaires
yliques. Connes a montré que l'opérateur b se restreint à e sous-

espae b : Cnλ (A) → Cn+1
λ (A), (C•

λ(A), b) est don un sous-omplexe

du omplexe de Hohshild.

La ohomologie ylique HC∗(A) est dé�nie omme la ohomologie

du omplexe (C•
λ(A), b). HC0(A) n'est autre que l'espae des traes

sur A.

Remarque 2.8. L'inlusion C•
λ(A) → C•(A) induit un morphisme

HC∗(A)
I→ HH∗(A) entre ohomologie ylique et ohomologie de

Hohshild. Ce morphisme n'est pas néessairement injetif, omme le

montre l'exemple A = C. En e�et dans e as HCn = 0 lorsque n est

impair et HCn = C lorsque n est pair, tandis que HH0 = C et HHn

est nul pour tout n > 0.

2.3. Le biomplexe (b, B)

Connes a déouvert que la ohomologie ylique et la ohomologie de

Hohshild sont reliées par une suite exate longue :

· · · → HCn(A)
I→ HHn(A)

B→ HCn−1(A)
S→ HCn+1(A) → . . .

L'opérateur S : HCn−1(A) → HCn+1(A) est dé�ni omme le up pro-

duit en ohomologie ylique [Con85℄ par un générateur de HC2(C) ≃
C. On peut expliitement utiliser le oyle s0 : C3 → C donné par

(a0, a1, a2) 7→ a0 · a1 · a2.
L'opérateur B : HHn(A) → HCn−1(A) est induit par l'opérateur

obord B : Cn(A) → Cn−1
λ (A) de Connes donné par la formule :

Bϕ(a0, . . . , an−1) =

n−1
∑

j=0

(−1)(n−1)jϕ(1, aj, . . . , an−1, a0, . . . , aj−1)

−
n−1
∑

j=0

(−1)(n−1)jϕ(aj , 1, . . . , aj+1, . . . , an, a0, . . . , aj−1).

Cet opérateur a été introduit pour étudier le obordisme des yles

sur A (voir [Con94℄, III.1.β) : son image oïnide ave les di�érenes

de yles obordants. Il se déompose sous la forme B = AB0 où A :

Cn(A) → Cnλ (A) est l'opérateur d'anti-symétrisation

(Aτ)(a0, . . . , an) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)τ(a0, aσ(1) . . . , aσ(n))
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et B0 : C
n(A) → Cn−1(A) est dé�ni par

(B0τ)(a
0, . . . , an−1) = τ(1, a0, . . . , an−1)− (−1)nτ(a0, . . . , an−1, 1).

Les relations de obord b2 = 0, B2 = 0 et de ommutation graduée

bB +Bb = 0 [Con85℄ permettent de onsidérer un biomplexe assoié

aux opérateurs b et B. Soit Cn,m
per

(A)
.
= Cn−m(A) si n−m > 0 et zéro

sinon. Alors b : Cn,m
per

(A) → Cn+1,m
per

(A) et B : Cn,m
per

(A) → Cn,m+1
per

(A)
dé�nissent le biomplexe (C•,•

per

(A), b, B) nommé biomplexe (b, B).

La ohomologie totale du biomplexe (b, B) oïnide ave la oho-

mologie ylique périodique HP ∗(A) de A. Une dé�nition direte de

HP ∗(A) est possible en termes de limite indutive des groupes de o-

homologie ylique pairs et impairs :

HP 0(A) = lim
→

S

HC2k
et HP 1(A) = lim

→

S

HC2k+1

La ohomologie totale du biomplexe (C•,•(A), b, B) dé�ni par Cn,m(A)
.
=

Cn−m(A) si n > m ≥ 0 oïnide quant à elle ave la ohomologie y-

lique HC∗(A) de A.

Le omplexe total du biomplexe (C•,•(A), b, B) est le omplexe (Tot•C•,•(A), b+B)
dé�ni par Tot

nC = Cn⊕Cn−2⊕Cn−4 · · · =
⊕

k C
n−2k

muni de la dif-

férentielle b+B. La ohomologie ylique de A est don alulable par

la relation HC∗(A) = H∗((Tot•C•,•(A), b+B)).

Plus généralement, on appelle omplexe mixte un espae vetoriel om-

plexe Z+-gradué C
• = (Cn)n≥0 muni de deux di�érentielles b et B,

b : Cn → Cn−1
, B : Cn → Cn+1

véri�ant b2 = B2 = bB + Bb = 0.
Le omplexe ylique assoié au omplexe mixte (C•, b, B) est le om-

plexe dé�ni pour haque entier n par
⊕

k C
n−2k

muni de la di�érentielle

b + B. Le omplexe ylique oïnide alors ave le omplexe total du

biomplexe

b b b

C2

b

C1B

b

C0B

C1

b

C0B

C0 ,

et la ohomologie ylique du omplexe mixte (C•, b, B) est la oho-

mologie de son omplexe ylique.
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Le biomplexe (b, B) permet en pratique de dé�nir et de dérire les

éléments de HP ∗(A) de manière très expliite. Connes a montré dans

le as A = C∞(M) que HP ∗(A) est anoniquement isomorphe à l'ho-

mologie de De Rham HDR
∗ (M,C).

2.4. Cohomologie ylique relative

Soient A et B deux algèbres de Fréhet unitaires et σ : A → B un

morphisme unitaire surjetif et ontinu. On peut assoier à la suite

exate ourte

(6) 0 −→ I −→ A
σ−→ B → 0

la suite exate de omplexes mixtes

(7) 0 → (C•(B), b, B) −→ (C•(A), b, B) −→ (Q•, b, B) → 0

où C•(A) désigne le omplexe mixte des ohaines de Hohshild surA

etQ•
est le omplexe mixte obtenu par quotient homotopique (mapping

one) du morphisme de omplexes mixtes σ∗ : C•(B) → C•(A).

La ohomologie relative de (A,B) est par dé�nition la ohomologie du

omplexe mixte Q•
.

Les théories de ohomologie relative peuvent être alulées à partir

d'un omplexe mixte quasi-isomorphe à Q•
([LMP09b℄) :

(C•(A)⊕ C•+1(B), b̃, B̃)

où

b̃ =

(

b −σ∗
0 −b

)

et B̃ =

(

B 0

0 −B

)

.

En partiulier on obtient la ohomologie de Hohshild relativeHH(A,B)

à partir du omplexe (C•(A) ⊕ C•+1(B), b̃) , la ohomologie ylique

relative HC(A,B) à partir de (Tot•C•,•(A)⊕ Tot

•+1C•,•(B), b̃+ B̃),

et la ohomologie ylique périodique relative HP (A,B) à partir de

(Tot•C•,•
per

(A)⊕ Tot

•+1C•,•
per

(B), b̃+ B̃)).

De plus le omplexe (Tot•C•,•(A) ⊕ Tot

•+1C•,•(B), b̃ + B̃) est iso-

morphe à la totalisation du omplexe (C•,•(A,B), b̃+B̃) où Cp,q(A,B)
.
=

Cp,q(A)⊕ Cp,q+1(B), e qui donne �nalement :

HC(A,B) = H((Tot•C•,•(A,B), b̃+ B̃))

et

HP (A,B) = H((Tot•C•,•
per

(A,B), b̃+ B̃))
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La notion de yle s'étend aussi sans di�ulté au as relatif. Tout

omme dans la situation lassique, il est possible de dérire les oyles

yliques relatifs omme aratères de yles relatifs.

Définition 2.9. Un yle relatif de dimension n sur (A,B) est la

donnée :

(1) d'algèbres di�érentielles graduées (Ω, d) et (∂Ω, d) sur A resp.

B et d'un morphisme surjetif unitaire r : Ω → ∂Ω de degré

0,

(2) de morphismes unitaires ρA : A → Ω0
et ρB : B → ∂Ω0

véri�ant r ◦ ρA = ρB ◦ σ,
(3) d'une trae graduée

∫

de degré n sur Ω telle que

∫

dω = 0 si

r(ω) = 0.

Définition 2.10. Le aratère d'un yle relatif de dimension n sur

(A,B) est le ouple de fontionnelles (ϕn, ψn−1) ∈ Cn(A)⊕ Cn−1(B)

dé�ni par :

ϕn(a
0, a1, . . . , an) =

1

n!

∫

ρ(a0)dρ(a1) . . . dρ(an)

ϕn−1(b
0, b1, . . . , bn−1) =

1

(n− 1)!

∫ ′
ρ(b0)dρ(b1) . . . dρ(bn−1)

Le aratère (ϕn, ψn−1) est alors un oyle ylique relatif de Tot
nC•,•(A,B).

Exemple 2.11. Soit M une variété riemanienne omplète à bord mu-

nie d'une b-métrique exate. L'opérateur � famille indiielle � [Mel93℄

induit sur les opérateurs régularisants du b-alul la suite exate :

0 −→b Ψ−∞
Tr (M) −→b Ψ−∞(M)

I−→ S(R,Ψ−∞(∂M)) → 0

où

bΨ−∞
Tr (M) désigne les opérateurs régularisants traçables.

Soit

bTr la b-trae de Melrose et µ ∈ C2(S(R,Ψ−∞(∂M))) le 1-oyle
ylique dé�ni par :

µ(A0, A1) =
−1

2πi

∫ ∞

−∞
Tr∂M

(

dI (A0, λ)

dλ
I (A1, λ)

)

dλ.

Alors (bTr, µ) est un 0-oyle ylique relatif sur le ouple d'algèbres

(bΨ−∞(M),S(R,Ψ−∞(∂M))).
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Les théories duales d'homologie ylique relative se dé�nissent par des

onstrutions similaires à elles présentées i-dessus. On obtient la suite

exate ourte de omplexes homologiques mixtes

(8) 0 → (K•, b, B) −→ (C•(A), b, B) −→ (C•(B), b, B) → 0

et le omplexe mixte noyau K• est quasi-isomorphe au omplexe mixte

(C•(A)⊕ C•+1(B), b̃, B̃)

où

b̃ =

(

b 0
−σ∗ −b

)

et B̃ =

(

B 0
0 −B

)

.

En�n les groupes d'homologie et de ohomologie ylique relative ad-

mettent un aouplement :

〈_ ,_〉 : HC∗(A,B)×HC∗(A,B) → C

dé�ni sur les (o)haînes par la formule d'appariement :

〈_ ,_〉 :
(

Cp,q(A)⊕ Cp,q+1(B)
)

× (Cp,q(A)⊕ Cp,q+1(B)) → C

((ϕ, ψ), (α, β)) 7→ 〈ϕ, α〉+ 〈ψ, β〉

• • •

3 Théorèmes d'indie en géométrie

non-ommutative

Certains oyles yliques possèdent la propriété remarquable de s'ap-

parier intégralement ave la K-théorie, et l'appliationK∗
〈· ,τ 〉−→ Z qu'ils

dé�nissent permet de aluler des formules d'indies en ohomologie y-

lique. Le aratère de Chern d'un module de Fredholm est un exemple

fondamental de ette situation.

3.1. Aouplement ave la K-théorie

Soit A une algèbre unitaire, τ ∈ Z•
λ(A) un oyle ylique sur A

et e ∈ Mk(A) un idempotent. La trae usuelle sur les matries Tr :
Mk(C) → C est un générateur de HC0(Mk(C)) et le up produit ave

et élément est une appliation ♯Tr : HCn(A) → HCn(A⊗Mk(C)) ≈
HCn(Mk(A)).
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Lorsque τ ∈ Z2n
λ est pair, l'expression

〈τ , e〉 = 1

n!
(τ♯Tr)(e, . . . , e)

ne dépend que des lasses [τ ] ∈ HC2n
et [e] ∈ K0(A) et dé�nit don

un aouplement bilinéaire entre K0(A) et HCpair(A).

Lorsque τ ∈ Z2n+1
λ est impair, et u ∈ GLk(A) on obtient un aou-

plement similaire de HC impair(A) à K1(A) par la formule

〈τ , u〉 = 2−n√
2i
Γ(
n

2
+ 1)−1(τ♯Tr)(u−1 − 1, u− 1, u−1 − 1, . . . , u− 1).

Les relations 〈τ , e〉 = 〈Sτ , e〉 et 〈τ , u〉 = 〈Sτ , u〉 permettent d'étendre

es aouplements en ohomologie ylique périodique.

3.2. Caratère de Chern d'un module de Fredholm

Supposons maintenant A involutive et soit (H, F ) un module de Fred-

holm �niment sommable surA. Pour tout n assez grand, les oyles y-

liques τn de l'exemple 2.5 sont les représentants d'une même lasse de

ohomologie ylique périodique, appelée aratère de Chern de (H, F ).

Tout représentant τ ∈ HC∗(A) du aratère de Chern ch∗(H, F ) véri�e
alors :

τ(K0(A)) ⊂ Z

Cette propriété d'intégralité se déduit d'une formule d'indie d'un opé-

rateur de Fredholm onstruit à partir de (H, F ). Dans le as impair, si

P = 1+F
2 désigne la projetion sur les valeurs propres positives de F,

l'aouplement de K1(A) à τ oïnide ave l'appliation K1(A)
ϕ→ Z

dé�nie par :

ϕ([u]) = ind(PuP ) , u ∈ GL1(A).

Le as pair fait intervenir laZ/2-graduation naturelle deH = H+⊕H−

et l'appliation K0(A)
ϕ→ Z dé�nie par (voir [Con94℄, Proposition

IV.0.2)

ϕ([e]) = ind(e−Fe+) , e ∈ Proj(Ã⊗Mq(C)).

Le aratère de Chern d'un module de Fredholm permet don de al-

uler l'appliation indie ϕ : Kj(A) → C où j=0 ou 1 en fontion de la

parité de (H, F ) par la formule :

ϕ(x) = 〈x , ch∗(H, F )〉.
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3.3. Classe de Hoshild du aratère de Chern

Les oyles yliques τn dé�nissant le aratère de Chern font in-

tervenir la trae ordinaire Tr qui est une donnée non loale. Pour un

alul expliite de l'aouplement en K-théorie il est ruial de dispo-

ser de formules loales et la trae de Dixmier Trω est alors un outil

fondamental ([Con94℄, Setion IV.2).

En guise d'exemple dans le as des opérateurs pseudodi�érentiels sur

une variété lisse, Trω(T ) pour T d'ordre 1 oïnide ave le résidu de

Wodziky qui se alule loalement omme intégrale d'une densité sur

M. Si

k(x, y) = −a(x) log|x− y|+ o(1)

désigne le noyau de T au voisinage de la diagonale, k(x, y) diverge

logarithmiquement et l'on pose

∫

−T =

∫

M

a(x).

Le terme de droite a toujours un sens e qui permet d'étendre la formule

aux opérateurs pseudodi�érentiels de tout ordre.

Plus généralement la trae de Dixmier permet de dé�nir des oyles

de Hohshild homologues au aratère de Chern en ohomologie de

Hohshild :

Théorème 3.1 ([Con94℄, Proposition IV.2.8). Soit (H, F ) un module

de Fredholm sur A, et D un opérateur auto-adjoint non borné sur H

tel que D−1 ∈ L(n,∞)
, Signe(D)=F et tel que pour tout a ∈ A les

opérateurs a et [D, a] soient dans le domaine de toutes les puissanes

de la dérivation δ donnée par δ(x) = [|D|, x].

(1) On dé�nit un n-oyle de Hohshild ϕω sur A par

ϕω(a
0, a1, . . . , an) = λnTrω(a

0[D, a1] . . . [D, an]|D|−n)

(2) Pour tout n-yle de Hohshild c ∈ Zn(A,A), 〈ϕω , c〉 =
〈τn , c〉 où τn ∈ HCn(A) est le aratère de Chern de (H, F ).

Si de plus la ohomologie de Hohshild est Hausdor�, elle est le dual de

l'homologie de Hohshild et ϕω est alors l'image de τn par l'appliation

I � oubli de yliité � de la suite exate :

HCn−2(A)
S→ HCn(A)

I→ HHn(A)

La non-nullité de I(τn) est don une obstrution à l'existene d'un

(n − 2)-oyle ylique φ tel que τn = Sφ. En partiulier un repré-

sentant τd du aratère de Chern dont la dimension est minimale a
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une lasse de Hohshild I(τd) 6= 0, e qui implique l'existene de di-

vergenes logarithmiques mesurées par la valeur de la trae de Dix-

mier Trω(|D|−d) 6= 0. Autrement dit le résidu de la fontion ζ(s) =

Tr(|D|−s) ne s'annule pas en s = d.

Exemple 3.2. Soit (H, F ) un module de Fredholm véri�ant les hypo-

thèses préédentes et tel que (D + i)−1
soit d'ordre 1/n, n = 2m. Soit

e un idempotent e = e2 = e∗ dont toutes les omposantes inférieures

du aratère de Chern ch(e) en homologie ylique s'annulent :

chj(e) = 0 , j < m.

Alors chm(e) est un yle de Hohshild et l'aouplement du théorème

préédent implique la formule d'indie loale [CL01℄ :

indD+
e = (−1)m

∫

− γ(e− 1

2
)[D, e]2mD−2m

3.4. Théorème d'indie loal en géométrie non-ommutative

Le oyle de Hohshild ϕω onstruit à partir de la trae de Dixmier

est alulable loalement, mais n'est homologue au aratère de Chern

qu'en ohomologie de Hohshild. Le résultat suivant dé�nit les om-

posantes (ϕn) d'un oyle homologue au aratère de Chern dans le

biomplexe (b, B).

Définition 3.3. SoitB l'algèbre générée par les dérivations δk(a), δk([|D|, a])
du théorème préédent. On appelle spetre de dimension de A le sous-

ensemble Σ ⊂ C des singularités des fontions analytiques

ζb(z) = Tr(b|D|−z) , Rez > p , b ∈ B.

On dira que le spetre de dimension est simple si ζb peut être étendue
à C \ Σ ave des p�les simples en Σ.

Théorème 3.4 ([CM95℄). Sous les hypothèses du théorème préédent

on suppose le spetre de dimension de A simple et disret.

(1) L'égalité

∫

−P = Resz=0Tr(P |D|−z) dé�nit une trae sur l'al-

gèbre générée par A, [D, a] et |D|−z, z ∈ C.

(2) La formule suivante a un nombre �ni de termes non nuls qui

dé�nissent les omposantes impaires (ϕn)n=1,3,... d'un oyle

dans le biomplexe (b, B) de A :

ϕn(a
0, a1, . . . , an) =

∑

k

cn,k
∫

− a0[D, a1](k1) . . . [D, an](kn)|D|−n−2|k|
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où l'on note T (k) = ∆k(T ), ∆(T ) = D2T − TD2
, k est un

multi-index |k| = k1 + · · ·+ kn et

cn,k = (−1)|k|
√
2i(k1! . . . kn!)

−1((k1+1) . . . (k1+k2+· · ·+kn+n)))−1Γ(|k|+n
2
).

(3) L'aouplement de la lasse de ohomologie ylique (ϕn) ∈
HC∗(A) ave K1(A) donne l'indie de Fredholm de D à oef-

�ients dans K1(A).

Une formule analogue existe dans le as pair mais le terme ϕ0 ne

s'exprime pas en termes de résidus

∫

− ar il n'est pas loal lorsque H

est de dimension �nie.

3.5. Formule d'Atiyah-Patodi-Singer en ohomologie ylique

relative

L'aouplement en ohomologie ylique relative permet d'obtenir de

manière partiulièrement élégante des formules d'indie telles que elle

d'Atiyah-Patodi-Singer. L'exemple i-dessous est exposé par Lesh, Mos-

ovii et P�aum dans ([LMP09a℄, 1.5).

Soit D un opérateur gradué auto-adjoint non borné sur A, dont on

note α l'opérateur de graduation. On suppose de plus que D est un

opérateur de Fredholm dont la projetion PkerD est traçable. On dé�nit

A0(t) = αD exp(−1
2tD

2) et A1(t) =
∫∞
t
De

t
2
−sD2ds.

L'appariement de exp(−tD2) ave bTr n'est en général pas indépen-

dant de t ar bTr n'est pas une trae. En revanhe le ouple EXPt(D) =

(α exp(−tD2),−1
2σ(A0) ⊗ σ(A1)) dé�nit une lasse d'homologie y-

lique relative indépendante de t et homologue à (αPkerD, 0). La for-

mule d'appariement permet d'obtenir une version relative de la formule

de MaKean-Singer :

ind(D) = Tr(αPkerD)

= < (bTr, µ), (α exp(−tD2),−1
2σ(A0)⊗ σ(A1)) >

= bTr(α exp(−tD2))− 1
2µ(σ(A0), σ(A1))

Lorsque D = Γ d
dx+D∂ est un b-opérateur de Dira de omposante tan-

gentielle D∂ =

(

0 A
A 0

)

le seond terme dans l'expression préédente
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n'est autre que l'invariant η de A :

1
2µ(σ(A0), σ(A1)) = −1

4πi

∫∞
−∞Tr∂M

(

dI (A0,λ)
dλ I (A1, λ)

)

dλ

= −1
4π

∫∞
−∞ Tr∂M

(

αΓ
∫∞
t

(iλΓ +D∂)e
−s(D2

∂+λ
2)ds

)

dλ

= −1
4
√
π

∫∞
t

1√
s
Tr∂M

((

0 −A
−A 0

)

e−sA
2

)

ds

= −1
2
√
π

∫∞
t

1√
s
Tr∂M

(

Ae−sA
2
)

ds
.
= 1

2ηt(A).

Ainsi si D est de Fredholm on a pour tout t > 0 :

ind(D) =b Tr(αe−tD
2

)− 1

2
ηt(A)

et la limite lorsque t ց 0 donne une démonstration de la formule

d'Atiyah-Patodi-Singer dans le adre du b-alul. On généralisera dans

la suite de e travail le oyle (bTr, µ) au as des variétés à bord

feuilleté.





Chapitre 2

Groupoïde d'élatement des

variétés à oins

• • •

1 Variétés à oins

1.1. Dé�nition des variétés à oins

Une variété à oins X est un espae topologique où tout point p admet

un voisinage di�éomorphe àRk
+×Rn−k

, p étant de oordonnées nulles à

travers e di�éomorphisme. L'entier k est appelé odimension du point

p. Les omposantes onnexes de l'ensemble des points de odimension

k sont appelées faes ouvertes de odimension k. Leurs l�tures sont
les faes de X. Une fae de odimension 1 est appelée hyperfae de

X. Le bord de X, noté ∂X , est la réunion des faes de odimension

stritement positive.

1.2. Variétés à oins plongés

Les variétés à oins plongés ont été étudiées par Melrose pour om-

prendre et étendre le théorème d'indie d'Atiyah-Patodi-Singer (voir

[Mel93℄). Une desription équivalente en termes d'équarrissages a été

proposée par Monthubert dans [Mon03℄. Les deux dé�nitions sont don-

nées pour rappel i-dessous (setion 2.1 pour la dé�nition par équar-

rissages) .

Définition 1.1 (Variété à oins plongés, [Mel93℄). Une variété à

oins plongés X est une variété à oins munie d'une sous-algèbre C∞(X)

véri�ant les onditions suivantes :

· il existe une variété X̃ et une appliation j : X → X̃ pour laquelle

C∞(X) = j∗C∞(X̃),

· il existe une famille �nie de fontions ρi ∈ C∞(X̃), telles que

j(X) = {y ∈ X̃, ∀i ∈ I, ρi(y) ≥ 0},
35
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· pour tout J ⊂ I, et tout point de X̃ où les (ρj)j∈J s'annulent simul-

tanément, les di�érentielles dρj sont indépendantes.

Les fontions ρi sont appelées fontions de dé�nition des hyperfaes.

Remarque 1.2. La première ondition exprime la donnée d'une stru-

ture lisse telle que dé�nie en 3.4.

Remarque 1.3. La donnée d'une fontion de dé�nition ρ d'une hy-

perfae F induit une trivialisation du �bré normal de l'intérieur de F.

Exemples 1.4. Le oin, le arré, les ubes de dimension n sont des

variétés à oins plongés. Le simplexe Σn = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1
+ , t0 +

· · ·+ tn = 1} est une variété à oins plongés. La goutte à un oin n'est

pas une variété à oins plongés, ontrairement à la goutte à 2 oins.

Figure 1. Les gouttes à un et deux oins.

1.3. Variétés à oins �brés itérés

L'étude des pseudo-variétés strati�ées (hapitre 5) onduit à l'intro-

dution d'une struture �brée sur les variétés à oins plongés ([DLR11℄).

En e�et l'existene d'un proessus de désingularisation permet de onsi-

dérer toute pseudo-variété strati�ée omme espae quotient d'une va-

riété à oins �brée (voir [ALMP09℄ et setion 3.2). Pour une telle

désingularisation, haque hyperfae Fi est l'espae total d'une �bra-

tion φi : Fi → Yi où Yi est aussi une variété à oins, de telle sorte

que la famille de �brations φ = (φ1, . . . , φk) véri�e les propriétés d'une
struture �brée itérée ([DLR11℄), i.e. :

· ∀I ⊂ {1, . . . , k} tel que

⋂

i∈I Fi 6= ∅, l'ensemble {Fi, i ∈ I} est

totalement ordonné,

· si Fi < Fj , alors Fi ∩ Fj 6= ∅, φi : Fi ∩ Fj → Yi est une submersion

surjetive et Yji
.
= φj(Fi ∩ Fj) ⊂ Yj est une hyperfae de la variété
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à oins Yj. De plus il existe une submersion surjetive φji : Yji → Yi
qui véri�e φji ◦ φj = φi sur Fi ∩ Fj .

· les hyperfaes de Yj sont exatement les Yji ave Fi < Fj . En parti-

ulier si Fi est minimal Yi est une variété sans bord.

On appellera variété à oins �brés itérés une variété à oins plongés

munie d'une struture �brée itérée.

• • •

2 Équarrissages

On rappelle dans ette setion la dé�nition d'un équarrissage, qui

s'avère être une notion très maniable pour assoier à une variété à oins

plongés un groupoïde de Lie � d'élatement �. Ce groupoïde longitudi-

nalement lisse, introduit dans la thèse de Monthubert [Mon03℄, dé�nit

un alul pseudodi�érentiel qui oïnide ave le b-alul à support om-

pat de Melrose. On peut ainsi parler du � groupoïde du b-alul �. Ce

groupoïde s'obtient par l'élatement des sous-variétés de odimension

1 dans l'extension de X, puis par produit �bré des élatements par

rapport à haque sous-variété omposant l'équarrissage.

Nous montrerons dans e hapitre qu'une onstrution similaire existe

pour le φ-alul, en introduisant un élatement partiel assoié à la

�bration de haque sous-variété. On dé�nit à et e�et dans ette setion

la notion d'équarrissage �bré qui permet une mise en appliation direte

du proédé d'élatement.

2.1. Rappels sur la transversalité

Rappelons qu'une famille d'appliations (φi)1≤i≤n, φi : Xi → Y est

transverse si les orthogonaux (dans T ∗Y ) des espaes dφi(TXi) sont

en somme direte. Sous ette ondition le produit �bré des Xi au-dessus

de Y est une sous-variété lisse de

∏

1≤i≤nXi.

2.2. Dé�nitions

Définition 2.1 (Équarrissage, [Mon03℄ 2.4). On appelle équarrissage

la donnée d'une variété M et d'une famille �nie (Vi)i∈I de sous-variétés
de odimension 1 telles que ∀J ⊂ I, la famille d'inlusions des (Vj)j∈J
soit transverse.

Si haque sous-variété Vi est transversalement orientée, on dit que

l'équarrissage est orienté. Si de plus haque Vi sépare M en deux parties

M+
i et M−

i , on appelle partie positive de M l'intersetion des M+
i .
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La dé�nition équivalente d'une variété à oins plongés en tant qu'équar-

rissage est alors :

Définition 2.2 (Variété à oins plongés, [Mon03℄ 2.5). Une variété à

oins plongés X est la partie positive d'un équarrissage orienté (M, (Vi)i∈I).
On dit que (M, (Vi)i∈I) est une extension de X.

2.3. Équarrissage �bré

Définition 2.3 (Équarrissage �bré). On appelle équarrissage �bré

la donnée d'un équarrissage (M, (Vi)i∈I) et d'une famille de �brations

φi : Vi → Yi telles que ∀J ⊂ I, la famille d'inlusions des (Vj×Yj
Vj)j∈J

dans M2
soit transverse.

2.4. Variétés à oins �brés

Définition 2.4. Soit X une variété à oins plongés, et (M, (Vi)i∈I) une
extension de X. On dira que X est une variété à oins plongés et �brés

s'il existe une famille de �brations φi : Vi → Yi telle que (M, (Vi, φi)i∈I)
soit un équarrissage �bré.

Exemple 2.5. Une famille de sous-variétés �brées disjointes de odi-

mension 1 est toujours transverse. En partiulier les variétés à bord

�brés, objets du φ-alul de Melrose, sont des variétés à oins �brés.

Exemple 2.6. X = R3
+. Soit M = R3

, πx, πy et πz les projetions

sur la base anonique, Vx = ker πx, Vy = ker πy, Vz = ker πz . Soit
φx : Vx → {0}, φy : Vy → ker πx ∩ ker πy, φz : Vz → ker πy ∩ ker πz.

Alors (M, (Vx, φx), (Vy, φy), (Vz, φz)) est un équarrissage �bré.

Exemple 2.7. Mêmes notations que l'exemple préédent, mais ette

fois-i φ′x : Vx → {0}, φ′y : Vy → ker πy∩ker πz , φ′z : Vz → ker πx∩ker πz.
Alors (M, (Vx, φ

′
x), (Vy, φ

′
y), (Vz, φ

′
z)) n'est pas un équarrissage �bré.

Exemple 2.8. L'exemple 2.6 est un équarrissage �bré mais n'est pas

une struture �brée itérée. En e�et φz(Vy ∩ Vz) = Vz ∩ ker πy, Yyz =

φy(Vy ∩ Vz) = {0} et il ne peut y avoir de surjetion de Yyz sur Yz =
ker πy ∩ ker πz puisque dimYyz = 0 < 1 = dimYz.

Remarque 2.9. La dé�nition retenue de variété à oins �brés per-

met d'assurer la lissité longitudinale du groupoïde d'élatement (voir

proposition 5.3). Les résultats de e hapitre peuvent don s'appliquer

à des �brations provenant d'autres strutures qu'une struture �brée

itérée, dans la mesure où tout équarrissage �bré ne provient pas nées-

sairement d'une struture �brée itérée (exemple 2.8).



Groupoïde de déformation au �ne normal 39

Il est ependant parfaitement possible de se limiter à la atégorie des

équarrissages �brés itérés, 'est à dire des équarrissages dont les �bra-

tions véri�ent les propriétés de struture itérée.

• • •

3 Groupoïde de déformation au �ne

normal

On rappelle dans ette setion quelques propriétés fondamentales des

groupoïdes de déformation au �ne normal. Ces objets importants

en géométrie non-ommutative permettent notamment la onstrution

d'éléments en KK-théorie et la formulation de problèmes d'indies

(groupoïde tangent de Connes). On dé�nit ensuite un groupoïde de

déformationDϕ qui intervient dans la desription du groupoïde d'éla-

tement des variétés à bord feuilleté.

3.1. Groupoïdes - Algébroïdes

3.1.1. Groupoïde

Définition 3.1. Un groupoïde est une petite atégorie dans laquelle

tous les éléments sont inversibles. On dispose don d'un ensemble d'ob-

jets (ou unités) G(0)
et d'un ensemble de �èhes G muni de deux ap-

pliations soure et but s, r : G → G(0)
, ainsi que d'une loi de ompo-

sition m : G(2) → G assoiative sur l'ensemble des �èhes omposables

G(2) = {(γ, η) ∈ G× G : s(γ) = r(η)}.

On suppose par ailleurs qu'il existe une appliation unité u : G(0) → G

telle que r ◦ u = s ◦ u = Id et une appliation inverse i : G → G

involutive telle que s ◦ i = r.

En�n, en notantm(γ, η) = γ ·η, tout élément γ de G véri�e les relations

γ · γ−1 = u(r(γ)), γ−1 · γ = u(s(γ)) et r(γ) · γ = γ · s(γ) = γ.

Un groupoïde de Lie est un groupoïde pour lequel G et G(0)
sont des

variétés C∞
telles que toutes les appliations i-dessus soient C∞

et

s, r soient des submersions.

On note lassiquement GA = s−1(A), GB = r−1(B) et GBA = GA ∩GB.

3.1.2. Algébroïde

Définition 3.2. Soit M une variété C∞
. Un algébroïde de Lie sur

M est la donnée d'un �bré vetoriel A → M , d'un rohet [. , .] :

Γ(A) × Γ(A) → Γ(A) sur le module Γ(A) des setions de A et d'un

morphisme de �bré p : A→ TM appelé anre ou �éhage, tels que :
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(1) [. , .] soit R-bilinéaire, antisymétrique et véri�e l'identité de

Jaobi,

(2) [V, fW ] = f [V,W ] + p(V )(f)W pour tout V,W ∈ Γ(A) et

f ∈ C∞(M)

(3) p([V,W ]) = [p(V ), p(W )] pour tout V,W ∈ Γ(A).

Tout groupoïde de Lie G dé�nit un algébroïde de Lie AG par le �-

bré normal à l'inlusion G(0) ⊂ G. Les setions de AG sont en orres-

pondane biunivoque ave les hamps de veteurs X sur G qui sont

s-vertiaux et invariants à droite et on a ainsi une struture d'algèbre

de Lie sur Γ(AG).

Tout algébroïde de Lie dé�nit un feuilletage par l'image de son anre

p(C∞
c (M,A)). En partiulier tout groupoïde de Lie dé�nit un feuille-

tage.

3.2. Déformation au �ne normal Dϕ

Soit M une variété C∞
et N une sous-variété C∞

de M. SoitNM
N → M

le �bré vetoriel normal à l'inlusion N ⊂M : NM
N →M = TNM/TN .

La déformation au �ne normal de l'inlusion N ⊂ M est dé�nie de

manière ensembliste par :

DM
N = NM

N × 0
⊔

M ×R∗.

Plus généralement, si G1 et G2 sont deux groupoïdes de Lie d'algé-

broïdes respetifs AG1 et AG2 véri�ant AG1 ⊂ AG2, on peut dé�nir

pour l'immersion induite ϕ : G1 → G2 le groupoïde de déformation au

�ne normal par ([HS87℄) :

Dϕ = G1 ×s1 N × 0
⊔

G2 ×R∗.

Le groupoïde G1 agit sur le normal N = AG2/AG1 par sa omposante

d'holonomie hxy : Nx → Ny :

(γ, v) = ((x, y, h), (y, ξ)) 7→ γ · v = (x, h−1(ξ))

Ainsi G1 ×sV N = {(γ, v) ∈ G1 ×N, v ∈ Ns1(γ)} est muni d'une loi de

omposition :

(9) (γ1, v) · (γ2, w) = (γ1γ2, v + γ1 · w)
lorsque t(γ2) = s(γ1), d'inverse (γ, v)−1 = (γ−1,−γ−1 · v).
G2×R∗

est naturellement un groupoïde de Lie muni de la omposition

pontuelle (γ1, t) · (γ2, t) = (γ1 · γ2, t).
Dϕ est alors l'union des groupoïdes de Lie G1 ×sV N et G2 ×R∗

.
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3.3. Struture di�érentielle

Dans le as simple de l'inlusion anonique Rp × {0} ⊂ Rp × Rq =
Rn

, où q = n − p, la déformation au �ne normal Dn
p est l'ensemble

Rp × Rq × R muni de la struture C∞
induite par la bijetion Θ :

Rp ×Rq ×R → Dn
p :

Θ(x, ξ, t) =

{

(x, ξ, 0) si t = 0
(x, tξ, t) si t 6= 0

Dans le as loal d'un ouvert U ⊂ Rn
et de la sous-variété V =

U∩(Rp×{0}),DU
V = V×Rq×{0}

⊔

U×R∗
est un sous-ensemble ouvert

de Dn
p muni de la struture i-dessus puisque Θ−1(DU

V ) est l'ensemble

(10) ΩUV = {(x, ξ, t) ∈ Rp ×Rq ×R , (x, tξ) ∈ U}
qui est un ouvert de Rp ×Rq ×R et don une variété C∞

.

Dans le as général des variétés, supposons M de dimension n et N

de dimension p. La struture di�érentielle sur DM
N peut être dérite

loalement à partir des ouverts de Dn
p à l'aide de artes adaptées.

Définition 3.3 ([CR07℄). On appelle arte adaptée à N une arte

oordonnée (U , φ) de lasse C∞
en M qui satisfait :

(1) φ : U ≃→ U ⊂ Rp ×Rq

(2) si U ∩ N = V, V = φ−1(V ) (où V = U ∩ (Rp × {0}) omme

i-dessus)

Soit (U , φ) une arte adaptée à N. Lorsque x ∈ V on a φ(x) ∈ Rp×{0} :
on note φ1 la omposante de φ sur Rp

telle que φ(x) = (φ1(x), 0) et

dnφv : Nv → Rq
la omposante normale de la dérivée dφv pour x ∈ V.

Soit φ̃ : DV
U → DV

U l'appliation dé�nie par :

φ̃ :

{

φ̃(v, ξ, 0) = (φ1(v), dnφv(ξ), 0)

φ̃(u, t) = (φ(u), t) si t 6= 0

Alors l'appliation ϕ = Θ−1 ◦ φ̃ obtenue par la omposition

DU
V

φ̃−→ DU
V

Θ−1

−→ ΩUV

est un di�éomorphisme de DU
V sur l'ouvert ΩUV de Rp ×Rq ×R dé�nit

omme en 10.

La struture di�érentielle globale de DM
N est alors dérite par la pro-

position suivante :

Proposition 3.4 ([CR07℄). Soit {(Uα, φα)} un atlas C∞
de M dont

les artes sont adaptées à N. Alors {(DUα

Vα
, ϕα)} est un atlas C∞

pour

DM
N .
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3.4. Groupoïde de déformation Dϕ = Dϕ ⋊R∗
+

Soit V une variété munie d'un feuilletage régulier F1, dé�ni par un

sous-espae vetoriel intégrable TF1 ⊂ TV , i.e. C∞(V, TF1) est une

sous-algèbre de Lie de C∞(V, TV ). On noteN = TV/TF1 et on suppose

V munie d'une onnexion w qui fournit une déomposition du �bré

tangent TV = TF1 ⊕N.

Soit G1 le groupoïde d'holonomie [Con82, Con94℄ assoié à F1 et

ϕ : G1 → V × V l'immersion induite par l'inlusion TF1 ⊂ TV . On
note Dϕ le groupoïde normal de ϕ.

Dϕ induit sur l'espae de ses unités V × R un feuilletage singulier

F
adp

dé�ni par F1 × {0} et TV × {t} pour t 6= 0 qui résulte de l'in-

tégration de l'algébroïde de Lie adiabatique partiel A
adp

dérit dans

([Deb01℄,Exemple 4.5) :

p
adp

: A
adp

= TF1 ⊕N ×R → TV × TR
(v1, v2, t) 7→ (v1 + tv2, (t, 0))

En partiulier le feuilletage de R transverse à V induit par Dϕ est

trivial en points puisque haque t 6= 0 dé�ni une feuille V × {t} de

V ×R.

Or le feuilletage F dé�ni par les faes transversalement orientées Vi
d'une variété à oins �brés néessite une struture transverse singulière

de la forme Vi × {0},Vi × R∗
+ et Vi × R∗

−. On introduit à et e�et le

groupoïde de déformationDϕ obtenu par l'ation transverse de R∗
+ sur

Dϕ donnée expliitement par :

(λ, h) = (λ, (γ, t)) 7→ λ · γ = (γ, λ · t)

Les orbites de Dϕ = R∗
+ ⋊Dϕ oïnident alors ave le feuilletage F .

Une expression ensembliste de la variété Dϕ est :

Dϕ = (G1 ×s1 N ×R∗
+)× {0}

⊔

V × V ×R∗
+ ×R∗ ⇒ V ×R.

3.5. Isotropie des feuilletages singuliers

Supposons que V soit une sous-variété feuilletée de odimension 1 de

M, transversalement orientée. Notons F le feuilletage singulier sur M

dé�ni par le module des hamps de veteurs sur M tangents à V.

Il a déjà été noté que le groupoïde normal Dϕ d'une immersion ϕ :
G1 → GV = V × V pouvait rendre ompte de la non trivialité d'un
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espae des feuilles G1 sur V mais pas du omportement transverse du

feuilletage singulier F sur M.

Notons que ette information est présente dans le diagramme om-

mutatif reliant les deux notions de feuilles des feuilletages singuliers

[AS06℄ :

Fx
p

Jx ker F/IxF ev
Fx

où Fx ⊂ TxM , Ix = {f ∈ C∞M, f(x) = 0} et F/IxF est la loali-

sation du module de hamps de veteurs F . En partiulier lorsque x
appartient à V la situation devient :

R → RdimM → RdimV

Le groupe de Lie R∗
+ intègre l'isotropie du feuilletage enodée dans

l'algèbre de Lie J = R :

φ :

{

R∗
+ → R

λ 7→ lnλ

Ainsi Dϕ = Dϕ ⋊R∗
+ enode simultanément l'isotropie du feuilletage

transverse à V et la non-trivialité de l'espae des feuilles sur V.

3.6. Loi de omposition sur Dϕ

Tout élément g de Dϕ peut s'érire sous la forme g = (γ, λ, t), ave
γ = (g1, ξ) ∈ G1×s1N si t = 0 et γ ∈ GV = V ×V si t 6= 0. (λ, t) est un

élément du groupoïdeH = R⋊R∗
+ oùR∗

+ agit surR par multipliation.

Les appliations soure et but de H sont don sH(λ, t) = t et rH(λ, t) =

λ · t.
Si s1, r1 et sV , rV sont les appliations soure et but de G1 et GV ,
sH , rH elles de H = R⋊R∗

+, Dϕ est muni d'appliations lisses sϕ et

rϕ qui véri�ent :

{

sϕ((g1, ξ), λ, 0) = (s1(g1), sH(λ, 0))
rϕ((g1, ξ), λ, 0) = (r1(g1), rH(λ, 0))

et

{

sϕ(γ, λ, t) = (sV (γ), sH(λ, t))
rϕ(γ, λ, t) = (rV (γ), rH(λ, t))

si t 6= 0.

Soit p : V × R∗
+ × R → V la projetion anonique, ŝ = p ◦ sϕ et

r̂ = p ◦ rϕ. Pour un élément g = (γ, λ, t) de Dϕ donné, ŝ(g) et r̂(g)

ne dépendent que de l'élément γ ∈ G1 ×s1 N
⊔

GV . Pour alléger les
notations on notera ŝ(γ) et r̂(γ) les éléments orrespondants.
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La loi de omposition sur Dϕ est alors le produit de la loi de ompo-

sition sur Dϕ en tant que groupoïde normal et la loi sur H = R⋊R∗
+.

Si g1 = (γ1, λ1, t1) et g2 = (γ2, λ2, t2) sont deux éléments de Dϕ tels

que ŝ(γ2) = r̂(γ1) et sH(λ2, t2) = rH(λ1, t1), on pose :

g1 · g2 = (γ1 · γ2, λ1 · λ2, t1)

• • •

4 Elatement d'une sous-variété

feuilletée de odimension 1

4.1. Motivation

On onstruit dans ette setion un groupoïde d'élatement GVF asso-

ié à une sous-variété feuilletée (V,F1) de odimension 1 dans M. Ce

groupoïde de base M est obtenu par reollement du groupoïde d'ho-

lonomie de M \ V et du groupoïde de déformation Dϕ introduit en

3.4 :

GVF = Dϕ

⋃

Ψ

Hol(M \ V )

GVF enode l'espae des feuilles du feuilletage singulier F dé�ni par

les hamps de veteurs sur M tangents à F1 en V. Cette propriété

sera préisée dans le hapitre onsaré aux feuilletages singuliers : on

montrera que GVF n'est autre que le groupoïde d'holonomieHol(M,F)
de F (voir proposition 5.7).

On étend ensuite ette onstrution au as des des variétés à oins

�brés. Si X est dé�nie par un équarrissage �bré Eφ, on onstruit un

groupoïde d'élatement GEφ de X obtenu par l'élatement des sous-

variétés Vi de odimension 1 dans l'extension de X, puis par produit

�bré des élatements GVFi omposant l'équarrissage. GEφ est longitu-

dinalement lisse et permet d'assoier à X un alul pseudodi�érentiel

anonique. On étudiera les liens étroits qui lient GEφ au φ-alul de

Melrose dans le hapitre 3.

4.2. Reollement par une appliation

Rappelons qu'étant données deux appliations f : Z → X et g : Z →
Y dé�nies sur un même ensemble Z, la somme amalgamée (ou pushout)

de X et Y le long de Z est dé�nie omme le quotient de l'union disjointe

X ⊔ Y par la relation :

f(z) ≃ g(z) , ∀z ∈ Z.
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La somme amalgamée est notée X ⊔Z Y .
En partiulier si X et Y sont des espaes topologiques, A une partie

non vide de Y et Ψ : A → X une appliation ontinue, la somme

amalgamée de X et Y le long de A est appelée reollement de X et Y

par Ψ, notée X ⊔Ψ Y . On dispose alors d'injetion anoniques iA, iX et

iY telles que le diagramme suivant ommute :

A
Ψ

iA

X

iX

Y
iY
X ⊔Ψ Y.

Si X, Y et A sont des variétés di�érentielles et Ψ : A → X un di�éo-

morphisme, X ⊔Ψ Y est naturellement une variété di�érentielle et les

appliations iA, iX et iY sont di�érentiables.

4.3. Notations

Soit M une variété et V ⊂ M une sous-variété onnexe de M de

odimension 1 transversalement orientée. On suppose V munie d'un

feuilletage régulier F1, dé�ni par un sous-espae vetoriel intégrable

TF1 ⊂ TV , i.e. C∞(V, TF1) est une sous-algèbre de Lie de C
∞(V, TV ).

On note N = TV/TF1 et on suppose par ailleurs M munie d'une

onnexion w, dont la restrition à V fournit une déomposition du

�bré tangent TV = TF1 ⊕N.

On reprend les notations de la setion 3.4 : G1 est le groupoïde d'holo-

nomie assoié à F1, Dϕ le groupoïde normal de l'immersion ϕ : G1 →
V × V et Dϕ = Dϕ ⋊ R∗

+ le groupoïde de déformation obtenu par

l'ation multipliative de R∗
+ sur les unités de Dϕ.

Soit p : V × R∗
+ × R → V la projetion anonique, ŝ = p ◦ sϕ et

r̂ = p ◦ rϕ. Pour un élément g = (γ, λ, t) de Dϕ donné, ŝ(g) et r̂(g)
ne dépendent que de l'élément γ ∈ G1 ×s1 N

⊔

GV . Pour alléger les

notations on notera ŝ(γ) et r̂(γ) les éléments orrespondants.

Soit (N, π, V ) un voisinage tubulaire de V dans M : N est un ouvert

de M ontenant V, π : N → V un �bré vetoriel de �bre type R. Soit

{fi : Ni = π−1(Vi) → Vi × R}i∈I une trivialisation loale de N , dont

on note fi = (πi, ρi)i∈I les omposantes.

On pose en�n

D
j
i = {(γ, λ, t) ∈ Dϕ / ŝ(γ) ∈ Vi, r̂(γ) ∈ Vj},
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4.4. Dé�nition de l'élatement GVF

Soit A = DV×R∗

ϕV×R∗ ⊂ Dϕ la restrition de Dϕ à la omposante produit

V × V ×R∗
+ ×R∗

. On pose Aji = A ∩D
j
i = Vi × Vj ×R∗

+ ×R∗
et on

onsidère les appliations Ψij : A
j
i →M◦ ×M◦

dé�nies par

Ψij(γ, λ, t) = (f−1
i (ŝ(γ), t), f−1

j (r̂(γ), λ · t))

Les Aji étant disjoints, on a A = ⊔i,jAji et on dé�nit Ψ : A→M◦×M◦

par Ψ(a) = Ψij(a) si a ∈ Aji . Il est immédiat de véri�er que Ψ préserve

l'orientation transverse de V dans M : Ψ(Aj+i ) ⊂ (M+\V )2, Ψ(Aj−i ) ⊂
(M− \ V )2. V étant onnexe, l'image de Ψ est don dans l'union des

omposantes onnexes de (M \ V )2, 'est à dire dans Hol(M \ V ).
On dé�nit alors GVF en tant qu'espae topologique omme le reolle-

ment de Dϕ et Hol(M \ V ) par l'appliation Ψ :

GVF = Dϕ

⋃

Ψ

Hol(M \ V )

et l'on dispose du diagramme ommutatif suivant :

V × V ×R∗
+ ×R∗ Ψ

iA

Hol(M \ V )
iM\V

Dϕ
iD

GVF .

4.5. Struture di�érentielle de GVF

Soit (ϕij)i,j∈I2 un système de artes surDϕ adapté àD
j
i ∩ (G1 ×R∗

+).
On pose p = dimG1 et q = dimN = 2 · dim V − p.

Soient U ji , W et Z des ouverts respetifs de Rp+q,Rp
et R qui véri�ent

W = U ji ∩ (Rp × {0}) et ϕ̃ij−1(U ji ×R∗) ⊂ Vi × Vj ×R∗
.

La topologie sur Dϕ est engendré (voir setion 10) par les ouverts

Θ ◦ ϕ̃ij(ΩU
j
i

W )× expZ, où :

Ω
U j

i

W = {(x, ξ, t) ∈ Rp ×Rq ×R , (x, tξ) ∈ U ji }.

En partiulierD
j
i est un ouvert de Dϕ engendré par l'image de Ω

Vi×Vj

W

et Z = R. De même Aji est un ouvert de Dϕ engendré par l'image de

Z = R et Ω
Vi×Vj

∗ = Ω
Vi×Vj

W ∩ (Rp ×Rq ×R∗).
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On véri�e alors que sϕ×rϕ est une appliation ouverte sur A2
puisque

l'appliation (t, λ) 7→ (t, λ · t) est un di�éomorphisme de R∗ × R∗
+.

L'appliation Ψij : Aji → M◦ × M◦
est don ouverte en tant que

omposée des appliations ouvertes fi × fj et sϕ × rϕ.

Ainsi iD : Dϕ → GVF dé�nie par :

iD(g) =

{

Ψ(g) si g ∈ A

g sinon

est une appliation ouverte et l'on obtient un système de artes A =

{(Ωji , φij)i,j∈I2} sur GVF en posant Ωji = iD(D
j
i ) et φij = ϕij ◦ i−1

D
.

Soit B̃ un atlas de la variété lisse M◦ ×M◦
et soit B = {(Ωβ , ϕβ)}

l'atlas induit sur la variété Hol(M \ V ).
La struture de variété sur GVF est obtenue par la struture produit

de M◦ ×M◦
et la struture di�érentielle induite par la famille (φij).

Plus préisément, on a la proposition suivante :

Proposition 4.1. A ∪ B est un atlas lisse sur GVF .

Démonstration. Soit (Ω, ϕ) une arte de B. Il faut montrer que

toute arte de A qui renontre Ω est ompatible ave ϕ. Soient i et

j tels que Ωji ∩ Ω 6= ∅ et soit Φij : ϕ(Ωji ∩ Ω) → φij(D
j
i ) dé�nie par

Φij = φij ◦ Ψ−1
ij ◦ ϕ−1

. Il est immédiat de onstater que Ωji ∩ Ω ⊂
Ψij(A

j
i ) = N+

i \ Vi ×N+
j \ Vj

⊔

N−
i \ Vi ×N−

j \ Vj et que

Ψ−1
ij :

Ωji ∩ Ω → Aji
(x, y) → (πi(x), πj(y), ρj(y)/ρi(x), ρi(x))

est un di�éomorphisme sur son image. Par suite Φij est un hangement

de arte C∞
et la ompatiblité de A et B en déoule.

�

Remarque 4.2. Dans le as général i-dessus Dϕ dérit uniquement

la struture di�érentielle de GVF au voisinage de V. La desription se

simpli�e si l'on dispose d'une trivialisation (π, ρ) où π et ρ sont dé�nies
globalement sur M. L'appliation Ψ est alors bijetive, l'appliation

inverse Ψ−1 : Hol(M \ V ) → V × V ×R∗
+ étant dé�nie par :

Ψ−1(x, y) = (π(x), π(y), ρ(y)/ρ(x), ρ(x)) .

Ainsi iA ◦ Ψ−1
est injetive et iD est un di�éomorphisme entre Dϕ et

Im iD = GVF .



48 2. Groupoïde d'élatement des variétés à oins

4.6. Loi de omposition

Rappelons que le groupoïdeG1 agit sur le normalN par sa omposante

d'holonomie hxy : Nx → Ny :

(γ, v) = ((x, y, h), (y, ξ)) 7→ γ · v = (x, h−1(ξ))

Ainsi G1 ×sV N × R∗
+ = {(γ, v, λ) ∈ G1 × N × R∗

+, v ∈ Ns1(γ)} est

muni d'une loi de omposition :

(11) (γ1, v, λ1) · (γ2, w, λ2) = (γ1γ2, v + γ1 · w, λ1 · λ2)

lorsque t(γ2) = s(γ1), d'inverse (γ, v, λ)−1 = (γ−1,−γ−1 · v, λ−1).

La loi de omposition sur GVF est dé�nie omme la loi (11) sur NF1
=

G1×s1 N×R∗
+ et la loi produit anonique sur M◦

+×M◦
+

⊔

M◦
−×M◦

−.

Les appliations soure et but de GVF sont dé�nies sur NFV
et son

omplémentaire par :

s :

{

s(γ, ξ, λ) = s1(γ)
s(x, y) = x

et

r :

{

r(γ, ξ, λ) = r1(γ)

r(x, y) = y

La struture de groupoïde de GVF se reformule aisément sur le grou-

poïde de déformation Dϕ. En fait Dϕ muni de sa loi de omposition

3.6 est un groupoïde de Lie isomorphe à un voisinage de NF1 dans

GVF . Plus préisément, soit iD l'inlusion de Dϕ dans GVF assoiée au

reollement Ψ. Alors :

Proposition 4.3. Les groupoïdes de Lie Dϕ et iD(Dϕ) ⊂ GVF sont

isomorphes.

Démonstration. iD est par onstrution un di�éomorphisme de Dϕ

sur iD(Dϕ). On onstate que iD peut s'érire sous la forme :

iD :

{

g = (γ, λ, t) ∈ D
j
i 7→ (f−1

i ◦ sϕ(g), f−1
j ◦ rϕ(g)) si t 6= 0

(γ, λ, 0) si t = 0

Soient g1 = (γ1, λ1, t1) et g2 = (γ2, λ2, t2) deux éléments de Dϕ.

La relation iD(g1) · iD(g2) = iD(g1 ·g2) est immédiate si t1 = 0 puisque
alors iD = Id.



Elatement d'une sous-variété de odimension 1 49

Pour t1 6= 0, g1 · g2 = (γ1 · γ2, λ1 · λ2, t1). On alule :

iD(g1) · iD(g2) = (f−1
i ◦ sϕ(g1), f−1

j ◦ rϕ(g1)) · (f−1
i ◦ sϕ(g2), f−1

j ◦ rϕ(g2))
= (f−1

i ◦ sϕ(g1), f−1
j ◦ rϕ(g2)) ave t2 = λ1 · t1

= (f−1
i ◦ sϕ(g1), f−1

j ◦ (r̂(γ2), λ2 · λ1 · t1))
= iD(g1 · g2)

Ainsi iD(g1) · iD(g2) = iD(g1 · g2) pour tous les éléments omposables

de Dϕ et iD est don bien un morphisme de groupoïde de Lie.

�

4.6.1. Le as des �brations Supposons que le feuilletage F1 de V

soit une �bration φ : V → Y . L'immersion ϕ : G1 → GV est alors un

plongement, ave G1 = V ×Y V et GV = V × V . L'holonomie d'une

�bration est triviale et G1 agit trivialement sur N par :

(γ, v) = ((x, x′), (x′, ξ)) 7→ γ · v = (x, ξ).

De plus pour une trivialisation loale trivialisant aussi la �bration

φ : V → Y , on peut identi�er N omme le tiré en arrière de TY .

L'élatement s'exprime alors loalement de manière ensembliste par :

GVφ|Ni
= (Vi×Y Vi×Y TY×R∗

+)
⊔

(N+
i \Vi)×(N+

i \Vi)
⊔

(N−
i \Vi)×(N−

i \Vi).

Les deux as limites de �bration grossière Y = {pt} et en points Y = V

orrespondent aux situations géométriques du b-alul et du 0-alul.

Les groupoïdes normaux Dϕ sont alors respetivement isomorphes au

groupoïde produit V × V et au groupoïde adiabatique de V. L'élate-

ment de la �bration grossière est le groupoïde d'élatement dérit dans

[Mon03℄ et [NWX99℄. La dé�nition de GVF en tant que groupoïde

d'holonomie Hol(M,F) du feuilletage F (proposition 5.7) permet de

donner à es groupoïdes une signi�ation géométrique indépendante de

la onstrution partiulière proposée.

Remarque 4.4. Une onstrution similaire permet de dérire une va-

riété dont l'intérieur est également �bré par une �bration moins �ne

Φ : M → B : si GΦ = V ×Φ V désigne le groupoïde d'holonomie de

la �bration Φ restreint au bord, GVφ s'obtient alors par reollement de

Dϕ et de Hol(M,Φ) = M ×B M où Dϕ = Dϕ ⋊ R∗
+ est onstruit à

partir de la déformation au �ne normal ϕ : Gφ → GΦ.
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• • •

5 Elatement par rapport à un

équarrissage �bré

5.1. Dé�nition de l'élatement

Définition 5.1. Soit Eφ = (M, (Vi, φi)i∈I) un équarrissage �bré.

L'élatement de Eφ est le produit �bré des élatements GViφ à travers

les appliations s⊕ r : GViφ →M2
.

Proposition 5.2. L'élatement d'un équarrissage �bré est un grou-

poïde de Lie.

Démonstration. Notons ϕi = s ⊕ r : GViφ → M2
. Soit γ = (γi)i∈I

un élément du produit �bré GEφ des GViφ. Il existe alors une partie J
de I telle que

(γi)i∈I ∈
∏

i∈J
GViφ|Vi

∏

i6∈J
GViφ|(M\Vi).

Il su�t don de montrer la transversalité des morphismes ϕ′
i : GViφ|Vi

→
M2, i ∈ J qui sont les projetions anoniques et φ′i : GViφ|(M\Vi) →M2

qui sont les inlusions. Les normaux de es derniers étant nuls, il su�t

de se limiter à i ∈ J . Or les projetions anoniques se fatorisent à tra-
vers les submersions ψi : GViφ|Vi

→ Vi×Yi
Vi : si ii désigne l'inlusion de

Vi×Yi
Vi dans M

2
, alors ϕ′

i = ii ◦ψi. La transversalité des ii est assurée
par dé�nition d'un équarrissage �bré. La surjetivité des di�érentielles

dψi entraîne alors la transversalité des ϕ′
i, i ∈ J et par suite elle des

ϕi.

Ainsi GEφ est une sous-variété de

∏

i∈I GViφ, naturellement munie de

la loi de omposition assoiée à l'inlusion, don 'est un groupoïde de

Lie.

�

5.2. Struture longitudinale de l'élatement

Proposition 5.3. L'élatement d'un équarrissage �bré est longitudi-

nalement lisse.

Démonstration. Soit x ∈M et F la fae ouverte ontenant x. Soit

J une partie de I telle que F soit l'intérieur de

⋂

i∈J Vj. La �bre GExφ
de GEφ en x se déompose sous la forme du produit �bré :

∏

i∈J
GV x

iφ|Vi

∏

i6∈J
GV x

iφ|(M\Vi)
.
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GV xiφ|(M\Vi)
= ∅ lorsque i 6∈ J , puisque x est un élément de

⋂

i∈J Vj.

D'autre part lorsque i ∈ J , GV x
iφ|Vi

est le �bré vetoriel lisseN
Vi×Vi×R∗

+

Vi×Yi
{x} .

La transversalité des appliations s ⊕ r : GViφ → M2
en restrition à

GV xiφ entraîne alors la lissité du produit �bré

∏

i∈J GV
x
iφ|Vi

et par suite

elle de la �bre GExφ.

�

5.3. Moyennabilité de l'élatement

Proposition 5.4. L'élatement d'un équarrissage �bré est un grou-

poïde moyennable.

Démonstration. Les arguments sont essentiellement eux de la preuve

de la proposition 3.5. de [Mon03℄. Si G est un groupoïde et U un ou-

vert de G, alors G est moyennable si et seulement si GU et GX\U sont

moyennables (voir [Ren80℄). Par ailleurs un groupoïde pour lequel

ϕ = s ⊕ r : G → (G(0))2 est surjetive et ouverte est moyennable si et

seulement si ses groupes d'isotropie le sont.

Dès lors GVφ est moyennable : l'isotropie de GVφ|M\V = (M \ V )2 est

nulle, et elle de GVφ|V est isomorphe à TyY ×R, qui est moyennable

en tant que groupe abélien.

GEφ est alors également moyennable en tant que produit �bré de grou-

poïdes moyennables.

�

5.4. Le groupoïde d'une variété à oins plongés et �brés

Définition 5.5. Soit X une variété à oins plongés et �brés, et Eφ un

équarrissage �bré assoié à X. Le groupoïde de X est la restrition à X

de l'élatement GEφ, Γφ(X) = (GEφ)
X
X .

Remarque 5.6. Chaque Vi sépare M en deux d'après la dé�nition 2.1.

Remarque 5.7. L'inlusion j de Γφ(X) dans GEφ dé�nit une struture
lisse (Γφ(X), j,GEφ) sur Γφ(X).

Remarque 5.8. Dans le as d'une variété à bord onnexe �bré φ :

∂X → Y une expression ensembliste du groupoïde de X est :

Γφ(X) = (∂X ×Y ∂X ×Y TY ×R∗
+) ⊔X◦ ×X◦.
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Le fait que GEφ soit longitudinalement lisse (Prop. 5.3) implique immé-

diatement que le groupoïde Γφ(X) assoié à une variété à oins plongés

et �brés X soit longitudinalement lisse. Les travaux de Monthubert-

Pierrot [MP97℄ et Nistor-Weinstein-Xu [NWX99℄ ont montré om-

ment dé�nir pour tout groupoïde di�érentiable longitudinalement lisse

G un alul pseudodi�érentiel Ψ∞
c (G).

On peut don assoier à toute variété à oins plongés et �brés X un

alul à support ompat Ψ∞
c (Γφ(X)). On étudie dans le hapitre sui-

vant les propriétés de e alul et on montrera les liens étroits qu'il

entretient ave le φ-alul de Melrose.



Chapitre 3

Calul pseudodi�érentiel sur les

variétés à oins �brés

Nous rappelons brièvement la dé�nition d'un alul pseudodi�éren-

tiel partiulier dé�ni par Melrose et Mazzeo pour les variétés à bords

�brés, le φ-alul [MM98℄. Il s'agit d'une généralisation du b-alul,

onstruite à partir d'une désingularisation géométrique de la variété à

oins X2
et des �brations de son bord.

Nous assoions ensuite à toute variété à oins �brés X un alul pseu-

dodi�érentiel Ψ∞
c (Γφ(X)) à partir du groupoïde d'élatement Γφ(X)

onstruit dans le hapitre 2 et montrons que le φ-alul s'identi�e au

alul pseudodi�érentiel sur e groupoïde dans le as des variétés à

bord �bré.

En�n dans le as des variétés à bord feuilleté nous introduisons une

algèbre de type Shwartz Sc(Γφ(X)) qui permet de dé�nir un alul

étendu Ψ∞(Γφ(X)) = Ψ∞
c (Γφ(X)) + Sc(Γφ(X)) et nous montrons que

ette algèbre ontient les opérateurs du φ-alul étendu.

On obtient ainsi une interprétation oneptuelle du φ-alul omme

alul pseudodi�érentiel assoié au groupoïde d'élatement des variétés

à bord �bré.

• • •

1 b-strethed produt et b-alul

Soit X une variété ompate C∞
à bord. Le b-strethed produt de X

([Mel93℄) est une variété ompate C∞
à oins dé�nie par le reolle-

ment

X2
b = X2 \ (∂X)2 ∪ S+N,

où S+N = (NX2

(∂X)2 − {0})/R∗
+ est un espae �bré trivialisable sous la

forme (∂X)2 × [−1, 1] par le hoix d'une fontion de dé�nition ρ de

∂X . Le plongement de X2 \ (∂X)2 dans X2 × [−1, 1] par

(x, y) → (x, y,
ρ(x)− ρ(y)

ρ(x) + ρ(y)
)

53
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permet d'identi�er X2
b à une sous-variété de X2 × [−1, 1]. Un autre

plongement possible dans X ×X ×R est donné par :

X2
b = {(x, y, t) ∈ X ×X ×R, (1− t)ρ(x) = (1 + t)ρ(y)} .

Le b-strethed produt omporte trois omposantes de bord, lb = {(x, y,−1) ∈
∂X ×X ×R} ≃ ∂X ×X , rb = {(x, y, 1) ∈ X × ∂X ×R} ≃ X × ∂X

et S+N .

La diagonale ∆b = {(x, x, 0) ∈ X × X × R} intersete uniquement

la omposante de bord S+N et ette intersetion est transverse, e

qui permet une dé�nition direte d'opérateurs à noyaux de Shwartz

sur X2
b , les opérateurs du b-alul (voir [Mel93℄). Le noyau K d'un

b-opérateur pseudodi�érentiel est un élément de I∞(X2
b ,∆b,Ω

1
2 ) dont

le développement en série de Taylor s'annule sur lb ∪ rb (K est une

fontion C∞
au voisinage de lb ∪ rb, puisque l'intersetion de lb ∪ rb

ave ∆b est vide). La situation pour X = R+ est illustrée sur la �gure

suivante :

∆blb

rb

S+N

X2
b

Figure 1. Le b-strethed produt de R+.

• • •

2 φ-strethed produt et φ-alul

Lorsque le bord de X est muni d'une �bration φ : ∂X → Y , la
onstrution du φ-alul néessite non seulement que la diagonale ∆b

intersete transversalement la omposante S+N mais aussi la sous-

variété Φ de S+N dé�nie par

Φ = {(x, y, 0) ∈ S+N ≃ (∂X)2 × [−1, 1], φ(x) = φ(y)}.
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Cette ondition est réalisée en introduisant le φ-strethed produt

[MM98℄, qui s'obtient par le reollement

X2
φ = X2

b \ Φ ∪ S+Nφ

où S+Nφ = (N
X2

b

Φ −{0})/R∗
+ est un espae �bré loalement trivialisable

par le hoix d'une fontion de dé�nition ρ de ∂X et une trivialisation

loale φ̃ de φ sur ∂X .

Les omposantes de bord du φ-strethed produt sont lb, rb, S+Nφ et

sb, l'adhérene de S+N \Φ dans X2
φ. On montre que lorsque dimY = q,

X2
φ\lb∪rb∪sb est di�éomorphe au sous-ensemble des éléments (x, x′, S, Y ) ∈

X ×X ×R×Rq
tels que :

ρ(x′) = ρ(x)(1 + Sρ(x)) et φ̃(x) = φ̃(x′)− ρ(x)Y

La diagonale∆φ = {(x, x) ∈ X2
φ} intersete uniquement la omposante

de bord S+Nφ et ette intersetion est transverse, e qui permet une

dé�nition direte d'opérateurs à noyaux de Shwartz sur X2
φ, les opé-

rateurs du φ-alul (voir [MM98℄). La dé�nition est essentiellement

la même qu'au paragraphe préédent. Le noyau K d'un φ-opérateur

pseudodi�érentiel est un élément de I∞(X2
φ,∆φ,Ω

1
2 ) dont le dévelop-

pement en série de Taylor s'annule sur lb∪ rb∪ sb (K est une fontion

C∞
au voisinage de lb ∪ rb ∪ sb, puisque l'intersetion de lb ∪ rb ∪ sb

ave ∆φ est vide). La situation pour X = R+ est illustrée sur la �gure

2.

∆φlb

rb
sb

S+Nφ

X2
φ

Figure 2. Le φ-strethed produt de R+ pour la �bra-

tion triviale.
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• • •

3 φ-alul et groupoïde des variétés à

bord �bré

Nous montrons que le groupoïde d'élatement Γφ(X) introduit préé-

demment s'identi�e à la sous-variété ouverte X2
φ \ lb∪ rb∪ sb de X2

φ et

que le φ-alul s'identi�e au alul pseudodi�érentiel Ψ∞
c (Γφ(X)) sur

e groupoïde.

La proposition 5.7 du dernier hapitre montrera que Γφ(X) est le grou-

poïde d'holonomie d'un feuilletage singulier dé�ni parX◦
et la �bration

du bord. On obtient ainsi une interprétation oneptuelle du φ-alul
omme alul pseudodi�érentiel assoié au groupoïde d'holonomie du

feuilletage singulier dé�ni par la variété à bord �bré.

3.1. Calul pseudodi�érentiel à support ompat

Définition 3.1. Soit X une variété à oins plongés et �brés. On ap-

pelle alul pseudodi�érentiel à support ompat sur X l'algèbre des

opérateurs pseudodi�érentiels Ψ∞
c (Γφ(X)) sur le groupoïde longitudi-

nalement lisse Γφ(X).

3.2. Comparaison des aluls sur X2
φ et Γφ(X)

On dispose d'une part du φ-strethed produt X2
φ et du φ-alul as-

soié, et d'autre part du groupoïde Γφ(X) = (GEφ)
X
X et de son alul

pseudodi�érentiel Ψ∞
c (Γφ(X)).

La dé�nition du φ-alul ressemble à elle d'un alul pseudodi�é-

rentiel sur un groupoïde. Deux points font ependant obstale à ette

interprétation. Premièrement, le φ-strethed produt n'est pas un grou-

poïde de Lie. Deuxièmement, le noyau de Shwartz des φ-opérateurs
pseudodi�érentiels doit satisfaire une ondition supplémentaire d'an-

nulation en série de Taylor sur lb ∪ rb ∪ sb.
Or il peut être bon de rappeler que, par exemple, les fontions C∞

sur le erle qui s'annulent en série de Taylor en 0 sont identi�ables

à l'espae de Shwartz de R, les fontions C∞
sur R à déroissane

rapide ainsi que toutes leurs dérivées. L'objet X2
φ \ lb∪ rb∪ sb est don

un andidat naturel pour une dé�nition alternative du φ-alul.

Nous montrons ii que X2
φ \ lb ∪ rb ∪ sb est en e�et un groupoïde, et

que le φ-alul s'identi�e au alul pseudodi�érentiel sur e groupoïde,

qui n'est autre que le groupoïde d'élatement Γφ(X) introduit préé-
demment. Pour omparer les deux aluls, on étudie tout d'abord les
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espaes qui supportent les noyaux de Shwartz et l'on onstruit à et

e�et un plongement is de Γφ(X) dans X2
φ (proposition 3.2). L'image

de e plongement est la sous-variété ouverte X2
φ \ lb ∪ rb ∪ sb (propo-

sition 3.5) et l'on obtient en orollaire l'égalité des aluls Ψ∞
c (Γφ(X))

et Ψ∞
φ,c(X) (proposition 3.4).

3.3. Notations

Soit X une variété à bord munie d'une �bration φ : ∂X → Y , on

pose p = dim ∂X − dimY et q = dimY . On note ∂Xj les ompo-

santes onnexes de ∂X munies des �brations induites φj : ∂Xj → Yj,

et Eφ = (M, (∂Xj , φj)j∈J ) l'équarrisage �bré dont la partie positive dé-
�nit X et sa �bration. Les omposantes onnexes ∂Xj étant disjointes,

l'élatement GEφ de Eφ oïnide ave l'union ∪j∈JG∂Xjφ des grou-

poïdes d'élatement des ∂Xj dans M. On expliite i-dessous un atlas

C∞
de GEφ sur lequel le plongement est dé�ni.

Soit {(Uα = Wα ×R∗
+, ϕα = ψα × log)} un atlas C∞

de

⋃

j∈J ∂Xj ×
∂Xj × R∗

+ dont les artes sont adaptées à haque Hol(φj) × R∗
+ =

∂Xj ×Yj
∂Xj × R∗

+. Pour U = Uα �xé, U = ϕα(Uα) est un ouvert de

R2p+q × Rq × R adapté à V = U ∩ (R2p+q × {0} × {0}) et la ompo-

sition :

DUα

Vα

ϕ̃α−→ DU
V

Θ−1

−→ ΩUV

est un di�éomorphisme de DU
V sur l'ouvert ΩUV de R2p+q×Rq×R×R

dé�ni par (voir aussi setion 3.3) :

ΩUV = {(x, ξ, λ, t) ∈ R2p+q ×Rq ×R×R , (x, tξ, t · eλ) ∈ U}.

3.4. Plongement de Γφ(X) dans X2
φ

Soit F : U → R2p+q ×Rq ×R l'appliation C∞
dé�nie par (x, ξ, λ) 7→

(x, ξ, eλ−1). On pose U ′ = F (U) et V ′ = F (V ). La relation F (x, 0, 0) =

(x, 0, 0) implique que l'appliation F̃ : ΩUV → ΩU
′

V ′ (voir 5.1) soit un

di�éomorphisme.

Considérons alors l'appliation Θα : DUα

Vα
→ R2p+q × Rq × R dé�nie

par la omposition :

DUα

Vα

Θ−1◦ϕ̃α−→ ΩUα

Vα

F̃−→ ΩU
′
α

V ′
α

et sa projetion πΘα : DUα

Vα
→ Rq ×R sur les deux derniers fateurs.

Si s et r désignent les appliations soures et but de Γφ(X), on dé�nit

is : Γφ(X) → X ×X ×Rq ×R pour γ ∈ iD(D
Uα

Vα
) par :

is(γ) =
(

s(γ), r(γ), πΘα ◦ i−1
D

(γ)
)
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Proposition 3.2. L'appliation is est un plongement de Γφ(X) dans
X2
φ.

Démonstration. Notons φ̃ : Wα → Rq
la projetion de ψα sur le

fateur Rq
de ψα(Wα) ⊂ R2p+q ×Rq

. L'expression 4.5 de i−1
D

pour un

élément (x, y) de X◦ ×X◦
montre que

ϕ̃α ◦ i−1
D

(x, y) = (ψα(π(x), π(y)), log
ρ(y)

ρ(x)
, ρ(x)).

La relation

F (ψα(π(x), π(y)), log
ρ(y)

ρ(x)
) =

(

ψα(π(x), π(y)),
ρ(y)− ρ(x)

ρ(x)

)

implique alors

πΘα ◦ i−1
D

(x, y) =

(

φ̃(π(x), π(y))

ρ(x)
,
ρ(y)− ρ(x)

ρ2(x)

)

.

Or X2
φ \ lb∪ rb∪sb est la sous-variété de X×X×Rq×R des éléments

(x, y, Y, S) tels que ρ(y) = ρ(x)(1 + Sρ(x)) et φ̃(x) = φ̃(y) − ρ(x)Y.

L'élément is(x, y) = (x, y, Y, S) où Y =
φ̃(π(x),π(y))

ρ(x) et S =
ρ(y)−ρ(x)
ρ2(x)

appartient don à X2
φ \ lb ∪ rb ∪ sb puisque :

ρ(x)(1 + Sρ(x)) = ρ(x)(1 +
ρ(y)− ρ(x)

ρ(x)
) = ρ(y)

et

φ̃(y)− ρ(x)Y = φ̃(y)− φ̃(π(x), π(y)) = φ̃(x).

L'holonomie triviale des �brations implique l'injetivité des applia-

tions soures et but de Γφ(X) et l'injetivité de is en restrition à

l'intérieur de Γφ(X). Par ailleurs la �bre en 0 d'une déformation DUα

Vα

est di�éomorphe à l'ensemble ΩUV 0 = {(x, ξ, λ, 0) ∈ R2p+q×Rq×R∗
+×

{0} , x ∈ V }, e qui assure la surjetivité de πΘα ◦ i−1
D

en restrition

au bord

⋃

αD
Uα

Vα0
de Γφ(X).

Ainsi is(Γφ(X)) ⊂ X2
est en bijetion ave X2

φ\lb∪rb∪sb, la dé�nition
de is en tant que omposée d'appliations lisse permet de onlure que

is est un plongement de Γφ(X) dans X2
φ, d'image X2

φ \ lb ∪ rb ∪ sb.

�
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3.5. Identi�ation de Γφ(X) dans X2
φ

Proposition 3.3. Γφ(X) est une sous-variété ouverte de X2
φ et

X2
φ \ Γφ(X) = lb ∪ rb ∪ sb.

Démonstration. Les omposantes de bord (non-disjointes) de X2
φ

sont

∂X2
φ = lb ∪ rb ∪ sb ∪ S+Nφ.

La relation is(Γφ(X)) = X2
φ \ lb∪ rb∪ sb établie dans la démonstration

préédente montre alors que la sous-variété fermée lb ∪ rb ∪ sb est le

omplémentaire dans X2
φ de l'image du plongement is, e qui assure le

résultat.

�

3.6. Identi�ation de Ψ∞
c (Γφ(X)) et de Ψ∞

φ,c(X)

Notons Ψ∞
c (Γφ(X)) l'algèbre des opérateurs à support ompat sur

Γφ(X) et Ψ∞
φ,c(X) l'algèbre des opérateurs à support ompat du φ-

alul. La sous-variété lb∪rb∪sb est disjointe d'un voisinage de ∆φ. Le

alul pseudodi�érentiel à support ompat sur Γφ(X) oïnide don

ave les setions distributionnelles sur X2
φ qui s'annulent sur un voisi-

nage de lb ∪ rb∪ sb. Autrement dit, on a l'identi�ation I∞c (Γφ(X)) =
I∞c (X2

φ) et en orollaire le résultat suivant :

Théorème 3.4. Les aluls à support ompat Ψ∞
c (Γφ(X)) et Ψ∞

φ,c(X)

oïnident.

• • •

4 Calul pseudodi�érentiel étendu

On dé�nit un alul pseudodi�érentiel étendu Ψ∞(Γφ(X)) sur le grou-

poïde d'élatement Γφ(X) d'une variété à oins �brés :

Ψ∞(Γφ(X)) = Ψ∞
c (Γφ(X)) + Sψ(Γφ(X)).

L'algèbre Sψ(Γφ(X)) des fontions à déroissane rapide, onstruite

à partir d'une fontion longueur ψ à roissane polynomiale (lemme

4.2), est naturellement stable par alul fontionnel holomorphe. Elle

ontient les opérateurs régularisants du φ-alul (proposition 4.4) et le

φ-alul étendu véri�e la relation d'inlusion : Ψ∞
φ (X) ⊂ Ψ∞(Γφ(X)).
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4.1. Fontions longueur à roissane polynomiale

Définition 4.1 ([Mon03℄, 1.4). Soit G un groupoïde de Lie et µ un

système de Haar sur G. Une fontion longueur à roissane polynomiale

est une fontion de lasse C∞ ϕ : G→ R+ telle que :

· ϕ est sous-additive, i.e. ϕ(γ1γ2) ≤ ϕ(γ1) + ϕ(γ2),

· ∀γ ∈ G,ϕ(γ−1) = ϕ(γ),
· ϕ est propre,

· ∃c, N, ∀x ∈ G(0), ∀r ∈ R+, µx(ϕ
−1([0, r])) ≤ c(rN + 1).

Une fontion longueur ϕ permet de dé�nir l'espae

S0 = {f ∈ C0(G,Ω
1/2), ∀P ∈ C[X ], sup

γ∈G
|P (ϕ(γ))f(γ)| <∞}

où le �bré des demi-densités Ω1/2
est le �bré en droites sur G dont la

�bre en γ ∈ G est l'espae vetoriel des appliations

ρ : ΛkTγG
r(γ) ⊗ ΛkTγGs(γ) → C

telles que ρ(λν) = |λ|1/2ρ(ν), ∀λ ∈ R.

L'espae Sϕ(G) des fontions à déroissane rapide sur G est dé�ni

dans ([Mon03℄, 1.5) omme le sous-espae de S0
onstitué des fon-

tions f telles que :

∀l ∈ N, ∀(v1, . . . , vl) ∈ C∞(AG)l, ∀k ≤ l, (v1 . . . vk ·f ·vk+1 . . . vl) ∈ S0.

Sϕ(G) est l'idéal des opérateurs régularisants du alul pseudo-di�érentiel
étendu I∞s (G,G(0); Ω1/2) = I∞c (G,G(0); Ω1/2) + Sϕ(G). C'est aussi

une sous-algèbre de C∗(G) stable par alul fontionnel holomorphe

([LMN05℄, théorème 6).

4.2. Fontion longueur pour les variétés à oins �brés

Soit X une variété à oins plongés et �brés dé�nie par un équarrissage

Eφ = (M, (Vi, φi)i∈[1,N ]). Chaque élatement GViφ est di�éomorphe par

le plongement is de la proposition 3.2 à une sous-variété fermée de

M ×M × Rqi × R. La partie positive de leur produit �bré au-dessus

de M ×M est don di�éomorphe (à travers un di�éomorphisme i) à
une sous-variété fermée de X ×X ×

∏

i∈[1,N ]R
qi × RN

. Soit π : X ×
X ×

∏

i∈[1,N ]R
qi ×RN →

∏

i∈[1,N ]R
qi ×RN

la projetion anonique,

on dé�nit une fontion longueur sur GEφ par ψ(γ) = ‖π ◦ i(γ)‖.
Lemme 4.2. ψ : GEφ → R+ est une fontion longueur à roissane

polynomiale.



Calul pseudodifférentiel étendu 61

Démonstration. Sur haque arte iD(D
Uα

Vα
) ⊂ GViφ de la proposi-

tion 3.2, ψi = ‖πΘ ◦ i−1
D

(γ)‖ véri�e ψi(γ) = ‖ξ‖+ ‖λ‖ où (x, ξ, λ, t) =

Θ−1 ◦ φ̃ ◦ i−1
D

(γ). Chaque ψi est don un morphisme de groupoïde et

ψ =
∑

i∈[1,N ] ψi est sous-additive.

π est propre ar X est ompat, d'autre part i(Γφ(X)) est fermé dans

X ×X ×
∏

i∈[1,N ]R
qi × (R)N , don ψ = ‖π ◦ i‖ est propre.

En�n pour x ∈ X l'expression loale des ψi montre qu'il existe deux

onstantes c1, c2 telles que pour r ≥ 1, µx(ψ
−1([0, r])) < c1 vol(BRM (0, r))

oùM = N+
∑

i qi et pour r < 1, µx(ψ
−1([0, r])) ≤ supx∈X µx(ψ

−1([0, 1])) =

c2. En posant c = max(c1, c2) on obtient µx(ψ
−1([0, r])) ≤ c(rM + 1).

Comme X est ompat on peut le reouvrir d'un nombre �ni de voi-

sinages et obtenir une inégalité sur X pour ψ. Don ψ est à roissane

polynomiale.

�

4.3. Dé�nition du alul pseudodi�érentiel étendu

On dispose à présent des éléments su�sants pour dé�nir un alul

pseudodi�érentiel étendu sur une variété à oins �brés :

Définition 4.3. Soit X une variété à oins �brés et Γφ(X) le grou-

poïde longitudinalement lisse assoié. On appelle alul pseudodi�éren-

tiel étendu sur X l'algèbre Ψ∞(Γφ(X)) des opérateurs pseudodi�éren-

tiels sur Γφ(X) dé�nie par :

Ψ∞(Γφ(X)) = Ψ∞
c (Γφ(X)) + Sψ(Γφ(X))

où Sψ(Γφ(X)) = Sψ((GEφ)XX) est l'espae des fontions à déroissane
rapide par rapport à la fontion longueur ψ du lemme préédent.

Sψ(Γφ(X)) est l'idéal des opérateurs régularisants du alul pseudo-

di�érentiel étendu Ψ∞(Γφ(X)).

4.4. Identi�ation de Ψ∞(Γφ(X)) et de Ψ∞
φ (X)

Les opérateurs régularisants du φ-alul sont les noyaux C∞
sur X2

φ
qui s'annulent en série de Taylor sur lb ∪ rb ∪ sb. Or Melrose montre

([MM98℄, Proposition 4) qu'un noyau K(x, x′) qui s'annule en série

de Taylor par rapport aux puissanes de ρ(x), φ̃(x) est un noyau à

déroissane rapide par rapport aux variables Y =
φ̃(x)−φ̃(x′)

ρ(x)
et S =

ρ(x)−ρ(x′)
ρ(x)

, 'est à dire par rapport à πΘ ◦ i−1
D

(x, x′).
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Ainsi tout opérateur régularisant du φ-alul dé�nit par restrition au

omplémentaire de lb ∪ rb ∪ sb une fontion à déroissane rapide sur

Γφ(X), soit Ψ−∞
φ (X) ⊂ Sψ(Γφ(X)).

On obtient en orollaire le résultat suivant :

Théorème 4.4. Le alul pseudodi�érentiel étendu Ψ∞(Γφ(X)) =
Ψ∞
c (Γφ(X)) + Sψ(Γφ(X)) ontient les opérateurs du φ-alul :

Ψ∞
φ (X) ⊂ Ψ∞(Γφ(X))

4.5. Identi�ation de la restrition au bord et de l'opérateur

normal

Contrairement au as d'une variété lisse sans oins, les opérateurs ré-

gularisants ne sont pas néessairement ompats. Les obstrutions à

la ompaité sont dérites pour le φ-alul par l'introdution d'une

algèbre indiielle I (A, ξ, λ) ∈ Ψ
sus(φ)(∂X) et d'un opérateur normal

Nφ : Ψ∞
φ (X) → Ψ

sus(φ)(∂X) à valeur dans une algèbre suspendue de

noyaux sur ∂X invariants par translation et à déroissane rapide à

l'in�ni (voir [Mel93℄, [MM98℄).

Dans le adre des variétés à oins �brés, la famille indiielle I (A, ξ, λ)

est dé�nie par Melrose ([MM98℄, proposition 5) omme la restrition

du noyau à ff(X2
φ). L'opérateur normal Nφ de Melrose oïnide don

ave l'opérateur ∂ de restrition au bord du groupoïde Γφ(X). L'in-

variane par translation de la famille indiielle vue omme élément de

∂Sψ(Γφ(X)) n'est autre que l'invariane par TY × R d'une famille

d'opérateurs sur Sψ(∂X×Y ∂X×Y TY ×R) ≃ S(TY ×R, C∞
c (∂X×Y

∂X)).

4.6. Elliptiité totale et indie de Fredholm

Soit Ψ0(Γφ(X)) la l�ture en norme de Ψ0(Γφ(X)) dans l'algèbre des
multipliateurs de C∗

r (Γφ(X)). Rappelons que l'appliation symbole σ

induit la suite exate :

0 → C∗
r (Γφ(X)) −→ Ψ0(Γφ(X))

σ−→ C0(S
∗Γφ(X)) → 0

et que l'indie analytique inda : K0(A∗Γφ(X)) → K0(C
∗
r (Γφ(X)))

est à valeurs dans la K-théorie de la C∗
-algèbre du groupoïde Γφ(X).

L'indie analytique n'est don pas en général un indie de Fredholm,

ses valeurs ne sont pas des éléments de Z. Pour obtenir un opérateur de

Fredholm il est néessaire d'introduire des onditions supplémentaires,

l'elliptiité lassique (le fait que le symbole soit inversible) n'étant pas

su�sante.
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La ondition d'elliptiité totale s'obtient très naturellement à partir

du groupoïde d'élatement. En e�et ∂Γφ = (Γφ(X))∂X∂X est un fermé

saturé de Γφ(X) et le diagramme suivant est ommutatif :

0 C∗
r (X

◦ ×X◦)

0 C∗
r (Γφ(X)) Ψ0(Γφ(X))

∂

σ
C0(S

∗Γφ(X)) 0

0 C∗
r (∂Γφ) Ψ0(∂Γφ) C0(S

∗∂Γφ) 0

0 0

La relation C∗
r (X

◦ ×X◦) = ker(σ) ∩ ker(∂) = ker(σ ⊕ ∂) montre que

σ ⊕ ∂ se fatorise à travers l'appliation στ :

Ψ0(Γφ(X))
στ−→ C0(S

∗Γφ(X))×∂X Ψ0(∂Γφ)

où C0(S
∗Γφ(X))×∂XΨ0(∂Γφ) désigne le produit �bré de C0(S

∗Γφ(X))

et de Ψ0(∂Γφ) au-dessus de C0(S
∗∂Γφ).

Définition 4.5. On dira qu'un opérateur P ∈ Ψ0(Γφ(X)) est totale-
ment elliptique si l'élément στ (P ) est inversible.

L'appliation στ induit d'après le diagramme préédent la suite exate :

0 → C∗(X◦ ×X◦) ≃ K → Ψ0(Γφ(X))
στ→ C0(S

∗Γφ(X))×∂X Ψ0(∂Γφ)

Par onséquent, un opérateur de Ψ0(Γφ(X)) est inversible modulo les

ompats si et seulement si son image dans C0(S
∗Γφ(X))×∂XΨ0(∂Γφ)

est inversible. Cette dernière ondition est équivalente à la double

ondition que l'opérateur soit elliptique et que sa restrition au bord

soit inversible.

On retrouve en partiulier la propriété exprimée dans la première par-

tie de [MR05℄ : un opérateur du φ-alul est totalement elliptique

lorsque son symbole et l'opérateur normal Nφ = ∂ sont onjointement

inversibles, et l'opérateur est de Fredholm si et seulement si il est to-

talement elliptique.

4.7. Croissane polynomiale et entropie des feuilletages

La dé�nition de Sψ(Γφ(X)) est limitée par l'existene d'une fontion

longueur à roissane polynomiale. Or il existe de nombreux feuilletages
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non triviaux n'admettant pas de telles fontions, omme par exemple

les feuilletages à entropie non nulle présentés i-dessous. On proposera

dans la setion 5.7 la dé�nition d'une algèbre Sc(Γφ(X)) qui reste valide
pour tout feuilletage régulier du bord.

Soit (M,F) une variété ompate munie d'un feuilletage régulier. Soit

{φi : Ui → Pi×Ti} un reouvrement de M par des artes distinguées et

T = T1∪· · ·∪Tk ⊂M la transversale omplète assoiée. La lasse d'ho-

lonomie de tout hemin c d'origine x peut s'exprimer omme omposi-

tion de l germes des di�éomorphismes hij : Ti → Tj ave Ui ∩ Uj 6= ∅.
On dit que γ = [hc] est au plus de longueur l et on note ‖γ‖ la plus

petite longueur l de γ possible. L'orbite de x ∈ T de rayon l est dé�ni
par Ol(x) = {γ ∈ Hol(M,F)Tx | ‖γ‖ ≤ l}. Le ardinal de ette orbite
dé�nit la fontion de roissane φ(x, l) = ♯Ol(x). Une orbite est dite à
roissane polynomiale si φ(x, l) . ld, à roissane sous-exponentielle

si φ(x, l) . exp(l), à roissane exponentielle si φ(x, l) ∼ exp(l). Le
type de roissane des orbites est indépendant de tout hoix.

Figure 3. Une feuille à roissane polynomiale de degré

3. Une feuille à roissane exponentielle.

Définition 4.6 ([GLW88℄). Soit ǫ > 0 et l > 0. Un sous-ensemble

E ⊂ T est dit (ǫ, l)-séparé si pour tout ω, ω′ ∈ E ∩ Ti il existe γ ∈
Hol(M,F)Ti

Ti
tel que ‖γ‖ ≤ l et dT (hγ(w), hγ(ω

′)) > ǫ.

La fontion d'expansion mesure le maximum de ette quantité :

h(F, ǫ, l) = max{♯E | E ⊂ T est (ǫ, l)-séparé}

et l'entropie de F détermine le type de roissane exponentielle de la

fontion d'expansion :

h(F) = lim
ǫ→0

lim sup
l→∞

ln h(F, ǫ, l)

l
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Ainsi l'information essentielle ontenue dans l'invariant h(F) est la

présene ou non pour F d'une omplexité exponentielle dans la dyna-

mique de ses orbites. Un feuilletage d'entropie > 0 possède au moins

une feuille à roissane exponentielle et n'admet don pas de fontion

longueur à roissane polynomiale. En partiulier :

Exemple 4.7. Le feuilletage de Hirsh (seonde illustration de la Fi-

gure 3) a une entropie stritement positive. Le groupoïde d'holono-

mie de F est semi-onjugué au pseudo-groupe généré par l'appliation

φ : z → z2 sur S1. Après l itérations, la dérivée de l'appliation inverse

φ−1
a pour norme 2l e qui permet l'estimation h(F, ǫ, l) ∼ (2π/ǫ) · 2l.

Ainsi h(F) = log 2 > 0.

• • •

5 Une algèbre de Shwartz pour les

variétés à bord feuilleté

On onstruit ii une algèbre Sc(Γφ(X)) de fontions C∞
sur le grou-

poïde d'élatement Γφ(X) d'une variété à bord feuilleté. Cette algèbre

est onstituée de fontions à déroissane rapide le long des �bres et

oïnide ave Sψ(Γφ(X)) lorsque le feuilletage est une �bration.

La dé�nition proposée est valide pour tout feuilletage régulier du bord,

y ompris en l'absene de fontion longueur à roissane polynomiale.

5.1. Fontions à déroissane rapide sur les déformations au

�ne normal

On rappelle dans ette setion les notions intervenant dans la dé�nition

d'un espae de Shwartz Sc(DM
N ) pour les déformations au �ne normal.

Cet espae est un hamp d'espaes vetoriels sur R, dont les �bres sont :

Sc(NM
N ) en t = 0, et

C∞
c (M) pour t 6= 0.

La dé�nition originelle de Scc(DM
N ) dans [CR07℄ supposait l'utilisa-

tion de artes adaptées χ ∈ C∞
c (U × [0, 1]) à support ompat sur la

omposante [0, 1] du groupoïde tangent de base M × [0, 1]. La dé�-

nition retenue ii pour Sc(DM
N ) est une extension naturelle de ette

onstrution au groupoïde adiabatique de baseM ×R, qui relaxe ette

hypothèse en imposant uniquement une déroissane rapide à l'in�ni

sur R, χ ∈ C∞
c (U ,S(R)). L'abandon de toute hypothèse sur le support
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aboutit à l'algèbre S(DM
N ) des fontions à déroissane rapide en zéro.

Ces trois algèbres sont liées par la relation d'inlusion :

Scc(DM
N ) ⊂ Sc(DM

N ) ⊂ S(DM
N ).

5.1.1. La situation dans Rn

Définition 5.1. Soient p, q ∈ N et U ⊂ Rp × Rq
un sous-ensemble

ouvert. On pose V = U ∩ (Rp × {0}).
(1) Soit K un sous-ensemble loalement ompat de U × R. On

dira que K est un ompat onique longitudinal de U × R

relatif à V si pour tout t ∈ R, Kt = K ∩ (U×{t}) est ompat

et si K0 ⊂ V .

(2) Si de plus K ⊂ U × [0, 1] est ompat, on dira que K est

un ompat onique de U × [0, 1] relatif à V. On retrouve la

dé�nition d'un ompat onique au sens de [CR07℄.

(3) Soit g ∈ C∞(ΩUV ). On dira que g est (resp. longitudinale-

ment) à support ompat onique s'il existe un ompat o-

nique (resp. longitudinal) K de U × R relatif à V tel que si

t 6= 0 et (x, tξ, t) 6∈ K alors g(x, ξ, t) = 0.

(4) Soit g ∈ C∞(ΩUV ). On dira que g est à déroissane rapide si

la ondition suivante est satisfaite :

∀k,m, n ∈ N, l ∈ Np
et α ∈ Nq

il existe C(k,m,n,l,α) > 0 tel que

(1 + ‖ξ‖2)k(1 + t2)m‖∂lx∂αξ ∂nt g(x, ξ, t)‖ ≤ C(k,m,n,l,α)

(5) On note S(ΩUV ) l'ensemble des appliations g ∈ C∞(ΩUV ) à

déroissane rapide.

(6) On note Sc(ΩUV ) l'ensemble des appliations g ∈ C∞(ΩUV ) lon-

gitudinalement à support ompat onique et à déroissane

rapide.

(7) On note Scc(ΩUV ) [CR07℄ l'ensemble des appliations g ∈ C∞(ΩUV )
à support ompat onique et à déroissane rapide.

Soient U ⊂ Rp×Rq
et U ′ ⊂ Rp×Rq

deux ouverts et soit F : U → U ′

un di�éomorphisme C∞
dont la seonde omposante dans une déom-

position F = (F1, F2) adaptée à Rp × Rq
satisfait F2(x, 0) = 0. Alors

l'appliation F̃ : ΩUV → ΩU
′

V ′ dé�nie par :

F̃ (x, ξ, t) =

{

∂F
∂ξ (x, 0) · ξ si t = 0
1
tF (x, tξ) si t 6= 0

est un di�éomorphisme C∞
et on a la proposition suivante :
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Proposition 5.2 ([CR07℄). Soit g ∈ Scc(ΩU
′

V ′), alors g̃
.
= g ◦ F̃ ∈

Scc(ΩUV ).
Remarque 5.3. Comme expliqué dans [CR07℄, le fait que F̃ soit C∞

s'obtient immédiatement grâe au développement en série de Taylor de

F :

F (x, ξ) =
∂F

∂ξ
(x, 0) · ξ + h(x, ξ) · ξ

où h : U → Rq
est une appliation C∞

telle que h(x, 0) = 0. Alors

1

t
F (x, tξ) =

∂F

∂ξ
(x, 0) · ξ + h(x, tξ) · ξ

e qui permet de onlure.

5.1.2. Le as des déformations au �ne normal Les fontions à dé-

roissane rapide d'une déformation au �ne normal sont les fontions

dont l'image sur ΩUV assoiée à toute arte adaptée est un élément de

S(ΩUV ).
Définition 5.4. Soit g ∈ C∞(DM

N ).

(1) Soit K un sous-ensemble loalement ompat de M × R. On

dira que K est un ompat onique longitudinal de M × R

relatif à N si pour tout t ∈ R, Kt = K∩(M×{t}) est ompat

et si K0 ⊂ N .

(2) Si de plus K ⊂ M × [0, 1] est ompat, on dira que K est

un ompat onique de M × [0, 1] relatif à N. On retrouve la

dé�nition d'un ompat onique au sens de [CR07℄.

(3) On dira que g est (resp. longitudinalement) à support ompat

onique s'il existe un ompat onique (resp. longitudinal) K

de M × R relatif à N tel que si t 6= 0 et (m, t) 6∈ K alors

g(m, t) = 0.

(4) On dira que g est à déroissane rapide en zéro si pour toute

arte adaptée (U , φ) relative à N et pour toute χ ∈ C∞
c (U ,S(R)),

l'appliation gχ ∈ C∞(ΩUV ) dé�nie par :

gχ(x, ξ, t) = (g ◦ φ−1)(x, ξ, t) · (χ ◦ PD ◦ φ−1)(x, ξ, t)

est un élément de S(ΩUV ).

L'appliation PD : DM
N → M × R est la projetion C∞

dé�nie par

([CR07℄, Exemple 3.2.3) :

PD :=

{

(x, ξ, 0) 7→ (x, 0) si t = 0
(m, t) 7→ (m, t) si t 6= 0
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On note respetivement S(DM
N ), Sc(DM

N ) et Scc(DM
N ) l'espae des

fontions à déroissane rapide en zéro, le sous-espae des fontions

longitudinalement à support ompat onique et le sous-espae des

fontions à support ompat onique.

5.2. Dé�nition de l'algèbre de Shwartz S(Dϕ)

Soit X une variété à bord dont le bord ∂X est muni d'un feuilletage

régulier F1. Rappelons que Dϕ = Dϕ ⋊ R∗
+ désigne le groupoïde de

déformation dérivant loalement GVF à travers le morphisme de grou-

poïde iD : Dϕ → GVF (voir setion 4.5). Dϕ est la déformation au �ne

normal dé�nie à partir de l'immersion ϕ : Hol(F1) → ∂X × ∂X .

Définition 5.5. Soit g ∈ C∞(Dϕ).

(1) On dira que g est longitudinalement à support ompat o-

nique s'il existe un ompat onique longitudinal K de ∂X ×
∂X ×R relatif à Hol(F1) tel que si t 6= 0 et (m, t) 6∈ K alors

g(m, λ, t) = 0.

(2) On dira que g est à déroissane rapide en zéro si pour toute

arte adaptée (U ×U ′, φ×φ′) relative à Hol(F1)×R∗
+ et pour

toute χ ∈ C∞
c (U × R,S(R)), l'appliation gχ ∈ C∞(ΩU×U ′

V×V ′)

dé�nie par :

gχ(x, ξ, λ, t) = (g ◦ (φ×φ′)−1)(x, ξ, λ, t) · (χ ◦PD ◦ (φ×φ′)−1)(x, ξ, λ, t)

est un élément de S(ΩU×U ′

V ×V ′).

L'appliation PD : Dϕ → ∂X × ∂X × R × R est la projetion C∞

dé�nie par les appliations soure et but sur Dϕ :

PD :=
{

(γ, λ, t) 7→ ((ŝ(γ), r̂(γ)), λ · t, t)

On note respetivement S(Dϕ) et Sc(Dϕ) l'espae des fontions à

déroissane rapide en zéro et le sous-espae des fontions longitudina-

lement à support ompat onique.

5.3. Fontion de partition au voisinage du bord de Γφ(X)

Posons D+
ϕ = {(γ, λ, t) ∈ Dϕ / t ≥ 0}. On a déjà souligné en 4

que l'appliation iD : Dϕ → GVF préserve l'orientation de ∂X e qui

prouve la relation :

(12) iD(D
+
ϕ ) = iD(Dϕ)|M+ = (Γφ(X))N

+

N+ .
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On souhaite onstruire des fontions de partition {χ, µ} assoiées aux

ouverts (Γφ(X))N
+

N+ et X◦ ×X◦
de X.

Soit {(Uα, φα)} un reouvrement de ∂X × ∂X dont les artes sont

adaptées àHol(F1). Considérons le reouvrement ouvert de ∂X×∂X×
R+ × R+ qui onsiste en l'union de {Uα × R+ × R+} et ∂X × ∂X ×
R∗

+ ×R∗
+.

Soit {χα, λ} une partition de l'unité assoiée à e reouvrement :

· 0 ≤ χα, λ ≤ 1
· suppλ ⊂ ∂X × ∂X ×R∗

+ ×R∗
+

· suppχα ⊂ Uα ×R+ ×R+ et χα ∈ C∞
c (Uα ×R+,S(R+))

·
∑

α χα + λ =1

Soit PD : Dϕ → ∂X × ∂X × R+ × R+ la projetion dé�nie en (5.2).

Soit en�n χ ∈ C∞(Γφ(X)) la fontion dé�nie sur l'ouvert (Γφ(X))N
+

N+

par :

χ =
∑

α

χα ◦ PD ◦ i−1
D

et prolongée par zéro sur son omplémentaire. On pose µ = 1 − χ, et

on montre alors :

Lemme 5.6. {χ, µ} est une partition de l'unité assoiée aux ouverts

(Γφ(X))N
+

N+ et X◦ ×X◦
de Γφ(X).

Démonstration. Les onditions 0 ≤ χ, µ ≤ 1 et χ + µ = 1 sont

immédiates à véri�er. La ondition sur le support de λ implique λ =
0 et

∑

α χα = 1 en restrition à ∂D+
ϕ . Ainsi χ((Γφ(X))∂X∂X) = 1 et

suppµ ⊂ X◦ × X◦
. En�n la ondition sur le support des χα et la

relation (12) iD(D
+
ϕ ) = (Γφ(X))N

+

N+ implique suppχ ⊂ (Γφ(X))N
+

N+ .

�

5.4. Fontions à déroissane rapide sur les variétés à bord

feuilleté

Soit f ∈ C∞(Γφ(X)) et {χ, µ} une fontion de partition au voisinage

du bord. Posons fχ = f ·χ et fµ = f ·µ, de telle sorte que f = fχ+ fµ.

Définition 5.7. L'espae de Shwartz sur Γφ(X) est l'ensemble des

fontions f ∈ C∞(Γφ(X)) dont la pré-image fχ ◦ iD sur D+
ϕ est lon-

gitudinalement à support ompat onique et à déroissane rapide en

zéro.

Sc(Γφ(X)) = {f ∈ C∞(Γφ(X)) , fχ ◦ iD ∈ Sc(D+
ϕ )}
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Remarque 5.8. La ondition (2) de la dé�nition de Sc(D+
ϕ ) assure

que la dé�nition de Sc(Γφ(X)) est indépendante du hoix d'une autre

partition {χ′, µ′}.
Remarque 5.9 (voir aussi [CR07℄, (72)). La relation suppµ ⊂ X◦ ×
X◦

implique fµ ∈ C∞
c (X◦ ×X◦). La donnée d'une partition de l'unité

omme i-dessus fournit don une déomposition expliite de Sc(Γφ(X))
sous la forme :

S(Γφ(X)) = χ · S(D+
ϕ ) ◦ i−1

D
+ µ · C∞

c (X◦ ×X◦)

=
∑

α

χα · S(DUα

Vα
) ◦ i−1

D
+ µ · C∞

c (X◦ ×X◦).

5.5. Identi�ation de Sc(Γφ(X)) et de Sψ(Γφ(X))

On a montré dans le as des �brations qu'il existait une fontion lon-

gueur ψ et une algèbre naturelle Sψ(Γφ(X)) de fontions à déroissane

rapide.

Montrons que Sc(Γφ(X)) n'est autre que Sψ(Γφ(X)) lorsque F1 est

une �bration du bord :

Proposition 5.10. Les algèbres Sψ(Γφ(X)) et Sc(Γφ(X)) oïnident

lorsque X est une variété à bord �bré.

Démonstration. La ondition de support ompat onique est tri-

viale lorsque X est une variété ompate. Ave les notations de la se-

tion 3.3, pour toute arte (U , φ) de Vi×Vi adaptée àHol(F1) = Vi×Yi
Vi,

la arte φ̃ = (U×R∗
+, φ×log) est adaptée relativement à Vi×Yi

Vi×R∗
+.

Posons p = dimVi − dimYi, q = dimYi, Ũ = φ̃(U × R∗
+) = U × R

et Ṽ = Ũ ∩ (R2p+q × {0} × {0}). La �bre du normal à l'inlusion

V × R∗
+ ⊂ U × R∗

+ est de dimension q et l'expression 10 de la arte

loale ΩŨ
Ṽ
devient : ΩŨ

Ṽ
= {(x, ξ, λ, t) ∈ R2p+q ×Rq ×R×R , x ∈ U}.

La ondition de déroissane rapide (4) de la dé�nition 5.1 sur ΩŨ
Ṽ

oïnide alors ave la propriété dé�nissant Sψ puisque pour γ ∈ Γφ(X)

tel que Θ−1 ◦ φ̃ ◦ i−1
D

(γ) = (x, ξ, λ, t) ∈ ΩŨ
Ṽ
, on a ψ(γ) = ‖ξ‖+ ‖λ‖ et

|P (ϕ(γ))(v1 . . . vk · f · vk+1 . . . vl)(γ)| ≤ C(k,m,n,p,α) <∞

où (v1, . . . , vl) ∈ C∞(AΓφ(X))l agit loalement par dérivation ∂px∂
α
ξ ∂

n
t

et k = [degP2 ].

�



Chapitre 4

Éléments de ohomologie ylique

des variétés à bord feuilleté

• • •

1 K-Théorie et ohomologie ylique

périodique de Sc(Dϕ)

1.1. Produit roisé d'une algèbre par une ation lisse de R

Définition 1.1 ([ENN88℄, 2.1). Soit A une algèbre de Fréhet dont

la topologie est dé�nie par une suite roissante de semi-normes ‖·‖n, n ∈
N. Un morphisme α : R → Aut(M) est une ation lisse si :

(1) pour tout a ∈ A la fontion t 7→ αt(a) est fortement C∞
.

(2) pourm, k ∈ N �xés, il existe n, j ∈ N et une onstante positive

C telle que pour tout a ∈ A :

‖ d
k

dtk
αt(a)‖m ≤ C(1 + t2)j/2‖a‖n

Exemple 1.2. Un �ot lisse sur une variété ompate et sans bord est

une ation lisse.

S(R) étant nuléaire, le produit tensoriel S(R) ⊗ A peut être onsi-

déré omme un espae fontionnel S(R,A) pour tout espae A om-

plet, Haussdorf et loalement onvexe ([ENN88℄, 2.4). En partiulier

lorsque A est dé�nie omme en 1.1 la topologie de S(R)⊗A est induite

par les semi-normes :

‖f‖k,m = sup
t∈R

(1 + t2)k/2‖ d
m

dtm
f(t)‖k.

Si α est une ation lisse de R sur A, on dé�nit une loi de produit sur

S(R,A) par la formule :

(f ∗ g)(t) =
∫

R

αu(f) · αt−u(g)du.

Définition 1.3 ([ENN88℄, 2.5). L'algèbre S(R,A) munie du produit

i-dessus est appelée produit roisé de A par l'ation lisse α.

71
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1.2. L'algèbre Sc(Dϕ) en tant que produit roisé S(R,Sc(D))

Soit D la déformation au �ne normal de l'immersion ϕ : Hol(F1) →
∂X×∂X. L'algèbre Sc(D) des fontions à déroissane rapide et longi-

tudinalement à support ompat onique sur D a été dé�nie en 5.1.2.

Supposons que le feuilletage F1 du bord ∂X soit tel que Sc(D) soit

une algèbre de Fréhet. Alors l'algèbre de Shwartz Sc(Dϕ) peut être
identi�ée au produit roisé d'une ation lisse de R sur Sc(D).

Proposition 1.4. Soit F1 tel que Sc(D) soit une algèbre de Fréhet.

Alors il existe une ation lisse de R sur Sc(D) telle que les algèbres

Sc(Dϕ) et S(R,Sc(D)) soient isomorphes.

Démonstration. Soit H = R⋊R∗
+ le groupoïde d'ation de R∗

+ sur

R par multipliation. Soit φ : R∗
+ → R l'isomorphisme de groupe dé�ni

par la fontion log, et H∗ = φ∗(H) = R⋊R le groupoïde induit par φ.

Soit π1 la projetion sur le premier fateur, on pose µ = π1 ◦φ∗(λ, t) =
log(λ), de sorte que φ∗(λ, t) = (µ, t) pour tout (λ, t) dans H.

Soit

∆ :=

{

Dϕ → H∗ ×D

(γ, λ, t) 7→ φ∗(λ, t)× (γ, t)

L'image de ∆ s'identi�e au produit �bré ∆(Dϕ) ≃ H∗ ×R D.

Considérons l'appliation ∆∗ : Sc(Dϕ) → C∞(∆(Dϕ)) dé�nie par la

formule

∆∗f(g) = f(∆−1(g)).

Soit f ∈ Sc(Dϕ). Le point (2) de la dé�nition de Sc(Dϕ) implique :

∆1f = ∆∗f(µ, t, ·, ·) ∈ S(D) ∀(µ, t) ∈ H∗.
∆2f = ∆∗f(·, ·, γ, t) ∈ S(R,R) ∀(γ, t) ∈ D.

Le point (1) de la dé�nition de Sc(Dϕ) implique alors que ∆1f soit

longitudinalement à support ompat onique, d'où ∆1f ∈ Sc(D).

Soit α l'ation de R sur ∆1f dé�nie par :

αµ(∆1f)(γ, t) = f(γ, φ∗−1(µ, t))

et soit Θ l'appliation :

Θ :=

{

Sc(Dϕ) → S(R,Sc(D))

f → µ 7→ αµ(∆1f)

Montrons que Θ est bien dé�nie et fournit l'isomorphisme herhé.
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φ∗−1
est une fontion C∞

expliitement dé�nie par φ∗−1(µ, t) = (exp(µ), t).

La relation αµ(∆1f)(γ, t) = f(γ, φ∗−1(µ, t)) implique alors la lissité de

la fontion µ 7→ αµ(∆1f) et la ondition (1) de la dé�nition 1.1.

Soit (Ui, ϕi)i∈I un reouvrement �ni du support ompat onique de

∆1f par des artes adaptées et soient l,m et n des entiers. (Ui×R∗
+, ϕi×

φ)i∈I est alors un reouvrement �ni du support longitudinalement om-

pat onique de f . La formule de Leibniz appliquée à l'expression pré-

édente et la ondition (3) de la dé�nition 5.1 implique sur haque Ui
l'existene d'entiers k, a1, . . . , an et de onstantes Ci(k,m,0,l,aj) tels que :

(1+µ2)k‖ d
n

dµn
αµ(∆1f)(µ)‖ ≤ 2n

∑

j

Ci(k,m,0,l,aj) ≤ 2n·n sup
j∈[0,n]

‖∆1f|Ui
‖j .

Soit j0 ∈ [0, n] un indie où la borne supérieure préédente est atteinte.

La relation ‖∆1f‖j0 = supi∈I‖∆1f|Ui
‖j0 entraîne alors la ondition (2)

de la dé�nition 1.1. Ainsi α est bien une ation lisse de R sur Sc(D),

e qui assure l'existene de l'algèbre S(R,Sc(D)) et la validité de la

dé�nition de Θ.

Montrons en�n que Θ est un isomorphisme d'algèbre. Soit η = (γ, λ, t)
un élément deDϕ. L'inversibilité deΘ est assuré par la formuleΘ−1(µ → gµ)(η) =

gφ∗(λ,t)(γ, t). Soit dν une mesure de Haar sur le groupoïde de Lie D,

dλ/λ la mesure sur R∗
+ pré-image par φ de la mesure de Lebesgue.

Notons π∆1 et π∆2 la omposée de ∆ et des projetions respetives

sur H∗
et D. On pose µ = π1 ◦ π∆1(η) et ν = π∆2(η). La loi de

omposition sur Dϕ induit sur Sc(Dϕ) la loi de onvolution :

f ∗ g(η) =
∫

D
r(η)
ϕ

f(η1)g(η
−1
1 · η)dη1

La s-�bre de η = (γ, λ, t) est déterminé par t :

D
r(η)
ϕ =

{

(γ1, λ1, 0) ∈ N∂X×∂X
Hol(F1)

×R∗
+ × {0} , r̂(γ1) = r̂(γ) si t = 0

(γ1, λ1, t1) ∈ ∂X × ∂X ×R∗
+ ×R∗

+ , r̂(γ1) = r̂(γ), λ1 · t1 = λ · t si t > 0

On obtient don f ∗ g par les deux formules :

f ∗ g(γ, λ, t=0) =
∫

R

∫

N
∂X×∂X
Hol(F1)

f ◦∆−1(µ1, 0, ν1) · g ◦∆−1(µ− µ1, 0, ν
−1
1 · ν)dν1dµ1

f ∗ g(γ, λ, t>0) =
∫

R∗
+

∫

Dr̂(η) f ◦∆−1(λ1, t1, ν1) · g ◦∆−1( λλ1
, t1, ν

−1
1 · ν)dλ1

λ1
dν1

=
∫

R

∫

Dr̂(η) f ◦∆−1(φ∗−1(µ1, t1), ν1)

·g ◦∆−1(φ∗−1(µ− µ1, t1), ν
−1
1 · ν)dν1dµ1

La relation f(η) = f ◦∆−1(φ∗−1(µ, t), ν) pour tout η ∈ Dϕ implique

alors :

f ∗ g(η) =
∫

R

∫

Dr̂(η) αµ1(∆1f)(ν1)αµ−µ1(∆1g)(ν
−1
1 · ν)dν1dµ1

= Θ(f) ∗Θ(g)(µ, ν)
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et Θ(f ∗ g) : µ → f ∗ g(µ, ν) véri�e don la relation Θ(f ∗ g) =
Θ(f) ∗Θ(g) e qui ahève la preuve.

�

1.3. Théorème d'isomorphisme en ohomologie ylique pé-

riodique

La proposition 1.4 montre que pour ertains feuilletages l'algèbre Sc(Dϕ)

peut être identi�ée au produit roisé d'une ation lisse de R sur l'al-

gèbre de type Shwartz Sc(D) d'une déformation au �ne normal. Cette

relation implique des liens entre laK-théorie et la ohomologie ylique

périodique de es deux algèbres.

Supposons Sc(D) stable par alul fontionnel holomorphe, et soit

β : Ki(Sc(D)) → Ki+1(S(R,Sc(D))) l'isomorphisme de Connes-Thom

assoié à l'ation de α sur Sc(D) ([Con81℄,[ENN88℄ setion 6). Le

théorème 1 de [ENN88℄ montre l'existene d'une appliation naturelle

en ohomologie ylique :

♯α : H∗
λ(Sc(D)) → H∗+1

λ (S(R,Sc(D)))

qui ommute ave l'opérateur S (voir setion 2.3) et dé�ni don un

isomorphisme : HP ∗(Sc(D)) ≃ HP ∗+1(S(R,Sc(D))) tel que le dia-

gramme suivant ommute :

Ki(Sc(D))

β

ch
HP ∗(Sc(D))

♯α

Ki+1(S(R,Sc(D)))
ch

HP ∗+1(S(R,Sc(D)))

De plus la proposition 1.4 montre l'existene d'un isomorphisme Θ :
Sc(Dϕ) → S(R,Sc(D)), qui induit des isomorphismes respetifs ΘK et

ΘHP en K-théorie et ohomologie ylique périodique et assure ainsi

la ommutativité du diagramme :

Ki+1(S(R,Sc(D)))

Θ−1
K

ch
HP ∗+1(S(R,Sc(D)))

Θ−1
HP

Ki+1(Sc(Dϕ))
ch

HP ∗+1(Sc(Dϕ))

Posons ♯D = Θ−1
HP ◦ ♯α et βD = Θ−1

K ◦ β. En ombinant les deux

diagrammes préédent on obtient :
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Proposition 1.5. Soit F1 tel que Sc(D) soit une algèbre de Fréhet

stable par alul fontionnel holomorphe. Alors il existe un isomor-

phisme ♯D : HP ∗(Sc(D)) → HP ∗+1(Sc(Dϕ)) tel que le diagramme

suivant ommute :

Ki(Sc(D))

βD

ch
HP ∗(Sc(D))

♯D

Ki+1(Sc(Dϕ))
ch

HP ∗+1(Sc(Dϕ))

• • •

2 Cohomologie ylique relative des

variétés à bord feuilleté

On montre que l'opérateur de restrition ∂ sur Sc(Γφ(X)) induit le

ouple d'algèbres

(

Sc(Γφ(X)),S(R,N)
)

.

On onstruit ensuite un 0-oyle ylique relatif (τ , µ) sur e ouple,

obtenu à partir d'une trae régularisée τ sur Sc(Γφ(X)) généralisant

la b-trae de Melrose aux variétés à bord feuilleté. Le oyle (τ , µ)
peut être onsidéré omme le oyle fondamental de la variété à bord

feuilleté. Il permettra dans un travail ultérieur de formuler un théorème

d'indie d'Atiyah-Patodi-Singer pour les variétés à bord feuilleté.

2.1. Suite exate de restrition au bord

Soit X une variété à bord dont le bord ∂X est muni d'un feuilletage

régulier F1. On note D la déformation au �ne normal de l'immersion

ϕ : Hol(F1) → ∂X × ∂X , et N la �bre de D en 0 : N = N∂X×∂X
Hol(F1)

.

La restrition de Γφ(X) à son bord ∂Γφ(X) = (Γφ(X))∂X∂X induit l'opé-

rateur de restrition ∂ sur Sc(Γφ(X)). Notons ∂Sc l'image de ∂ et

T ⊂ Sc(Γφ(X)) son noyau. T est l'idéal de Sc(Γφ(X)) onstitué des

fontions s'annulant sur ∂Γφ(X) :

(13) 0 → T −→ Sc(Γφ(X))
∂−→ ∂Sc → 0

Le résultat suivant préise la struture de ∂Sc :
Proposition 2.1. Soit S(R,N) le produit roisé de S(R)⊗Sc(N) par
l'ation de R de la proposition 1.4. Alors ∂Sc ≃ S(R,N).
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Démonstration. Soit α l'ation de R sur Sc(D) de la proposition

1.4. S(R,N) est dé�nie par l'ation de α en restrition à ∂D = N :

S(R,N) = ∂NS(R,Sc(D)).

Soit Θ : Sc(Dϕ) → S(R,Sc(D)) l'isomorphisme introduit dans la dé-

monstration de la proposition 1.4. La stabilité de la s-�bre de Dϕ en 0

sous l'ation de α implique la ommutativité du diagramme suivant :

Sc(Dϕ)

Θ

∂ Sc(∂Dϕ)

Θ∂

S(R,Sc(D))
∂N S(R,N)

et Θ∂
.
= Θ ◦ ∂ = ∂N ◦ Θ est un isomorphisme entre Sc(Dϕ) et

Im ∂N ◦Θ = S(R,N).

En�n par onstrution de Γφ(X), iD : Dϕ → Γφ(X) est l'identité en

restrition au bord ∂Dϕ, d'où ∂Sc = Sc(∂Dϕ)
Θ∂≃ S(R,N).

�

2.2. b-métrique et partie �nie

Soit D
(0)
ϕ = V × R l'espae des unités de Dϕ et D

(0)+
ϕ = V × R+

la variété à bord assoiée. On muni D
(0)+
ϕ d'une b-métrique, i.e. d'une

métrique riemannienne omplète

g = gV +
dt2

t2

sur l'ouvert V ×R∗
+ de D

(0)+
ϕ .

Si dv désigne une mesure sur V et dt la mesure de Lebesgue sur R, g

est induite par la mesure produit dµD = dv · dtt sur D
(0)+
ϕ .

La fontion t→ 1
t n'est pas loalement intégrable en 0, mais elle dé�nit

une distribution P.F (1t ) sur S(R+). En e�et pour tout h ∈ S(R+), on
a :

(14)

∫ ∞

ǫ

h(t)
dt

t
= −h(0) log ǫ+R(ǫ)

où R(ǫ) admet une limite lorsque ǫ tend vers 0. On appelle partie �nie

la distribution P.F (1t ) dé�nie par :

< P.F (
1

t
), h >= lim

ǫ→0
R(ǫ)
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On dé�nit alors une distribution τD sur Sc(D(0)+
ϕ ) en posant :

< τD, f >=< P.F (
1

t
),

∫

V

f(v, t)dv >

2.3. Hypertrae sur T

On pose dµ∗ = i∗
D
(dµD) la mesure induite par dµD sur l'ouvert iD(D

(0)+
ϕ )

de Γ
(0)
φ (X) et l'on étend dµ∗ à Γ(0)

φ (X) par la mesure deM sur Γ
(0)
φ (X)\

iD(D
(0)+
ϕ ). On note dµ la mesure ainsi dé�nie sur Γ

(0)
φ (X).

On dé�nit alors une fontionnelle linéaire τ sur T = ker ∂ en posant :

τ(f) =

∫

Γ
(0)
φ (X)

fdµ.

Proposition 2.2. τ est une hypertrae sur T, i.e. τ véri�e :

τ(xa) = τ(ax) , pour tout a ∈ Sc(Γφ(X)), x ∈ T.

Démonstration. Soit u : Γ
(0)
φ (X) → Γφ(X) l'appliation unité de

Γφ(X). Γ
(0)
φ (X) ⊂ Γφ(X) en tant que sous-groupoïde étant simplement

un espae, la omposition par u fournit une suite exate d'algèbres

ommutatives :

0 → u∗(T) −→ u∗(Sc(Γφ(X)))
∂−→ u∗(∂Sc(Γφ)) → 0

où u∗(T) = T ◦ u = T|Γ(0)
φ (X)

. Notons que toute trae sur l'algèbre

ommutative u∗(T) est alors trivialement une hypertrae sur u∗(T).

Dé�nissons τu : u∗(T) → R par

τu(f) =

∫

Γ
(0)
φ

fdµ =

∫

D
(0)+
ϕ

f ◦ iDdµD +

∫

M\iD(D
(0)+
ϕ )

f.

La pré-image u∗(T) ◦ iD est onstituée de fontion C∞
à déroissane

rapide sur D
(0)+
ϕ s'annulant sur le bord V ×{0}, pour lesquelles l'inté-

gration par rapport à dµD est don �nie d'après l'équation (14). Ainsi

τu est bien dé�nie et 'est une hypertrae sur u∗(T).

On onlut en onstatant que τ se fatorise à travers le diagramme :

T
u∗

τ

u∗(T)

τu

R

.

�
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2.4. Trae régularisée sur Sc(Γφ(X))

Soit τ la fontionnelle linéaire dé�nie sur Sc(Γ(0)
φ (X)) par :

(15) τ (f) = τD(f ◦ iD) +
∫

M\iD(D
(0)+
ϕ )

f.

Proposition 2.3. τ est une extension linéaire de τ sur Sc(Γφ(X)).

Démonstration. La linéarité et la ontinuité de τ sont immédiates

en tant que somme de distributions. Il reste à véri�er que τ oïnide

ave τ sur T = ker ∂.

Soit f ∈ T, on pose fD = f ◦ iD. Comme (τ − τ )(f) = (τD − τD)(fD),

il su�t de montrer le résultat sur Dϕ.

Or pour tout v ∈ V on a fD(v, 0) = 0 et l'équation (14) donne alors :

< P.F (
1

t
),

∫

V

fD(v, t)dv >=

∫ ∫

V

fD(v, t)dv
dt

t

soit τD(fD) =
∫

fDdµD = τD(fD), e qui ahève la preuve.

�

2.5. Coyle ylique relatif fondamental

Soit µ la fontionnelle bilinéaire dé�nie sur ∂Sc par :

µ(∂(a0), ∂(a1)) = τ([a0, a1])

Proposition 2.4. (τ , µ) est 0-oyle ylique relatif sur (Sc, ∂Sc).
Démonstration. µ est bien dé�nie : si a0, a1, a

′
0, a

′
1 ∈ Sc(Γφ(X))

véri�ent ∂(a0) = ∂(a′0) et ∂(a1) = ∂(a′1), alors a0 − a′0 et a1 − a′1 sont

dans T = ker ∂ et :

τ([a0 − a′0, a1 − a′1]) = τ([a0 − a′0, a1 − a′1]) = 0

puisque τ est une trae. Ainsi la dé�nition de µ est indépendante du

hoix des représentants dans Sc(Γφ(X)).

Montrons à présent que le ouple (τ , µ) dé�nit un oyle relatif pour

l'opérateur obord (b̃+ B̃) (voir setion 2.4) où

b̃ =

(

b −∂∗
0 −b

)

et B̃ =

(

B 0
0 −B

)

.
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On onstate d'une part que µ dé�nit un 1-oyle ylique sur ∂Sc :
la yliité déoule immédiatement de l'antisymétrie du ommutateur

[·, ·] et la relation de oyle est véri�ée puisque

bµ(∂(a0), ∂(a1), ∂(a2)) = τ ([a0a1, a2])− τ ([a0, a1a2])
= τ ([a0a1, a2]− [a0, a1a2])

= τ (0)
= 0

D'autre part le obord b de τ véri�e la relation :

bτ (a0, a1) = τ (a0a1)− τ(a1a0)
= τ ([a0, a1])

= τ (∂∗([∂(a0), ∂(a1)]))
= ∂∗(µ(∂(a0), ∂(a1)))

d'où l'on déduit que (b + B)τ = ∂∗µ. µ étant un oyle ylique,

(b+B)µ = 0 et le ouple (τ , µ) véri�e (b̃+ B̃)(τ , µ) = 0.

Ainsi (τ , µ) est bien un 0-oyle relatif sur le ouple d'algèbres (Sc, ∂Sc).

�

Rappelons que dans le adre du b-alul on dispose d'un oyle y-

lique relatif (bTr, µ) (setion 2.11) dont l'aouplement ave une lasse

d'homologie ylique relative EXPt(D) donne une version relative de

la formule de MaKean-Singer (voir setion 3.5). Le oyle ylique

relatif (τ , µ) introduit ii est une extension aux variétés à bord feuilleté

du oyle ylique relatif (bTr, µ) . En partiulier (τ , µ) oïnide ave
(bTr, µ) lorsque le feuilletage est trivial :

Proposition 2.5. (τ , µ) = (bTr, µ) pour le feuilletage trivial du bord

en ses faes.

Démonstration. Soit ∆ le ylindre ∂M × (−∞, 0] et M◦ ψb∼= ∂M ×
(−∞, 0] ∪∂M M1

l'intérieur de M dans la géométrie du b-alul, i.e.
muni d'une extrémité ylindrique ave ψb(m) = (π(m), log(ρ(m))).

Si A est le noyau d'un b-opérateur pseudo-di�érentiel, la restrition

A∆ de A à ∆ peut s'érire A∆(v, x) = ∂A(v) + A1(v, x) où A∆ et A1

sont lisses et A1(v, x) déroît en e
x
lorsque x → −∞. La b-trae de A

(voir [Mel93℄ ou [Loy05℄ 2.4) est par onstrution la partie �nie du

développement :

Tr(A|x≥R
) = Tr(A|M1) +

∫ 0

−R

∫

∂M

A∆(v, x)dvdx
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Or dµD = dv · dtt est la pré-image par ψb ◦ iD de la mesure dvdx sur

∆, don l'intégration de A∆ sur ∆ oïnide ave

∫

(A∆ ◦ψb ◦ iD)dµD =

τ(A∆ ◦ ψb) et

P.F.

(
∫ 0

−∞

∫

∂M

A∆(v, x)dvdx

)

= τD(A∆ ◦ ψb ◦ iD).

d'où

bTr = τ .

L'égalité des 1-oyles yliques relatifs déoule alors immédiatement

de la dé�nition de µ en terme de b-trae ([Mel93℄) :

µ(∂A, ∂B) =b Tr([A,B]).

�

2.6. Cyles et oyles yliques sur ∂Sc

On montre omment produire plusieurs oyles yliques intéressants

sur ∂Sc. On obtient ainsi l'équivalent pour les variétés à bord feuilleté

de onstrutions déjà onnues de manière entièrement naturelle à partir

du ouple (Sc, ∂Sc).
2.6.1. Cyle fondamental sur S(Rp) [[LMP06℄, exemple 2.13℄ Soit

E• .
= S(Rp) ⊗ Λ•

les formes di�érentielles sur Rp
à oe�ients dans

S(Rp). Si dRp
est la di�érentielle extérieure et τ =

∫

Rp, on obtient

un yle (E, dRp, τ) de degré p sur S(Rp) sous l'identi�ation naturelle

S(Rp) ∼= E0
.

Comme HP p+1 mod 2(S(Rp)) ∼= 0 et que le aratère de e yle four-

nit un isomorphismeHP p mod 2(S(Rp)) ∼= C, il est approprié d'appeler

(E, dRp, τ) le yle fondamental sur S(Rp).

2.6.2. Cyle sur ∂Sc par up-produit Soit C = (Ω, dF1
, τ) un yle

de degré n sur Hol(F1) et p = odim(F1) + 1. On onstruit un yle

de degré n + p, le up-produit de (Ω, dF1
, τ) par le yle fondamental

de S(Rp) de la manière suivante :

(Ω• ∪ E•)k .
=

⊕

i+j=k

Ωi ⊗ Ej.

L'identi�ation Ωi ⊗ S(Rp) = S(Rp,Ωi) permet de onsidérer les élé-

ments de Ωi ⊗ Ej omme des j-formes di�érentielles sur Rp
à valeur

dans S(Rp,Ωi). La di�érentielle sur (Ω• ∪ E•)k est dé�nie par :

d̃(a⊗ ω) = dF1
a⊗ ω + (−1)ia⊗ dRpω
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et pour f ∈ S(Rp,Ωi) par :

d̃(fdµI) = (dF1
◦ f)dµI + (−1)idRp(fdµI).

On dé�nit en�n une fontionnelle linéaire τ̃ sur (Ω•∪E•)n+p en posant :

τ̃ (fdµ1 ∧ · · · ∧ dµp) =
∫

Rp

τ(f(µ))dµ.

et τ̃|Ωi ⊗ Ej = 0 pour j < p.

Si l'on dispose d'une identi�ation ∂Sc
Θ∂≃ S(Rp, C∞

c (Hol(F1))), on

véri�e alors que le up-produit (Ω, dF1
, τ)∪ (E, dRp, τ)

.
= (Ω•∪E•, d̃, τ̃)

est un yle de degré n+ p sur ∂Sc.
2.6.3. 1-oyle µθ Comme on l'a déjà souligné, la b-trae bTr n'est

pas une trae. Sa valeur sur les ommutateurs est liée aux familles

indiielles des opérateurs par la formule suivante ([Mel93℄,[Loy05℄,

théorème 2.5) :

(16)

bTr[A,B] =
−1

2πi

∫ ∞

−∞
Tr∂M

(

dI (A, λ)

dλ
I (B, λ)

)

dλ.

On peut généraliser ette formule de transgression au as des variétés

à bord feuilleté en introduisant un 1-oyle µθ qui oïnide ave µ
pour le b-alul.

Soit θ un 0-oyle ylique sur Hol(F1), et τ̃θ le aratère du p-yle
obtenu sur ∂Sc par up-produit ave le yle fondamental sur S(Rp) :

τ̃θ(f) =
∫

Rp θ(f(µ))dµ. Soit χ la fontion aratéristique de R−, on
dé�nit un 1-oyle ylique sur ∂Sc en posant :

µθ(a0, a1) = τ̃θ (a0[χ, a1]) .

LorsqueHol(F1) = ∂M×∂M et θ = Tr∂M , ∂Sc ≃ S(R, C∞
c (∂M × ∂M))

d'après la proposition 2.1. On peut alors montrer que µθ = µ en intro-

duisant la transformée de Hilbert :

H(f) = lim
ǫց0

i

π

∫

|x−y|>ǫ

f(x)

x− y
dy.

Si F désigne la transformée de Fourier, on sait que χ = 1
2

(

1 + F−1 ◦H ◦ F
)

et que [H, f ] est un opérateur intégral dont le noyau est

1
iπ
f(u)−f(v)

u−v .
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On alule alors :

µθ(a0, a1) = τ̃θ (a0 [χ, a1]) =
1

2
τ̃θ
(

a0
[

1 + F−1 ◦H ◦ F, a1
])

=
1

2
τ̃θ (a0 [H, a1]) =

1

2
τ̃θ

(

a0 ·
(

1

iπ
dR(a1)

))

=
1

2πi
τ̃θ (a0dR(a1)) = − 1

2πi
τ̃θ (dR(a0)a1)

= µ(a0, a1)

a0 = ∂A et a1 = ∂B étant respetivement les familles indiielles

I (A, λ) et I (B, λ) de A et B, la dernière égalité n'est autre que la

formule (16). Ainsi µθ est bien une généralisation aux variétés à bord

feuilleté du oyle µ de transgression.

2.6.4. 2-oyle de Godbillon-Vey Soit (δ(i))i=1,2,3 la famille de dé-

rivations sur Sc onstruite à partir du logarithme φ = log(ϕ) de la

fontion modulaire ϕ sur Hol(F1) : δ3 = [χ, ·], δ2 = [φ, ·], δ1 = [φ̇, ·].
τ dé�nissant un poids sur Sc, il est possible d'introduire une 2-ohaîne
ψGV sur Sc analogue dans le as feuilleté au oyle de Godbillon-Vey :

ψGV (a0, a1, a2) =
1

2!

∑

α∈S2

sign(α)τ
(

a0, δα(1)a1δα(2)a2
)

=
1

2
(τ(a0, δ1a1δ2a2)− τ(a0, δ2a1δ1a2))

La 2-ohaîne ylique assoiée est alors :

τGV (a0, a1, a2) =
1

3

∑

αyli∈S3

ψGV (aα(0), aα(1), aα(2)).

Le obord bτGV de τGV dé�nit un 3-oyle ylique sur ∂Sc par la
formule :

σGV (a0, a1, a2, a3) =
1

3!

∑

α∈S3

sign(α)τ̃Tr
(

a0δα(1)a1δα(2)a2δα(3)a3
)

.

On retrouve ainsi les onstrutions proposées dans [MP11℄, en évitant

l'introdution ad-ho d'un � ylindre in�ni � enodé ii naturellement

dans le groupoïde d'holonomie Γφ(X).
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3 Appliation au as des �brations

3.1. Diagramme à 6 termes en K-théorie

Supposons que F1 soit une �bration ∂X → Y de la variété ompate

∂X . Alors Hol(F1) = ∂X ×Y ∂X est ompat en tant que fermé du

ompat ∂X×∂X et N = N∂X×∂X
∂X×Y ∂X

. De plus l'algèbre Sc(D) est natu-
rellement munie d'une struture d'algèbre de Fréhet par la ondition

(3) de la dé�nition 5.1 et Sc(Γφ(X)) est une algèbre de Fréhet.

La déomposition en ouvert saturé Γφ(X) = ∂Γφ(X)∪X◦×X◦
permet

d'identi�er T = ker ∂ à l'algèbre C∞
0 (X◦×X◦) qui est stable par alul

fontionnel holomorphe dans C0(X◦ ×X◦) ≃ K.

La suite exate à 6 termes assoiée à la suite (13) de restrition au

bord est don :

Z K0(Sc(Γφ(X))) K0(S(R,N))

K1(S(R,N)) K1(Sc(Γφ(X))) 0

L'algèbre Sc(N) est stable par alul fontionnel holomorphe dans

C0(N
∗) ([CR07℄, proposition 4.1.8). L'isomorphisme de Connes-Thom

K0(S(R,N)) ≃ K1(Sc(N)) et la relationK∗(Sc(N)) ≃ K∗(N∗) donnent
alors :

Z K0(Sc(Γφ(X))) K1(N∗)

K0(N∗) K1(Sc(Γφ(X))) 0

Si l'on suppose de plus une �bration triviale N ≃ ∂X ×Y ∂X ×Y TY ,
le diagramme peut être présenté de manière équivalente sous la forme :

Z K0(Sc(Γφ(X))) K1(C0(TY ))

K0(C0(TY )) K1(Sc(Γφ(X))) 0
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3.2. Le as partiulier du b-alul

Lorsque Y = {pt}, on obtientK0(C0(TY )) = Z,K1(C0(TY )) = 0. Les

�èhes de bord sont données par la matrie des nombres d'inidene

([Mon03℄, proposition 5.3) et

{

K0(Sc(Γφ(X))) = 0
K1(Sc(Γφ(X))) = 0

L'algèbre Sc(Γφ(X)) est stable par alul fontionnel holomorphe dans

C∗(Hol(X,F)). On retrouve ainsi le résultat ([Mon03℄, 7.1) selon le-

quel la K-théorie de C∗(Γφ(X)) pour une variété à bord onnexe est

nulle. Les diagrammes 3.1 sont une généralisation de e résultat lorsque

l'espae des feuilles n'est plus réduit à un point.



Chapitre 5

Pseudo-variétés strati�ées -

Espae des strates

Les pseudo-variétés strati�ées, initialement apparues dans les travaux

de Thom [Tho69℄ et Mather [Mat70℄, onstituent une vaste lasse

d'espaes singuliers partiulièrement intéressants, englobant entre autres

les variétés à bord, à oins et à singularités oniques. Debord et Les-

ure ont en partiulier établi dans [DL09℄ que la dualité de Poinaré en

K-théorie s'obtient pour es espaes au travers d'un groupoïde de Lie,

analogue non ommutatif de l'espae tangent d'une variété lassique.

Nous verrons par la suite que la non-ommutativité de es espaes se

révèle au travers d'autres aspets de leur géométrie.

• • •

1 Dé�nitions et notations

Les dé�nitions relatives aux pseudo-variétés strati�ées sont basées sur

l'artile de référene de Verona [Ver84℄, bien que la présentation rete-

nue ii s'inspire dans une large mesure du ontenu de [DL09℄.

X désigne dans la suite un espae métrisable loalement ompat.

1.1. Strati�ations

Définition 1.1. Soit s ⊂ X un sous-ensemble loalement fermé de X .

On appelle triplet pour s dans X la donnée d'un élément (Ns, πs, ρs)

où :

· Ns est un voisinage ouvert de s dans X

· πs : Ns → s est une rétration ontinue, i.e. πs|s = Ids
· ρs : Ns → [0,+∞[ est une appliation ontinue telle que s = ρ−1

s (0).

Définition 1.2. Deux triplets (Ns, πs, ρs) et (N ′
s, π

′
s, ρ

′
s) sont dits

équivalents s'ils oïnident au voisinage de s, i.e. s'il existe un voisi-

nage U de s dans X tel que Ns ∩ U = N ′
s ∩ U , πs|Ns∩U = πs′|N ′

s∩U et

ρs|Ns∩U = ρs′|N ′
s∩U .

85



86 5. Pseudo-variétés stratifiées - Espae des strates

Définition 1.3. Un tube de s dans X est une lasse d'équivalene de

triplets (Ns, πs, ρs). Pour simpli�er les notations on onfondra un tube

ave la donnée de l'un de ses représentants.

Définition 1.4. Une strati�ation faible de X onsiste en la donnée

d'un ouple (S,N) où :

· S = {si} soit une partition loalement �nie de X en sous-variétés

lisses et loalement fermées, appelées strates, qui véri�ent si ∩ sj 6= ∅
si et seulement si si ⊂ sj . On notera alors si ≤ sj et si < sj si de

plus si 6= sj .
· N = {(Ns, πs, ρs)}s∈S est une famille de tubes des strates, enore

appelé ensemble des données de ontr�le. On impose par ailleurs

que ρs soit surjetive ou nulle partout. De plus si Nsi ∩ sj 6= ∅ on

requiert que l'appliation (πsi, ρsi) : Nsi ∩ sj → si×]0,+∞[ soit une

submersion lisse.

· si ∩ sj 6= ∅ si et seulement si Nsi ∩ sj 6= ∅ et Nsi ∩ Nsj 6= ∅ si et

seulement si si ≤ sj ou sj ≤ si.
· pour toutes strates s, t telles que s < t, on a πt(Ns ∩ Nt) ⊂ Ns et

l'égalité πs ◦ πt = πs est véri�ée sur Ns ∩ Nt.

Définition 1.5. Une strati�ation de X est une strati�ation faible

qui véri�e de plus que pour toutes strates s, t telles que s < t, l'égalité
ρs ◦ πt = ρs soit véri�ée sur Ns ∩ Nt.

Définition 1.6. Soit (S,N) une strati�ation faible de X . La profon-

deur d'une strate s ∈ S dans X est l'entier

depthX(s) = sup{n ∈ N/ ∃(si)i=0..n ∈ S, s = s0 < s1 < · · · < sn}

Définition 1.7. La profondeur de X est l'entier dé�ni par :

depth(X) = sup{depthX(s)/ s ∈ S}

Une strati�ation est naturellement �ltrée par l'union Xj des strates

de dimension ≤ j :

∅ ⊂ X0 ⊂ · · · ⊂ Xn = X.

L'entier n est appelé dimension de X et Xo .
= X \ Xn−1 la partie

régulière de X . Les strates inluses dans Xo
seront dites régulières,

tandis que les strates inluses dans X \Xo
seront dites singulières.

1.2. Pseudo-variétés strati�ées

Définition 1.8. Une pseudo-variété strati�ée est un triplet (X,S,N)

où X est un espae métrisable loallement ompat, (S,N) est une

strati�ation de X et la partie régulière Xo
est un ouvert dense de X .
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Si (X,SX , NX) et (Y, SY , NY ) sont deux pseudo-variétés strati�ées, un
homéomorphisme f : X → Y est un isomorphisme de pseudo-variétés

strati�ées ssi

SY = {f(s), s ∈ SX} et ∀s ∈ SX , f|s est un di�éomorphisme sur f(s).

πf(s) ◦ f = f ◦ πs et ρs = ρf(s) ◦ f ∀s ∈ SX .

s0s1

s2
b

s3

Figure 1. R2
+ et le diagramme de Hasse de sa strati�-

ation naturelle.

• • •

2 Espae des strates

Une pseudo-variété strati�ée (X,S,N) dé�nit naturellement un ordre

partiel ≤ sur S = {si}i∈I par la relation :

∀i, j ∈ I, si ≤ sj ⇐⇒ si ⊂ sj .

La struture de ette relation d'ordre partiel, onstitutive de la stra-

ti�ation, rattahe don l'espae des strates S à la famille des po-

sets (ontration de l'anglais "partially ordered set"). Ces objets, las-

siques en théorie ombinatoire, nourrissent également ertains dévelop-

pements de modèles d'espaes non-ommutatifs étroitement liés aux

représentations irrrédutibles de C∗
-algèbres approximativement �nies

(voir [Lan97℄).

Nous proposons ii d'étudier l'espae des strates S au travers d'un

groupoïde anoniquement assoié à la strati�ation et à sa struture

d'ordre partiel.
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i)

b

ii)

b

b b

b

iii)

iv)

Figure 2. Quatre exemples de pseudo-variétés strati-

�ées et du diagramme de Hasse de leur strati�ation

naturelle : i) un oin, ii) un arré, iii) un tétraèdre et

iv) une pyramide à base arrée.
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2.1. Diagramme de Hasse d'une strati�ation

Une desription lassique d'un poset onsiste à représenter son dia-

gramme de Hasse. Soit (X,S,N) une pseudo-variété strati�ée, s et t
deux strates de S. On dira que t ouvre s si s < t et si auun élément

u de S ne véri�e s < u < t. On appelera (s, t) une paire ouvrante de
S.

Le diagramme de Hasse de la strati�ation est le graphe dont les som-

mets sont les éléments de S, et les arêtes sont ses paires ouvrantes.

Il est d'usage de représenter le diagramme de Hasse de telle façon que

si t ouvre s, le sommet t soit situé à un niveau supérieur à elui du

sommet s. On peut noter par ailleurs qu'une strate n'admet pas en

général de strate ouvrante, et que la profondeur de la strati�ation se

lit partiulièrement aisément sur e diagramme.

2.2. Groupoïde d'une strati�ation

Nous proposons une desription alternative de l'espae des strates S,
à l'aide d'un groupoïde anoniquement assoié à la strati�ation. Soit

R la relation d'équivalene induite par ≤ sur S :

∀i, j ∈ I, siRsj ⇐⇒ si ≤ sj ou sj ≤ si

Le groupoïde GS de la strati�ation est alors le graphe de la relation

R :

GS = {(i, j) ∈ I2/ si ≤ sj ou sj ≤ si}

GS est anoniquement muni d'une struture de groupoïde sur S.

L'inverse et la omposition sont donnés par :

(i, j)−1 = (j, i)

(i, j) · (j, k) = (i, k)

L'espae des unités est anoniquement identi�é à S :

G
(0)
S = {(i, i) ∈ I2/ i ∈ I}

u :

{

S → G
(0)
S

si → (i, i)

En�n les appliations soure et but sont dé�nies naturellement par :

s((i, j)) = si

r((i, j)) = sj

GS est engendré par la famille {(i, j) ∈ I2/ si ≤ sj}.
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2.3. Algèbre de onvolution et C∗
-algèbre de la strati�ation

La ondition de �nitude loale imposée à la strati�ation induit une

topologie disrète sur GS qui peut être vu omme un groupoïde de Lie

disret. Il admet en partiulier un système de Haar disret (µx)x∈G(0)
S

,

une algèbre de onvolution C∞
c (GS) et une C

∗
-algèbre réduite C∗

r (GS)
trivialement disrètes. Le résultat suivant préise la struture de es

deux algèbres pour une strati�ation �nie :

Proposition 2.1. Lorsque S est un ensemble �ni, les algèbres C∞
c (GS)

et C∗
r (GS) oïnident et sont isomorphes à une sous-algèbre deM|S|(C).

Démonstration. La trivialité de la topologie onduit immédiate-

ment à l'identi�ation de C∞
c (GS) et C

∗
r (GS). Par ailleurs en notant

γij un élément (i, j) de GS , et i ∼ j si si ≤ sj ou sj ≤ si, on a :

(f ∗ g)(γik) =
∑

i∼j∼k
f(γij)g(γjk)

On reonnaît alors la loi de omposition matriielle usuelle.

�

Remarque 2.2. Ce résultat s'applique en partiulier lorsque X est un

espae ompat.

2.4. Fontion zêta et algèbre d'inidene de la strati�ation

L'inversibilité des éléments de GS traduit la ré�exivité de R et la

non-orientation du graphe qui la représente.

Un élément fondamental de C∗
r (GS) permet ependant d'aéder à

l'orientation de la strati�ation. Cet élément, dénommé lassiquement

fontion zêta pour un poset, est la fontion indiatrie de la relation

≤ :

ζS(γ) =

{

1 si s(γ) ≤ r(γ)
0 sinon

ζS appartient à la sous-algèbre de C∗
r (GS) notée A(GS), qui peut être

vue omme l'espae des fontions dé�nies sur le graphe de ≤, en tant

qu'ensemble de paires ordonnées :

A(GS) = {f ∈ C∗
r (GS)/ KerζS ⊂ Kerf}

On retrouve en A(GS) l'algèbre d'inidene de la strati�ation.
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Proposition 2.3. f ∈ A(GS) est inversible ⇐⇒ 0 /∈ f(G
(0)
S )

Démonstration. Soit f ∈ A(GS) et γ ∈ GS tel que s(γ) > r(γ).

Alors γ ∈ Kerf par dé�nition de A(GS) et la matrie de f est don

triangulaire supérieure, inversible si et seulement si ses oe�ients dia-

gonaux sont non nuls.

�

En partiulier, ζS est inversible dans A(GS). Son inverse µS est appelée

fontion de Möbius.

Exemple 2.4. Exemple : Soient f et g des fontions dé�nies sur S et

liées par la relation f(sj) =
∑

si≤sj g(si). Une inversion matriielle de

ζS fournit immédiatement la relation :

g(sj) =
∑

si≤sj
µ((i, j))g(si)

L'analogie ave la formule d'inversion de Möbius en arithmétique jus-

ti�e la terminologie employée.

Un développement lumineux en ouverture de [Con94℄ interprète l'in-

trodution par Heisenberg de la méanique des matries omme la sub-

stitution oneptuelle d'un groupoïde au groupe des fréquenes des

raies spetrales d'un atome. Cette avanée apitale pour la physique

quantique, guidée par la loi empirique de Ritz-Rydberg en spetroso-

pie, implique l'abandon de la simple struture d'espae au pro�t de

strutures plus élaborées, et onstitue l'origine historique même de la

démarhe suivie en géométrie non-ommutative.

Il est réjouissant de voir apparaître dans le ontexte purement géomé-

trique des variétés strati�ées le groupoïde∆ = {(i, j)/ i, j ∈ I} ([Con94℄
p.38) onstitutif d'une observable quantique. La proposition suivante

délimite l'espae des variétés strati�ées � lassiques �, pour lesquelles

le groupoïde GS se réduit à son espae des unités :

Proposition 2.5. Soit X = (X,S,N) une pseudo-variété strati�ée.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) GS est un espae isomorphe à S

ii) C∗
r (GS) est une algèbre ommutative

iii) X est de profondeur nulle

iv) ∀s ∈ S, s est une union de omposantes onnexes de X

v) ζS = 1
G

(0)
S
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vi) C∗
r (GS) = A(GS)

Démonstration. i) ⇔ ii) : L'espae des unités de GS est anonique-

ment isomorphe à S. C∗
r (GS) se réduit don à l'algèbre ommutative

C0(S) lorsqueGS est un espae. S'il existe au ontraire i, j ∈ I/ si < sj,

la sous-algèbre de C∗
r (GS) des fontions à support dans

(

γii γij
γji γjj

)

est

isomorphe à l'algèbre non-ommutative M2(C).

i) ⇔ iii) : L'existene de i, j ∈ I/ si < sj équivaut à la positivité

strite de la profondeur de la strati�ation.

iii) ⇔ iv) : Si depth(X) = 0 alors toute strate si de S véri�e ∀sj 6=
si, si ∩ sj = ∅ don si est à la fois ouverte et fermée dans X , i.e.

si est une union de omposantes onnexes de X . La réiproque est

immédiate.

i) ⇔ v) ⇔ vi) : immédiat par dé�nition de ζS et A(GS).

�

2.5. Produit de strati�ations et stabilité fontorielle

Soient X = (X,SX , NX) et Y = (Y, SY , NY ) deux pseudo-variétés

strati�ées. Leur produit (X×Y, SX×Y , NX×Y ) est naturellement dé�ni

dans la atégorie des variétés faiblement strati�ées :

(1) l'espae topologique sous-jaent est X × Y .

(2) La famille des strates est SX×Y = SX × SY .

(3) La famille des tubesNX×Y = (NX×Y , πX×Y , ρX×Y ) est onsti-
tuée à partir des relations :







NX×Y = NX ×NY

πX×Y (a, b) = (πX(a), πY (b))

ρX×Y (a, b) = ρX(a) + ρY (b)

Il est diret de onstater que les données de ontr�le véri�ent les hy-

pothèses de strati�ation faible. La stabilité par produit ne subsiste

ependant pas dans la atégorie des variétés strati�ées, soumises à la

ondition ρs ◦ πt = ρs pour toutes strates s, t telles que s < t. La

situation est plus préisément la suivante :

Proposition 2.6 ([Ver84℄ 1.2.9). (X×Y, SX×Y , NX×Y ) est une pseudo-
variété strati�ée si et seulement si X ou Y est de profondeur nulle.

Une onséquene de e résultat est que la non-ommutativité des es-

paes de strates représente une obstrution à l'existene d'un produit



Fontions lisses et hamps de veteurs 93

ompatible ave la transformation fontorielle ρX×Y (a, b) = ρX(a) +
ρY (b). Conserver simultanément ette relation et la stabilité par pro-

duit dans la atégorie des variétés strati�ées s'avère impossible. La plus

grande sous-atégorie dans laquelle es deux propriétés sont onjointe-

ment valides n'est autre que la atégorie des variétés strati�ées � las-

siques �, pour lesquelles l'espae des strates est ommutatif.

Le résultat suivant fournit une alternative autorisant à travailler ave

des produits de variétés strati�ées :

Proposition 2.7. Il existe une famille de tubes ÑX×Y telle que (X×
Y, SX×Y , ÑX×Y ) soit une pseudo-variété strati�ée.

Démonstration. Par réurrene sur la profondeur d de SX×Y . Si
d=0, la proposition préédente permet de onlure. Supposons d > 0.

La restrition de X × Y à ses strates de profondeur < d fournit une

famille de tubes Nd−1 = (N d−1, πd−1, ρd−1). Notons s et t deux strates

respetives de X et Y telles que s × t soit de profondeur d. Il existe

un voisinage Ñs×t de Ns × Nt sur lequel la fontion lisse suivante est

dé�nie :

ρ̃s×t(u, v) =







ρd−1
s (u, v) si ρd−1

s (u, v) ≥ ρd−1
t (u, v)/2

ρd−1
t (u, v) si ρd−1

t (u, v) ≥ ρd−1
s (u, v)/2

z raine d'une fontion de transition g(u, v, z)

ave par exemple g(u, v, z) = (ρd−1
s (u, v)− z

2)
2+(ρd−1

t (u, v)− z
2)

2− z
2
2
.

On pose alors π̃s×t = (πs, πt) et pour toute strate s de profondeur < d,

Ñs =
⋂

s′<s

{x ∈ N d−1, ρd−1
s (x) < ρ′s(x)}.

Il est alors aisé de véri�er que la famille de tubes ÑX×Y = {(Ñs, π̃s, ρ̃s)}s∈SX×Y

satisfait les propriétés de strati�ation forte.

�

• • •

3 Fontions lisses et hamps de veteurs

Les lasses de fontions et de hamps de veteurs ontr�lés, dé�nies

dans [Ver84℄, présentent de fortes ontraintes au voisinage des strates,

qui requièrent notamment loalement la onstane le long des �bres des

rétrations. Il est pourtant souhaitable dans de nombreuses situations
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géométriques de onsidérer des hypothèses de rigidité moindres, qui au-

torisent en partiulier une omposante normale aux strates évanesente

à la limite uniquement.

Une dé�nition alternative de l'algèbre des fontions lisses d'une va-

riété strati�ée, ainsi que des hamps de veteurs assoiés est proposée.

Les objets seront onsidérés omme lisses sur la variété strati�ée s'ils

proviennent d'objets lisses sur un plongement de la variété, au travers

d'une appliation � pushforward � assoiée. Les dé�nitions de es ob-

jets lisses sont détaillées i-dessous, après un bref rappel des objets

ontr�lés utilisés par Verona, initialement dé�nis par Mather [Mat70℄.

3.1. Objets ontr�lés

X = (X,SX , NX) et Y = (Y, SY , NY ) désigneront dans ette partie

deux pseudo-variétés faiblement strati�ées.

Définition 3.1 (Morphismes de strati�ations, [Ver84℄ 1.2.4). Un

morphisme faible entre X et Y est une appliation ontinue f : X → Y

satisfaisant les onditions suivantes pour toute strate s ∈ SX :

· stabilité : ∃t ∈ SY / f(s) ⊂ t

· di�érentiabilité : f|s : s→ f(s) est une fontion lisse

· ompatibilité : ∃ ouvert Ω ⊃ s/ ∀x ∈ Ω∩Ns, πf(s)◦f(x) = f ◦πs(x)
f sera un morphisme si par ailleurs :

∀x ∈ Ω ∩ Ns, ρs(x) = ρf(s) ◦ f(x).

Définition 3.2 (Fontions ontr�lées, [Ver84℄ 1.2.8). Soit M une va-

riété lisse. Une fontion ontr�lée de X vers M est un morphisme faible

entre X et M .

Définition 3.3 (Champs de veteurs ontr�lés, [Ver84℄ 2.1). Un

hamp de veteur faiblement ontr�lé surX est une famille ξ = (ξs)s∈SX

telle que pour toute strate s ∈ SX :

· s ∋ x→ ξ(x) ∈ Txs soit un hamp de veteur lisse sur s

· ∃ ouvert Ω ⊃ s/ ∀t ∈ SX , s < t and x ∈ Ω∩Nt, dπs ·ξ(x) = ξ(πs(x))

ξ sera dit ontr�lé si par ailleurs :

∀x ∈ Ω ∩ Nt, dρs · ξ(x) = 0.

On voit ii apparaître la ondition de onstane loale le long des �bres

de πs.
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3.2. Désingularisation et variétés à oins �brées

SoitX une pseudo-variété strati�ée de profondeur k. Si s est une strate

singulière de X , on introduit une struture naturelle de pseudo-variété

strati�ée sur le link Ls
.
= ρ−1

s (1) ainsi que sur le mapping one ouvert

de (Ls, πs) :

cπsLs = Ls × [0,+∞[/ ∼ πs

où (l, t) ∼πs (l′, t′) si et seulement si (l, t) = (l′, t′) ou t = t′ = 0 et

πs(l) = πs(l
′). On note [l, t] la lasse dans cπsLs de (l, t).

Les travaux fondamentaux de Thom [Tho69℄ et Mather [Mat70℄ ont

montré que les pseudo-variétés strati�ées sont loalement triviales au

voisinage de leurs strates : il existe des données de ontr�le sur X et

une rétration ontinue fs : Ns \ s→ Ls telles que l'appliation

Ψs : Ns → cπsLs

z →
{

[fs(z), ρs(z)] si z 6∈ s

z sinon

soit un isomorphisme de variétés strati�ées.

Cette trivialité loale permet d'appliquer le proessus de désingula-

risation à X ([BHS91℄,[DL09℄ 2.0.3). Il s'agit de substituer Ls à

haque strate minimale s de X, et d'obtenir ainsi une variété stra-

ti�ée 2X de profondeur k − 1. Si S0 désigne l'ensemble des strates

de profondeur 0, notons Xb = X \ ∪s∈S0
{z ∈ X , ρs(z) < 1} et

L = ∪s∈S0
{z ∈ X , ρs(z) = 1} ⊂ Xb. 2X est dé�ni en reollant deux

opies X±
b de Xb par L× [−1, 1] :

2X = X−
b ∪ L× [−1, 1] ∪X+

b .

Il existe une surjetion ontinue p : 2X → X donnée par l'identité sur

X±
b et par p(l, t) = Ψ−1

s ([l, |t|]) pour (l, t) ∈ Ls × [−1, 1]. Ce proes-

sus fournit après k itérations une variété lisse notée X̃ , ainsi qu'une

surjetion ontinue pk : X̃ → X dont la restrition à p−1
k (Xo) est un

revêtement trivial d'ordre 2k. Il est possible d'obtenir un feuillet de

e revêtement en onsidérant la restrition de p à la variété à bord

2X+ = L× [0, 1]∪X+
b . La désingularisation itérée k fois produit alors

une variété à oins X̃+
dont les faes sont �brées par les relations πs

([DLR11℄). Cette onstrution montre que toute pseudo-variété stra-

ti�ée peut-être onsidérée omme espae quotient d'une variété à oins

�brés. Le as important des variétés à oins �brés est étudié en détail

au hapitre 2.
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3.3. Struture lisse

Définition 3.4. Une struture lisse sur X est un triplet (X, j, M)

où M est une variété lisse et j : X → M un homéomorphisme sur son

image, dont la restrition à haque strate de X est un plongement lisse.

Le théorème suivant assure que tout espae strati�é possède une stru-

ture lisse :

Théorème 3.5 ([Teu81℄,[Gor℄). Pour tout espae strati�é (X,S,N)

de dimension �nie, il existe n ∈ N, un ensemble fermé F ⊂ Rn
et un

homéomorphisme j : X → F tel que :

· pour toute strate s ∈ S, j|s soit un plongement lisse,

· pour toute fontion ontr�lée f : X → R, f ◦ j−1
soit une fontion

lisse,

· l'image {j(s), s ∈ S} soit une strati�ation de Whitney de F.

Rappelons que si V et W sont deux sous-variétés d'une variété M, x

un point de V et (yk) une suite d'éléments de W qui onverge vers x,

et telle que TykW onverge vers un sous-espae vetoriel τ de TxM , la

ondition (A) de Whitney s'exprime par TxV ⊂ τ . La ondition (B)

impose que les droites (xkyk) onvergent dans une arte loale vers une
droite d ∈ TxM et que d ⊂ τ . La ondition (B) implique la ondition

(A) [Whi47℄. La strati�ation {j(s), s ∈ S} du théorème préédent

véri�e en partiulier la propriété (B) de Whitney.

La donnée d'une struture lisse sur X permet de dé�nir les objets lisses

assoiés : fontions, espae tangent et hamps de veteurs. On suppose

dans la suite une telle struture (X , j, M) �xée.

Définition 3.6 (Fontions lisses). Pour toute fontion f̃ ∈ C∞(M),

posons f̃! = f̃ ◦ j. L'algèbre des fontions lisses sur X est dé�nie par :

C∞
X = {f ∈ C0(X) / ∃f̃ ∈ C∞(M), f = f̃!}

Remarque 3.7. Cette dé�nition est équivalente à demander l'exis-

tene du diagramme ommutatif suivant :

M
f̃

C

X

j
f

Remarque 3.8. L'appliation

! :

{

C∞(M) → C0(X)

f̃ → f̃!
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est lairement un morphisme d'anneau, qui induit sur C0(X) une stru-

ture de C∞(M)-module. L'algèbre des fontions lisses sur X est par

dé�nition l'image de e morphisme C∞
X = !C∞(M).

Remarque 3.9. L'inlusion C∞
X ⊂ C0(X) induit sur C∞

X une stru-

ture de C∞(M)-module.

L'espae tangent surX est obtenu en onsidérant le diagramme suivant

sur haque strate s de X :

j∗i∗M (TM)
dj

i∗M (TM)
diM

TM

s
j

ŝ
.
= j(s)

iM
M

où iM désigne l'inlusion dans M.

Bien sûr i∗M (TM) = TŝM et dj est un isomorphisme entre Ts et Tŝ.

Posons T sM = j∗(i∗M (TM)). Le sous-�bré vetoriel j∗(T ŝ) ⊂ T sM est

anoniquement identi�able à Ts par dj.

Définition 3.10 (Espae tangent). On dé�nit l'espae tangent de X

omme l'espae :

TXM =
⋃

s∈SX

T sM.

La projetion anonique TM
p→ M induit sur TXM une projetion

TXM
p∗→ X dé�nie sur haque strate par p∗ = j−1 ◦ p ◦ dj. On munit

TXM de la topologie induite par p∗.

Proposition 3.11. TXM est un �bré vetoriel sur X dont la restri-

tion à haque strate est un �bré lisse.

Démonstration. Soit (Ω, φ) une trivialisation loale du �bré veto-

riel TM
p→ M . Soit U = j−1(Ω) et ψ : U × RdimM → TXU M dé�nie

par ψ(x, v) = j∗(φ(j(x), v)). La ontinuité de j permet de véri�er que

(U, ψ) est une trivialisation loale de TXM , qui est don un �bré veto-

riel. La lissité sur haque strate est immédiate par dé�nition de T sM .

�

Définition 3.12 (Champs de veteurs lisses). Pour tout hamp de

veteur η̃ ∈ C∞(M,TM), posons η̃! = j∗(η̃ ◦ j). Les hamps de ve-

teurs lisses sur X sont alors dé�nis par :

C∞(X, TXM) = {η ∈ C0(X, TXM) / ∃η̃ ∈ C∞(M,TM), η = η̃!}
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Remarque 3.13. Cette dé�nition est équivalente à demander l'exis-

tene du diagramme ommutatif suivant pour haque strate :

T sM TŝM
dj−1

s

η

j
ŝ

η̃

Remarque 3.14. C∞
X ⊂ C0(X) agit sur C0(X, TXM) par multiplia-

tion et induit sur C0(X, TXM) une struture de C∞(M)-module.

L'appliation

! :

{

C∞(M,TM) → C0(X, TXM)
η̃ → η̃!

est lairement un morphisme de C∞(M)-module, de noyau

{η̃ ∈ C∞(M,TM) / η̃j(X) = 0}.

Les hamps de veteurs lisses sur X sont par dé�nition l'image de e

morphisme C∞(X, TXM) = !C∞(M,TM).

Remarque 3.15. Le �ot engendré par l'image dans TM des setions

de TXM ne stabilise pas en général les strates de j(X). En e sens, un

hamp de veteur lisse n'autorise don pas toujours une exponentiation

sur X.

3.4. Champs de veteurs strati�és

Proposition 3.16. Soit χM = {η̃ ∈ C∞(M,TM) / ∀s ∈ SX , η̃ŝ ∈
T ŝ}. χM est un C∞(M)-module de C∞(M,TM) stable par rohet de

Lie.

Démonstration. Soient f̃ ∈ C∞(M) et η̃ ∈ F . Soient s ∈ SX et

x ∈ ŝ, alors η̃(x) ∈ Txŝ et par suite f̃(x)η̃(x) ∈ Txŝ. Ainsi χM est bien

un C∞(M)-module.

Par ailleurs si η̃ et ν̃ sont deux éléments de χM , η̃|ŝ et ν̃|ŝ dé�nissent
des éléments de C∞(ŝ, T ŝ) et leur rohet appartient don à C∞(ŝ, T ŝ).
Ainsi [η̃, ν̃]|ŝ ∈ T ŝ et χM est bien stable par rohet de Lie.

�

Définition 3.17 (Champs de veteurs strati�és). Un hamp de ve-

teur strati�é sur X est un hamp de veteur lisse tangent aux strates

de X. On note χX l'ensemble des hamps de veteurs strati�és :

χX = {η ∈ C∞(X, TXM) / ∀s ∈ SX , x ∈ s, η(x) ∈ Txs}.
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Remarque 3.18. Les hamps de veteurs strati�és sur X sont l'image

par ! du C∞(M)-module χM : χX = !χM .

Proposition 3.19. χX est un C∞
X -module et une algèbre de Lie.

Démonstration. Le premier point est immédiat d'après la remarque

préédente.

Pour le deuxième point, dé�nissons le rohet de Lie par [η, ν] =

j∗([η̃, ν̃]) où η̃! = η et ν̃! = ν. Pour tout s ∈ SX , x ∈ s, η̃(j(x)) et

ν̃(j(x)) appartiennent à T ŝ, ainsi que leur rohet. La stabilité de [. , .]
sur χX en déoule.

�

Remarque 3.20. La dé�nition du rohet de Lie sur χX fait de l'ap-

pliation ! : χM → χX un morphisme d'algèbre de Lie.

La dé�nition des hamps de veteurs strati�és retenue ii rejoint l'ap-

prohe de M.-H. Shwartz dans le sens où un élément de χX est onsi-

déré de manière prépondérante par l'ation de son �ot, et l'étude des

di�éomorphismes loaux assoiés. Lorsque X est analytique omplexe,

les dé�nitions de hamps de veteurs strati�és oïnident.

3.5. Flot des hamps de veteurs strati�és

Rappelons qu'un �ot sur un espae métrique X est une appliation

ontinue ϕ : J → X , (x, t) 7→ ϕ(x, t) = ϕx(t) dé�nie sur un ouvert

J ⊂ X ×R et qui satisfait les propriétés suivantes :

(1) Pour tout x ∈ X il existe t−x , t
+
x ave −∞ ≤ t−x < 0 < t+x ≤

+∞ tels que Jx
.
= J ∩ ({x}×R) soit égal à l'intervalle ]t−x , t

+
x [.

(2) Pour tout x ∈ X la relation ϕx(0) = x est véri�ée.

(3) Si t ∈ Jx et s ∈ Jϕx(t) alors t+s ∈ Jx et ϕx(t+s) = ϕ(ϕx(t), s).

L'ensemble des �ots sur X est muni d'une relation d'ordre dé�nie par

ϕ ≤ ϕ′
lorsque les �ots ϕ : J → X et ϕ′ : J ′ → X satisfont J ⊂ J ′

et

ϕ(x, t) = ϕ′(x, t) pour tout (x, t) ∈ J . Lorsque X ⊂ M est une sous-

variété de M et V : X → TM un hamp de veteur lisse tangent à X, le

résultat lassique d'existene et d'uniité d'une équation di�érentielle

ordinaire assure l'existene d'un unique �ot maximal ϕ : J → X tel

que pour tout x ∈ X et t ∈ Jx

(FI)

∂

∂t
ϕx(t) = V (ϕx(t)) et ϕx(0) = x.
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Lorsque X est une variété strati�ée immergée dans M se pose la ques-

tion de l'existene d'un �ot ϕ assoié à un hamp de veteur strati�é

V, de telle sorte que la relation (FI) soit véri�ée.

Il importe par ailleurs que la famille {ϕx} soit ompatible ave la

strati�ation de X, 'est à dire que les ourbes intégrales issues des

points d'une strate restent inluses dans la strate. Cette ondition de

stabilité justi�e la dé�nition suivante :

Définition 3.21 (Flot intégral d'un hamp de veteur strati�é). Un

�ot ϕ : J → X sur la variété strati�ée X est dit strati�é si pour tout

élément (x, t) de J tel que x soit dans s, ϕx(t) soit aussi dans s.

Si V est un hamp de veteur strati�é sur X , on appelle �ot intégral

de V un �ot strati�é ϕ : J → X tel que pour toute strate s ∈ SX les

ourbes {ϕx}x∈s soient lisses et que pour tout (x, t) ∈ J ∩ (s × R) la

ondition (FI) soit satisfaite.

Le résultat suivant est sans di�ulté mais important :

Proposition 3.22. Tout hamp de veteur strati�é V ∈ χX admet

un unique �ot intégral maximal.

Démonstration. Soit V un hamp de veteur strati�é sur X et Ṽ

un hamp de veteur lisse sur M tel que Ṽ! = V . Notons ϕ̃ : J̃ →M le

�ot intégral maximal de Ṽ , et J = {(x, t) ∈ X ×R, (j(x), t) ∈ J̃}. On
dé�nit ϕ : J → X par ϕ(x, t) = j−1 ◦ ϕ̃(j(x), t) et on souhaite montrer

que ϕ est l'unique �ot intégral maximal de V.

La maximalité provient du fait que si un autre �ot ϕ′ : J ′ → X véri�e

ϕ′ ≥ ϕ, son image par l'homéomorphisme j dé�nit un �ot ϕ̃′ ≥ ϕ̃, et
la maximalité de ϕ̃ implique ϕ̃′ = ϕ̃ et ϕ′ = ϕ. Un argument similaire

permet d'obtenir l'uniité du �ot ϕ.

Par dé�nition V véri�e sur toute strate s de X la ondition V|s ∈
Ts, don Ṽ|ŝ ∈ T ŝ e qui assure l'existene du diagramme ommutatif

suivant :

Ts
dj

T ŝ

s

V|s

j
M

Ṽ|ŝ

Le fait que le �ot ϕ soit strati�é, que les ourbes {ϕx}x∈s soient lisses
et que pour tout (x, t) ∈ J ∩ (s×R) la ondition (FI) soit satisfaite en

déoule immédiatement.

Ainsi ϕ est bien l'unique �ot intégral maximal de V.

�



Chapitre 6

Feuilletages singuliers - Groupoïde

d'holonomie

Une variété feuilletée est une variété partitionnée en sous-variétés im-

mergées, appelées feuilles. Une telle partition présente génériquement

des singularités lorsque la dimension des feuilles varie. Les feuilletages

de Stefan-Sussmann ont pour feuilles des sous-variétés intégrales de

modules hamps de veteurs loalement de type �ni et intégrables. On

dispose en partiulier pour es feuilletages d'une onstrution générale

[AS06℄ permettant d'obtenir le groupoïde d'holonomie qui les intègre.

On étend ii ette onstrution dans le adre des pseudo-variétés stra-

ti�ées.

• • •

1 Feuilletages de Stefan-Sussmann

1.1. Feuilletages de Stefan

Un feuilletage de Stefan sur une variété lisse M est une partition de

M par des sous-variétés onnexes immergées telles que si (x, v) ∈ TM

est un veteur tangent en x à la feuille Fx passant par x, il existe un

hamp de veteur loal V sur M tel que :

(1) x est dans le domaine de V et Vx = v,

(2) pour tout y dans le domaine de V, (y, Vy) appartient à l'espae

tangent TFy à la feuille Fy passant par y.

Exemple 1.1. La partition de R2
par les droites horizontales sur R2 \

(R × {0}) et les points sur R × {0} est un feuilletage de Stefan. La

partition de R2
par les points sur R2 \ (R× {0}) et la droite R× {0}

n'est pas un feuilletage de Stefan.

1.2. Théorème de Stefan-Sussmann

L'espae C∞
c (M,TM) des hamps de veteurs à support ompat sur

M est un C∞(M)-module projetif loalement de type �ni. Rappelons

101
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Figure 1. Deux feuilletages de R2
, respetivement de

Stefan et non de Stefan.

qu'un sous-module de C∞
c (M,TM) est dit intégrable s'il est stable par

rohet de Lie.

Soit F un sous-module de C∞
c (M,TM) et x un point de M. Notons

ex : F → TxM l'évaluation de F en x. On distingue deux notions de

�bre pour F au point x :

· les veteurs tangents à F sont l'image Fx = ex(F) de F dans TxM

et dé�nissent un sous-espae vetoriel de TxM
· la �bre Fx = F/IxF où Ix = {f ∈ C∞(M) , f(x) = 0}.
L'existene d'une partition de M en sous-variétés dont les espaes tan-

gents oïnident ave les images Fx de F en tout point x est donnée

par le théorème de Stefan-Sussman :

Théorème 1.2 ([Ste74, Sus73℄). Soit F un sous-module intégrable

de C∞
c (M,TM), loalement de type �ni. Alors il existe une partition

de M en sous-variétés onnexes dont l'espae tangent en tout x ∈ M
est Fx.

Le théorème de Stefan-Sussman est don une généralisation aux dis-

tributions de rang non onstant du théorème de Frobenius, qui énone

qu'un sous-�bré F de TM dé�nit un feuilletage régulier sur M si et

seulement si F est intégrable.

1.3. Feuilletages de Stefan-Sussmann

Contrairement au as régulier, la onnaissane de la partition en feuilles

ne détermine plus un unique module de hamps de veteurs tangents.

Un exemple simple est le feuilletage de Stefan de R par R−, {0} et

R+
: ses feuilles sont les variétés intégrales de haun des modules

Fk = 〈xk ∂
∂x〉, bien que tous es modules soient distints.

Il onvient don dans le adre singulier d'inlure le module spéi�que

F dé�nissant le feuilletage :
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Définition 1.3. Un feuilletage de Stefan-Sussmann sur M est la don-

née d'une partition en sous-variétés onnexes et d'un sous-module in-

tégrable de C∞
c (M,TM) loalement de type �ni assoié.

Les résultats préédents permettent d'adopter pour dé�nition d'un

feuilletage singulier l'énoné suivant :

Définition 1.4 ([AS06℄). Un feuilletage sur M est un sous-module

intégrable de C∞
c (M,TM) loalement de type �ni.

Exemple 1.5. Rappelons qu'un algébroïde de Lie sur M est la donnée

d'un �bré vetoriel A→ M , d'un rohet [. , .] : Γ(A)× Γ(A) → Γ(A)
sur le module Γ(A)des setions de A et d'un morphisme de �bré p :

A→ TM appelé anre ou �éhage (voir setion 3.1.2).

Tout algébroïde de Lie dé�nit un feuilletage par l'image de son anre

p(C∞
c (M,A)). En partiulier tout groupoïde de Lie dé�nit un feuille-

tage.

Exemple 1.6. Un feuilletage régulier est un sous-�bré F de TM dont

les setions forment un algébroïde de Lie, e qui signi�e que C∞(M,F )

est stable par rohet de Lie. Les setions de C∞
c (M,F ) forment un

feuilletage au sens préédent. De plus Fx = Fx pour tout x ∈ M , les

deux notions de �bre oïnident dans le as régulier.

• • •

2 Feuilletages singuliers des

pseudo-variétés strati�ées

2.1. Strati�ations de type �ni

Définition 2.1. Soit X une pseudo-variété strati�ée. On dira que X

est de type �ni s'il existe une struture lisse (X , j, M) sur X dont le

module de hamps de veteurs strati�és χX assoié soit loalement de

type �ni.

La proposition suivante relie les strati�ations de type �ni aux feuille-

tages de Stefan-Sussmann :

Proposition 2.2. Soit (X, j, M) une struture lisse sur X et soit

χM = {η̃ ∈ C∞(M,TM) / ∀s ∈ SX , η̃ŝ ∈ T ŝ}. Alors χX est lo-

alement de type �ni si et seulement si (M,χM ) est un feuilletage de

Stefan-Sussmann.
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Démonstration. Si (M,χM ) est un feuilletage de Stefan-Sussmann,

χM est loalement de type �ni. Soit x ∈ X et ξ1, · · · , ξn des générateurs
de χM au voisinage de j(x). Alors ξ1!, · · · , ξn! génèrent χX au voisinage

de x et χX est bien loalement de type �ni.

Réiproquement, supposons que (M,χM ) ne soit pas un feuilletage

de Stefan-Sussmann. On a montré en 3.16 que χM est toujours un

C∞(M)-sous-module de C∞(M,TM) stable par rohet de Lie, don

χM n'est pas loalement de type �ni. Or j(X) est fermé dans M, don

M \ j(X) est ouvert et χM |M\j(X) est loalement de type �ni puisque

χM |M\j(X) = C∞(M \ j(X), TM|M\j(X)). On en déduit que χM |j(X)

n'est pas loalement de type �ni et l'isomorphisme de C∞(M)-module

χX ≃ !χM |j(X) permet de onlure que χX n'est pas loalement de

type �ni.

�

2.2. Feuilletages singuliers

Définition 2.3 (Feuilletage singulier). Soit X une pseudo-variété

strati�ée de type �ni. On appellera feuilletage singulier sur X un sous-

module intégrable de χX loalement de type �ni.

Soit F ⊂ χX un feuilletage singulier de X . Considérons le module de

hamps de veteurs FM ⊂ χM sur M dé�ni par :

FM = {η̃ ∈ C∞(M,TM) , η̃! ∈ F}.

Proposition 2.4. Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) F est un feuilletage singulier de X
b) (M,FM ) est un feuilletage de Stefan-Sussmann

Démonstration. L'appliation ! : χM |j(X) → χX est par onstru-

tion de χX un isomorphisme de C∞(M)-module et d'algèbre de Lie.

La relation F =!FM implique alors b) ⇒ a), tandis que la relation

FM |M\j(X) = C∞(M \j(X), TM|M\j(X)) sur l'ouvertM \j(X) montre

que FM ≃ C∞(M \ j(X), TM|M\j(X)) + F, d'où a) ⇒ b).

�

2.3. Exemples

Exemple 2.5 (Le as lisse). Soit (M,F) une variété lisse munie d'un
feuilletage singulier. M est la variété strati�ée onstituée de l'unique

strate M. Alors (M,M, Id) est une struture lisse surM , χM = C∞(M,TM)
et F est un feuilletage singulier de M .
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Exemple 2.6. Une variété à oins est une strati�ation de type �ni.

Montrons d'abord qu'une variété à oins partitionnée en ses faes ou-

vertes est une pseudo-variété strati�ée :

Proposition 2.7. Une variété à oins partitionnée en ses faes ou-

vertes est une pseudo-variété strati�ée.

Démonstration. Rappelons d'abord omment onstruire pour toute

variété à oins X un plongement j : X → M dans une variété lisse M :

Toute variété à oins X admet des partitions de l'unité positives (Ωi, ai)

telles que

∑

i a
2
i = 1 ([Mel96℄, setion 1.6). Le hamp de veteur radial

V =
∑

i a
2
i · Vi exprimé loalement dans des artes xi : X ∩ Ωi →

Rk
+ ×Rn−k

par Vi =
∂
∂x1

+ · · ·+ ∂
∂xk

est don bien dé�ni globalement.

L'image du �ot φ : X×J → X de V pour des valeurs t < ǫ su�samment

petites permet d'obtenir un plongement j de X dans la variété M =

X◦
([Mel96℄, setion 1.14). Le théorème de plongement de Whitney

appliqué à M assure par ailleurs l'existene d'une arte globale ϕ : X →
Rn

. On veut montrer que la strati�ation (j(X), S) de j(X) ⊂ M en

ses faes ouvertes véri�e la ondition (B) de Whitney. La ondition (B)

étant indépendante du système de artes utilisé [P�01℄, ei impliquera

l'existene de données de ontr�le sur X d'après le théorème de Mather

[Mat70℄. Soit don s et t deux faes ouvertes de j(X) telles que s ⊂ t,

x ∈ s et (xk)k∈N, (yk)k∈N deux suites de points xk ∈ s, yk ∈ t véri�ant
les trois onditions suivantes :

(1) xk 6= yk et lim xk = lim yk = x.

(2) La suite de droites ϕ(xk)ϕ(yk) ⊂ Rn
onverge dans l'espae

projetif vers une droite l.

(3) La suite d'espaes tangents Tykt onverge dans la Grassma-

nienne vers un sous-espae τ ⊂ TxM .

Soit k la odimension de x et Ω un voisinage de x dans j(X) di�éo-

morphe à Rk
+ × Rn−k

dans la arte φ. R+ est naturellement strati�é

par 0 et R∗
+, ave ρ0 = id et π0 = 0. La proposition 2.7 assure que

Rk
+ × Rn−k

admet une strati�ation (S,N) en faes ouvertes, en tant

que produit de Rn−k
par Rk

+. La suite (dφ(Tykt)) est onstante et la

ondition (3) implique que dφ(τ) s'identi�e à l'espae tangent en un

point quelonque de la fae ouverte φ(t). Les onditions (1) et (2) ex-

primées dans la arte φ ave φ(yk) ∈ φ(t) et limφ(xk) = 0 impliquent

alors l ⊂ τ e qui permet de onlure.

�

Montrons ensuite qu'une variété à oins est une strati�ation de type

�ni :
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Démonstration. Il est onnu que toute variété à oins est loalement

une variété à oins plongés ([Mel96℄, setion 1.13). Soit x ∈ X et Ω

un voisinage de x di�éomorphe à Rk
+ × Rn−k

, soient (Vi, ρi)i∈[1,k] des
fontions de dé�nition des hyperfaes et (yj)j∈[1,n−k] des oordonnées

de Rn−k
telles que Ω

ϕ≃ (Vi, ρi, yj). L'expression générale d'un hamp

de veteur V sur ϕ(Ω) est

V =
∑

ai
∂

∂ρi
+
∑

aj
∂

∂yj
, ai, aj ∈ C∞

et la ondition de tangene à haque Vi, V ρi ∈ ρiC
∞

implique ai ∈
ρiC

∞
d'où :

V =

k
∑

aiρi
∂

∂ρi
+

n−k
∑

aj
∂

∂yj
, ai, aj ∈ C∞

e qui prouve que χX est généré loalement par la famille {ρi ∂∂ρi ,
∂
∂yj

}.

�

Exemple 2.8 (Espae de module des 3-sphères non-ommutatives).

Une sphère non-ommutative de dimension n (n impair) est l'espae S

dual de la *-algèbre A générée par les omposants U ij d'une solution

unitaire U ∈ Md(A), d = 2
n−1
2

de l'équation :

ch k
2
(U) = 0 , ∀k < n , k impair , chn

2
(U) 6= 0

qui généralise au adre non-ommutatif l'annulation des lasses de

Chern inférieures du générateur de Bott de la K-théorie des sphères

Sn.

Connes et Dubois-Violette ont dérit omplètement l'espae des sphères

non-ommutatives de dimension 3 [CDV01℄, sous la forme d'un famille

Σ de déformation à trois paramètres de la sphère S3
. Σ est feuilleté par

une relation d'équivalene identi�ant deux éléments S3
u et S3

u′ qui gé-

nèrent une même algèbre quadratique paramétrée par une déformation

R4
u = R4

u′ de R4
. Ce feuilletage est déterminé par les orbites du �ot du

hamp de veteur suivant :

Z =

3
∑

k=1

sin(2φk) sin(φl + φm − φk)
∂

∂φk

Σ admet des feuilles singulières onstituées de points isolés et de deux

familles à 1-paramètre C± ⊂ Σ. Sur la partie régulière un élément
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S3
u génère une algèbre R

4
u isomorphe à une algèbre de Sklyanin à deux

paramètres, es algèbres interviennent dans la desription des équations

de Yang-Baxter. Sur les feuilles singulières un élément S3
u génère une

algèbre R4
u isomorphe à une déformation à un paramètre C2

θ de C
2
.

La dimension de Hohshild est préservée sur l'espae Σ des déforma-

tions et permet des aluls d'indies selon les méthodes présentées dans

la partie 1 (voir exemple 3.2). Le alul di�érentiel des triplets spe-

traux pour les éléments singuliers de Σ est développé dans ([CDV01℄,

setion 13). Le as général est étudié dans [CDV05℄. Cet exemple sou-

ligne l'importane de disposer d'outils généraux d'étude des feuilletages

singuliers.

Exemple 2.9 (Feuilletage maximal et feuilletage trivial). Soit X une

pseudo-variété strati�ée de type �ni. Alors F = χX est un feuilletage

singulier de X appelé feuilletage maximal. F = 0 est un feuilletage

singulier de X en points, appelé feuilletage trivial. On dira que X est

une strati�ation maximale si F = χX est le feuilletage grossier de X

en ses strates.

Exemple 2.10 (Espae de �nes). Soit X un espae de �nes de

type �ni à géométrie bornée, muni d'une métrique de �ne g omplète

([P�01℄ 3.10.5, [ALMP09℄). Soit F le module des hamps de veteurs

de norme bornée sur Xo
. Alors F dé�ni un feuilletage singulier sur X .

Démonstration. On reouvre X par des artes trivialisantes adap-

tées. Soit x ∈ X , s1 ∈ SX la strate de x, U1 un voisinage de x dans

s1 véri�ant la ondition de trivialité loale : π−1
s1 (U1) ≃ U1 × C(Ls1).

Pour tout s2 ⊂ Ls1 et x′ ∈ s2, il existe à nouveau un voisinage U2 et

une trivialisation π−1
s2 (U2) ≃ U2 × C(Ls2). La onstrution se poursuit

jusqu'à e que la sous-strate d'un link soit de profondeur nulle. On

obtient par réurrene en moins de depth(SX) étapes un ouvert U =
U1×C(U1×C(U3×· · ·×C(Us)) · · · ) de X ave s ≤ depth(SX). On hoi-

sit un système loal y(j) sur haque Uj et un système de oordonnées

radiales rj sur haque �ne C(Lsj ). Alors (y
(1), r1, y

(2), r2, · · · , y(s)) est
un système omplet de oordonnées sur U et F est loalement généré

par :







∂

∂y(s)
,

{

j
∏

i=1

ri
∂

∂rs−j
,

j
∏

i=1

ri
∂

∂y(s−j)

}

j∈[1,s−1]







.

�

Exemple 2.11 (Tore plein non-ommutatif). Soit θ ∈ R \ Q. Z2

agit sur R2
par translations et laisse stable le feuilletage de Krone-

ker {y = θ · x + t} de R2
. Soit T 2

θ le feuilletage régulier induit sur le
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tore T 2 = R2/Z2
. La C∗

-algèbre du groupoïde d'holonomie de T 2
θ est

lassiquement désignée sous le nom de tore non-ommutatif.

Notons D1
le disque unité de bord S1

et P 2 = D1×D1
le tore plein de

bord S1 × S1 = T 2
. P 2

est naturellement strati�é par son bord et son

intérieur et χP 2
est le module des hamps de veteurs sur P 2

tangent

au bord, don P 2
est une strati�ation de type �ni.

SoitFθ ⊂ χP 2
le module des hamps de veteurs tangent aux feuilles de

T 2
θ . Fθ est loalement de type �ni et stable par rohet de Lie ar il est

dé�ni par un algébroïde de Lie quasi-régulier (setion 4). On appelera

tore plein non-ommutatif la C∗
-algèbre du groupoïde d'holonomie de

la variété P 2
muni du feuilletage singulier Fθ.

Figure 2. Le tore plein non-ommutatif.

• • •

3 Groupoïde d'holonomie sur une

variété lisse

La onstrution du groupoïde d'holonomie d'un feuilletage singulier ex-

posée dans [AS06℄ repose sur les notions essentielles de bi-submersions,

de bi-setions et d'atlas. On motive es notions en rappelant tout

d'abord la dé�nition lassique dans le as régulier.

3.1. Le as régulier

Soit M une variété lisse. L'holonomie d'un feuilletage régulier (M,F)

est onstruite de manière standard à partir des hemins tangents aux

feuilles. Soit c un hemin tangent à F allant de x à y, soit Ux et Uy
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deux voisinages respetifs sur lesquels F induit un feuilletage trivial.

Il existe une déomposition distinguée Ux ≃ Px × Tx où Px est une

plaque de Ux et Tx est une sous-variété transverse à FUx
passant par

x, di�éomorphe au quotient Ux/Px.

Quitte à restreindre les transversales loales Tx et Ty, le hemin c
induit un di�éomorphisme d'holonomie hc : Tx → Ty et l'on appelle

holonomie du hemin c le germe en x de hc. On montre que les lasses

d'holonomie de hemins ne dépendent que des points soures et but et

sont indépendantes du hoix des transversales.

La omposition des hemins induit une loi de groupoïde sur l'ensemble

Hol(M,F) de es lasses, appelé groupoïde d'holonomie. L'appliation

suivante fournit une arte de Hol(M,F) au voisinage d'un point γ =
(x, ht, y) :

Pi × Ti × Pj → Hol(M,F)
(x, t, y) 7→ (x, ht, y)

et dé�nit une struture de variété sur le groupoïde d'holonomieHol(M,F).

3.2. Holonomie et di�éomorphismes loaux

La onstrution préédente repose sur l'existene de transversales lo-

ales. Cette struture n'existe plus néessairement dans le as singulier,

et l'idée forte développée dans ([HS87℄,[Deb01℄) est de la remplaer

par des � isomorphismes généralisés � entre espaes d'orbites de grou-

poïdes loaux. Plus préisément, si U ≃ P × T est un ouvert distingué

de la variété feuilletée (M,F), le groupoïde GU = P × P × T intègre

F|U et tout di�éomorphisme h : Ti → Tj induit une équivalene de

Morita de GUi
sur GUj

donnée par :

((π1, π2), (π3, h ◦ π2)) : Pi × Ti × Pj → Ui × Uj .

On montre ([Deb01℄, Proposition 16) que toute équivalene de Morita

entre Gi et Gj est de ette forme, et qu'il existe don une orrespon-

dane bijetive entre les équivalenes de Morita des groupoïdes Gi et
Gj et l'ensemble des di�éomorphismes de Ti sur Tj . L'identi�ation

d'éléments d'un atlas généralisé se substitue don à la notion moins ro-

buste de germe de di�éomorphisme transverse. La notion d'atlas d'une

famille de bi-submersions est une géométrisation épurée de e prinipe.

3.3. Feuilletage tiré en arrière

Soit (M,F) un feuilletage singulier sur une variété lisse M. Toute ap-

pliation φ : N →M induit un C∞(N)-sous-module de C∞
c (N, TN)
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dé�ni par

φ−1(F) = {V ∈ C∞
c (N, TN) , dφ(V ) ∈ φ∗(F)},

où φ∗(F) est le tiré en arrière sur N du module F.

φ est dite transverse à F si l'appliation φ∗(F)⊕ C∞
c (N, TN) → C∞

c (N, φ∗(TM))
dé�nie par (χ, η) 7→ χ+ dφ(η) est surjetive.

φ−1(F) est toujours stable par rohet de Lie et lorsque φ est trans-

verse, φ−1(F) est loalement de type �ni. (N, φ−1(F)) est alors un

feuilletage de N.

3.4. Bi-submersions

Une bi-submersion est un objet géométrique qui enode une famille

de di�éomorphismes loaux préservant le feuilletage F. C'est un "mor-

eau" du groupoïde d'holonomie.

Définition 3.1 ([AS06℄, Dé�nition 2.1). Une bi-submersion de (M,F)

est une variété lisse U munie de deux submersions s, t : U → M qui vé-

ri�ent :

· s−1(F) = t−1(F).

· s−1(F) = C∞
c (U, ker ds) + C∞

c (U, ker dt).

Exemple 3.2. Lorsque F est dé�ni par l'algébroïde AG d'un grou-

poïde de Lie G (exemple 1.5), (G, s, t) est une bi-submersion de (M,F).

Exemple 3.3 ([AS06℄, Proposition 2.10). Si x ∈ M et V1, . . . , Vn
forment une base de Fx, il existe un voisinage U de (x, 0) dans M×Rn

où l'exponentielle tU (y, a) = exp(
∑n

i=1 aiVi)(y) est dé�nie et tel que

(U, sU , tU ) soit une bi-submersion, sU étant la projetion sur le premier

fateur. Une telle bi-submersion est dite près de l'identité.

3.5. Bi-setions

Définition 3.4. Soient (U, sU , tU ) et (V, sV , tV ) deux bi-submersions.

Un morphisme de bi-submersions est une appliation lisse f : U → V
telle que sU = sV ◦ f et tU = tV ◦ f .
Définition 3.5. Une bi-setion de (U, s, t) est une sous-variété V de

U loalement fermée telle que les restritions de s et t à V soient des

di�éomorphismes sur des ouverts de M.

On dira que u ∈ U transporte un di�éomorphisme loal φ préservant

le feuilletage s'il existe une bi-setion V de U telle que u ∈ V et φ =

t|V ◦ (s|V )−1
.
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Les bi-setions permettent la omparaison des bi-submersions qui les

ontiennent : on montre ([AS06℄, orollaire 2.11) que deux points u et

v de bi-submersions respetives U et V transportent les mêmes di�éo-

morphismes si et seulement si il existe un morphisme de bi-submersions

f dé�ni dans un voisinage de u tel que f(u) = v.

3.6. Atlas de bi-submersions

Si (U, sU , tU ) et (V, sV , tV ) sont deux bi-submersions, l'inverse U−1 =
(U, tU , sU ) et la omposition U ◦ V = (UW , tW , sW ) où UW = U ×sU ,tV

V , sW (u, v) = sV (v), tW (u, v) = tU (u) sont des bi-submersions. Les

propriétés de omposition d'une famille de bi-submersions généralisent

la loi algébrique de omposition sur un groupoïde de Lie. La notion

d'atlas impose l'existene de su�sament de bi-submersions pour assurer

la stabilité par omposition.

Définition 3.6. Soit U = (Ui, si, ti)i∈I une famille de bi-submersions.

Une bi-submersion (U, s, t) est adaptée à U si pour tout u ∈ U il existe

un voisinage U ′
de u et un morphisme de bi-submersion U ′ → Ui vers

un élément de U .
Définition 3.7. La famille de bi-submersions U = (Ui, si, ti)i∈I est

un atlas si :

a)

⋃

i∈I si(Ui) =M .

b) l'inverse de tout élément de U est adapté à U .
) la omposition U ◦V de deux éléments quelonques de U est adapté

à U .

Un atlas V = (Vj , sj , tj)j∈J est adapté à U si tout élément de V est

adapté à U . On dira que U et V sont équivalents s'ils sont adaptés l'un

à l'autre. Il existe un atlas minimal adapté à tout autre atlas : il s'agit

de l'atlas généré par les bi-submersions près de l'identité (exemple 3.3).

3.7. Groupoïde d'un atlas

Définition 3.8. Le groupoïde d'un atlas U = (Ui, si, ti)i∈I est le

quotient de U = ∐i∈IUi par la relation d'équivalene qui identi�e u ∈
Ui à u

′ ∈ Uj si Ui transporte en u les mêmes di�éomorphismes loaux

que Uj en u
′
.

Définition 3.9 ([AS06℄, Dé�nition 3.5). Le groupoïde d'holonomie

d'une variété feuilletée (M,F) est le groupoïde de l'atlas minimal en-

gendré par les bi-submersions près de l'identité.
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• • •

4 Groupoïde d'holonomie des

pseudo-variétés strati�ées

4.1. Atlas de bi-submersions près de l'identité

Soit F ⊂ χX un feuilletage de X et x un point de X. Tout hamp de

veteur η ∈ χX dé�nit un unique �ot intégral maximal (proposition

3.22) sur X . Soient V1, . . . , Vn des hamps de veteurs qui forment une

base de Fx, il existe don un voisinage U de (x, 0) dans X × Rn
où

l'exponentielle tU (y, a) = exp(
∑n

i=1 aiVi)(y) est dé�nie. Si l'on note sU
la projetion sur le premier fateur, on désignera le triplet (U, sU , tU )

omme une bi-submersion près de l'identité pour (X,F).

Si (UM , sUM
, tUM

) désigne une bi-submersion près de l'identité au point

j(x) ∈M du feuilletage (M,FM ), on véri�e immédiatement que (j−1(UM∩
j(X)), j−1 ◦ sUM

, j−1 ◦ tUM
) dé�nit une bi-submersion près de l'iden-

tité pour (X,F) au sens préédent, que l'on notera (UX , sX , tX). La
omposition des �ots permet de dé�nir la omposition UX ◦VX des bi-

submersions UX et VX . De plus on peut identi�er deux points x et x′

de bi-submersions UX et U ′
X sur X s'il existe deux bi-submersions UM

et U ′
M sur M dont UX et U ′

X sont les images et telles que UM et U ′
M

transportent les mêmes di�éomorphismes en j(x) et j(x′). Le quotient
de l'atlas formé des bi-submersions près de l'identité pour (X,F) par

ette relation s'identi�e à travers j à un groupoïde que l'on onsidèrera

omme le groupoïde d'holonomie Hol(X,F) de (X,F).

On donne dans le paragraphe suivant une dé�nition plus direte de e

groupoïde d'holonomie (dé�nition 4.1) à partir de Hol(M,FM ).

4.2. Dé�nition

Soit X une pseudo-variété strati�ée de type �ni et de struture lisse

(X, j, M). Soit F ⊂ χX un feuilletage singulier de X .

Considérons le module de hamps de veteurs FM ⊂ χM sur M dé�ni

par :

FM = {η̃ ∈ C∞(M,TM) , η̃! ∈ F}.

(M,FM ) est d'après la proposition 2.4 un feuilletage de Stefan-Sussman,

pour lequel on dispose des outils pour onstruire le groupoïde d'holo-

nomie. On peut ainsi assoier de manière bijetive à tout feuilletage

singulier F de X un groupoïde d'holonomie à partir de (M,FM ) :
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Définition 4.1. On appellera groupoïde d'holonomie de F la restri-

tion à j(X) du groupoïde d'holonomie du feuilletage (M,FM ) :

Hol(X,F) = Hol(M,FM )j(X).

Remarque 4.2. FM étant un sous-module de χM , les strates de j(X)

sont stables sous les �ots de FM etHol(M,FM )j(X) = Hol(M,FM )
j(X)
j(X)

.

L'existene deHol(X,F) au sens de la dé�nition 4.1 est essentiellement

la proposition ([AS06℄, 2.10) appliquée à un plongement de la variété

strati�ée X . Expliitons ependant le résultat auquel aboutissent les

onstrutions présentées dans ette partie :

Théorème 4.3. Tout feuilletage singulier F d'une variété strati�ée de

type �ni X admet un groupoïde d'holonomie Hol(X,F) au sens de la

dé�nition 4.1.

Démonstration. Soit (X, j, M) la struture lisse assoiée à F.

(M,FM ) étant un feuilletage de Stefan-Sussman (proposition 2.4), la

proposition 2.10 de [AS06℄ (exemple 3.3) assure l'existene d'un at-

las de bi-submersions près de l'identité pour (M,FM ) et l'existene

du groupoïde d'holonomie Hol(M,FM ) (dé�nition 5.3). L'existene de

Hol(X,F) au sens de la dé�nition 4.1 est alors assurée.

�

• • •

5 Groupoïde d'holonomie des variétés à

bord feuilleté

On a onstruit dans le hapitre 2 le groupoïde d'élatement GVF d'une

sous-variété feuilletée (V,F1) de odimension 1 dans M. Le module F

des hamps de veteurs tangents à F1 en V dé�nit un feuilletage singu-

lier sur M. On identi�e ii GVF au groupoïde d'holonomie Hol(M,F)
du feuilletage singulier (M,F).

On véri�e pour ela que le groupoïde d'élatement GVF intègre l'algé-

broïde de Lie AF de F et véri�e la ondition de minimalité qui dé�nit

le groupoïde Hol(M,F).
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5.1. Notations

Soit M une variété, et V ⊂ M une sous-variété de M de odimension

1 transversalement orientée. On suppose V munie d'un feuilletage ré-

gulier F1, dé�ni par un sous-espae vetoriel intégrable TF1 ⊂ TV ,

i.e. C∞(V, TF1) est une sous-algèbre de Lie de C∞(V, TV ). On note

N = TV/TF1 et on suppose par ailleurs M munie d'une onnexion

w, dont la restrition à V fournit une déomposition du �bré tangent

TV = TF1 ⊕N.

Soit (N, π, V ) un voisinage tubulaire de V dans M : N est un ouvert

de M ontenant V, π : N → V un �bré vetoriel de �bre type R. Soit

{fi : π−1(Vi) → Vi × R}i∈I une trivialisation loale de N, d'où l'on

déduit la trivialisation

{(fi)∗ : TNi .= TN|Vi
→ TVi × TR}.

5.2. Feuilletage singulier de l'élatement

Considérons alors l'algébroïde de Lie AF = TM dont le �éhage p est
dé�ni par sur haque Ni par :

(fi)∗(p((fi)−1
∗ (v1, v2, t, λ))) = (v1 + tv2, t, tλ)

lorsque (v1, v2, (t, λ)) ∈ TF1i⊕Ni× Tt(R), et par l'identité sur T (M \
N).

AF dé�nit par e �éhage un feuilletage (M,F). Rappelons qu'un

feuilletage est quasi-régulier lorsque il est dé�ni par un algébroïde de

Lie dont le �éhage est injetif sur un ouvert dense.

Proposition 5.1. Le feuilletage (M,F) est quasi-régulier.

Démonstration. Il su�t de montrer que le �éhage de AF est in-

jetif sur l'ouvert dense M \ V , e qui déoule immédiatement de l'in-

jetivité de l'appliation (t, λ) 7→ (t, tλ) pour t 6= 0.

�

Un résultat de Claire Debord ([Deb01℄,Thm 4.3) valable pour tout

feuilletage quasi-régulier, assure alors l'existene d'un groupoïde de Lie

Hol(M,F) dont l'algébroïde de Lie est AF . Il s'agit d'un groupoïde de

base M qui intègre le feuilletage dé�ni par AF .

La surjetivité immédiate de l'appliation (t, λ) 7→ (t, tλ) pour t 6= 0,

et don elle du �éhage de AF sur M \ V implique que les feuilles de

e feuilletage sontM \V et les feuilles de F1. GVF est un groupoïde qui
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intègre l�espae de es feuilles et l�on peut se demander s�il en existe

d�autres. La propriété suivante fournit une réponse à ette question.

Un algébroïde de Lie A est dit extrêmal pour le feuilletage F si pour

tout algébroïde de Lie A′
dé�nissant aussi F , il existe un morphisme

d'algébroïde de Lie de A′
vers A. Lorsque le feuilletage F est quasi-

régulier, l�extrêmalité de A est équivalente ([Deb01℄) à l�existene

d�un unique groupoïde G �minimal� intégrantA, dans le sens où pour

tout autre groupoïde de Lie H dé�nissant F il existe un morphisme

di�érentiable de groupoïde de H vers G. En e sens, on peut dé�nir

GVφ omme le � plus petit � groupoïde de Lie dé�nissant F . En e�et :

Proposition 5.2. AF est extrêmal pour (M,F).

Démonstration. Il su�t de montrer que le �éhage p de AF induit

un isomorphisme entre Γ(AF ), l'espae vetoriel des setions loales de
AF et Γ(TF), l'espae vetoriel des hamps de veteurs loaux tangents

à F . La ondition sur M \ V résulte immédiatement de la bijetivité

du �éhage p|M\V . La ondition sur V s'obtient par un développement

en série de Taylor d'un hamp de veteur tangent en V aux feuilles du

feuilletage F1. Si l'on note xi, yi, t des oordonnées loales assoiées aux

diretions dé�nies respetivement par TF1i, Ni et Tt(R), un hamp de

veteur ξ ∈ F sera loalement généré par la famille libre 〈t ∂∂t , ∂
∂xi
, t ∂∂yi 〉,

e qui assure l'isomorphisme annoné.

�

Définition 5.3. On appelle groupoïde d'holonomie de (M,F) le grou-

poïde de Lie minimal Hol(M,F) dont l'algébroïde de Lie est AF . La
proposition préédente montre que Hol(M,F) est le quotient de l'atlas

de bi-submersions près de l'identité des hamps de veteurs tangents

en V aux feuilles de F1.

5.3. Identi�ation de l'élatement et du groupoïde d'holono-

mie

Lemme 5.4. GVF est un groupoïde de Lie s-onnexe et semi-régulier.

Démonstration. La s-onnexité de GVF est immédiate par dé�ni-

tion. Le groupoïde Dϕ est muni de la struture di�érentielle d'une

déformation au �ne normal. Les ouverts de GV ×R∗
+ × R∗

et les en-

sembles de la forme Θ(ΩUV ) expZ, Ω
U
V = {(x, x′, ξ, t) ∈ R2p×Rq×R×

R , (x, x′, tξ) ∈ U} forment une base d'ouverts réguliers de la topologie

de Dϕ. Ainsi Dϕ est semi-régulier et d'après la proposition 4.3 GVF
l'est aussi.
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�

Proposition 5.5 ([Deb01℄). Soit H un groupoïde de Lie s-onnexe

semi-régulier. Alors H est un quasi-graphoïde si et seulement si l'en-

semble {x ∈ H(0) , Hx
x = {x}} des unités ayant un groupe d'isotropie

trivial est dense dans H(0)
.

Corollaire 5.6. GVF est un quasi-graphoïde.

Démonstration. Il est immédiat de onstater que l'isotropie de GVF
est triviale au-dessus de M◦

. GVF étant s-onnexe et semi-régulier

(lemme 5.4), 'est un quasi-graphoïde d'après le résultat de la pro-

position 5.5.

�

Proposition 5.7. GVF est le groupoïde d'holonomie Hol(M,F) de

(M,F).

Démonstration. Soient A et B les systèmes de artes introduit en

4.5 pour dérire la struture di�érentielle de GVF . A = {(Ωji , φij)i,j∈I2}
où φij = ϕij ◦ i−1

D
et Ωji = iD(D

j
i ). B = {(Ωβ , ϕβ)} est un atlas de la

variété M◦
+ ×M◦

+

⊔

M◦
− ×M◦

−.

Sur ΩB =
⋃

Ωβ les appliations soure et but de GVF sont dé�nies

par :

{

s(x, y) = x
r(x, y) = y

L'algébroïde AGVF en restrition à M \ N ⊂ ΩB est don AM\N =
⋃

ker(ds|{(x,x),x∈M\V }) = T (M \ V ) muni du �éhage identité p :
AM\N◦ → T (M \ V ) puisque dr|T (M\V ) = Id. Ainsi AGVF|M\N =

AF|M\N .

L'immersion de groupoïde ϕ : G1 → V × V induit quant à elle un

morphisme injetif d'algébroïde de Lie ϕA
∗ : A1 → TV , où A1 = TF1.

La onnexion ω permet d'identi�er TV à A1 ⊕ N où N = TV/A1 et

le �éhage de l'algébroïde Aϕ du groupoïde normal Dϕ est :

pD : Aϕ = A1 ⊕N ×R → T (V ×R) = TV × TR

(v1, v2, t) 7→ (p2(v1 + tv2), (t, 0))

La loi de omposition sur Dϕ est donnée par le produit de la loi de

omposition sur Dϕ et l'ation de R∗
+ sur R par multipliation. Ainsi

ADϕ = A1 ⊕N ⊕ TR et le �éhage pϕ de ADϕ est obtenu par :

pϕ : A = A1 ⊕N × TR → T (V ×R) = TV × TR
(v1, v2, t, λ) 7→ (p2(v1 + tv2), (t, t · expλ))
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L'isomorphisme di−1
D

: AGVF → ADϕ induit par i−1
D

sur ΩA =
⋃

Ωji =

N implique alors l'égalité p|N = pϕ ◦ di−1
D

et AGVF = AF|N .

Ainsi GVF est un quasi-graphoïde qui intègre l'algébroïde de Lie AF

sur M. AF étant extrêmal, GVF est bien le groupoïde d'holonomie

Hol(M,F) du feuilletage (M,F).

�

En�n on obtient en orollaire une interprétation similaire pour le grou-

poïde d'élatement d'une variété à oins �brés :

Corollaire 5.8. Soit X une variété à oins �brés dé�nie par un

équarrissage �bré Eφ = (M, (Vi, φi)i∈I). Soit F le module de hamps

de veteurs tangents aux �brations de haque fae. Alors GEφ est le

groupoïde d'holonomie Hol(M,F) de (M,F).

Démonstration. SoitHol(M,F) le groupoïde d'holonomie de (M,F).

D'après la proposition 5.7 préédente pour i, j ∈ I la minimalité de

GViφ et GVjφ implique l'existene de morphismes pi et pj tels que le

diagramme suivant ommute :

Hol(M,F)

pj

pi
GViφ

si⊕ri

GVjφ
sj⊕rj

M2

Il existe don un morphisme de groupoïde u : Hol(M,F) → GEφ
d'après la propriété universelle du produit �bré GEφ. La minimalité

de Hol(M,F) implique alors que u soit un isomorphisme et GEφ ≃
Hol(M,F) est le groupoïde d'holonomie de (M,F).

�

Le groupoïde d'élatement Γφ(X) d'une variété à oins �brés possède

don une signi�ation géométrique naturelle en tant que groupoïde

d'holonomie de feuilletage singulier et sa onstrution est indépendante

de toute desription partiulière. Il s'agit d'un exemple expliite d'es-

pae de feuilles singulier au sens de [AS06℄. On obtient ainsi une in-

terprétation oneptuelle du φ-alul omme alul pseudodi�érentiel

assoié au groupoïde d'holonomie du feuilletage singulier dé�ni par la

variété à bord �bré.

L'existene d'une onstrution générale [AS06℄ des espaes de feuilles

montre que des situations plus singulières enore peuvent être étudiées

et il serait intéressant de poursuivre la desription expliite de tels

objets à l'image des onstrutions proposées dans e travail.
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Titre : Géométrie non-commutative et calcul pseudodifférentiel sur les variétés

à coins fibrés.

Résumé :

On utilise les outils de la géométrie non-commutative pour étudier la théorie

de l’indice de certaines variétés singulières. On associe à toute variété à bord

feuilleté, puis à toute variété à coins fibrés un groupöıde d’éclatement longitu-

dinalement lisse.

On montre ensuite dans le cas fibré que le calcul pseudodifférentiel à sup-

port compact associé cöıncide avec le φ-calcul de Melrose et l’on introduit une

algèbre étendue d’opérateurs régularisants dont on montre la stabilité par cal-

cul fonctionnel holomorphe. On définit sur ce calcul étendu certains éléments

de cohomologie cyclique relative intervenant dans la formulation de problèmes

d’indice supérieurs.

Enfin on montre que le groupöıde d’éclatement construit dans ce travail possède

une signification géométrique naturelle en tant que groupöıde d’holonomie de

feuilletage singulier, il s’agit d’un exemple explicite d’espace de feuilles singulier

au sens de Androulidakis et Skandalis.

Ce résultat nous permet d’obtenir une interprétation conceptuelle du φ-calcul

comme calcul pseudodifférentiel associé au groupöıde d’holonomie du feuilletage

singulier défini par la variété à bord fibré.

Title : Noncommutative geometry and pseudodifferential calculus on manifolds

with fibred corners.

Abstract :

Tools from noncommutative geometry are used to study the index theory of some

singular manifolds. We associate to every manifold with foliated boundary, then

to every manifold with fibred corners a longitudinally smooth groupoid.

We then show in the fibred case that the associated compactly supported pseudo-

differential calculus coincides with Melrose’s φ-calculus and we introduce an

extended algebra of smoothing operators that is shown to be stable under holo-

morphic functional calculus. Some elements of relative cyclic cohomology arising

in higher index problems are defined over this extended algebra.

Finally we show that the groupoid we built has a natural geometric meaning as

a holonomy groupoid of singular foliation, it is an explicit example of a singular

leaf space in the sense of Androulidakis and Skandalis.

This result allows the conceptual interpretation of φ-calculus as the pseudo-

differential calculus associated with the holonomy groupoid of the singular foli-

ation defined by the manifold with fibred boundary.
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