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CHAPITRE I 

CONSTRUCTION ET COMPORTEMENT MECANIQUE GENERAL
DES STRUCTURES SANDWICHS.

Une structure sandwich est constituée d’une âme de faible densité et aux caractéristi-

ques mécaniques faibles devant celles des deux peaux qui l’enserrent. Il existe une infinité

de combinaisons de matériaux pour l’âme et pour les peaux suivant les domaines d’utilisa-

tion, du génie civil à la construction spatiale. Cette étude sera restreinte aux sandwichs de

type aéronautique [Guedra-Degeorges 1997]. 

Figure N° 1-1 : Constitution d’un sandwich de type aéronautique. (Document Aérospatiale)

INTRODUCTION GENERALE
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Dans ce cadre, les âmes sont en mousse ou de type nid d’abeille aluminium ou

Nomex. Les peaux sont généralement en stratifiés de fibres de verre, de Kevlar ou de car-

bone, ou encore en alliage d’aluminium. Leur épaisseur maximale est de 2 mm alors que la

hauteur de l’âme ne dépasse généralement pas 50 mm. La jonction des peaux à l’âme se

fait par un film de colle (Figure N° 1-1). Le comportement mécanique général est parfaite-

ment illustré par l’exemple suivant [Gay 1991] qui utilise une formulation de type R.D.M.

Figure N° 1-2 : Comparaison poutre Duralumin / poutre sandwich.

Ce modèle simplifié montre que :

• La flèche a été divisée par 23 pour seulement 20% d’augmentation de masse. Les

structures sandwichs présentent donc une rigidité spécif ique de flexion

particulièrement élevée.

• La flèche due au moment de flexion est pour cet exemple 3 fois inférieure à celle

due à l’effort tranchant. La prise en compte du cisaillement transverse est donc

essentielle pour une modélisation correcte des sandwichs. 

• Si le mode de sollicitation du sandwich est la flexion, soit par des efforts

concentrés soit par pression répartie (ex : coques de navire), deux peaux

travaillantes identiques s’imposent. On parle alors de Sandwich Symétrique.

D’un point de vue technologique, on est passé d’une structure constituée d’un maté-

riau homogène isotrope à une structure multiphase et anisotrope. Ainsi, il est impossible de

caractériser simplement le comportement par un seul essai de traction et les modes de rui-

nes deviennent complexes et variés.

Poutre Duralumin Poutre Sandwich
20

épaisseur 5

F=50N

2 peaux duralumin
épaisseur 2.5 mm

F=50N

25

MASSE: 1 MASSE: 1,2

Flèche au centre: Flèche au centre:

Fleche F l 3⋅
48 EI⋅
-----------------= Fleche F l 3⋅

48 EI〈 〉⋅
----------------------- F l⋅

4
--------- k

GS〈 〉
--------------⋅+=

(Flexion peaux) (Cisaillement âme)8 3mm,=
0 092mm, 0 271mm,+=
0 363mm,=

Longueur 500mm Longueur 500mm

Nida 48kg/m3

Gc = 46 MPa
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BREF HISTORIQUE ET PANORAMA DES APPLICATIONS
ACTUELLES.

Le premier à discuter de l’intérêt à faire travailler deux peaux éloignées de la ligne

moyenne a été le Français Duleau en 1820 [Zenkert 97]. Mais les premières applications

n’ont débuté qu’une centaine d’années plus tard avec la naissance de l’industrie aéronauti-

que. 

Figure N° 1-3 : Construction métallique aéronautique typique (Années 20-30).

La conception des structures d’aéronefs étant soumise à des impératifs de performan-

ces toujours accrues en termes de rigidité, de résistance et de poids, la recherche de cons-

tructions nouvelles est permanente. Si les débuts de l’aviation ont consacré la construction

bois et toile, la solution peau mince métallique raidie par cadres et lisses a été adoptée dès

les années 20 (Figure N° 1-3). Dans les années 30, les industriels ont envisagé la possibilité

de réaliser des éléments de structures en sandwichs fabriqués dans les matériaux de l’épo-

que. Un brevet à ce sujet a été déposé par Von Karman en 1924 [Hoff 1944]. 

Figure N° 1-4 : Procédé Brodeau (D’après "Quinze Ans d’Aéronautique Française: 1932-1947")

Le procédé Brodeau (1934), consiste en " deux épaisseurs de contreplaqué qui enser-

rent en SANDWICH une certaine épaisseur de matière légère, du liège ou de l’aggloméré

FUSELAGE LIORET 45 FUSELAGE BLOCH
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de liège» (Figure N° 1-4). Ce type de solution fut étudié simultanément par les grands pays

de la construction aéronautique d’avant-guerre et fut appliqué ponctuellement à la concep-

tion de certains éléments de structure (Avion Lignel (1938, F), Schneider (1938, F), De

Havilland Albatros (1938, GB), Skydine (1939, U.S.A.). L’application la plus popularisée qui

marqua le réel début de la construction sandwich fut le bombardier De Havilland Mosquito

(1943, 7741 exemplaires). L’extrados de l’aile était constitué d’un sandwich peaux contre-

plaqué, coeur balsa alors que l’intrados était construit avec de simples panneaux de contre-

plaqué. Toutefois, plus que les qualités intrinsèques de la construction sandwich, ce furent

la disponibilité des matériaux, la facilité de mise en oeuvre, la tolérance aux impacts et la

réparabilité qui déterminèrent le choix de cette conception.     

Figure N° 1-5 : Structure du Dauphin 2 (Document Aérospatiale)

Par la suite, l’utilisation de sandwichs à peaux métalliques se généralisa y compris
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pour des éléments de structure primaire. L’apparition des fibres de verre tissées et de rési-

nes performantes au début des années 50, permit la fabrication des premiers sandwichs à

peaux composites et coeur nid d’abeille. Il furent, en France, appliqués à des éléments de

structures secondaires de l’avion Vautour (1953) : Carénage d’arête dorsale, contre-dérive,

radôme [Aérospatiale 1986].

Actuellement, le pourcentage en masse de composites utilisés dans la structure pla-

fonne à 20% environ dans les avions civils et leur utilisation se limite aux structures secon-

daires. Très peu d’appareils voient leur structure primaire réalisée entièrement ou

partiellement en composites. L’appareil civil le plus avancé de ce point de vue et qui fait lar-

gement appel à la construction sandwich est certainement le Beechcraft Starship (1983,

U.S.A. 6-10 passagers) dont 70% de la masse de la structure est en matériaux composites.

En Europe, le caisson d’extrémité de voilure de l’ATR 42 est en carbone. Le nouvel Airbus

A340-500/600 (1er vol : 2001) adoptera pour la première fois un élément de structure tra-

vaillante en carbone, à savoir une poutre ventrale d’une longueur de 16 mètres (Air et Cos-

mos, N°1680). Dans le domaine militaire, on parle de plus de 90% de la structure en

composite pour les avions du Loockeed Skunks Works : les bombardiers furtifs B2 et F117.

En ce qui concerne la conception des hélicoptères, l’état de l’art publié [Aérospatiale

1986] est bien représenté par l’éclaté du Dauphin 2 (Figure N° 1-5). Pour cet hélicoptère,

25% de la masse de la structure est réalisée en matériaux composites. Toutefois, des élé-

ments de structure primaire sont réalisés en sandwich nida Nomex/peau métallique ultra-

fine. Le récent convertible V22-Osprey n’intègre pour sa part que des structures secondai-

res en sandwich composite [Schulze 1990].

Le fait de pouvoir construire léger et rigide intéresse de nombreux autres domaines.

Les premières coques de bateau en fibre de verre/balsa datent du début des années 60 et

l’utilisation dans ce domaine prend de l’ampleur avec l’arrivée de frégates militaires furtives

et de bateaux à grande vitesse [Olsson 1997;1998, Lainé 1998]. Par ailleurs, les impératifs

de diminution de l’émission de CO2 de 40% d’ici à 2010 conduit les constructeurs automobi-

les à changer de technologie et à rechercher des solutions sandwichs pour construire des

structures plus légères [Gustafsson 1998]. Toutefois, jusqu’à présent, leur introduction se

heurte aux problèmes de la fabrication en grande série et seules des applications ponctuel-

les ont été réalisées : boucliers anti-crash prototypes [Kerth 1998], containers frigorifiques

[Zenkert 1997, Marshall 1982]. En compétition automobile, des sandwichs nida et peau alu

sont utilisés pour le châssis en remplacement de treillis soudés. Les mêmes contraintes

conduisent à l’apparition de construction hybrides sandwichs/aluminium dans le matériel

ferroviaire [Den Hann et Reif 1998, Huybretch 1998, Starlinger et Al 1998]. 
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Le génie civil utilise aussi des sandwichs pour réaliser des voûtes de grandes portées.

Le gain en densité surfacique est spectaculaire : de 2600kg/m2 pour une voûte en pierre à

33kg/m2 pour une solution sandwich acier/mousse [Gay 1991]. Récemment des portes

d’écluses, un tablier de pont et un balcon pour habitat collectif ont été réalisés [J.E.C. 98].

Le comportement structural a été mis en avant dans ce paragraphe et suffit à démontrer

les avantages intrinsèques des solutions sandwichs. Un autre aspect déterminant consiste

en la possibilité d’inclure en plus de la fonction structurale de nombreuses autres fonctions :

isolation thermique ou acoustique, amortissement vibratoire, tenue au crash, tenue au feu,

furtivité, contrôle actif, etc... Ce dernier point est décisif et est le plus prometteur quant à la

généralisation de la construction sandwich.

LE CAS DES STRUCTURES SANDWICHS DISSYMETRIQUES.

Certains éléments de structure primaire d’hélicoptères sont réalisés en sandwich

Nomex/peau aluminium ultra-fine. Ce type de construction présente des caractéristiques

mécaniques spécifiques très élevées et sa nature métallique fait que le comportement en

fatigue ou aux impacts est maîtrisé. De ce fait, un passage à des peaux composites ne pré-

sente pas un avantage économique certain. Aussi, seul un saut technologique important

peut amener à introduire une nouvelle construction.

Figure N° 1-6 : Principe de construction des Structures Sandwichs Dissymétriques.

Dans un sandwich classique, donc symétrique, le fait d’éloigner les peaux de la ligne

moyenne permet de maximiser la rigidité en flexion. Les Structures Sandwichs Dissymé-

triques reposent sur une idée différente. A l’instar des fuselages classiques constitués

d’une peau fine stabilisée par des raidisseurs (Figure N° 1-3), un sandwich dissymétrique

est constitué d’une première peau en stratifié de carbone dite " Peau Travaillante " qui

reprend l’essentiel des flux d’efforts de la structure. La tenue au flambage de cette peau est

assurée par du nida et une deuxième peau constituée d’un ou deux plis de carbone ou de

Kevlar dite " Peau Stabilisatrice " (Figure N° 1-6).

PEAU EXTERIEURE DITE " PEAU TRAVAILLANTE "

PEAU INTERIEURE DITE " PEAU STABILISATRICE "

ARRET de NIDA NIDA
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Cette solution, outre des caractéristiques mécaniques particulièrement élevées que

nous mettrons en évidence, présente l’avantage d’avoir des zones de jonction dans du

monolithique et contourne ainsi le délicat problème du passage d’efforts localisés aux deux

peaux via des inserts. Par contre son utilisation est limitée aux structures non pressurisées

et modérément chargées de type hélicoptère ou aviation légère. 

A notre connaissance, il s’agit d’une technologie récente et il n’y a aucune littérature

dédiée explicitement au sujet. Seul un auteur [Zhu 1995] y fait allusion. De même, si des

applications existent, elles n’ont pas fait l’objet de communications jusqu’à maintenant.

Figure N° 1-7 : Chargement en membrane des structures sandwichs dissymétriques.

Par rapport aux sandwichs symétriques, les sandwichs dissymétriques ne travaillent que

dans leur plan et la peau travaillante reprend la majorité des flux d’efforts de traction/com-

pression et cisaillement (Figure N° 1-7).

Figure N° 1-8 : Comportement non linéaire des sandwichs dissymétriques travaillant dans leur plan.

Une autre différence fondamentale est leur comportement non linéaire géométrique

dû au décalage de la ligne moyenne par rapport au plan de chargement. Ce décalage induit

un moment de flexion d’autant plus important que la flèche est élevée. On a ainsi un cou-

plage effort/déplacement qui génère une réponse non-linéaire (Figure N° 1-8).

NxNx

NxyNxy

Peau
Travaillante

Ligne Moyenne

Peau stabilisatrice

Peau Travaillante
Flèche

Moment de couplage entre flèche et effort NX

NXNX
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OBJECTIFS ET PLAN DE LA THÈSE.

Les objectifs de ce travail de recherche sont d’apporter à l’ingénieur concepteur de

structures sandwichs dissymétriques travaillant dans leur plan :

• Un moyen d’essai statique original permettant de tester des plaques en

sollicitations combinées compression/cisaillement à rupture et représentatif

des conditions aux limites réelles sur aéronef.

• Un code de calcul pour plaques, simple d’emploi et performant pour une utilisation

en avant-projet.

Le plan de cette thèse se déduit de ces deux objectifs : 

• Le deuxième chapitre est consacré aux études bibliographiques. Après avoir

présenté la problématique des essais sur composites, les divers modes de

rupture des structures sandwichs seront analysés. Ceci permet une

présentation argumentée des essais monoaxiaux classiques et d’autres

essais multiaxiaux spécifiques à des métiers. La deuxième partie de l’étude

bibliographique est consacrée aux principales théories utilisées dans la

description des structures sandwichs dans le domaine linéaire puis dans le

domaine non linéaire. Un paragraphe est consacré aux techniques de calcul

de la contrainte normale dans l’âme. 

• Le troisième chapitre est dédié au nouveau concept d’essai statique. Son

développement et sa mise en oeuvre seront détaillés. Le comportement

expérimental des éprouvettes saines et impactées obtenu y est analysé.

• Le quatrième chapitre est consacré à l’étude théorique. Dans un premier temps,

l’évaluation des hypothèses mécaniques et des méthodes de l’analyse non

linéaire géométrique sont effectuées sur un modèle de poutre. En particulier,

une théorie simplifiée qui permet de traiter le problème avec seulement

quatre inconnues numériques a été élaborée. Dans un second temps, une

théorie non linéaire géométrique des plaques sandwichs dissymétriques
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incluant une estimation de la compression transverse de l’âme sera

présentée. En annexe, on trouvera le code de calcul SAND qui en est issu et

qui a été validé industriellement par Eurocopter.

• Le chapitre V est intitulé "Mécanique des Structures Sandwichs Dissymétriques". Il

reprend une série d’essais sur poutres sandwichs dissymétriques qui

permettent de mettre en évidence le sens physique des paramètres δ et N%

introduits dans le chapitre IV et valider le logiciel de pré-dimensionnement.

Bien que ce ne soit pas l’objectif initial, les essais sur plaques seront corrélés

à l’aide de la théorie. Un paragraphe est consacré à une méthode de calcul

de la contrainte de compression transverse dans l’âme à l’aide d’équilibres

locaux des peaux en configuration déformée. Enfin, la réponse des

sandwichs dissymétriques aux sollicitations de compression, cisaillement et

combinées sera analysée dans le dernier paragraphe.
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CHAPITRE II 

II.1 -  PROBLÉMATIQUE ET OBJECTIFS DES
ESSAIS.

Les méthodes d’essais sur composites sont très variées et sont liées aux paramètres

suivants :

• L’échelle : fibre, mèche, pli, stratifié, sandwich, pièce.

• La nature du composite : fibre longue, fibre courte, bois,...

• La nature et la forme de l’éprouvette : poutres, plaques, tubes, coques,...

• La sollicitation : simple (Traction, Compression, Cisaillement, Flexion) ou

complexe.

Cette diversité s’explique par la nature hétérogène des matériaux et par le fait qu’il

faille réaliser des essais à la fois sur le matériau et la pièce car " en composites, le matériau

ne préexiste pas à la pièce " [Thomas 1998], ce qui n’est pas le cas des matériaux isotropes

classiques. De plus, plusieurs phénomènes viennent compliquer l’interprétation des résul-

tats d’essai. Il importe donc de mettre en évidence dans ce paragraphe les points-clés qui

permettront l’analyse critique des diverses méthodes expérimentales. 

ETUDES BIBLIOGRAPHIQUES
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UNE COMPLEXITÉ INTRINSÈQUE.

La simplicité et l’universalité de l’essai de traction en métallique n’est plus de mise en

composite. Par exemple, la caractérisation complète du pli unidirectionnel nécessite de four-

nir quatre composantes élastiques ainsi que cinq résistances à ruptures (si l’on utilise le cri-

tère de Hill). Pour obtenir ces données élémentaires, à des fins de calcul de structure, il

convient donc de réaliser un plus grand nombre d’essais, parfois délicats. 

SAINT-VENANT EST PLUS DIFFICILE À RESPECTER. 

On peut s’intéresser par exemple à l’éprouvette utilisée pour déterminer la résistance

en compression de plis unidirectionnels de carbone. Après une modélisation E.F., des sur-

contraintes très importantes au niveaux des talons peuvent être mises en évidence [Effendi

1993] et une optimisation de forme après analyse de l’influence des défauts géométriques

sur le champ des contraintes de l’éprouvette de l’Aérospatiale a pu être proposée [Rahier et

Grandidier 1997]. Une étude plus générale [Horgan et Baxter 1997] conclue que si la zone

affectée par les effets de bord pour un matériau isotrope vaut 1, elle vaut 4,5 pour un strati-

fié carbone/époxy de même géométrie. Les chiffres 4 et 5 ont aussi été avancés par

d’autres auteurs. L’ordre de grandeur semble acquis [Pierron 1998]. Cela a bien évidem-

ment des conséquences expérimentales importantes quelle que soit la forme de l’éprou-

vette. 

RÉSULTATS D’ESSAI ET MÉTHODE D’ESSAI SONT
INDISSOCIABLES.

Les résultats s’avèrent très liés au type d’essai. Un très bon exemple pour illustrer ce

phénomène est la recherche de la déformation à rupture en compression des plis unidirec-

tionnels à base de carbone. Les éprouvettes les plus courantes sont conçues de manière à

éviter le flambage global. Elles ont la forme de petits parallélépipèdes massifs (Figure N° 2-

1). Les déformations à rupture mesurées sont alors de l’ordre de 1,2% pour des fibres de

carbone T300 [Effendi 1993, Vinçon et al 1996].

Une autre méthode d’essai radicalement opposée a été proposée initialement par

Fukuda [1989] puis reprise par Wisnom [1992] et Vinçon et al [1996]. L’essai dit de "flam-

bage rotulé" consiste au contraire à favoriser la flexion de l’éprouvette (Figure N° 2-1). Les

résultats de ce type d’essai montrent que les plis en compression supportent des déforma-

tions sans rupture supérieures à 2%. La majorité des ruptures se produisent sur les plis en

traction. Pour une géométrie d’éprouvette particulière, Vinçon et al obtiennent une rupture
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sur la face en compression à une déformation de 2,7%.

Des modes de rupture analogues ont été obtenus par un essai de flexion 4 points opti-

misé [Vittecoq 1991]. L’explication physique de ce fait est que dans l’éprouvette en flexion,

les plis en compression sont stabilisés par les plis adjacents, alors qu’avec la méthode clas-

sique, c’est le micro-comportement fibres/résine qui pilote la rupture. Vinçon et al parlent

alors d’ "effet de structure" pour l’éprouvette de flexion. La déformation à rupture en com-

pression sur l’éprouvette O.N.E.R.A. peut être aussi pratiquement doublée lorsque le dra-

page n’est plus composé de100% de plis à 0° mais comporte des plis à 45°. 

Figure N° 2-1 : Eprouvette de compression O.N.E.R.A et Essai de flambage rotulé.

Bien que l’essai de flambage rotulé ne soit pas représentatif du mode de travail des

structures aéronautiques (qui sont toujours raidies), il présente l’avantage de bien mettre en

évidence les effets de structures qui se manifestent déjà au niveau de la pièce "éprouvette".

Par conséquent, l’extrapolation des résultats d’un essai sur éprouvette à une structure peut

s’avérer inexact en composites. On devra s’assurer d’être toujours conservatif en dimen-

sionnement des structures.

UNE DISPERSION DES RÉSULTATS PLUS IMPORTANTE.

Les résultats d’essais sur éprouvettes métalliques présentent usuellement une disper-

sion de 2 à 3%. Pour les essais sur composites la plage de variation est toujours de 2 à 5

Eprouvette O.N.E.R.A.

10
Stratifié 16 plis Principe de l’essai

de Flambage Rotulé
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fois plus importante [Zagainov, pp 389-391]. Ce n’est toutefois qu’un ordre de grandeur, de

très nombreux paramètres entrant en jeu. L’exemple de dispersion maximale donné par

l’auteur précédent concerne des essais de coques cylindriques en Kevlar et atteint 32.5%.

Les facteurs influents sont la complexité de la structure à tester, les dispersions dues à la

fabrication et aux matériaux et enfin la nature de la sollicitation. Ce phénomène est donc à

connaître pour une interprétation correcte des résultats d’essai.

UNE APPROCHE MULTI-ÉCHELLE ET PRAGMATIQUE : LA
PYRAMIDE DES ESSAIS. 

Figure N° 2-2 : Pyramide des essais (D’après Rouchon 1998).

Niveau 5

Niveau 2

Niveau 3

Niveau 4

Niveau 1 ESSAIS SUR COUPON

ESSAIS DE DETAILS TECHNOLOGIQUES

ESSAIS DE SOUS-COMPOSANTS

ESSAIS DE COMPOSANTS

ESSAIS SUR ELEMENTS TECHNOLOGIQUES

PYRAMIDE DES ESSAIS

Détermination des caractéristiques matériaux

Eprouvette sandwich dissymétrique

NON SPECIFIQUE

Longeron

Aile complète

Jonction 

NON SPECIFIQUE

SPECIFIQUE

SPECIFIQUE

SPECIFIQUE



Etude bibliographique 15

Les effets de structure étant bien connus dans l’aéronautique, les autorités de certifi-

cation françaises ont proposé une approche multi-échelle des essais dite "Pyramide des

essais" pour la construction métallique classique dans un premier temps mais qui se révèle

très pertinente pour les structures composites [Rouchon 1998]. Le premier niveau corres-

pond aux essais classiques de réception des matériaux. Le deuxième niveau consiste à

valider des zones ou éléments courants d’un ou plusieurs types d’aéronefs. Les niveaux

supérieurs sont des essais de validation de sous-éléments ou de détails propres à chaque

application. Des approches analogues ont, par ailleurs, été développées en Russie (Zagai-

nov, p100) et aux Etats-Unis [Niu M. C. Y.1992 p454].

DE L’INTÉRÊT DES ESSAIS SOUS SOLLICITATIONS
COMPLEXES.

En premier lieu, l’anisotropie des composites conduit à proposer une série de critères

de rupture qui pour être validés nécessitent l’emploi de tests en sollicitations complexes

[Perreux et Al]. Ces derniers font l’objet de nombreux développements de la part des labora-

toires de recherches : essais sur tubes, obtention de la multiaxialité par des formes spécifi-

ques : plaques ovales, disque plan asymétrique [Arcan et Al 1978], essais de gonflement de

plaques [De Mesquita 1993], flexion hors-axe [Grediac 1990], flexion-torsion de poutres

[Millot 1990], etc...

En second lieu, on a vu que la connaissance du comportement des structures compo-

sites nécessite de faire l’essai sur la pièce. Or dans le cas des structures aéronautiques,

celles-ci travaillent essentiellement sous sollicitations combinées compression/cisaillement.

Aussi la conception de ces structures nécessite le développement d’essais spécifiques,

mieux à même de fournir des données fiables et directement exploitables.

OBJECTIFS DE L’ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LES ESSAIS.

Les quelques remarques précédentes permettent d’analyser globalement la problé-

matique importante des essais sur composites. Nous nous limiterons dans le cadre de cette

étude bibliographique à l’examen des méthodes d’essai statique applicables aux structures

sandwichs. Il est indispensable de préciser que cette recherche ne peut pas être exhaustive

et que les industriels ou les centres d’essais communiquent peu leurs méthodes et a fortiori

leurs résultats d’essai, ces informations étant stratégiques. Certains essais ayant unique-

ment pour finalité la caractérisation des peaux ou des âmes sont exclus de notre présenta-

tion (compression transverse, test du rail,...), le comportement structural étant privilégié.
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Quelques essais originaux qui n’ont pas directement été appliqués aux sandwichs mais qui

peuvent s’avérer intéressants pour des concepts futurs sont inclus.

Après avoir présenté, dans un premier temps, les divers modes de rupture observés

sur les sandwichs, les essais classiques réalisés sur machine de traction universelle ou ne

mettant en oeuvre qu’un seul actionneur que nous qualifierons de "monoaxiaux", seront

analysés. Dans un deuxième temps, des essais nécessitant un équipement spécifique et/ou

permettant d’atteindre des états de contraintes complexes seront détaillés. Nous les quali-

fierons de "multiaxiaux" par opposition aux précédents.

II.2 - COMPORTEMENT DES SANDWICHS À
RUPTURE.

Rappelons qu’un sandwich est une structure composée de trois éléments : deux

peaux et une âme assemblées par un film de colle. Chacun des constituants possède des

modes de rupture propre. L’ensemble qui forme la structure en possède d’autres, on obtient

donc un certain nombre de possibilités qui vont être énumérées.

Les conditions dimensionnantes associées à chaque cas ont été recherchées très tôt

par les concepteurs de structures aéronautiques et spatiales et sont disponibles dans deux

ouvrages de 1968 (U.S. Mil-Hbk 23A) et 1969 (Nasa CR-1457) qui font encore référence

par des remises à jour régulières ou dans les abaques ESDU plus récentes. La rupture du

sandwich peut intervenir par rupture statique d’un de ces composants dans une zone cou-

rante ou une zone d’introduction des efforts (Figure N° 2-3).

RUPTURES STATIQUES DES PEAUX.

L’analyse de ces modes de rupture repose sur une détermination des contraintes par

des méthodes classiques (E.F. ou analytiques) et comparaison à une contrainte limite par

l’utilisation d’un critère de contrainte équivalente (Von Mises ou Hill). Les ruptures des

peaux stratifiées sont en général explosives et provoquent la ruine du sandwich.

Le dimensionnement des jonctions dans du monolithique nécessite la connaissance des

surcontraintes locales et un drapage optimisé. Gay [1991] propose une méthode de calcul

et donne les valeurs de la contrainte de matage admissible (500 MPa pour un stratifié en

fibres de carbone et 300 MPa pour un stratifié en fibres de verre). 
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Figure N° 2-3 : Ruptures statiques des peaux.

Pour les sandwichs symétriques, plusieurs technologies sont utilisées dans les zones

de jonctions : inserts, densification locale, profilés [Marshall 1982]. Le dimensionnement de

la zone d’introduction des efforts fait appel aux éléments finis ainsi qu’aux essais. L’optimi-

sation des caractéristiques mécaniques et de la fiabilité de ces jonctions est une priorité

industrielle et par conséquent un axe de recherche important pour le développement des

structures sandwichs [Sheahen et Al, 1998]. 

RUPTURES STATIQUES DE L’ÂME.

Figure N° 2-4 : Ruptures statiques de l’âme

Comme pour les peaux, le dimensionnement repose sur une étude numérique ou ana-

lytique du champ des contraintes dans l’âme. Les valeurs trouvées sont ensuite comparées
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(avec marges de sécurité) à des limites déterminées expérimentalement à l’aide d’essais

normalisés. La résistance en cisaillement est déterminée par exemple par le test du rail

[ASTM C273]. Le poinçonnement affecte bien sûr l’âme, mais aussi une des peaux. Il se

produit en particulier aux appuis quand la zone n’a pas été renforcée. Cela peut être le cas

par exemple dans les essais de flexion 3 et 4 points. A priori, la structure bien que détério-

rée n’est pas ruinée.

Les ruptures statiques de l’âme ou du joint de colle ont, à l’analyse, des faciès de rup-

ture souvent difficiles à détecter, car elles sont couplées avec des modes de flambage ou de

ruine locaux ou globaux. Par exemple, une rupture en tension de l’âme près d’une peau

peut provoquer un décollement puis un flambage local de celle-ci [Kay 1990]. Le phéno-

mène est identique pour une rupture locale du film de colle. De même, une rupture statique

de l’âme en cisaillement provoque une diminution de sa rigidité et un flambage global piloté

par du cisaillement.

INSTABILITÉS LOCALES.

En ce qui concerne le flambage local (wrinkling), il peut se produire pour des peaux

minces en interaction avec une âme de hauteur suffisante et de rigidité en compression fai-

ble. Ce phénomène fait encore l’objet de recherches ayant pour objectif de développer des

modèles analytiques plus représentatifs [Yusuff 1955, Kay 1990]. La corrélation calcul/théo-

rie s’avère délicate en particulier du fait que les défauts géométriques initiaux ont une

influence importante. Aussi, les contraintes critiques fournies par la littérature à partir de

modèles simplifiés sont-elles utilisées en général en conception avec un facteur de sécurité

de 2 [Marshall 1982].

Figure N° 2-5 : Instabilités locales

FLAMBAGE LOCAL PUIS COMPRESSION

FLAMBAGE INTRACELLULAIRE
Pour les âmes alvéolaires seulement

FLAMBAGE LOCAL PUIS TRACTION DE L’ÂME

 DE L’ÂME



Etude bibliographique 19

Si la contrainte critique est commune aux deux modes représentés (Figure N° 2-5), les

faciès de rupture seront différents suivant les défauts initiaux et la nature de l’âme. D’après

des essais réalisés au laboratoire, le flambage local s’accompagne d’une rupture en traction

ou compression de l’âme en mousse. Dans le cas où l’âme est en nida Nomex, on assiste

plutôt à une rupture du joint de colle. Le flambage intracellulaire est un cas particulier de

flambage local d’une peau sur une âme à structure alvéolaire (de type nid d’abeille par

exemple).

INSTABILITÉS GLOBALES.

Le flambage piloté par cisaillement de l’âme se produit lorsque la rigidité en cisaille-

ment transverse de l’âme est insuffisante. Le flambage global classique est piloté par la rigi-

dité de flexion du sandwich. De plus, comme pour les plaques isotropes ou anisotropes, les

défauts initiaux peuvent amener à une rupture bien avant la charge de flambage qui est cal-

culée avec une géométrie parfaite. 

Figure N° 2-6 : Instabilités globales

La diversité des modes de ruine montre la difficulté particulière de conception des

sandwichs. Un calcul linéaire est souvent insuffisant à cause des flambages locaux ou glo-

baux. Les ruptures réelles observées dans les essais statiques sont au mieux pilotées par

un seul mode mais le plus souvent en combinent plusieurs. Par conséquent, il est souvent

difficile de savoir quel est le premier mode de ruine de la structure et l’on est conduit à éla-

borer un scénario probable de rupture.

Les différentes méthodologies d’essai présentées dans les paragraphes suivants sont

utilisées pour mettre en évidence l’un ou l’autre des modes de rupture des sandwichs.

FLAMBAGE PILOTE PAR LE CISAILLEMENT DE L’ÂME

FLAMBAGE GLOBAL CLASSIQUE
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II.3 - ESSAIS MONOAXIAUX.

II.3.1 - FLEXION 3 OU 4 POINTS.

Figure N° 2-7 : Essais de flexion 3 et 4 points.

La flexion 4 points permet en particulier de créer un moment de flexion pur dans la zone

centrale. Ces essais sont normalisés [ASTM C393-1962 reconduit en 1988, Figure N° 2-8]

et sont couramment utilisés à cause de leur simplicité de mise en oeuvre [DIAS 1990].

Figure N° 2-8 : Essai de flexion 4 points ASTM C393

 Ils permettent de déterminer les éléments suivants :

•  Caractéristiques élastiques des peaux (flexion 4 points) et de l’âme (flexion 3

points) avec une bonne fiabilité. [ASTM C393, Kherbouche 1994].

• Résistances de l’âme ou des peaux suivant les modes de rupture. Ceux-ci sont

fonctions de la longueur de l’éprouvette :

* Eprouvette courte : cisaillement de l’âme.

* Eprouvette longue : rupture statique des peaux. [Kherbouche 1994].

FLEXION 3 POINTS FLEXION 4 POINTS
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Certaines limitations doivent être signalées :

• Problème d’indentation et d’adhérence aux contacts.

• Concentration des contraintes aux contacts en particulier pour l’essai 3 points, ce

qui cause des ruptures prématurées. Dans le cadre d’essai d’éprouvettes

stratifiées, l’estimation serait minimisée de 30 à 50% [Uemura et Al 1994].

• Non respect du principe de Saint-Venant.

• Limitation à des petits déplacements.

• Non-représentatif de beaucoup d’applications.

L’ensemble de ces limitations fait que plusieurs auteurs ont proposé des essais utilisant

le même principe mais en proposant des améliorations diverses [Lardeur et Al 1996,

Uemura et Al 1994].

Un essai de flexion original pour des caissons composites de voilure "intelligents" a

retenu notre attention [Rehfield,1995]. Ce type de caisson se déforme sous l’action de

micro-actionneurs permettant une torsion du profil de l’aile (Figure N° 2-9) avec pour objectif

final la suppression des ailerons sur les voilures. Les conditions aux limites sur les essais de

flexion classiques n’autorisant pas la torsion du caisson, un chargement via des sangles a

été adopté, ce qui permet une déformation en torsion. Il peut sembler intéressant, a priori,

de généraliser ce type de chargement par sangles aux essais de sandwichs, les problèmes

d’indentation étant minimisés. L’auteur signale la difficulté de mesurer les flèches mais

obtient de bons résultats par extensométrie. 

Figure N° 2-9 : Essai de flexion 4 points sur caisson de voilure (D’après Rehfield et A. [1995]l)

En conclusion, les essais de flexion 3 et 4 points donnent de bons résultats pour l’esti-

mation des caractéristiques élastiques mais des résultats médiocres bien que conservatifs

pour les contraintes à rupture des sandwichs. Leur faible coût et leur facilité de mise en

oeuvre en feront toujours des essais parmi les plus répandus.
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II.3.2 - ESSAIS DE COMPRESSION.

L’essai décrit (Figure N° 2-10) s’applique aux plaques sandwichs dissymétriques [Bel-

trando 1994]. Il se situe au deuxième niveau de la pyramide des essais sur éprouvettes

technologiques non-spécifiques. Il permet de déterminer les charges admissibles en com-

pression pour les diverses configurations (dimensions, nida, drapage des peaux). Les

modes de rupture prépondérants sont le flambage global ou local suivant les conditions aux

limites, les dimensions de l’éprouvette et les matériaux [Parewick et Al 1997].

Figure N° 2-10 : Essai de compression sur sandwich dissymétrique.

Comme tous les essais de compression, l’alignement des mors de la machine est pri-

mordial pour avoir des résultats significatifs. Pour les essais de sandwichs symétriques, les

difficultés expérimentales ont été soulignées très tôt [Hoff et Mautner 1945]. Pour être sûr

que le chargement soit symétrique, cet auteur préconise de suivre les déformations des

points situés aux centres des peaux à l’aide de jauges. La réponse devient non linéaire à

Eprouvette technologique
sandwich dissymétrique

Mesure de la flèche

Outillage spécifique

MACHINE D’ESSAI 10 TONNES

Raidisseurs latéraux



Etude bibliographique 23

proximité de la charge de flambage. Ce comportement est du aux défauts initiaux [Minguet

et Al 1989].

Comme pour les éprouvettes de compression classiques en UD, les éprouvettes sand-

wichs dissymétriques sont renforcées par des talons pour éviter l’écrasement et le délami-

nage de la zone monolithique. La présence de ces talons induit un décalage de la ligne

moyenne d’introduction des efforts auquel sont très sensibles les sandwichs dissymétri-

ques. Un autre point délicat de cette méthode porte sur les conditions aux limites sur les

bords verticaux si on veut obtenir ces bords appuyés. Deux possibilités sont couramment

utilisées : soit on ajoute des raidisseurs localement, soit on utilise des couteaux.

Dans le premier cas, le dimensionnement des raidisseurs est délicat : trop rigides, ils

reprendront la majeure partie des efforts de compression, trop faibles il ne stabiliseront pas

suffisamment les bords et provoqueront un flambage trop précoce. De plus, les conditions

aux limites sont peu représentatives des conditions réelles car les deux bords sont libres

malgré la présence de raidisseurs. Les charges de flambage observées sont donc conser-

vatives.

Dans le deuxième cas, l’adhérence au contact des couteaux peut perturber le champ

des contraintes dans l’éprouvette de façon importante. Certains auteurs sont même con-

duits à ajouter de la graisse au bisulfure de molybdène pour faire chuter le coefficient

d’adhérence.

Figure N° 2-11 : Essai de compression ASTM C364. 

A l’instar de l’essai de flexion, les essais de compression sur sandwich font aussi

l’objet d’une norme [ASTM C364-61 reconduit en 1988]. Cette norme décrit la méthode de

fixation du sandwich sur des éléments intermédiaires en acier, leurs dimensions ainsi que la

procédure expérimentale en général. A notre connaissance, il existe aussi des normes inter-

nes aux grands constructeurs aéronautiques qui ont été développées en parallèle.

L’éprouvette est équipée d’un 

"miroir de Martens"
compressomètre optique dit
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II.3.3 - ESSAI DE CISAILLEMENT PLAN.

L’essai de cisaillement plan utilisé dans l’aéronautique a pour objectif de déterminer la

charge critique de flambage. Il est en outre possible d’observer le comportement post-

flambé d’une plaque ou d’un panneau courbe. 

Figure N° 2-12 : Principe du carré déformable.

Une des méthodes d’essai les plus couramment utilisée est celle du carré déformable

(Figure N° 2-12). Cette méthode fut initialement développée par l’US National Forest Pro-

duct Laboratory [Kuenzi 1947] pour tester les panneaux contreplaqués et a fait l’objet d’une

normalisation [ASTM D2719]. Les éprouvettes testées par cette méthode sont des plaques

métalliques raidies ou non, composites stratifiés, sandwichs symétriques ou dissymétriques.

Le principe consiste à exercer un effort suivant la diagonale verticale du carré. Le cadre

transmettra alors cet effort à l’éprouvette ainsi qu’un effort de compression égal suivant

l’horizontale. Le champ de contraintes dans l’éprouvette est alors théoriquement un état de

cisaillement pur (Figure N° 2-12). Les efforts sont transmis du cadre à l’éprouvette par bou-

lonnage.

Une solution technologique est visible (Figure N° 2-13) [Vidal 1992]. La technique a

été aussi appliquée aux panneaux de grandes dimensions en construction navale [Davies et

Al 1994, Lainé 1998]. La simplicité de principe de cette méthode cache en réalité divers pro-

blèmes de conception à résoudre pour obtenir un champ de cisaillement uniforme dans

l’éprouvette. Un cadre mal étudié provoquera des surcontraintes dans les coins et des rup-

tures locales prématurées. La position réelle des articulations influe sur le champ des con-

traintes dans l’éprouvette de manière non négligeable [Farley et Al 1983].

Mise en charge

Articulations
Eprouvette

Champ des contraintes

Cadre
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Figure N° 2-13 : Carré déformable.

Par exemple, le carré (Figure N° 2-13) présente des défauts de conception (axes

d’articulations mal positionnés et éprouvette non échancrée dans les coins) qui font que le

champ des contraintes n’est pas uniforme dans l’éprouvette. Une solution technologique est

proposée par Zagainov (Figure N° 2-14) :

Figure N° 2-14 : Conception d’une articulation de Carré Déformable
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Une méthode alternative de chargement a été proposée en utilisant la technique du

rail de cisaillement qui est censée donner de meilleurs résultats pour la détermination de la

charge à rupture [Farley et Al 1983]. 

Figure N° 2-15 : Rail de cisaillement. (D’après Fairley et Al [1983])

D’autres techniques de chargement ont été proposées (Figure N° 2-16). On peut utiliser

une poutre à âme mince chargée en flexion (trois points ou cantilever). Le moment de

flexion est essentiellement repris par les semelles de la poutre alors que l’effort tranchant

est essentiellement repris par l’âme qui peut être constituée en partie par une éprouvette.

Toutefois, le chargement dans l’éprouvette ne peut être assimilé à du cisaillement pur à

cause de l’interaction avec les raidisseurs et les semelles. Ce type d’essai présente l’avan-

tage de bien simuler le comportement des âmes pour un type de structure très utilisé en

aéronautique. 

Figure N° 2-16 : Poutres à âmes mince.

Eprouvette

Poutre Cantilever Flexion 3 points

Semelles

Raidisseurs
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II.4 - ESSAIS MULTIAXIAUX.

II.4.1 - MACHINES DE TRACTION-COMPRESSION BIAXIALE.

Le principe de ces machines consiste à exercer des efforts sur des éprouvettes sui-

vant deux directions orthogonales.

Figure N° 2-17 : Principe de chargement des machines biaxiales.

Les axes sont équipés d’actionneurs hydrauliques asservis (2 ou 4) ce qui permet de

réaliser toutes les combinaisons possibles de chargement et de commander les axes en

déplacement imposé ou force imposée.

Figure N° 2-18 : Machine du Structural Feature Test Facility (d’après G. Summer).

Eprouvette
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 Ce type de test est utilisé en métallique pour vérifier expérimentalement les critères

d’endommagement locaux. En composite, des études ont été essentiellement menées sur

l’endommagement des stratifiés troués [Inizan 1986]. Ces machines lorsqu’elles sont aptes

à générer de la compression sont aussi utilisées directement pour déterminer les charges

de flambage sous sollicitations biaxiales [Tennyson 1983]. 

 Une des machines les plus impressionnante est celle du Structural Feature Test Faci-

lity, UKAEA en Grande-Bretagne (Figure N° 2-18). Elle permet de tester sous sollicitations

biaxiales des plaques métalliques de 1.5 m à 2.5 m de dimension et 150 mm d’épaisseur

[Summer 1991]. Le poids des éprouvettes peut atteindre 100 tonnes. La méthode de char-

gement est astucieuse et s’effectue par une série de vérins en liaison directe avec des

tenons soudés directement sur l’éprouvette. Ainsi, le bâti ne sert que de support à l’éprou-

vette et à son système de chargement. Aucun effort de chargement ne transite par ce bâti

qui ne reprend que le poids de l’éprouvette. Un chargement en compression pure peut par

conséquent être mis en oeuvre si l’asservissement des vérins est correctement réalisé. Si

cette dernière réalisation est clairement un extrême, ce type d’équipement représente dans

tous les cas un investissement très lourd. 

Figure N° 2-19 : Machine de traction biaxiale de l’ ONERA (d’après Chaudonneret et Al [1977])

Quelques machines de ce type existent en France, ce sont toutes des prototypes. La

machine de traction biaxiale pour essais statiques et dynamiques de l’ONERA a été conçue

en collaboration avec la société Shenck [Chaudonneret et Al 1977]. Une machine d’essais

biaxiale spécifique aux composites a été développée au CEAT de Toulouse et il existe une

machine d’essais de fatigue triaxiale à l’ENS de Cachan.
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La principale difficulté expérimentale de ce type d’essais est de réaliser le découplage

des efforts sur l’éprouvette. Plusieurs solutions technologiques ont été proposées. Le

découplage peut être fait directement au niveau de l’éprouvette qui comporte une zone de

chargement cruciforme [Cognard et Al 1996] pour les études en métallique. La solution

technique retenue à l’O.N.E.R.A. consiste à charger l’éprouvette via un système de décou-

plage à lames minces parallèles, solution aussi adoptée par Dietrich et Waniewski [1996]

(Figure N° 2-20).

Figure N° 2-20 : Eprouvette Anisotrope et Système de Couteaux de Chargement (d’après [Dietrich 1996]).

 Une autre possibilité de découplage développée sur la machine du C.E.A.T. de Tou-

louse consiste à monter un axe de chargement sur rouleaux. Bien que l’éprouvette soit de

configuration simple, la difficulté consiste à définir une géométrie telle que d’une part le

champ des contraintes soit homogène au centre et que d’autre part les ruptures ne se pro-

duisent pas sur les bords. C’est pourquoi l’efficacité de ce type d’essais est meilleure pour

les études sur les plaques anisotropes trouées (Figure N° 2-21).

Figure N° 2-21 : Eprouvettes du C.E.A.T./O.N.E.R.A. (d’après Inizan [1986])
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Les quelques concepts présentés dans ce paragraphe montrent que l’obtention de la

multiaxialité des contraintes par chargement direct est une chose difficile qui nécessite des

moyens techniques et financiers importants. Pour l’heure, il reste délicat de trouver des

solutions technologiques permettant un réel découplage des efforts et qui évitent des ruptu-

res locales pour les essais statiques sur les éprouvettes composites saines. 

II.4.2 - ESSAI DE PLAQUES SOUS PRESSION STATIQUE.

Figure N° 2-22 : Essai sous pression statique.

Le principe de cet essai consiste à exercer une pression uniforme normale à la sur-

face de l’éprouvette à l’aide d’un fluide liquide ou gazeux. L’éprouvette est le plus souvent

de forme circulaire. Cet essai (Bulge Test) a été initialement proposé pour déterminer les

caractéristiques des métaux sous grandes déformations en particulier pour la mise en forme

par emboutissage. Par la suite, plusieurs auteurs l’ont étendu aux structures composites. 

De Mesquita [1993] a mis au point un essai de gonflement de plaques anisotropes à

fibres courtes avec pour objectif d’atteindre un état de contrainte multiaxial maximal au cen-

tre de l’éprouvette circulaire. L’essai est donc utilisé dans ce cas pour la validation de critè-

res de rupture multiaxiaux.

Ce sont les concepteurs de structures marines en stratifiés ou en sandwichs qui sont

actuellement les principaux utilisateurs de cette technique à cause de la non-représentati-

vité des essais standards type flexion 3/4 points sur éprouvettes de petites dimensions.

L’IFREMER a développé un essai spécifique où la pression (jusqu’à 15 bars) est exercée

par de l’eau [Casari et Al 1995] (Figure N° 2-23). Les points expérimentaux les plus délicats

consistent en la maîtrise des problèmes d’étanchéité, d’adhérence, de rigidité et de surcon-

traintes locales aux appuis. La maîtrise de ces phénomènes conditionne la qualité de l’essai

et la possibilité de corrélation par éléments finis.

Eprouvette

Enceinte sous pression
Serre-flancs ou appuis

Système d’étanchéité
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Figure N° 2-23 : Essai IFREMER

Un autre essai de même type a été effectué à l’IFREMER [Davies et Al 1992] mais sur

un panneau sandwich raidi rectangulaire de grandes dimensions (1m par 2m). Dans ce cas

la pression était exercée par de l’air sous pression (1bar). Enfin, ce principe a été utilisé

pour l’étude des grandes flèches des plaques sandwichs [Bau-Madsen et Al 1993]. Les

auteurs soulignent en particulier la similitude de l’essai avec la réalité de la construction

navale. 

Par conséquent, pour satisfaire aux exigences industrielles, un essai sur la pièce (ou

la structure), le plus représentatif possible en ce qui concerne les conditions aux limites et

les chargements des coques de navires a du être conçu. Dans le même esprit Hayman et Al

[1998] ont adopté la même philosophie de conception pour un essai spécifique aux supers-

tructures navales servant à la validation des modèles E.F. de dimensionnement. Roberts et

Al [1998] ont aussi conçu une machine d’essais combinés Compression/Pression statique

pour tester des structures navales de l’US Navy.

II.4.3 - ESSAIS DE COMPRESSION/CISAILLEMENT.

Ce type d’essai a fait l’objet de plusieurs développements car il répond aux besoins

industriels de qualification des structures aéronautiques. Il a pour objectif de déterminer les

charges de flambage sous sollicitations combinées. Dés 1948, Peters R.W. a développé un

caisson d’essai dont les quatre faces sont formées par quatre éprouvettes planes identi-

ques. Ce caisson est ensuite sollicité en flexion et torsion et les charges de flambage des

éprouvettes peuvent être déterminées. Cela permet alors de tracer un ratio des charges cri-

tiques compression/cisaillement utile au dimensionnement en bureau d’étude.

L’essai présenté Figure N° 2-24 a été développé au laboratoire allemand D.L.R. [Klein
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1989] et est très proche dans le principe et la philosophie de notre proposition. L’objectif est

initialement de tester des panneaux sandwichs qui peuvent être utilisés comme peau auto-

raidie sur des ailes d’avions.

Figure N° 2-24 : Essai sur caisson D.L.R.

L’éprouvette mesure 1m de long et est liée au caisson par 180 boulons et une inter-

face en résine. Ce mode de fixation assure des conditions aux limites réelles très proches

du modèle théorique "tout encastré" car le caisson est lui-même très rigide. Ce dernier est

fixé à l’une de ses extrémités et chargé à l’autre par deux vérins (Figure N° 2-24). Lorsque

les deux vérins sont actionnés symétriquement, il est chargé en flexion simple. Dans ce cas,

l’éprouvette qui forme une face du caisson est soumise à de la traction ou de la compres-

sion (et aussi à du cisaillement transverse). Lorsque les deux vérins sont actionnés anti-

symétriquement le caisson est soumis à de la torsion et l’éprouvette qui travaille en mem-

brane est soumise à du cisaillement. On peut combiner ces deux types de chargement, les

actionneurs étant asservis.

L’auteur dit avoir obtenu de bons résultats pour la détermination des charges critiques

de flambage pour les panneaux sandwichs (épaisseur 6 à 8 mm). Il signale l’impossibilité de

connaître les flux qui entrent dans l’éprouvette par cette méthode à partir des charges exer-

cées par les actionneurs. Aussi l’éprouvette est-elle équipée de 150 jauges de déformation

Caisson

Eprouvette

Vérin (x2) 

ou
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disposées en grille pour permette la mesure in-situ. Cet essai s’est révélé inefficace pour les

stratifiés fins (2 mm) à cause de leur manque de rigidité en flexion et de la forte interaction

avec le boulonnage qui en résulte. Cela a conduit le D.L.R. à concevoir un nouvel essai

(Figure N° 2-25).

Figure N° 2-25 : Essai sur stratifié D.L.R.

Le principe consiste à venir exercer un effort normal sur un cadre qui supporte deux

bords du panneau, les deux autres bords sont raidis. On provoque un déplacement latéral

sur la fixation inférieure à l’aide d’un vérin ce qui génère du cisaillement dans l’éprouvette.

L’auteur cite comme un avantage le fait d’exercer des efforts directement sur le panneau, ce

qui, comparé à la solution sur caisson, génère des charges plus faibles. Les conditions aux

limites sont bien maîtrisées. Toutefois, le mode de chargement en cisaillement, qui se rap-

proche de la technique d’essai sur poutre à âme mince, ne génère pas des contraintes

pures, en particulier dans la zone de fixation.

Une machine destinée à tester les panneaux de fuselage a été conçue chez Deutche

Airbus [Wolf et Al 1992] (Figure N° 2-26). L’éprouvette est encastrée dans ses parties supé-

rieures et inférieures à des fixations rigides. Les côtés latéraux sont fixés par l’intermédiaire

de 44 silent-blocs pour permettre l’introduction du cisaillement.

Eprouvette

Fixation

Vérin de cisaillement

Rail de Guidage

Effort de Compression
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Figure N° 2-26 : Essai Deutsche Airbus

L’introduction du cisaillement se fait par l’action de six vérins. Deux vérins horizontaux

(A) exercent un effort sur la fixation horizontale supérieure. Quatre vérins verticaux (B) exer-

cent deux à deux en opposition via un bras de levier un effort sur les deux poutres latérales.

Quatre autres vérins (C) permettent l’introduction de la compression dans le montage.

Enfin, les poutres qui composent le cadre sont articulées entre elles. L’auteur ne précise

pas les avantages et les inconvénients de cette méthode mais l’on peut souligner sa com-

plexité. Le montage/démontage du panneau ne doit pas être aisé et il y a en tout 10 action-

neurs à piloter. Par rapport à la machine du D.L.R. précédente, on remarquera que la

complexité de la conception vient du souci d’introduire dans l’éprouvette un effort de cisaille-

ment pur, ce qui est réalisé en chargeant 3 des 4 côtés.

Une autre machine capable d’effectuer de la compression/traction biaxiale ainsi que

du cisaillement a été développée pour les structures utilisées dans l’industrie spatiale

[Roméo et Al 1986] (Figure N° 2-27). L’éprouvette possède une section maximale de 700 x

1000 mm. La fixation inférieure est volontairement montée flottante pour éviter de générer

Eprouvette

Vérin A

Vérin A

Vérin B

Vérin B

Vérin B

Vérin C

Vérin C
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des interférences entre les chargements. Les vérins sont asservis par des capteurs de posi-

tion, ce qui permet d’éviter toute rotation de la fixation flottante et l’introduction d’efforts

parasites.

Figure N° 2-27 : Principe d’action de la machine de Roméo et Al.

Cette machine a permis de valider expérimentalement les charges critiques de flam-

bage sous sollicitation biaxiale de compression avec cisaillement sur plaque stratifiée. On

retrouve le principe de chargement du D.LR. avec certainement les mêmes inconvénients.

II.5 - CONCLUSIONS RELATIVES AUX
ESSAIS.

Les principales techniques d’essai sur les composites ou sandwichs ont été présen-

tées. Deux grandes tendances se dégagent de l’existant.

En premier lieu, on trouve les essais monoaxiaux de mise en oeuvre simple et écono-

mique, issus directement de ce qui se pratique en métallique mais qui n’apportent que des

informations partielles. L’extrapolation aux structures réelles est le plus souvent inexacte

mais conservative. 
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Actionneurs Compression/Traction Verticale
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Fixation flottante

Cadre fixe
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En second lieu, des essais multiaxiaux ont été développés pour la construction

navale, aéronautique ou spatiale. On peut distinguer deux familles de solutions technologi-

ques : soit les machines sont conçues pour exercer au mieux les chargements théoriques

[Roméo, D.L.R, Deutsche Airbus], soit l’essai complet est conçu pour reproduire au mieux la

manière dont les structures sont chargées dans la réalité [Caisson D.L.R., IFREMER]. Dans

le dernier cas, l’essai doit alors reproduire au mieux la structure réelle du point de vue des

conditions aux limites, des fixations, des renforts locaux et des chargements. On pourrait

qualifier cette deuxième catégorie d’ "Essais Structures".

Cette étude bibliographique montre que des réponses pragmatiques ont été appor-

tées au problème de la qualification des structures composites par des essais spécifiques.

La diversité des méthodes met en évidence l’absence de standardisation actuelle. Cette

problématique des essais sur composites est parfaitement synthétisée dans le titre de l’arti-

cle de Matt Bacon [1990] :

"TESTING COMPOSITES, IT AIN’T WHAT YOU DO, IT’S THE
WAY YOU DO IT".

Par ailleurs, un point commun à toutes les méthodes, point-clé de la mécanique expé-

rimentale des structures, est que chacune possède ses limitations propres et nécessite un

savoir faire expérimental. Les jeux des mécanismes, les déformations, les rigidités, les tolé-

rances d’usinage ou d’assemblages, les précontraintes viennent altérer les modèles analyti-

ques forcément simplifiés et aux conditions aux limites trop pures. Les auteurs ne

présentent, la plupart du temps, que les principes de leurs essais et les principales difficul-

tés rencontrées dans quelques cas. Le savoir-faire est en général un secret dont la valeur

ajoutée est bien gardée.

En conclusion, les essais sur structures sandwichs sont importants d’un point de vue

industriel pour valider les choix de conception, les drapages, les matériaux et les techniques

de fabrication. L’interprétation correcte et l’extrapolation des essais monoaxiaux est possi-

ble moyennant des précautions et en s’assurant d’être conservatif. Toutefois, des essais

multiaxiaux de type structure peuvent être riches d’enseignement et améliorer la connais-

sance générale des structures composites. Ce type d’essai est encore peu développé à

cause de la difficulté de conception, du coût d’étude et de réalisation élevé. 
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II.6 - PROBLÉMATIQUE DE LA MODÉLISA-
TION DES SANDWICHS SYMÉTRIQUES OU
DISSYMÉTRIQUES.

Si les théories des plaques isotropes sont bien comprises et ne présentent plus de diffi-

cultés majeures, la modélisation des sandwichs requiert une attention particulière. Le

modèle simplifié présenté en introduction générale permet de mettre en évidence le fait

qu’un sandwich est une structure hétérogène et anisotrope. De plus, la prise en compte des

contraintes de cisaillement transverse voire de compression transverse est essentielle à la

description correcte du comportement mécanique ce qui est moins vrai pour les plaques

anisotropes stratifiées. 

L’étude de ces structures fait l’objet d’une recherche de plus en plus importante. De 367

références en 1966 sur le sujet [Plantema 1966], on en compte 1300 dans une revue biblio-

graphique récente [Noor 1996]. Cette diversité s’explique par l’impossibilité d’établir un

modèle universel qui puisse décrire tous les matériaux utilisés, toutes les géométries et les

chargements, l’ensemble des modes de ruptures et les différents problèmes de la mécani-

que des structures, de la flexion des poutres à la dynamique non linéaire ou à l’étude du

post-flambement.

 On peut toutefois classer les modèles en quatre catégories [Noor 1996] :

 LES MODÈLES SIMPLIFIÉS.

Pour la plupart, ils ne permettent l’étude que d’un type de comporte-

ment : Flexion, Flambement d’Euler, Flambage local ou global. Naturel-

lement limités, ils fournissent toutefois des formules analytiques utiles

en pré-dimensionnement.

LES MODÈLES 2D.

Extensions de la théorie des plaques stratifiées, ils représentent

l’essentiel du développement de la théorie des sandwichs. Ils ne per-

mettent pas de représenter certains phénomènes comme le flambage

local ou intracellulaire mais donnent des réponses précises en défor-

mations, contraintes ou déplacements pour une large gamme de pro-

blèmes de la mécanique des structures. La résolution est de type

numérique et nécessite l’emploi de l’informatique.
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LES MODÈLES 3D.

L’objectif est ici d’obtenir le champ complet des contraintes et déforma-

tions. L’approche consiste à utiliser la Mécanique des Milieux Continus.

Aucune hypothèse n’est posée a priori contrairement aux modèles de

plaques. Les études de ce type sont très peu nombreuses et restricti-

ves en chargement et conditions aux limites. Considérées comme

exactes malgré certains problèmes numériques, elles servent de réfé-

rence pour l’évaluation des théories 2D et des éléments finis. 

LES APPROCHES DE TYPE PRÉDICTEUR/CORRECTEUR.

Le prédicteur est une théorie 2D et le champ complet des contraintes

est obtenu a posteriori par écriture des équations d’équilibre locales ou

par un développement correctif des champs de déplacement et récri-

ture des équations d’équilibre. 

LES MODÈLES DÉTAILLÉS.

Ce sont uniquement des études numériques de type éléments finis ou

tout est représenté, du film de colle à la géométrie du nida. [Chamis

1986, Elspass 1990].

 Cette classification sera retenue pour exposer les modèles sélectionnés dans cette

bibliographie. Malgré le grand nombre de publications, à notre connaissance aucune ne

traite explicitement des sandwichs dissymétriques travaillant dans leur plan. Aussi, nous

sommes amenés dans cette partie de la bibliographie à nous intéresser à l’étude des sand-

wichs symétriques ou dissymétriques dont on cherche à caractériser le comportement en

flexion, ou au flambage. Une présentation exhaustive étant exclue, un certain nombre de

critère de sélection ont été choisis :

En premier lieu, ne seront retenues que les théories pour poutres droites et plaques

relevant de l’analyse statique linéaire ou non-linéaire géométrique.

En deuxième lieu, les études non dédiées explicitement aux sandwichs de type aéro-

nautiques ne seront pas retenues sauf intérêt particulier.

En troisième lieu, les modèles de type analytique seront privilégiés dans cette présenta-

tion par rapport aux développements d’éléments finis de sandwich. Si il est impossible

d’exclure totalement ces derniers de cette bibliographie, nous ne retiendrons que les formu-
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lations et les hypothèses de description. Les méthodes d’interpolations et d’intégration

numériques sont en effet très spécifiques. Voir à ce sujet par exemple [Mahé 1991, Zhu

1995, Touratier 1997, Madenci 1998, Lainé 1998].

En quatrième lieu, une attention particulière sera portée à l’analyse non linéaire géomé-

trique des structures sandwichs. Celle-ci de part sa complexité n’a pas été traitée aussi lar-

gement que l’analyse linéaire [Noor 1996], mais les études dans ce domaine progressent

rapidement de par l’intérêt porté à ce domaine dans le dimensionnement des structures. Par

exemple, les concepteurs de structures navales se sont rendus compte que les effets non

linéaires arrivent très rapidement dans les structures chargées dans leur plan et qu’en con-

séquence leurs coefficients de sécurité peuvent être affectés [Hildebrant et Jorgensen

1998].

En cinquième lieu, l’objectif de cette étude étant aussi d’arriver à modéliser le comporte-

ment en compression du nida, un bilan bibliographique non exhaustif des différentes techni-

ques sera effectué. La connaissance de cette contrainte permettra de prévenir le flambage

local des peaux fines. Par ailleurs, cette contrainte semble déterminante dans l’étude du

comportement des plaques impactées.

Sous les restrictions imposées précédemment, on retrouve un certain nombre d’hypo-

thèses communes à tous les développements :

• Bien que l’âme soit constituée le plus souvent d’un matériau alvéolaire, celle-ci est

considérée comme un matériau homogène et orthotrope, linéaire élastique.

• Le fait de restreindre notre étude à des sandwichs de type aéronautique a un

corollaire : les âmes de ce type n’ont pas de rigidité dans leur plan. Le terme

anglo-saxon lié à cette hypothèse est "antiplane core". 

• Le collage entre les peaux et l’âme est supposé parfait. De plus le joint de colle est

ignoré. Seule une étude a modélisé la rigidité finie du joint de colle et son

influence sur les charges de flambage [Kim 1988].

• Lorsque les peaux sont orthotropes, les axes d’orthotropie de l’âme et des peaux

coïncident. A notre connaissance, cette contrainte est respectée dans les

structures aéronautiques réelles.
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Dans ce contexte et sous ces hypothèses et restrictions, quelques modèles simplifiés

seront présentés dans le paragraphe suivant. Puis l’essentiel des théories 2D sera explicité

ainsi que les peu nombreux modèles de référence 3D. L’historique et les techniques de

l’analyse non-linéaire des structures sandwichs seront développés paragraphe (II.8 -. Une

attention particulière sera portée à la modélisation de la compression de l’âme au paragra-

phe (II.9 -. Enfin, des conclusions de cette étude bibliographique quant à la modélisation

des structures sandwichs dissymétriques seront proposées.

II.7 - MODELES LINEAIRES CLASSIQUES DE
POUTRES ET PLAQUES SANDWICHS.

II.7.1 -  MODÈLES SIMPLIFIÉS.

Figure N° 2-28  Flèches partielles (Reproduit de Plantema [1966, p2]).

Le modèle simplifié le plus courant (Figure N° 2-28) fait appel à la notion de flèches par-

tielles ce qui peut se traduire par l’assertion suivante [Zenkerts 1997] :

" Dans le cas de la flexion simple, les peaux reprennent le moment de flexion sous forme de 

contraintes normales et l’âme se charge uniquement à l’effort tranchant".

Cette hypothèse est reprise de Allen [1969, Chap 1] et fournit des formules de type

R.D.M. pour la flèche ou les contraintes dans le sandwich [Gay 1991]. Elle permet de traiter

les sandwichs symétriques ou dissymétriques moyennant une évaluation différente des rigi-

dités de flexion des peaux. Dans le cas où le chargement n’est pas symétrique, il convient

de prendre en compte un cisaillement initial γ0 de l’âme dû au glissement initial des peaux

[Zenkerts 1997 p57 et Allen 1969 p19-20]. Si les peaux sont minces, la contrainte normale

pourra être constante dans l’épaisseur, alors qu’en peau épaisse, sa variation sera linéaire

dans l’épaisseur (poutre de Bernoulli).

Flexion pure des peaux Cisaillement du nida Flexion simple du sandwich

Wf             +       Wcis                    =                   W
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Cette approche peut être utilisée pour le calcul de la charge critique de flambage d’une

poutre sandwich en compression. 

Figure N° 2-29 : Application des flèches partielles au calcul de la charge critique de flambage d’une poutre.

L’équilibre local de la poutre fournit deux équations différentielles [Allen 1969 p49] :

        et           

Leur résolution et la recherche de la valeur critique de P conduit à une expression de la

charge de flambage :

Reprise récemment par [Allen 1997], la théorie des flèches partielles permet de traiter

les grands déplacements d’arcs sandwichs ou de classifier le type de comportement (via un

"master diagramm") en comparant les rigidités et les flèches partielles. 

La première étude publiée sur la tenue en compression des structures sandwich a été

réalisée dés 1945 [Hoff 1945]. 51 panneaux sandwichs âme mousse et peaux "papreg"

(papier plastique haut module) ont été testés. Deux modèles simplifiés de calcul de la

charge critique ont été proposés. 

Figure N° 2-30 : Modélisation du flambage local antisymétrique d’après Hoff (1945).

Hoff pose a priori la forme de la déformée (Figure N° 2-30) et (Figure N° 2-31). Le mode

Wf 

Wcis PP
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w
---- 1 π x⋅

L
---------- 

 cos– 
 ⋅ ⋅=



42 Structures Sandwichs Dissymétriques

de flambage local est alors soit antisymétrique (Figure N° 2-30), soit symétrique (Figure N°

2-31). Le champ des déplacements est de type trigonométrique. La longueur d’onde L est

inconnue ainsi que la profondeur de la perturbation w. Le champ est linéaire dans l’épais-

seur, donc en y. Le modèle prend aussi en compte un chargement P sur les peaux en com-

pression. L’égalité du travail de cette charge P et de l’énergie de déformation du sandwich

fournit une expression du type . La minimisation de cette expression par rapport

aux deux paramètres permet de déterminer les valeurs de L et w pour la contrainte critique.

On obtient alors l’expression suivante qui sert encore de référence [Meyer-Piening 1998].  

Figure N° 2-31 : Modélisation du flambage local symétrique d’après Hoff (1945).

La formule qui donne la contrainte critique pour le mode de flambage local symétrique

est : 

Les modèles actuels de flambage local sont basés sur le même principe mais avec des

variations plus élaborées dans l’épaisseur par exemple de type exponentielle [Kay 1990].

L’intérêt de ce type d’analyse simplifié est de permettre l’établissement pour chaque

phénomène de formules qui permettent de fournir les ordres de grandeur. La recherche

dans ce domaine est très limitée mais pourtant ne manque pas d’intérêt comme l’a montré

Allen récemment. De plus, ce type d’étude permet de bien comprendre la mécanique de

base des sandwichs, ce qui est plus difficile dès que la complexité de la formulation prend le

dessus comme nous allons le voir dans des développements plus récents.
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II.7.2 -  MODÈLES 2D.

 Dans ce cadre, les structures sandwichs ne sont le plus souvent traitées que comme

des cas particuliers des théories des plaques stratifiées anisotropes. Ces théories peuvent

être subdivisées en deux catégories : 

 Dans les modèles globaux, des hypothèses sur le champ de déplacement dans

l’épaisseur sont effectuées. Dans ce cas, le nombre et la nature des plis n’entrent pas en

compte. 

 Dans les modèles locaux, les hypothèses en contraintes ou déplacements sont

effectuées distinctement dans l’âme et les peaux.

Dans ce paragraphe les plaques seront décrites de manière standard, en supposant

que la contrainte en compression transverse soit nulle. Par ailleurs, dans la configuration la

plus défavorable, l’énergie de déformation due à la compression transverse n’excède pas

5% [NOOR 1995] et n’influe donc que peu sur la réponse globale du sandwich. Toutefois,

cette composante peut être à l’origine de la ruine de la structure, c’est le cas en particulier

pour les poutres courbes.   

Il est d’ailleurs intéressant de noter que cette équation entraîne que la théorie standard

des plaques repose sur une formulation mixte puisque l’on effectue à la fois des hypothèses

sur les déplacements et les contraintes. 

Dans les deux paragraphes suivants, les diverses cinématiques seront présentées sans

développer tous les calculs en déformations et contraintes. 

II.7.2.1 -  MODÈLES GLOBAUX.

HYPOTHÈSE DE REISSNER-MINDLIN (FSDT).

Elle s’énonce de la manière suivante [Reissner 1944, Mindlin 1951] :

«Après application des charges, les fibres normales au plan moyen restent droites mais pas 

forcément normales au plan moyen déformé, de plus la longueur d’une fibre transverse 

varie peu au cours de la déformation»

Cette nouvelle cinématique nécessite donc la connaissance de deux fonctions supplé-

mentaires en général intitulées  et  qui vont représenter la rotation de la

⇒

⇒

σzz 0=

ψx x y,( ) ψy x y,( )
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fibre sur son axe (Figure N° 2-32).

 

Figure N° 2-32 : Champ des déplacements de Reissner-Mindlin.

Le champ des déplacements s’écrit :

u(x,y,z) = u0(x,y) + z .  ;   v(x,y,z) = v0(x,y) + z .   ;    w0(x,y)

Cette théorie est souvent appelée théorie du premier ordre car les fonctions u et v sont

développées au premier ordre en z. (FSDT: First Order Shear Theory). Cette cinématique

est reprise par la majorité des éléments finis de plaques anisotropes ou sandwichs disponi-

bles dans les logiciels du commerce [Mahé 1991, Zhu 1995, Lainé 1998]. Le calcul des

déformations de cisaillement transverse conduit aux expressions :

                            et        

L’angle de cisaillement transverse est indépendant de z, donc constant dans l’épais-

seur. Par conséquent, la contrainte de cisaillement transverse sera constante par morceaux

dans l’épaisseur ce qui est erroné. Pour améliorer la qualité des résultats, il est donc néces-

saire d’introduire des coefficients correctifs k1 et k2 dans la loi de comportement. 

La valeur prise par défaut par la majorité des logiciels est k1 = k2 = 5/6 sans possibilité de

modification. Or cette valeur n’est valable que pour une plaque isotrope et homogène. Elle

fournit toutefois des résultats globaux acceptables pour un stratifié mais est erronée pour

des structures sandwichs. Il est meilleur dans ce cas de mettre k1 = k2 = 1 et de ne considé-

rer que le module de cisaillement de l’âme. Pour plus de détails sur ces coefficients, on peut

se référer aux publications de [Vlachoutsis 1992] ou [Whitney 1972].

Moyennant ces quelques précautions, la FSDT donne des résultats globaux tout à fait
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corrects [Noor 1995] et peut être appliquée à des problèmes complexes car le nombre de

fonctions inconnues reste limité à 5 ce qui assure une certaine robustesse numérique (par

exemple l’étude du postflambement avec prise en compte des défauts initiaux [Minguet et Al

1989]). 

THÉORIES D’ORDRE SUPÉRIEURS (HSDT).

Les principales limitations de la FSDT proviennent de l’usage des coefficients correctifs

et de la mauvaise description des contraintes dans le sens transverse. Pour accéder à ces

quantités, il est possible de prendre en compte le gauchissement de la fibre transverse par

un développement limité en z à l’ordre 3 des déplacements u et v (HSDT1). Les fonctions

u0, v0, et ξ sont liées au comportement en membrane et ζ et  au comportement en flexion

(Figure N° 2-33).

u(x,y,z) = u0(x,y) + z .  + z2.  + z3.  .

v(x,y,z) = v0(x,y) + z .  + z2.  + z3.  . 

w(x,y,z) = w0(x,y) .  

Figure N° 2-33 . Gauchissement de la fibre transverse sous HSDT1.

De ce fait, suivant la nature du stratifié étudié (possédant la symétrie miroir ou non) ou

du sandwich (symétrique ou dissymétrique), plusieurs champs restreints peuvent être obte-

nus en éliminant et superposant les termes pairs ou impairs et certains développements

limités peuvent alors être préconisés suivant le problème à traiter [Lo, Christensen et Wu

1978]. Un développement limité de la fonction w(x,y,z) est aussi possible mais ce point sera

discuté dans le paragraphe spécifique au calcul de la contrainte normale transverse.

Le nombre de fonctions inconnues est ici de 9 ce qui rend la résolution numérique com-

plexe et augmente les temps de calcul. Il est possible de le réduire à 5 [REDDY 1984] en

prenant en compte les conditions aux limites sur les faces libres du stratifié ou du sandwich :

                                et   

ψ

ψx x y,( ) ξx x y,( ) ζx x y,( )
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Le champ de déplacement devient alors :

Les champs de cisaillement transverses τxz (courbe 1) et τyz (courbe 2) obtenus directe-

ment par la FSDT et la HSDT de Reddy sont présentés Figure N° 2-34.   

Le calcul a été effectué pour une plaque stratifiée symétrique [0/90]2, 4 bords encastrés

et soumise à une pression sinusoïdale. Bien qu’il s’agisse d’une plaque stratifiée, k1 et k2

sont pris égaux à 5/6 pour la FSDT ce qui rend la comparaison en partie erronée. 

Figure N° 2-34 : Champs de cisaillements transverses pour un stratifié [0/90/90/0] ([REDDY 1984]).

Les courbes 1 Bis et 2 Bis fournissent τxz et τyz après récriture des équations d’équilibre.

On remarque que l’ordre de grandeur des contraintes transverses peut être obtenu par la

CPT (Kirchhoff). La FSDT et la HSDT de Reddy fournissent des résultats proches. Il semble

donc que cette méthode de calcul a posteriori permette d’avoir des estimations correctes en

s’affranchissant des difficultés numériques engendrées par les HSDT.

Une comparaison de plusieurs théories d’ordres supérieurs utilisées pour la cinématique

u x y z, ,( ) u0 x y,( ) z ψx x y,( ) 4
3
--- z

h
--- 

  ψx x y,( )
x∂

∂w0+ 
 ⋅ ⋅–⋅+=

v x y z, ,( ) v0 x y,( ) z ψy x y,( ) 4
3
--- z

h
--- 

  ψy x y,( )
y∂

∂w0+ 
 ⋅ ⋅–⋅+=

w x y z, ,( ) w0 x y,( )=

HSDT

FSDT

CPT

HSDT
FSDT

FSDT

HSDT
HSDT

FSDT

CPT

σXZ

σYZ

σXZ

σYZ

COURBE 1 : A PARTIR DES COURBE 1 BIS : PAR CALCUL DIRECT

EQUATIONS D’EQUILIBRE

COURBE 2 : A PARTIR DES 
EQUATIONS D’EQUILIBRE

COURBE 2 BIS : PAR CALCUL DIRECT

A POSTERIORI

A POSTERIORI



Etude bibliographique 47

d’un élément fini et de la FSDT a été réalisée par Kant et Manjunatha [1992]. Dans cette

étude, une attention particulière a été apportée au calcul des contraintes de cisaillement

transverse dans le cas des sandwichs. Le développement complet à l’ordre 3 présenté en

début de paragraphe (HSDT1) et une formulation modifiée (HSDT2) sont comparées. Dans

la HSDT2, on peut ne retient pas les termes en z2  :

u(x,y,z) = u0(x,y) + z .   + z3.  

v(x,y,z) = v0(x,y) + z .   + z3.  

w(x,y,z) = w0(x,y)        

Il résulte de cette comparaison :

• Une différence importante en flèche entre la FSDT et les HSDT quand

l’élancement (le ratio Longueur/hauteur) de la plaque sandwich est faible (L/h

= 5).

• Une différence entre les HSDT1 et HSDT2 quand le sandwich est antisymétrique

[0/90/nida/0/90] dû au fait que le gauchissement de la fibre transverse est

moins pris en compte par la HSDT2.

• Lorsque l’élancement est plus important (L/h = 10) et le sandwich est

dissymétrique [0/45/-45/30/nida/30/90/0] les trois théories convergent

davantage.

• L’ensemble des théories convergent quand le sandwich est fin et symétrique.

A notre sens, cette étude montre que pour les sandwichs de type aéronautique (élan-

cés, à peau fine et avec une âme de faible rigidité) l’apport des théories d’ordre supérieur

n’est pas certain.

II.7.2.2 - MODÈLES LOCAUX.

MODÈLES DITS "ZIG-ZAG".

Le modèle "Zig-Zag" suppose une variation linéaire par morceaux des déplacements de

membrane u et v dans l’épaisseur du sandwich. Ceci implique nécessairement que l’âme

n’a pas de rigidité en flexion dans son plan (antiplane core).

Les peaux se comportent :

Soit en membrane : Hypothèse de Reissner [1948] ; pour les peaux fines.

Soit en flexion (plaques de Kirchhoff) : Hypothèse de Hoff [1948] ; pour les

peaux épaisses.

ψx x y,( ) ζx x y,( )

ψy x y,( ) ζy x y,( )
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Soit en flexion+cisaillement transverse (plaques de Mindlin) : pour les

peaux stratifiées épaisses [Lee et Fan 1996].          

Figure N° 2-35 : Modèles de Reissner et Hoff en configuration déformée (Poutres).

Cette approche est issue des modèles simplifiés et correspond à une approche spécifi-

que aux sandwichs alors que, dans les modèles globaux, il s’agissait de généraliser la théo-

rie des plaques anisotropes. C’est historiquement la première approche et la plus utilisée

dans les théories dédiées spécifiquement aux structures sandwichs.

Ces modèles sont dits aussi C0 car ils assurent la continuité des déplacements. Le nom-

bre d’inconnues en déplacement est de 5. En général, il s’agit des trois déplacements des

points du plan moyen du sandwich et des cisaillements de l’âme :

u0(x,y),   v0(x,y),    w0(x,y),   γxz (x,y),    γyz(x,y)

Cette analyse a été synthétisée par Allen [1969].

THÉORIES DISCRÈTES D’ORDRES SUPÉRIEURS.

Dans ce cas, un champ non linéaire d’ordre supérieur est superposé au champ Zig-Zag.

Si aucune hypothèse particulière n’est effectuée, le nombre d’inconnues est donc de 9 fonc-

tions (HSDT1) x 3 phases = 27. Un modèle de ce type a été évalué par Noor [1995]. Ce

modèle donne de bons résultats tant en ce qui concerne la réponse globale que les con-

traintes transverses, sauf dans les peaux. Toutefois, cet auteur ne précise pas les temps de

calcul et n’évalue pas la "robustesse" numérique.

Pour diminuer le nombre d’inconnues, on peut aussi imposer la continuité en contraintes

aux interfaces [Xavier et Al 1992, Cho et Parmenter 1992]. Le premier auteur propose un

déplacement discrétisé (pour le k-ième pli) du type :

x∂
∂w0

γxz

x∂
∂w0

γxzREISSNER HOFF
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On peut remarquer que la formulation est du même type que celle de Reddy [1984]. La

fonction  qui a la même signification que dans la formulation de Mindlin est reliée au

cisaillement transverse dans chaque pli ou dans l’âme. Cette remarque permet de poser :

Ce qui permet d’écrire le déplacement du k-ième pli en fonction de celui du premier pli et

après écriture de la continuité des déplacements aux interfaces de ramener le nombre total

d’inconnues à 3 (u1
0, w0, ) dans le cadre d’une poutre :

Cette étude a été appliquée aux sandwichs ayant une âme rigide en flexion. Dans ce

cas, la différence dans la distribution des contraintes transverses de cisaillement est sensi-

ble par rapport aux modèles Zig-Zag. Pour une âme sans rigidité, les équations d’équilibre

montrent que le cisaillement est constant dans l’épaisseur. Donc, les modèles avec gau-

chissement de la fibre transverse de l’âme intègrent un nombre de paramètres supérieur à

celui nécessaire à la modélisation des sandwichs aéronautiques.

II.7.3 - MODÈLES 3D.

Le développement de ce type de modèle s’est imposé de par la limitation pratique des

modèles existants et la nécessité d’avoir une base étendue de "Benchmark Tests" pour la

validation des éléments finis ou des théories analytiques spécifiques sandwichs [Vautrin

1997]. Par contre, ces modèles sont d’un intérêt limité dans un cadre industriel car très res-

trictifs du point de vue des chargements, de la géométrie et des conditions aux limites ce qui

est nécessaire pour traiter le problème. Par exemple, le modèle cité le plus souvent est celui

de Pagano [1970]. Il fait référence pour l’évaluation des modèles 2D et des éléments finis

car aucune hypothèse n’est imposée a priori sur le champ des contraintes. Par contre, il

s’applique à un problème bien précis :

La plaque est rectangulaire et simplement appuyée sur les quatre bords de la

face inférieure.

uk x y z, ,( ) uk
0

x y,( ) z–
x∂

∂w0 z 4
3
---– z3

hPlaque
2

----------------⋅ 
  ψk x y,( )⋅+⋅=
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ψk

ψk αk ψ1⋅= avec αk G1 Gk⁄=
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uk x y z, ,( ) u1
0

x y,( ) α j 1– α j–( ) z 4
3
---– z j

3

h2
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Le champ de pression q(x,y) est sinusoïdal et s’exerce sur la face supé-

rieure. Il n’y a aucun effort sur toutes les autres faces.

Les peaux et l’âme peuvent être orthotropes ou isotropes.

Les axes d’orthotropie des peaux et de l’âme sont communs et parallèles aux

bords de la plaque.

Le problème est linéaire.

La loi de comportement s’écrit pour chaque pli :

L’équation d’équilibre local Div[σσ] = 0 pour chaque pli devient :

             C11.u,xx  + C66.u,yy + C55.u,zz  + (C12 +C66) v,xy  +  (C13 +C55) w,xz = 0

             (C12+C66 ).u,xy  +  C66.v,xx  + C22.v,yy  + C44.v,zz   +  (C23 +C44) w,yz = 0

             (C13+C55 ).u,xz  +  (C23 +C44).v,yz  + C55.w,xx  + C44.w,yy  +  C33  w,zz = 0

Le champ de déplacement est ensuite discrétisé pour un harmonique m,n :

puis l’on pose :                 (U,V,M) = (U*,V*,W*). exp (s.z).

La résolution analytique consiste en un problème aux valeurs propres puis une équation

différentielle d’ordre 6 en s est discutée. L’intégration des équations nécessite 6 constantes

qui sont déterminées par les conditions aux limites sur chaque pli. Un système à 18 équa-

tions pour chaque harmonique doit donc être résolu dans le cas d’un sandwich. Ce système

s’avère sensible aux erreurs d’arrondis et nécessite l’emploi de réels quadruple précision.

Le nombre d’harmoniques nécessaires à la description d’un champ de pression uniforme

est 2500 [Vannucci 1997].

σxx

σyy

σzz

τyz

τzx

τxy

C11 C12 C13 0 0 0
C21 C22 C23 0 0 0
C31 C32 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66

εxx

εyy

εzz

γyz

γzx

γxy

•=

w W z( ) mπx
a

------------sin nπy
b

----------sin⋅ ⋅=

v V z( ) mπx
a

------------sin nπy
b

----------cos⋅ ⋅=

u U z( ) mπx
a

------------cos nπy
b

----------sin⋅ ⋅=
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Une autre solution analytique a été obtenue [Phan Dang 1976] en faisant des hypothè-

ses plus restrictives sur le comportement des peaux (membranes) et sur une variation soit

linéaire, soit parabolique par morceaux des contraintes transverses dans ces mêmes

peaux. L’âme est sans rigidité de flexion, par conséquent les contraintes de cisaillement

transverses sont constantes dans l’épaisseur. Une formulation mixte est utilisée pour la

résolution où les déplacements et les contraintes σ13, σ23, σ33 sont inconnues. La discrétisa-

tion des inconnues se fait par des séries de Fourier comme pour la théorie de Pagano.

Mais, pour chaque harmonique, seulement 7 équations linéaires doivent être résolues.

Cette solution est donc plus rapide numériquement même si un plus grand nombre d’harmo-

niques doit être utilisé [Vannucci 1997].

Outre l’intérêt de ces méthodes pour l’évaluation des éléments finis, elles peuvent aussi

être utilisées dans leur principe pour résoudre complètement des problèmes simples mais

très utiles en pratique comme la flexion 3 points [Meyer-Piening 1997] ou le flambage

[Meyer-Piening 1998] d’une poutre sandwich. Il apparaît donc que ces méthodes peuvent

être utilisées comme alternative aux théories d’ordres supérieurs, dans des cas simples,

pour déterminer toutes les contraintes dans une structure sandwich.

II.8 - ANALYSE NON LINÉAIRE GÉOMÉTRI-
QUE DES PLAQUES SANDWICHS.

Le paragraphe précédent a montré la diversité et la complexité des descriptions du com-

portement des structures sandwichs. Si l’on "superpose" à ce premier problème les difficul-

tés de l’analyse non-linéaire, il est compréhensible que les travaux soient moins nombreux

et plus tardifs (de 2 références en 1969 [Allen 1969] à seulement 30 en 1996 [Noor 1996]).

Un des principaux points à résoudre est d’ordre numérique ce qui fait que l’analyse non-

linéaire des plaques sandwichs se fait en pratique par éléments finis [Jeusette et Laschet

1990, Al-qarra 1988]. Aussi, l’essentiel de la recherche porte sur le développement d’élé-

ments spécifiques reprenant les diverses formulations présentées jusqu’ici.

Toutefois, il peut être nécessaire en avant projet de disposer de moyens de calcul per-

mettant de réaliser des itérations rapidement afin de pouvoir saisir l’influence de tel ou tel

paramètre pour converger vers une solution technologique optimale. Ce paragraphe se pro-

pose de décrire dans un premier temps les premiers développements de l’analyse non

linéaire géométrique des plaques sandwichs jusqu’en 1983. Puis des modèles de plaques

spécifiques seront présentés.
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ANALYSE NON LINÉAIRE GÉOMÉTRIQUE DES STRUCTURES
SANDWICHS JUSQU’EN 1983.

La première formulation non-linéaire pour des plaques sandwichs à peaux isotropes et

minces de type membrane a été établi par [Reissner 1948]. Les déformations sont de type

Von Karman. Le problème est formulé en un système d’équations différentielles en utilisant

la méthode des contraintes et une fonction d’Airy F. Le système obtenu est une généralisa-

tion des équations des plaques fines et isotropes en grands déplacements aux structures

sandwichs.

où D représente la rigidité de flexion du sandwich, q la charge répartie, E le module

d’Young des peaux et Gc le module de cisaillement de l’âme. 

Ces équations ont été reprises dans le cas d’une âme orthotrope [Alwan 1964] et réso-

lues en w par l’utilisation d’une série de fonctions. La méthode des perturbations a aussi été

employée [Kan et Huang 1967] en utilisant un développement de w de la forme :

La résolution a été effectuée au premier ordre en utilisant une fonction w1 polynômiale

qui permet la prise en compte de conditions aux limites tous bords encastrés : 

Ces premières études se sont donc limitées essentiellement à la détermination de la flè-

che en utilisant diverses techniques de résolutions numériques du système d’équations dif-

férentielles posé par Reissner [Kao 1974], [Kamiya 1975, 1978], [Rao et Valsarjan 1982,

1983].

 

MODÈLES DE PLAQUES SANDWICHS NON LINÉAIRES.

Parmi les 30 références de l’article bibliographique de Noor, seulement deux études ont

retenu notre attention.

La première, à la fois théorique et expérimentale, porte sur le post-flambage des pla-

ques sandwichs symétriques [Minguet, Dugundji et Lagace 1989]. Le champ de déplace-

ment utilise la FSDT avec coefficients de cisaillement égaux à 5/6. L’hypothèse de Von

Karman est posée et le champ des déformations s’écrit (winit représente le défaut initial) :
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Une méthode de Rayleigh-Ritz est employée pour résoudre le problème et diverses

bases sont utilisées, par exemple pour u et v :

Les termes linéaires en  et  servent à représenter les déformations de membrane de

la plaque. Dans la série trigonométrique, tous les harmoniques ne sont pas utilisés dans la

mesure où l’expérience a montré que certains sont toujours négligeables. Ceci permet de

diminuer le nombre d’inconnues ce qui est important en non linéaire tant du point de vue de

la stabilité numérique que du temps de calcul. 

La flèche est représentée par des fonctions du type :

Fi est dite "beam fonction". Les coefficients αi et γi sont calculés de manière à s’annuler

pour les valeurs de  sur les bords. Diverses combinaisons en  et  sont possibles pour

représenter les différents cas de conditions aux limites.

Le problème est posé sous forme matricielle, et la solution est recherché en appliquant

le principe du minimum de l’énergie potentielle. La technique de résolution employée ici est

celle dite "Line-Search" [Cf Christfield 1991 Chap 9 pp 254-265]. En effet, la méthode de

Newton-Raphson se révèle instable pour l’étude des comportements avec points limites ou

points de bifurcation et dans le cas de la recherche de plusieurs minimums correspondant

aux différentes solutions post-flambées possibles. Cette technique permet une accélération

de convergence en atteignant directement la charge désirée sans incrémentations succes-

sives. Ici, les solutions d’équilibre sont trouvées par balayage à partir de la solution linéaire
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en direction des divers modes de flambage.

Le flambage d’un sandwich symétrique est étudié et montre un comportement post-

flambement simple avec seulement une branche de bifurcation (trois solution post-flambées

différentes ont été obtenues dans le cas d’une plaque stratifiée). Par contre la prise en

compte des défauts initiaux est importante pour retrouver le comportement expérimental

(Figure N° 2-36).

   

Figure N° 2-36 : Comportement d’un sandwich en compression avec défauts initiaux.

La deuxième étude analysée consiste à étendre en non-linéaire le modèle de plaque de

Hoff dans le cas où les peaux sont isotropes [Cheng, Wang et Huang 1993]. La résolution

se fait après écriture des équations différentielles d’équilibre du sandwich en discrétisant les

déplacements inconnus par des séries de Fourier mixtes :

L’intégration de ces équations différentielles se fait par un logiciel de calcul formel et

seul les 6 premiers harmoniques sont retenus. Puis les résultats de la formulation sont com-

parés, uniquement pour la flèche, aux autres formulations d’avant 1982 [Kan & Huang 1967,

Kamiya 1978, Rao et Vasarajan 1982]. Par rapport à la formulation de Reissner, les hypo-

thèses de Hoff sont à retenir dans le cas où la plaque est encastrée. L’erreur entre les deux

formulations atteint alors 16%.

Bien qu’un certain nombre d’éléments finis non linéaires basés sur les différentes formu-

lations présentées dans les paragraphes précédents ait été réalisés, nous n’avons trouvé

qu’une seule évaluation comparative des différentes formulations [Ferreira et Al 1997]. La

comparaison s’effectue entre 3 éléments :
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• Le premier élément est du type FSDT avec coefficients correctifs.

• Le second élément est du type HSDT (cf Kant 1992) avec développement au

troisième degré ce qui assure une variation parabolique du cisaillement dans

l’épaisseur.

• Le troisième élément est discret par morceaux avec une formulation de type

Mindlin pour chaque pli ou âme.

 Les trois modèles convergent pour le cas de peaux isotropes (Figure N° 2-37).  

Figure N° 2-37 : Comparaison de modèles d’éléments finis non-linéaires dans le cas d’une plaque isotrope 
(reproduit de Feirrera et Col 1997).

Par contre, des différences importantes sont observées tant en déplacement qu’en con-

traintes pour les sandwichs à peaux anisotropes possédant une âme de très faible rigidité

devant celle des peaux ce qui est le cas des sandwichs aéronautiques (Figure N° 2-38). 

Figure N° 2-38  : Comparaison de modèles E.F. non-linéaires dans le cas d’un sandwich symétrique avec L/
h=6 et Exx (Peaux) = 1000 Exx (Ame) <=> hypothèse antiplane core (reproduit de Feirrera et Col 1997).
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Pour l’auteur, dans ce cas, le modèle le plus fiable serait le modèle Zig-Zag. La diffé-

rence est moins marquée pour les sandwichs qui ont une âme rigidité en flexion. Il semble-

rait donc que des modèles trop enrichis de type HSDT génèrent des erreurs dans le

domaine non linéaire et dans le cas des sandwichs de type aéronautique.

CONCLUSIONS.

Ce chapitre montre que peu de développements de théories spécifiques plaques sand-

wichs en non linéaire ont été effectués. La difficulté de la formulation et la complexité des

géométries des structures réelles font qu’il est logique que les rares spécialistes ayant

besoin de dimensionner en non-linéaire se tournent vers les méthodes éléments finis. Par

conséquent, les efforts de recherche portent essentiellement sur ce point et la production

dans ce domaine est conséquente. 

II.9 - TECHNIQUES D’ANALYSE DE LA COM-
PRESSION DANS L’ÂME.

Cinq méthodes différentes ont été identifiées et vont être présentées en évoluant des

formulations les plus classiques en déplacement vers la MMC 3D.

THÉORIES D’ORDRE SUPÉRIEUR.

Un développement limité à l’ordre 2 ou 3 de la flèche en w en z est proposé : 

                    w(x,y,z) = w0(x,y) + z .  + z2.  + z3.  

Dans le cas où le sandwich est dissymétrique et fortement anisotrope, le développe-

ment limité à l’ordre 3 est recommandé si l’on désire connaître avec beaucoup d’acuité les

contraintes transverses [Majunatha et Kant 1992]. On peut toutefois remarquer que seul des

développements limités à l’ordre 2 sont nécessaires pour l’étude de la réponse statique de

sandwichs de type aéronautique [Majunatha et Kant 1993] (voir démonstration dans le para-

graphe sur les méthodes de type prédicteur/correcteur).

THÉORIES ZIG-ZAG MODIFIÉES.

On retrouve des champs de déplacements linéaires par morceaux dans les peaux et le

nida. Le champ d’inconnues standard [Allen 1969] est composé des trois déplacements du

ψz x y,( ) ξz x y,( ) ζz x y,( )
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plan moyen du sandwich u0 , v0 , w0 et du cisaillement de l’âme γxz,γyz.

u0(x,y),    v0(x,y),    w0(x,y),    γxz (x,y),    γyz(x,y)

 Celui est modifié en :

u1(x,y),     v1(x,y),      w1(x,y),     u2(x,y),     v2(x,y),     w2(x,y)

où l’on choisi les déplacements du plan moyen de chacune des peaux indicées 1 et 2

(Figure N° 2-39). Cette possibilité a été exploitée pour des modèles de poutre simplifiés

[Hoff 1945], [Ojalvo 1967] et pour un élément fini linéaire [Lee et Fan 1996]. 

Figure N° 2-39 : Champ des déplacements dans la théorie Zig-Zag modifiée.

Avec cette nouvelle cinématique, le déplacement vertical dans l’âme wc peut être inter-

polé linéairement :

On en déduit l’expression de la déformation normale et de la contrainte transverse : 

La déformation ε33 obtenue est constante dans l’épaisseur et donc σ33 est aussi cons-

tante. Or les équations d’équilibre montrent que la variation est linéaire dans l’épaisseur. On

obtient donc par cette technique uniquement une estimation de la contrainte normale trans-

verse. 

Lee et Fan ont utilisé cette cinématique pour suivre l’évolution de l’écrasement (w1-w2)

par rapport à la flèche (w1 ou w2) : (w1-w2)/w2 (en %) (Figure N° 2-40). Les deux sandwichs

(a) et (b) étudiés sont symétriques et ont une âme en nid d’abeille de 10 et 7 mm. Le dra-

page des peaux pour le sandwich (a) est [0°]3 et pour le sandwich (b) [0°/90°/0°]. Les char-

ges peuvent être ponctuelles ou uniformes et les conditions aux limites 4 bords encastrés

(C) ou en appui simple (SS).
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Figure N° 2-40 : Evolution de l’écrasement du nida (Reproduit de Lee et Fan 1996).

Toutes les figures montrent que l’écrasement relatif est très faible pour un chargement

par pression uniforme. Pour un chargement concentré, dans les figures 1 (a) et 1 (b), l’écra-

sement relatif augmente quand la rigidité transverse de l’âme diminue, ce qui n’est pas une

surprise. Les valeurs atteintes restent toutefois modérées et ne dépassent pas 18% de la

flèche. Par contre, l’écrasement augmente jusqu’à 80% de la flèche dans le cas de charge-

ment concentré lorsque la plaque est de petites dimensions (figures 2 (a) et 2 (b)). 

La formulation de cette méthode s’avère simple, peu coûteuse en termes supplémentai-

res (1 inconnue de plus) ou de couplage. Toutefois, de par la nature trop simple de cette

méthode, il semble que les valeurs proposées par ces auteurs ne soient que des estima-

tions. Elles devraient de plus être comparées à l’expérience.

MÉTHODES DE TYPE PRÉDICTEUR/CORRECTEUR.

Les modélisations 2D fournissent une réponse globale correcte en déplacements et en

contraintes de membrane, mais sont moins précises en ce qui concerne les contraintes
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transverses. Une méthode pour améliorer la précision consiste à récrire les équations

d’équilibre a posteriori avec les résultats de la théorie 2D. Dans le cas des poutres sand-

wichs [Majunatha et Kant 1993], les équations d’équilibre s’écrivent :

Par conséquent l’intégration de la première équation pli par pli fournit pour le L-ième pli :

En éliminant  entre les deux équations d’équilibre on obtient :

Ce qui, intégré pli par pli deux fois, fournit la relation :

L’intégration de la contrainte normale transverse nécessite la connaissance de deux

constantes C2 et C3 qui peuvent être déterminées par les conditions aux limites sur les faces

libres de la poutre sandwich.  

Figure N° 2-41 : Champ de déplacement dans l’épaisseur (a) et contrainte normale transverse (b) (reproduit 
de Kant et Majunatha 1992).

Par contre, l’intégration de la contrainte de cisaillement transverse dans l’épaisseur ne

nécessite la connaissance que d’une seule constante C1 qui sera déterminée pour le pre-

mier pli. On démontre [Barrau 1986, p112-113] que  s’annule sur la deuxième face de la

plaque. Il faut aussi noter que l’utilisation de la dérivée seconde des contraintes correspond

à une dérivée d’ordre 3 du champ des déplacements et qu’il faut par conséquent une inter-

polation ou une discrétisation de degré supérieur à 3 (en polynômes).

Le champ des déplacements "u" permet de visualiser le gauchissement de la fibre trans-
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verse pour un sandwich (Figure N° 2-41 (a)). L’évolution de la contrainte normale transverse

σzz est présenté Figure N° 2-41 (b).

MÉTHODES MIXTES CONTRAINTES/DÉPLACEMENTS.

Dans cette approche, des contraintes et des déplacements choisis sont les inconnues.

L’approche employée par [Frostig 1990, 1992] consiste à utiliser la MMC 2D pour décrire le

comportement de l’âme de type "antiplane core" et à décrire le comportement des peaux

avec un champ de déplacement de type Kirchhoff. Les champs de déplacement dans l’âme

wc(x,z) et uc(x,z) sont respectivement paraboliques et cubiques en z après intégration des

équations d’équilibre.

Un système de 5 équations différentielles où les inconnues en déplacement sont avec

nos notations u1(x), u2(x), w1(x), w2(x) et le cisaillement dans le nida (x) est obtenu par

écriture du principe des travaux virtuels (même méthode que [Hoff 1948]).

                     

      

      

L’intégration du système d’équations différentielles fournit une solution particulière poly-

nômiale et une solution générale sous forme de somme d’exponentielles. L’intégration de ce

système différentiel nécessite la connaissance de 14 constantes qui sont obtenues par écri-

ture de 7 conditions aux limites en chargements et en déplacements pour chaque interface

peau/âme. Cette formulation présente l’intérêt de pouvoir prendre en compte les forces con-

centrées sans avoir à gérer numériquement des problèmes de discontinuité et de fournir

une solution complète. Les champs obtenus pour une poutre de longueur L soumise à de la

flexion 3 points sont illustrés (Figure N° 2-42).

Cette théorie a été successivement appliquée aux plaques [Frostig 1994], aux sand-

wichs à faces non parallèles [Frostig 1995] et à l’étude des effets de bords [Frostig 1997].
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Figure N° 2-42 : Champs de contraintes dans une poutre soumise à de la flexion 3 points (reproduit de Fros-
tig et Al 1994).

Une démarche analogue a été utilisée par Kim et Hong [1988] pour des plaques avec

une rigidité finie du joint de colle. Le déplacement dans l’âme obtenu est aussi parabolique

en w et cubique en u et v. Le problème est résolu par minimisation de l’énergie potentielle

avec multiplicateurs de Lagrange pour la prise en compte de la continuité des déplace-

ments. Les inconnues du problème sont ici u1(x,y), u2(x,y), v1(x,y), v2(x,y), w1(x,y), w2(x,y) et

les cisaillements de l’âme γx(x,y) et γy(x,y). La résolution se fait alors par une méthode de

Rayleigh-Ritz à base de série de fonctions trigonométriques.

MODÈLES M.M.C.

On se reportera pour cette technique au paragraphe (II.7.3 -).

MODÈLES NON LINÉAIRES.

Outre un élément fini développé par Madenci [1998] en grands déplacements, grandes

rotations avec formulation lagrangienne actualisée et utilisation des tenseurs de contraintes

corotationnels, nous n’avons trouvé à notre connaissance que deux modèles de poutres

sandwichs non linéaires avec nida compressible.

La première étude [Chang 1991] s’intéresse au flambage et au post-flambage de pla-

Flèche Moment de Flexion

0 L

0 L

0 L0 L

0 L0 L

Contraintes normales aux interfacesForces de cisaillement
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ques sandwichs dont les 4 bords sont rigides (Figure N° 2-43) ce qui permet de traiter le

modèle en poutre. La formulation est mixte et le champ des déplacements obtenu dans

l’âme est du même type que Kim et Hong [1988] ou Frostig [1992]. Les forces sont introdui-

tes dans les angles. 

Figure N° 2-43 : Modèle de poutre à bords rigides (Reproduit de Chang 1991).

 Les inconnues dans ce problème sont :

• les déplacements des peaux  u1(x), u2(x), w1(x), w2(x).

• le cisaillement dans le nida (x).

• les contraintes normales aux interfaces σz1 et σz2.

• les forces et moments dans les angles V1 et V2,  M1 et M2, ∆F= F1 - F2.

• l’angle de rotation de solide θ du coin du sandwich supposé infiniment rigide.

• une constante d’intégration de wâme : k1.

Un système d’équations est formé en écrivant l’équilibre des peaux, des bords rigides,

de l’âme, et les conditions aux limites. La relation déplacement/déformation est non linéaire

de type Von Karman. Ce modèle permet une étude de l’influence des paramètres matériaux

et dimensionnels sur la charge de flambage et le comportement post-flambement. 

 Le deuxième modèle a été présenté par [Reimerdes et Shermann 1998]. L’approche

est analogue dans ses grandes lignes au modèle précédent puisqu’un système d’équations

différentielles est obtenu à partir des équations d’équilibre pour les peaux et l’âme. La for-

mulation est aussi mixte. Par contre la relation contrainte-déformation dans les peaux n’uti-

τxz
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lise pas la simplification de Von Karman et est du type :

Le modèle est ensuite comparé à une modélisation E.F. en flexion 4 points. La corréla-

tion est bonne et l’analyse non linéaire avec nida compressible démontre une résistance

moindre et permet de mettre en évidence la longueur d’onde de la peau déformée après

flambage.

II.10 - CONCLUSIONS RELATIVES A LA PAR-
TIE THÉORIQUE.

La première constatation qui s’impose est la grande variété des modèles de description

des structures sandwichs. Des diverses études qui ont été présenté nous retiendrons :

• Beaucoup des modèles analytiques ou E.F. consistent en l’extension des théories

des stratifiés composites aux structures sandwichs. Il semble que pour des

modélisations E.F. de grandes structures sandwichs, cette approche est a

priori suffisante moyennant un bon choix des coefficients correctifs et la

moins coûteuse en terme de temps de calcul. 

• A notre connaissance, il n’existe que peu de modèles analytiques non linéaires.

Ceci peut s’expliquer d’une part par le fait que le dimensionnement des

structures réelles se fait aussi et surtout aux jonctions. Dans ces zones, la

géométrie est complexe et seules des méthodes E.F. sont viables à l’heure

actuelle. Toutefois, i l  semble que la demande de logiciels de pré-

dimensionnement rapide des zones courantes augmente en construction

aéronautique.

• La modélisation des sandwichs de type aéronautique à âme sans rigidité de

flexion et à peaux fines ne nécessite pas de théories trop élaborées car les

divers modèles convergent dans cette configuration dans le domaine linéaire.

De plus, il semble que pour le domaine non linéaire, le modèle de type Zig-

Zag soit le plus fiable [Ferreira 1997].
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• Les modèles 2D globaux ne permettent pas de traiter séparément les deux peaux

en conditions aux limites et en chargement. Ce qui peut s’avérer gênant dans

le cas des sandwichs dissymétriques et masque une partie du comportement

[Frostig 1997].

• C’est un lieu commun mais il est utile de rappeler que le manque de robustesse

numérique s’accroit avec la complexité de la formulation.

• La recherche de solutions complètes pour les structures sandwichs n’est pas une

tâche aisée. Il nous apparaît toutefois que l’idée de traiter a posteriori les

variables à "faible valeur énergétique" comme la compression de l’âme est

une des plus simple et des plus efficace.

• D’une manière générale, il existe trop peu de corrélations expérience/théorie dans

la littérature [Vautrin 1997].
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CHAPITRE III 

III.1 - CONCEPT D’ESSAI SOUS SOLLICITA-
TIONS COMBINÉES.

III.1.1 - CONTEXTE GENERAL.

La certification des structures composites d’hélicoptère repose sur la démarche de la

"Pyramide des Essais" (Figure 2.2). Dans le cadre de cette démarche, cette étude s’est inté-

ressée aux essais de niveau II sur éprouvette technologique. Ce type d’éprouvette est

représentative de la technologie et des drapages utilisés sur le fuselage sans être spécifi-

que au sens de la forme et des jonctions à une zone particulière. Les essais de niveau II

sont menés en compression sur machine universelle (Chap II.3.2) et en cisaillement au

carré déformable (Chap II.3.3). Cette approche présente toutefois deux grandes limitations :

L’enveloppe des contraintes critiques en sollicitations combinées compres-

sion/cisaillement n’est pas validée expérimentalement. 

Si il existe des méthodes théoriques qui permettent de déterminer les contraintes criti-

ques sous sollicitations complexes, il n’existe pas ou peu d’essais permettant de valider les

ETUDE EXPERIMENTALE
ESSAIS SOUS SOLLICITATIONS

COMBINEES COMPRESSION/
CISAILLEMENT 

⇒
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valeurs obtenues (Chap II.4.3). On retrouve d’ailleurs cette problématique dans les ouvra-

ges de design des structures sandwichs qui conseillent de prendre de la marge par rapport

aux valeurs théoriques [US-Military Handbook 23A]. Il existe donc une lacune à ce niveau

dans la démarche de certification des structures par la pyramide des essais. 

Figure N° 3-1 : Domaine de validité des essais classiques de niveau II.

 Le domaine de validité des résultats expérimentaux n’est pas clairement établi. 

En effet, compte-tenu de la diversité des modes de ruptures des structures sandwichs et

des difficultés expérimentales propres aux composites mises en évidence dans la bibliogra-

phie, il n’est pas certain que les "résistances" obtenues à partir des essais usuels soient

directement extrapolables ou du moins conservatrices par rapport aux structures réelles.

Le corollaire de cette deuxième problématique est la maîtrise des conditions aux limites

en essai. La transmission des efforts de compression sur machine d’essai universelle se fait

par adhérence sur des talons collés sur la zone monolithique alors que la technologie utili-

sée sur appareil est très différente. Or, il s’avère que les sandwichs dissymétriques sont très

sensibles au décalage de la ligne moyenne d’introduction des efforts. Par conséquent, il est

souhaitable que le mode d’introduction des efforts soit le plus similaire possible en essai et

sur appareil.

Ces quelques remarques mettent en évidence l’intérêt d’essais de type structure sous

sollicitations complexes et une quasi-absence d’études dans ce domaine. Le besoin est

d’ailleurs régulièrement formulé par les industriels de l’aéronautique [Razi 1998] et de la

construction navale. En conséquence, cette recherche a pour objectif de définir un type

d’essai utilisant des conditions aux limites le plus proche possible de la technologie utilisée

par Eurocopter et apte à faire travailler les éprouvettes sous sollicitations combinées.

RésistanceCompression

RésistanceCisaillement

Points expérimentaux

Points expérimentaux

Domaine non validé par des essais

Allure supposée de l’enveloppe de résistance

⇒
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III.1.2 -  CONCEPT RETENU.

Le principe consiste à recréer de la manière la plus réaliste et la plus simple possible le

mode de travail des structures sandwichs dissymétriques sur appareil. Le caisson est la

forme géométrique qui répond à cet objectif. Cette solution a d’ailleurs déjà été retenue par

plusieurs auteurs [Peters 1948, Klein 1989], mais nos modes d’introduction des efforts sont

différents (Figure N° 3-2) et la solution est adaptée au cas des sandwichs dissymétriques. 

Figure N° 3-2 : Montage d’essai.

Le montage d’essai se décompose en un caisson (1) en alliage d’aluminium et deux

poutres en I profil IPN traversantes (3). L’éprouvette technologique (2) en carbone est bou-

lonnée sur la partie centrale de la face supérieure (voir aussi Figure N° 3-10). Le montage

est fixé aux extrémités des deux IPN via deux rotules sur deux socles (4). Les deux autres

extrémités des IPN (3) sont rotulées aux vérins de torsion (5). Deux potences (6) supportent

les vérins de flexion (7) dont l’extrémité de tige est raccordée aux extrémités du caisson (2).

L’ensemble repose sur un marbre (8) existant au Laboratoire Structures.

Lorsque les vérins (7) exercent un effort vertical F vers le haut, le caisson est soumis à

de la flexion 4 points et la zone centrale entre les deux IPN (3) à de la flexion pure. En con-

séquence l’éprouvette qui forme la face supérieure du caisson central sera soumise à de la

compression (Figure N° 3-3).

Lorsque les vérins (5) exercent un effort vertical T, la partie centrale du caisson est sou-

1 2

3 4 5

6

8

7
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mise à de la torsion introduite par les deux IPN (3), en conséquence l’éprouvette qui forme

la face supérieure du caisson central sera soumise à du cisaillement (Figure N° 3-3).

Lorsque l’on actionne simultanément les vérins, l’éprouvette sera soumise à un charge-

ment combiné compression/cisaillement.

Figure N° 3-3 : Mode de chargement du caisson en flexion et torsion.

 On a ainsi simulé le mode de travail des poutres de queue d’hélicoptère qui sont soumi-

ses essentiellement à de la flexion lors de ressources et d’atterrissages durs et à de la tor-

sion et de la flexion causées par le rotor anti-couple. 

III.2 - RÉALISATION ET MISE EN OEUVRE.

III.2.1 -  CONCEPTION GÉNÉRALE ET FABRICATION.

PRÉAMBULE.

De la phase d’avant-projet à la définition finale (Figure N° 3-4) et à la mise au point, la

réalisation de la machine d’essai a nécessité une somme de travail tant du point de vue de

la conception que de la fabrication ou de l’assemblage dont il n’est ni utile ni possible de
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rendre compte dans ce paragraphe. Seules les étapes essentielles de la réalisation pratique

seront présentées, à savoir :

• Les critères de prédimensionnement.

• Les conclusions de l’analyse éléments finis linéaires.

• La validation numérique du concept.

• La fabrication.

• Le système de mise en charge. 

Figure N° 3-4 : Vue éclatée de la définition finale

Légende de la (Figure N° 3-4) :

1: Ferrures de flexion (Acier 25CD4S).

2: Flancs latéraux caissons (en trois parties) (Alu 2024).

3: Semelle supérieure caisson (Acier E24).

4: Plaques anti-déversement (Alu 2024).

5: Cornières (Alu AGS).

6: Cornières (Alu 2024).

7: IPN(E24) + Ferrures d’extrémité soudées (25CD4S).

8: Flancs latéraux caisson central (Alu 5083 ou Acier E24).

9: Cornières fixation éprouvette (Alu 2024).

2
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5 5

5
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PRÉ-DIMENSIONNEMENT.

Les dimensions générales du montage sont un compromis entre :

 Les contraintes d’encombrement général données par les dimensions du

marbre (8) (Figure N° 3-2).

 La taille de l’éprouvette, donc sa résistance.

 Les efforts fournis par les vérins et les bras de levier des moments de flexion

et de torsion.

Trois types de sandwichs à tester ont été proposés par Eurocopter. Le critère de Hill de

rupture du premier pli a été utilisé pour déterminer les flux à rupture en cisaillement et com-

pression. Cette démarche est supposée être conservative. Les charges exercées par les

vérins ont été fixées puis les bras de levier et les dimensions générales du montage ont pu

être calculés. La longueur du caisson obtenue est de 2400 mm, sa section de 248 x 220

mm. Les IPN ont une longueur de 1170 mm entre les points d’accrochage.

La conception générale de l’éprouvette est fournie Figure N° 3-5 (Voir aussi les photos

en annexe A2). Elle comporte une zone centrale sandwich dissymétrique raccordée à une

zone monolithique par un arrêt de nida. L’éprouvette est boulonnée au montage. Le dimen-

sionnement des fixations a fait appel à l’expérience d’Eurocopter mais d’autres règles plus

conservatives sont disponibles [Gay 1990, Chap 6]. 

Figure N° 3-5 : Vue de dessus de l’éprouvette.

⇒

⇒

⇒

Zone de Jonction

Zone Sandwich Dissymétrique (200x200 avec les arrêts de nida)

Axe Longitudinal du caisson

(Monolithique)

Dimensions Générales :
248x306

Arrêt de nida
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Le caisson central et l’éprouvette ont été percés par le même montage usiné au Labora-

toire ce qui est censé faciliter la fixation. 

Le pré-dimensionnement des différentes sections et liaisons a été réalisé de manière

classique en utilisant les formules de la R.D.M., les abaques ESDU pour le calcul des char-

ges critiques de flambage et les règles de dimensionnement toujours utilisées en construc-

tion aéronautique [Valat, 1950]. Un coefficient de sécurité standard de 2 utilisé en

construction mécanique classique a été appliqué dans les zones d’introduction des efforts.

De ce point de vue, l’étude éléments finis linéaires a juste servie de validation.

Les points d’accrochage des IPN ont été placés au niveau de la ligne neutre du caisson

central afin de minimiser les effets de flexion locaux.

Les matériaux retenus pour ce montage sont les moins onéreux : acier E24 pour les IPN

et les semelles supérieures du caisson, alliage d’aluminium 2024 (A-U4G1) "Duralumin"

pour les autres faces. Seules les ferrures de reprise des efforts sont en acier Chrome-Moly-

bdène (25CD4S) car soumises à des concentrations des contraintes. 

Pour les faces latérales du caisson central, l’option initiale d’opter pour des stratifiés car-

bone ou fibre de verre n’a pas été finalement retenue. La simplicité de réalisation et la fiabi-

lité de panneaux alu raidis ont été préférés. Leur plastification locale est tolérée moyennant

un remplacement régulier. 

ÉTUDE ÉLÉMENTS FINIS LINÉAIRES.

Cette étude a permis de vérifier le prédimensionnement du montage, de tester et d’amé-

liorer les choix de conception. 

Par exemple, une conception avec des bras triangulaires avait été initialement propo-

sée. L’étude a montré que celle-ci génère une discontinuité des flux d’efforts au niveau des

jonctions avec le caisson central. Elle s’avère de plus délicate à réaliser. Pour éliminer ces

problèmes, une nouvelle conception avec des bras traversants horizontaux à base d’IPN a

été adoptée (ref 7, Figure N° 3-4). Pour un coût inférieur, la fabrication est grandement sim-

plifiée et le mode d’introduction des efforts est meilleur. 

Des surcontraintes sont aussi apparues dans les semelles supérieures des caissons au

niveau de la jonction avec les IPN. Ces contraintes sont susceptibles de provoquer un flam-

bage en compression de ces semelles ou le déversement du caisson. En conséquence,

pour rétablir des marges suffisantes, les caissons ont été raidis (ref 4 Figure N° 3-4) et

l’alliage d’aluminium initialement retenu pour les semelles supérieures (ref 3 Figure N° 3-4)

a été changé pour de l’acier.

Un point important de l’étude a porté sur la maîtrise du passage des efforts du montage
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à l’éprouvette. En effet, à l’instar des essais sur machine de traction universelle, la première

idée consiste à vouloir minimiser l’influence du montage sur la plaque et par conséquent

avoir un champ de contrainte "pur". On cherche donc à minimiser les rigidités des supports

de la plaque. Or ceci s’avère faux pour deux raisons :

 Il ne faut pas confondre essais matériaux et essais structures.

Dans les essais de caractérisation des matériaux, on s’attache à obtenir des contraintes

quasi-uniformes dans la zone centrale de l’éprouvette. Or, sur une plaque et a fortiori sur

une plaque boulonnée, un champ de contrainte uniforme est impossible à obtenir. La non-

uniformité est la conséquence logique du concept du montage qui veut reproduire de la

manière la plus fidèle les sollicitations des structures sandwichs dissymétriques dans la réa-

lité. La conception d’un tel montage doit s’attacher à minimiser le taux de contraintes secon-

daires tout en sachant qu’elles sont impossibles à supprimer, en particulier aux bords. De

toute façon, la technologie développée par Eurocopter prend en compte ce phénomène

pour prévenir toute rupture locale.

 Il faut minimiser les effets de flexion locaux.

Figure N° 3-6 : Cheminement du flux de compression.

Le cheminement des efforts se fait de la peau supérieure du caisson d’introduction des

efforts à la peau travaillante de l’éprouvette via la semelle supérieure des IPN (Figure N° 3-

6). Bien que la modélisation éléments finis réalisée ne soit pas suffisamment détaillée pour

décrire le passage exact des efforts (matage des alésages, part de l’adhérence, influence

des jeux et du serrage des vis), elle permet toutefois de mettre en évidence les effets du

décalage entre la semelle de l’IPN et les peaux qui crée un moment de flexion local. 

Lorsque l’on cherche à dimensionner l’épaisseur de la semelle, le premier réflexe est de

⇒

⇒

FLUX DE COMPRESSION
MOMENT DE FLEXION LOCAL

Peau supérieure
du caisson

Ame IPN

Peau travaillante
Semelle supérieurede l’éprouvette
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chercher l’épaisseur la plus faible pour minimiser les effets de bords sur l’éprouvette. Or

minimiser la rigidité du support a un effet désastreux ici car le moment de flexion induit par

le cheminement des efforts crée une déformation de la semelle très importante qui génère à

son tour un champ des contraintes très perturbé dans l’éprouvette. La solution qui permet

d’avoir un champ des contraintes acceptable dans l’éprouvette consiste à choisir une

semelle très rigide en acier d’épaisseur 8 mm. Le moment de flexion local est repris dans

l’épaisseur de la semelle ce qui permet de supprimer les surcontraintes observées dans

l’éprouvette.

 VALIDATION NUMÉRIQUE DU CONCEPT.

La conception ayant pu être figée globalement grâce à une première étude, un modèle

E.F. quasi-définitif du montage a été créé et a pu servir à démontrer numériquement la vali-

dité du concept d’essai (Figure N° 3-7).

Figure N° 3-7 : Déformée du montage sous sollicitations combinées ( D’après [Ybert 1994] ).

Comme dans le domaine linéaire les contraintes sous sollicitations combinées peuvent

être obtenues par superposition, seuls les champs obtenus en compression et cisaillement

sont présentés. Les simulations numériques ont été effectuées pour les trois drapages diffé-

rents de peau travaillante proposés par Eurocopter. Les résultats des simulations sont syn-

thétisés Figure N° 3-8 et Figure N° 3-9 où l’on présente le taux de contraintes secondaires

par rapport à la contrainte principale.

Echelle de la déformée : 28
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Résultats de l’essai numérique de compression :

Figure N° 3-8 : Contraintes secondaires dans l’essai numérique de compression.

La variation de la contrainte σ11 sur la plaque n’excède pas 10%. Le taux local de con-

traintes secondaires coté talon reste inférieur à 26% et généralement à moins de 20%. Le

taux de contraintes secondaires au centre de la plaque est toujours inférieur à 8%. On cons-

tate aussi une concentration des contraintes en τ12 coté talon et bord libre (en bas à gau-

che).
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Résultats de l’essai numérique de cisaillement :

Figure N° 3-9 : Contraintes secondaires dans l’essai numérique de cisaillement.

La qualité des essais est bonne pour le drapage 1, médiocre pour le drapage 2 et

moyenne pour le drapage 3. Un phénomène de concentration des contraintes apparaît en

coin, vraisemblablement du à la rigidité supérieure de la zone monolithique. Toutefois,

comme la zone centrale n’est pas perturbée et que la technologie d’Eurocopter prévient le

risque de rupture localisée, ce phénomène n’est pas préjudiciable à la réussite de l’essai.
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Les essais numériques montrent que :

" Les essais sont meilleurs lorsque l’on teste les drapages selon leur destination 

technologique"

 Le modèle E.F. permet de retrouver la sollicitation pour laquelle chacun des drapages a

été choisi. Cette remarque s’inscrit dans la logique de ce type d’essai "structure". Il semble

que la rigidité en torsion ou en flexion de l’ensemble caisson alu + éprouvette joue ici un

rôle. Lorsque la rigidité de l’éprouvette est optimale pour la sollicitation exercée, les flux

d’efforts se répartissent de manière homogène dans la peau travaillante. A contrario, lors-

que la rigidité de l’éprouvette est plus faible, les flux d’efforts chargent préférentiellement les

zones du caisson qui sont plus rigides, générant un champ des contraintes perturbé dans la

peau travaillante.

En conclusion, cette étude éléments finis linéaires a permis de faire évoluer l’avant-pro-

jet vers une meilleure conception. Il a été démontré numériquement que le concept d’essai

est viable ce qui était un préalable. Une meilleure compréhension de la philosophie de ce

type d’essai "structure" a aussi été dégagée.

FABRICATION.

Figure N° 3-10 : Conception et assemblage du caisson central.

La réalisation pratique du montage a été entièrement effectuée au Laboratoire Structu-

res de Sup’Aéro : commande des bruts, usinages, soudages et assemblages. Le détail de la

IPN

Plaques latérales

RaidisseursCornières

Eprouvette

Plaquette
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conception du caisson central est visible Figure N° 3-10. On remarquera le montage éclissé

des flancs latéraux typique de la construction aéronautique. L’ensemble a bénéficié du

savoir-faire et de la compétence des personnels du laboratoire absolument indispensables

pour passer du papier à la réalité. Quelques points importants de cette réalisation ont été :

• Usinage des IPN et soudage des ferrures d’extrémité.

• Perçage d’environ 3400 alésages.

• Montage de 1100 vis d=5mm !

• Problèmes d’interférences vis/cornières au montage.

• Problème de fermeture des caissons avec des vis prisonnières.

• Dégauchissage du montage.

• Conception des supports vérins sur le portique.

L’ensemble fini est visible Figure N° 3-11 et certains détails de la réalisation sont pré-

sentés dans l’annexe A2 "Documents photographiques".

Figure N° 3-11 : Vue générale du montage d’essai.

SYSTÈME DE MISE EN CHARGE.

Le câblage est représenté Figure N° 3-12. Les vérins permettant d’appliquer un charge-

ment de flexion sont du type simple effet (capacité : 10 tonnes), ceux permettant la torsion

sont à double effet (capacité : 9 tonnes, voir Photo N° A2-1). L’alimentation se fait par deux
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pompes à main comportant un manomètre et un clapet anti-retour (Voir Photo N° A2-4).

Figure N° 3-12 : Système de mise en charge. 

Ce type de solution :

• est d’ un coût raisonnable et d’une mise en oeuvre simple.

• permet une adaptation instantanée de la charge appliquée à la résistance

résiduelle du montage après la rupture explosive de la plaque. La ruine

complète de l ’ensemble est évitée et les éprouvettes peuvent être

sauvegardées pour analyse. 

• nécessite une mise en charge par paliers successifs et non en continu. 

Un asservissement, d’une complexité et d’un coût supérieur, n’est jamais assez rapide

pour réaliser l’adaptation après rupture et a donc été exclu pour notre étude. Cette solution

a par contre générée plusieurs phénomènes liés à la technologie hydraulique :

• Lors des charges élevées, l’étanchéité imparfaite du clapet anti-retour provoque

une baisse de la charge durant le temps de mesure (de 5 à 12s). On observe

une différence entre la dernière et la première mesure de l’ordre de 500 µdéf

pour environ 12000 µdéf de valeur nominale. Il convient d’en tenir compte

lors du traitement des données et de l’interprétation des résultats.

Flexion

Torsion
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• Lors des faibles charges, la pression est insuffisante dans le circuit pour que les

joints de pistons des vérins (prévus pour 700bars) fonctionnent correctement

ce qui occasionne aussi une dérive.

• Le chargement par action manuelle sur les leviers des vérins est par nature

imprécis mais la force est correctement mesurée par des capteurs intercalés

entre les tiges de vérin et les rotules. 

• Pour chaque palier en flexion, il est nécessaire d’effectuer un ajustement de la

charge exercée sur les vérins de torsion. 

• Les vérins bien que câblés deux par deux ne génèrent pas des efforts strictement

identiques. La différence est d’environ 5%.

En fait, il faut vérifier à l’aide des capteurs de force des vérins de torsion que l’équilibre

statique du montage est conforme à de la flexion 4 points (Figure N° 3-3). Dans le cas con-

traire, cela signifie qu’un moment de torsion parasite est introduit dans le montage en même

temps que le moment de flexion et il convient d’effectuer un ajustement jusqu’à -F/2. Si ce

type de technologie était développée pour des essais en fatigue, un asservissement en

effort pourrait régler la question.

III.2.2 -  VALIDATION EXPÉRIMENTALE.

Une fois le montage réalisé, la chaîne de mesure installée, le câblage hydraulique opé-

rationnel, la viabilité du montage a été vérifiée expérimentalement de deux manières : quan-

titativement par une plaque en duralumin équipée de jauges de déformation et installée à la

place de l’éprouvette sandwich, qualitativement par une étude photoélastique sur les pre-

mières éprouvettes sandwichs. Le montage a été chargé en flexion puis en torsion.

RÉSULTATS EN FLEXION.

La contrainte attendue de compression σ11 est de 26 MPa au centre de la plaque

(Figure N° 3-13). La variation de σ11 sur les points de mesures n’excède pas 14% sauf pour

la rosette en bas à gauche où l’on a un σ11 de 20,2 MPa. Le niveau des contraintes secon-

daires σ22 (compression dans le sens transverse) et τ12 (cisaillement) est de 6% au centre

et de 12.3% sur les bords. Ces résultats sont du même ordre de grandeur que ceux obtenus

par essai numérique et démontrent que globalement le montage est correct pour réaliser

des essais de compression.
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Figure N° 3-13 : Validation expérimentale du montage : essai de compression.

RÉSULTATS EN TORSION.

Les premiers essais en torsion du montage ont montré de très fortes surcontraintes

locales et un taux de contraintes secondaires anormalement élevé dans toute la plaque.

Celles-ci sont dues à la sollicitation asymétrique du bâti pendant l’essai de torsion qui provo-

que un déplacement hors de son plan des extrémités de la plaque coté vérins. Or naturelle-

ment, celle-ci a tendance à rester horizontale et à se décoller localement. Ce phénomène a

été retrouvé en E.F. en relâchant localement les noeuds. La solution technologique à ce

problème a consisté à rajouter des plaquettes acier très rigides d’épaisseur 10 mm rectifiées

sur la face en contact avec l’éprouvette et percées des trous de fixations (Figure N° 3-10).

Ces plaquettes obligent l’éprouvette à suivre le bâti et permettent de retrouver un champ de

contraintes plus homogène.

Une fois cette modification installée, un essai de cisaillement a été effectué pour lequel

la contrainte τ12 attendue est de 22 MPa au centre de la plaque (Figure N° 3-14). La varia-

tion de τ12 sur les points de mesures n’excède pas 18%. Le niveau des contraintes secon-
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σ11 =-20.2 MPa

σ22 : 6.3%
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σ11 =-25.2 MPa

σ22 : 2.3%

σ22 : 5.5%

σ22 : 7.4%

τ12 : 12.3%

τ12 : 2.4%
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daires σ11 et σ22 atteint 74% pour une mesure sur un coin. Toutefois, les valeurs fournies

par les modélisations E.F. en plaque orthotrope atteignaient elles aussi des niveaux impor-

tants (jusqu’à 101%) et le niveau des contraintes secondaires ne dépasse pas 14% au cen-

tre. En conclusion, ces résultats montrent que globalement le montage est correct pour

réaliser des essais de cisaillement.

Figure N° 3-14 : Validation expérimentale du montage : essai de compression.

FIXATION DE L’ÉPROUVETTE SANDWICH.

Bien que la plaque en duralumin se soit montée sans problème et que les alésages

aient tous été contre-percés, le montage de la plaque sandwich s’est révélé délicat. En effet,

comme celle-ci est très rigide en flexion, les défauts géométriques du montage (inclinaison

relative et offset des IPN) n’ont pas pu être compensés par la souplesse de la plaque. Le

serrage de l’éprouvette sur le montage générait alors des surcontraintes importantes dans

toute la peau travaillante.

La compensation de ces défauts géométriques dus à l’usinage et l’assemblage a été

réalisée par dépose de résine micro-ballons sur les IPN et les cornières latérales tout en

serrant la plaque légèrement. La fixation de la plaque sur le montage ne génère alors plus
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que des déformations de l’ordre de 300 µdef au centre (essai de cisaillement n°2) soit moins

de 3% de la déformation à rupture. Un inconvénient est que la résine s’introduit dans les

taraudages et colle les vis ce qui a rendu le démontage de l’éprouvette parfois délicat. Le

problème pourrait être résolu par l’utilisation de goujons.

ETUDE PHOTOELASTIQUE.

La photoélasticité n’a été utilisée que de manière qualitative dans la phase de mise au

point du montage. La Figure N° 3-15 montre un cliché obtenu pour une charge faible. La

couleur uniforme sur la zone d’essai montre que les déformations donc les contraintes sont

quasi-uniformes et que l’influence du boulonnage est limitée à la zone monolithique. 

Figure N° 3-15 : Etude photoélastique : champs en compression.

III.3 - COMPORTEMENT DES PLAQUES NON
IMPACTÉES.

III.3.1 - CHRONOLOGIE DES ESSAIS.

Deux séries de 3 plaques ont été testées. Les drapages de la zone sandwich dissymétri-

que pure sont identiques mais les géométries locales de la zone monolithique et de l’arrêt

de nida sont adaptées aux 3 sollicitations grâce au savoir-faire d’Eurocopter. Deux essais

statiques à rupture pour chaque sollicitation ont été réalisés. A posteriori, le premier de ces

deux essais a toujours été un essai de mise au point. Par exemple, après la validation expé-
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rimentale (cf Chap III-2-2), 6 montées en charge ont été nécessaires avant d’arriver à la rup-

ture de la première plaque en compression :

• 1ére montée en charge jusqu’à 613 daN (effort des vérins de flexion).

• 2éme montée en charge jusqu’à 2500 daN avec rééquilibrage statique du montage

par les vérins de torsion (cf Figure N° 3-3 ).

• 3éme montée en charge jusqu’à 3500 daN, rupture d’une ferrure de flexion.

• 4éme montée en charge jusqu’à 4770 daN, pas de rupture de la plaque, vérins ayant

atteints leur capacité maximale (donnée pour 5000 daN), à changer par des

vérins de 10 000 daN. Présence de petits bruits secs (ruptures de fibres ?) à

partir de 4300 daN.

• 5éme montée en charge jusqu’à 5277 daN : rupture du revêtement photoélastique. 

• 6éme montée en charge jusqu’à 5050 daN : rupture explosive de la plaque, absence

de petits bruits secs ce qui laisse à penser qu’ils était dus au collage du

revêtement photoélastique.

Le concept d’essai s’est donc révélé délicat à mettre en oeuvre. Le nombre de paramè-

tres à maîtriser dans ce type d’essai "structures" est plus important ce qui nécessite un

temps de mise au point supérieur et l’acquisition d’un certain savoir-faire difficilement des-

criptible dans ce paragraphe. Le bilan chronologique des essais est le suivant :

• Essai n°1 : Compression 1.

            Mise au point générale. Rupture correcte.

• Essai n°2 : Combinées 1.

        Rupture correcte mais mauvaise maîtrise de la montée en charge. 

• Essai n°3 : Combinées 2.

         Déroulement correct de l’essai. 

• Essai n°4 : Compression 2. 

            Déroulement correct de l’essai. 

• Essai n°5 : Cisaillement 1.

            Rupture dans la zone monolithique. 

• Essai n°6 : Cisaillement 2.

             Déroulement correct de l’essai après changement des plaques latérales. 
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III.3.2 - ANALYSE DU CHARGEMENT.

Afin de savoir si le chargement a été correctement réalisé et si l’éprouvette subit réelle-

ment la sollicitation espérée, l’indicateur retenu est l’évolution de la direction principale au

centre de la peau travaillante. Les mesures pour les essais sous sollicitations simples sont

présentées Figure N° 3-16 et Figure N° 3-17.

Figure N° 3-16 : Evolution de la direction principale au centre de la peau travaillante, essai de compression.

En compression, pour l’essai n°1, les valeurs sont proches de 0°, la contrainte au centre

de l’éprouvette d’essai est bien de la compression pure. Pour l’essai n°2, on a un écart de 8°

jusqu’au palier 12.

Pour les essais de cisaillement, les résultats donnés par la rosette au centre de la peau

travaillante ont été dépouillés et comparés à la direction principale théorique (-45°). Pour le

premier essai, on constate que la direction principale est conforme avec un écart inférieur à

2°. Par contre le deuxième essai montre une dissymétrie plus importante avec un écart qui

se stabilise à 5°. Il existe donc une différence qui ne peut être considérée comme négligea-

ble. 

Ce désalignement peut avoir plusieurs origines qui peuvent se cumuler :

• Il n’existe aucune référence, ni sur la plaque, ni sur le montage.

• Il y a un désalignement des jauges du au collage de celles-ci (tolérance < 3°).

• Il existe une dissymétrie d’environ 5% des efforts au niveau des vérins de

chargement.

• Pour l’essai de compression, une compensation imparfaite de la flexion introduit

de la torsion ce qui perturbe le champ des déformations.
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Ainsi, ces courbes ne peuvent constituer qu’un bon indicateur de la qualité de l’essai

réalisé car la dispersion de toutes les causes énumérées peut être estimée à 5-10 °.  

Figure N° 3-17 : Evolution de la direction principale au centre de la peau travaillante par rapport à la direction 
théorique (-45°).

Pour les essais sous sollicitations combinées, l’analyse permet de bien suivre l’évolution

des chargements en compression et cisaillement de l’éprouvette. Dans l’essai n°1, il a été

choisi de charger d’abord en torsion puis en flexion. Dans l’essai n°2, l’option inverse,

flexion puis torsion a été mise en oeuvre. La valeur de seuil a été fixée à 5000 µdef en

cisaillement et à 8000 µdef en compression.

Figure N° 3-18 : Evolution de la direction principale au centre de la peau travaillante.

La rupture de pente observée correspond au début de la sollicitation combinée. Dans

l’essai n°2, cette rupture est beaucoup plus franche, avec une valeur de seuil mieux choisie.
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On peut d’ailleurs tracer une autre courbe représentative du chargement sous sollicita-

tions combinées directement à partir des charges des vérins (Figure N° 3-19). La première

partie de la courbe montre bien que le montage est équilibré lors de la montée en flexion.

Puis le déséquilibre croît linéairement lors de la montée en torsion. Le chargement en

flexion n’est pas rigoureusement constant dans la deuxième phase car il existe un couplage,

ce qui a entraîné un réajustement.

En effet, le caisson d’introduction des efforts subit une rotation de solide du fait de la tor-

sion du caisson central et de l’inclinaison des IPN. Cette rotation provoque un déplacement

les points d’attache des vérins de flexion. Par réaction, les vérins introduisent une surcharge

dans le montage.

Figure N° 3-19 : Evolution de la charge des vérins de torsion et de flexion, essai n°2.

L’analyse du chargement effectuée par l’étude des directions principales au centre de la

peau travaillante de l’éprouvette montre que, globalement, l’état de contrainte est conforme

aux sollicitations attendues. Toutefois, des dispersions sont mises en évidence dont l’origine

majeure semble être un désalignement entre l’éprouvette et le montage. Cet écart peut être

à l’origine des variations dans les charges à rupture observées.

III.3.3 - ANALYSE DES RUPTURES.

COMPRESSION.

La rupture s’est produite pour l’essai n°1 à une charge des vérins de flexion de 5050

daN. Pour le deuxième essai, bien que les déformations mesurées sur la plaque soient

supérieures, la charge maximale mesurée n’a été que de 4000 daN soit 20 % de moins. On

peut de manière quantitative attribuer cette dérive au vieillissement du montage qui s’est
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plastifié localement, au remplacement de certaines cornières, aux serrages différents de la

plaque, ... En tout état de cause, cette dérive met en évidence une interaction forte entre le

montage et l’éprouvette.

Les deux ruptures se sont produites par rupture statique fragile de la peau travaillante

suivant une ligne orthogonale à la direction principale de compression.

Figure N° 3-20 : Faciès de rupture en compression (voir aussi en annexe Photo N° A2-8 et Photo N° A2-9).

 Pour le premier essai, la rupture s’est produite quasiment au centre de la plaque alors

que dans le second cas la rupture s’est initiée à une prise de pli locale. Les déformations

obtenues au dernier palier stabilisé (qui dure environ 1mn) avant rupture sont fournies

Tableau N° 3-1. En proposant comme valeurs les déformations atteintes lors de ce palier,

on est certain que la plaque a résisté à cet effort. Par contre, le résultat est conservatif.  

Tableau N° 3-1 : Déformations dans les directions principales au centre de la peau travaillante

Ces valeurs sont remarquablement élevées pour une structure et sont dues à l’absence

de flambement du sandwich qui est encastré sur ses 4 bords. L’ordre de grandeur est celui

obtenu en compression pure sur spécimen monolithique unidirectionnel [Effendi 1993]. Le

mode de rupture et les valeurs de déformation obtenues démontrent la résistance élevée

des structures sandwichs dissymétriques en compression ainsi qu’une bonne introduction

des efforts dans l’éprouvette.

CISAILLEMENT.

Lors du premier essai de cisaillement, la rupture s’est produite dans la zone monolithi-

VALEURS ESSAI 1 ESSAI 2

ANGLE 2° 1.58°

εε1 -10467 -12510

εε2 1391 1191

COMPRESSION N°1 COMPRESSION N°2

Axe caisson

(0°)
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que. Ceci est attribué au fait que le montage s’est déformé de manière trop importante hors

de son plan créant des surcontraintes élevées au niveau du boulonnage. Aussi, pour aug-

menter la rigidité en torsion du montage, les plaques latérales du caisson central en duralu-

min ont été changées pour des plaques en acier E24.

Figure N° 3-21 : Faciès de rupture essai de cisaillement n°1 (Photo N° A2-10).

La deuxième rupture s’est produite par rupture statique fragile d’une des peaux. Il est

vraisemblable qu’elle se soit initiée par concentration des contraintes au niveau d’une prise

de pli ou de l’arrêt de nida. Ceci peut expliquer que le chargement soit inférieur à celle de

l’essai 1. Un glissement important (env 5 mm) dans le sens y s’est produit entre les deux

parties rompues de la peau travaillante. Le nida devient apparent après rupture.

Figure N° 3-22 : Faciès de rupture essai de cisaillement n°2 (Photo n° A2-11).

 Les déformations dans les directions principales pour le dernier palier stabilisé avant

rupture sont fournies Tableau N° 3-2. Pour le premier essai, lors du dernier palier non stabi-

lisé, la valeur maximale lue atteignait -13868 µdef en instantané. Pour le deuxième essai, la

rupture a eu lieu après que 11000 µdef en compression à 45° ait été atteints et avant de pou-

voir lancer l’enregistrement. Le résultat pourrait donc être majoré de 500 µdef.

ESSAI DE CISAILLEMENT N°1

Axe caisson

x

y

(0°)

Chargement :
2634 daN

ESSAI DE CISAILLEMENT N°2

Axe caisson

Peau Travaillante Peau Stabilisatrice
x

y

(0°)

Chargement :
2050 daN
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Tableau N° 3-2 : Déformations dans les directions principales au centre de la peau travaillante.

COMBINÉES.

Figure N° 3-23 : Faciès de rupture essai combinées n°1 (Photo N° A2-12).

La première rupture s’est produite par rupture statique fragile de la peau travaillante et

concentration des contraintes au niveau d’une prise de pli. Le mode et le faciès de rupture

sont proches de celui de l’essai de cisaillement n°2.

Figure N° 3-24 : Faciès de rupture essai combinées n°2 (Photo N° A2-13).

Dans le deuxième essai, la rupture semble s’initier au même niveau pour se propager

ensuite suivant la direction principale d’une part et suivant la prise de pli d’autre part. La

VALEURS ESSAI 1 ESSAI 2

ANGLE -45.36° -50.28°

εε1 -12453 -10484

εε2 10291 9154

Axe caisson 

ESSAI SOUS SOLLICITATIONS COMBINEES N°1

x

y

PEAU TRAVAILLANTE PEAU STABILISATRICE

Zone de flambage local Zone "enfoncée"

ESSAI SOUS SOLLICITATIONS COMBINEES N°2
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peau travaillante présente de plus un enfoncement marqué autour de la ligne de rupture. Il y

a donc eu un phénomène de flambage local à ce niveau. Mais il est impossible de dire s’il

est antérieur ou postérieur à la rupture statique. Ce type de faciès de rupture est, à notre

connaissance, original et démontre l’aptitude du concept à réaliser des essais sous sollicita-

tions combinées. Les déformations dans les directions principales pour le dernier palier sta-

bilisé sont fournies Tableau N° 3-3. Les déformations des fibres à 0° et 45° sont aussi

données.

Tableau N° 3-3 : Déformations dans les directions principales au centre de la peau travaillante.

On a donc réussi à obtenir des données pour un angle de direction principale de 30°

environ ce qui correspond bien à un état de contraintes complexes. Bien que les sollicita-

tions soient combinées, on constate que les déformations principales en compression sont

du même ordre que celles obtenues pour les essais sous sollicitations simples.

CONCLUSIONS.

Les modes de rupture sont analogues pour les six essais. Le mode de ruine est la rup-

ture statique de la peau travaillante. L’absence de flambage constatée est attribuée à la

petite taille de l’éprouvette, aux conditions aux limites et à la technologie des jonctions déve-

loppée par Eurocopter. A notre connaissance, ce mode de rupture brutal est aussi observé

lors des essais de niveau 2 sur des sous-ensembles structuraux.

Les déformations principales en compression à rupture obtenues au centre sont tou-

jours supérieures à -10000 µdef dans la direction principale. Il parait toutefois difficile d’éta-

blir un critère au sens de la mécanique des milieux continus à partir de ces seuls essais

compte-tenu de la diversité des origines des ruptures et du fait qu’un seul drapage ait été

testé. La constation peut être faite que, à une exception près (combinées n°1), la rupture

s’est produite pour une déformation de fibre en compression supérieure à 10000 µdef.

Par ailleurs, la dispersion des valeurs est de l’ordre de 20%. Cette dispersion peut être

attribuée aux défauts géométriques du montage et à la mauvaise maîtrise de la procédure

d’essai dans un essai sur deux.

VALEURS ESSAI 1 ESSAI 2

ANGLE -28° Fibres 29° Fibres

εε1 -10017 à 0° : -6400 -11410 à 0° : -7300

εε2 3522 à 45° : -8859 5360 à 45° : -10135
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III.3.4 - EVOLUTION DE LA DÉFORMATION AUX CEN-
TRES DES PEAUX.

Les graphes proposés dans ce paragraphe montrent l’évolution des déformations aux

centres des peaux travaillantes et stabilisatrices en fonction de la charge exercée sur le

montage. Ce type de graphe permet l’étude de la réponse globale du sandwich. Pour une

description plus fine, il conviendrait de tracer ces graphes en fonction des flux d’efforts

entrant dans l’éprouvette. La détermination de ces flux n’étant pas immédiate, cette étude

est reportée au paragraphe "Corrélation des essais", Chap V.

COMPRESSION.

Figure N° 3-25 :Evolution de εxx au centre en fonction de l’effort de flexion sur le montage (essai 1)

Le comportement non linéaire attendu des sandwichs dissymétriques est retrouvé lors

des deux essais.  La valeur mesurée de la déformation dans la peau stabilisatrice est dou-

ble dans l’essai 1 (Figure N° 3-25) par rapport à l’essai 2 (Figure N° 3-26). Deux raisons

sont susceptibles d’expliquer ce phénomène : d’une part, une perte de zéro, due à une

erreur de manipulation et d’interprétation lors de la rupture du revêtement photoélastique,

d’autre part, ni le montage, ni l’éprouvette ne sont strictement identiques, ce qui peut affec-

ter la position de la ligne moyenne d’introduction des efforts et la réponse de la peau stabili-

satrice. D’une manière générale, on peut considérer les résultats du deuxième essai

meilleurs que ceux du premier. Ils seront les seuls utilisés pour la corrélation avec la théorie.
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Figure N° 3-26 :Evolution de εxx au centre en fonction de l’effort de la charge sur le montage (essai 2)

CISAILLEMENT.

Pour cet essai, les dépouillements bruts des jauges à +45° dans les deux peaux peu-

vent être superposés (Figure N° 3-27). 

Figure N° 3-27 : Déformations des jauges à + 45°.

Pour la réponse de la peau travaillante, on a globalement le même comportement avec

une courbe plus linéaire pour l’essai 1. La non linéarité de l’essai 2 est probablement due à

une plastification plus précoce des plaques aciers, ce qui entraine un flux de cisaillement

plus important dans l’éprouvette dans un second temps.
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Les comportements des peaux stabilisatrices diffèrent fortement dans les deux essais.

Le grand déplacement des IPN hors du plan est a priori venu fortement perturber le champ

des déformations dans l’essai 1 via le boulonnage et l’arrêt de nida ce qui semble être à

l’origine de la non-linéarité observée. Par contre, l’adoption d’acier pour les plaques latéra-

les du caisson central a solutionné ce problème.

COMBINÉES.

Les mesures des jauges à 0° et à 45° situées au centre de la peau travaillante permet-

tent de suivre l’évolution de l’état de contraintes dans la plaque. Pour une question de lisibi-

lité de l’essai, la charge de référence (axe des abcisses) est obtenue en sommant les

charges exercées par les vérins qui génèrent les efforts de flexion et de torsion.

Figure N° 3-28 : Jauges à 0° et 45°, essai combinées n°1.

Dans le premier essai (Figure N° 3-28), l’irrégularité des courbes montre une mauvaise

maîtrise de la montée en charge. Par contre, l’interprétation est aisée dans l’essai 2 (Figure

N° 3-29), les comportements en cisaillement et compression étant bien distincts et identifia-

bles. Par exemple, le suivi de la jauge à 0° au centre de la peau travaillante montre une

montée linéaire en compression puis une stabilisation en cisaillement, celui de la jauge à

45° montre qu’à partir de l’état atteint en compression, on retrouve une montée linéaire en

cisaillement. La même réponse peut être observée pour la jauge à 0° dans la peau stabilisa-

trice : lors de la montée en compression, on retrouve le comportement non linéaire, puis

pour le cisaillement, la réponse est linéaire.
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Figure N° 3-29 : Jauges à 0° et 45°, essai combinées n°2.

 

III.3.5 - CHAMP DES DÉFORMATIONS DANS LES PEAUX
ET FLÈCHE.

Outre la réponse des rosettes centrales, d’autres jauges ont été disposées suivant les

essais à divers points des peaux afin de vérifier que le champ des déformations est bien

conforme aux sollicitations exercées.

COMPRESSION.

Dans la peau travaillante, l’étude photoélastique a montré que globalement, le champ

des déformations était uniforme . Pour l’essai 2, plusieurs jauges disposées sur la peau tra-

vaillante (Figure N° 3-30) confirment ce résultat (noter que les jauges 12 -13 -14 sont sur

une rigidité locale différente ce qui explique la différence avec la jauge centrale à 0°). Toute-

fois la différence entre les jauges 14 et 13 atteint 15 %. La dissymétrie observée provient

peut-être de l’introduction d’un moment de flexion parasite dans le plan horizontal. Les

mesures des jauges à 45° et 90° prouvent que le taux de déformations donc de contraintes

secondaires est faible.

Essai combinées n°2: Jauges centrales à 0° et 45°
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Figure N° 3-30 : Champ des déformations peau travaillante, essai n°2.

Dans la peau stabilisatrice (Figure N° 3-31), le champ des déformations εxx sens long

est moins uniforme. Il existe aussi une dissymétrie jauge 3/jauge 4 donc entre les côtés. De

plus, des concentrations des contraintes existent près des angles (une jauge collée près de

l’angle formé par l’arrêt de nida (jauge A) mesure une déformation supérieure de 50 % à

celle de la jauge centrale (0°)).

Figure N° 3-31 : Champ des déformations dans la peau stabilisatrice (essai n°1).

Dans la peau stabilisatrice, la déformation sens travers εyy est trés supérieure à εxx

(Figure N° 3-32). Ce comportement peut être attribuer à la flexion globale de la plaque.

Comme les 4 cotés sont en appui, il est nécessaire de tendre sens y la peau stabilisatrice

pour que cet appui soit effecctif. D’autre part, la présence de l’arrêt de nida la forme en pyra-
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mide des coins peuvent éventuellement favoriser aussi ce phénomène. 

Figure N° 3-32 : Dépouillement de la rosette centrale peau stabilisatrice (essai 2).

CISAILLEMENT.

 Pour la peau travaillante, dans l’essai 2 (Figure N° 3-33), les déformations mesurées à

+/- 45° sont très proches. Il n’y a donc quasiment pas d’effet de bords.   

Figure N° 3-33 : Champ de déformation dans la peau travaillante, essai 2.

Dans la peau stabilisatrice, pour l’essai 1 (Figure N° 3-34), les résultats sont plus con-

trastés. Si les jauges orientées à -45° présentent des résultats similaires, les jauges 9 et 12

orientées à + 45° présentent une différence plus marquée. On peut noter aussi que, vrai-

semblablement, la jauge 12 s’est décollée et n’a plus fournit de résultats tangibles à partir

de 1800 daN.
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Figure N° 3-34 : Champ de déformation dans la peau stabilisatrice, essai 1.

COMBINÉES.

Figure N° 3-35 : Dépouillement des jauges à 0° et +45° peau travaillante, essai 2.

Essai de cisaillement n°1: champ de cisaillement dans la peau stabilisatrice
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Les résultats sont similaires à ceux obtenus pour les sollicitations simples. L’évolution

des déformations dans la peau travaillante (Figure N° 3-35) et dans la peau stabilisatrice

(Figure N° 3-36) montre que le champ est globalement uniforme.

Figure N° 3-36 : Dépouillement des jauges à 0° et +45° peau stabilisatrice, essai 2.

FLÈCHE AU CENTRE.

Une mesure a été effectuée lors de l’essai de compression n°1. Le dépouillement des

capteurs de déplacement potentiométriques fournit la courbe Figure N° 3-37. Le résultat a

été obtenu en effectuant la différence des mesures du capteur central avec la pente fournie

par les deux capteurs amont et aval. Le comportement non linéaire attendu est peu marqué.

L’allure générale de la courbe présente des fluctuations. Cette flèche est la flèche globale

du sandwich, zone monolithique et arrêt de nida compris.

Figure N° 3-37 : Flèche au centre essai 1.
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III.3.6 - CONCLUSIONS.

L’ensemble des essais sur plaques non impactées a mis en évidence une résistance

particulièrement élevée des structures sandwichs dissymétriques puisque toutes les ruptu-

res ont été obtenues pour des déformations supérieures à 10000 µdéf. L’absence de flam-

bage de l’éprouvette testée peut être attribuée aux conditions aux limites très rigides. Ce

type de rupture démontre l’intérêt des structures sandwichs dissymétriques pour la concep-

tion des aéronefs.

Malgré une certaine dispersion due à la nature de l’essai, globalement, les résultats

obtenus sont conformes à ceux prévus. On notera toutefois que la petite taille de l’éprou-

vette génère des effets de bord dans la peau stabilisatrice. 

III.4 - ESSAIS SUR PLAQUES IMPACTÉES.

III.4.1 -  CONTEXTE.

Les résultats obtenus ont conduit Eurocopter à demander des tests supplémentaires sur

plaques impactées. En effet, les contraintes critiques avec défauts sont très inférieures à

celles des plaques saines et sont dimensionnantes. Ces essais sont présentés dans les

paragraphes suivants. Dans le cadre de cette étude, seule une interprétation qualitative

sera proposée.

Les plaques fournies par Eurocopter sont déjà impactées au niveau de la peau tra-

vaillante et seul leur contre-perçage est effectué à Sup’Aéro. L’énergie mise en jeu dans

l’impact n’est pas connue. Afin de faciliter l’interprétation des résultats, une analyse qualita-

tive a été effectuée. L’énergie de l’impacteur est suffisante pour provoquer une rupture

locale des plis et un enfoncement marqué de la peau travaillante. Après passage à la

machine à mesurer, la profondeur de l’impact varie entre 2.3 et 3.9 mm environ. La sphère

équivalente calculée par la machine à partir des points de palpage varie entre 33 et 75 mm.

A notre connaissance, les impacts sont réalisés avec un impacteur manuel suivant les nor-

mes Boeing ce qui peut expliquer l’origine de la dispersion géométrique.

Afin de vérifier si l’impact n’a pas donné lieu à des délaminages étendus au delà de la

zone visible, des analyses par ultrasons (par réflection) ont été effectuées à l’E.N.S.I.C.A.

puis au C.E.A.T. L’analyse des structures sandwichs avec nida Nomex n’est pas aisée par

cette technique car le Nomex et la présence de ménisques formés par la résine du joint de

colle perturbent l’écho. De ce fait, la qualité de l’analyse dépend grandement du savoir-faire
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de l’opérateur et de l’adaptation de l’émetteur.

 

Figure N° 3-38 : Analyse ultrasonore de défaut sur plaque impactée.

Dans la Figure N° 3-38, la couleur rouge correspond à une transmission égale à 100%,

la couleur verte à une transmission de 50%. La couleur noire correspond globalement à la

limite de l’impact. Pour les spécialistes, compte-tenu de la présence du Nomex et malgré les

difficultés expérimentales, la présence d’un délaminage global de la peau travaillante sem-

ble peu probable. L’expertise complémentaire du C.E.A.T. a confirmé le résultat de

l’E.N.S.I.C.A. avec juste la détection probable d’un défaut local (Figure N° 3-39).

On peut donc conclure qu’il n’existe pas de délaminage global autour de la zone impac-

tée.

Figure N° 3-39 : Taille et localisation approximative du défaut détecté par le C.E.A.T.
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III.4.2 -  ESSAI EN CISAILLEMENT.

ANALYSE DE LA RUPTURE.

Figure N° 3-40 : Faciès de rupture essai de cisaillement impactée (Photo N° A2-14).

L’essai s’est déroulé normalement avec une montée régulière jusqu’à une charge exer-

cée par les vérins de torsion de 1840 daN. Cette valeur est inférieure de seulement 10% par

rapport au chargement effectué sur plaque non impactée. Ceci montre les "redondances"

fortes qui existe dans le montage et illustre le fait que les flux d’efforts se répartissent au

prorata des rigidités. L’éprouvette s’est rompue brutalement dans la peau travaillante sui-

vant la direction principale à +45°. On constate un enfoncement suivant une ligne à  -45°.

Figure N° 3-41 : Disposition des rosettes sur la peau travaillante, essai de cisaillement plaque impactée.
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Le dépouillement des rosettes de la peau travaillante (Figure N° 3-41) permet l’analyse

de la répartition du flux d’effort autour de l’impact.

Tableau N° 3-4 : Directions et déformations principales rosettes zone extérieure (dernier palier).  

Tableau N° 3-5 : Directions et déformations principales rosettes zone centrale (dernier palier).

Les valeurs du Tableau N° 3-5 montrent qu’il y a une concentration des contraintes

autour de la zone impactée. Cette concentration des contraintes est à l’origine de la rupture.

Le fait que la déformation principale maximale mesurée localement (+/-12000 µdéf) soit

comparable aux valeurs obtenues plaque non impactée et le mode de rupture confirment

l’absence de délaminage général autour de l’impact.

CHAMP DE DÉFORMATION DANS LA PEAU TRAVAILLANTE.

Le dépouillement des 3 rosettes disposées dans la zone sans plis de renforts (Figure N°

3-42) et montre une distribution relativement homogène du cisaillement autour de l’impact et

un faible taux de contraintes secondaires. On peut donc considérer que l’éprouvette est

soumise à du cisaillement pur dans cette zone. De plus, à l’exception de la jauge 24, les

intensités sont très proches ce qui laisse à penser que les surcontraintes sont très locali-

sées en bord d’impact. 

Le dépouillement des 5 rosettes périphériques (Tableau N° 3-4) indique une perte

d’homogénéité du champ de cisaillement sur l’ensemble de la plaque et un taux de défor-

mations secondaires faible à l’exception de la jauge n°5. Le montage d’essai sollicite donc

bien en cisaillement l’éprouvette dont le champ des contraintes est logiquement perturbé

par la présence de l’impact. Par ailleurs, seule une rosette a été collée au centre de la peau

stabilisatrice. Les mesures montrent que le comportement est légèrement affecté par la pré-

sence de l’impact mais que les valeurs de déformations sont comparables à celles de l’essai

sur plaque non impactée n°2.

ROSETTES 1-2-3 4-5-6 7-8-9 10-11-12 19-20-21

ANGLE -41.6° -57.27° -47.9° -49.4° -37.5°

εε1 5011 8295 4563 6089 6924

εε2 -3863 -8433 -5361 -5200 -4652

ROSETTES 13-14-15 16-17-18 22-23-24

ANGLE -45.7° -40.4° -52.1°

εε1 12280 10805 11476

εε2 -8906 -8830 -12791
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Figure N° 3-42 : Dépouillement rosettes parties centrale, essai de cisaillement impactée.

Dans cet essai l’effet de concentration des contraintes est prépondérant et les effets non

linéaires éventuels causés par la présence de l’impact sont négligeables.

III.4.3 -  ESSAIS EN COMPRESSION.

ANALYSE DE LA RUPTURE. 

Figure N° 3-43 : Faciès de rupture essais de compression impactées.

Les deux essais réalisés ont permis de mettre en évidence un phénomène de propaga-

tion de fissure. En effet, pour les essais en compression ou cisaillement réalisés sous
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machine de traction universelle, le mode de rupture est explosif. Avec le concept d’essai

proposé, il a été possible d’observer une propagation de la fissure et d’arrêter l’essai avant

la rupture complète de l’éprouvette. On a donc pour les deux essais réalisés le faciès de

rupture Figure N° 3-43 (voir aussi Photo N° A2-16 et Photo N° A2-17).

SUIVI DE L’ESSAI.

Pour expliquer et démontrer l’existence de cette propagation, on doit s’intéresser au

suivi des jauges à 0° disposées sur la peau travaillante (Figure N° 3-44).

Figure N° 3-44 : Disposition des jauges, essais de compression impactée

Dans la Figure N° 3-45, les valeurs données par les jauges affectées par la fissure ont

été supprimées car non cohérentes ( 20000 µdéf par exemple).

Le déroulement de l’essai a été le suivant :

 Montée en charge normale. 

On peut remarquer l’excellente symétrie des déformations : jauges 2 et 3, 4 et 9, 5 et 6.

 Début de propagation de fissure hors de la zone impactée (chargement 1200

daN) suivant une ligne orthogonale au chargement de compression (Figure N° 3-43).

A partir de ce palier, la structure n’est plus intègre. La fissure provoque une modification

de la rigidité et une redistribution du flux d’effort qui affecte les jauges d’entrée 1, 2, 3 et la

jauge 10.

 Poursuite de la montée en charge et propagation progressive de la fissure.

Les jauges 4 et 9 sont affectées et ne donnent plus de résultats cohérents. L’extension

de la fissure fait que les efforts passent sur les cotés non au niveau des jauges 1 et 10. Pour
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les jauges 2 et 3, la diminution est plus faible et ne devient sensible que lorsque le pli de

renfort est lui-même affecté par la fissure (jauge 5 et 6).

 

 Arrêt de l’essai.

Figure N° 3-45 : Suivi des jauges à 0°, essai de compression plaque impactée.

Les jauges centrales sont détruites lors de la propagation de la fissure. La peau stabili-

satrice n’est pas affectée. La plaque présente a posteriori un aspect très plat et quasiment

lisse alors que la déformée (en creux autour de la fissure) lors de l’essai était très impor-

tante.

Des acquisitions ont été effectuées par la méthode du Moiré lors du deuxième essai où

le phénomène s’est reproduit (Figure N° 3-46). Bien que les images soit de médiocre qua-

lité, on peut quand même constater que les lignes de niveau évoluent d’un cercle vers une

ellipse dont le grand axe est orienté vers la future direction de propagation de la fissure. De

plus, il apparaît qu’une "crevasse" se forme.

Une analyse de l’éprouvette fissurée a été effectuée pour connaître l’étendue du dom-

mage. Elle montre qu’il est peu probable qu’un délaminage important se soit produit (Figure

N° 3-47).
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Figure N° 3-46 : Déformée de la zone impactée par la méthode du Moiré, essai compression impactée 2.

On retrouve la trace de la fissure de part et d’autre de l’impact par la présence de pixels

noirs. Les zones vertes au delà de la fissure correspondent à une présence de colle sur la

Pas de charge 170 daN 310 daN

465 daN 670 daN 860 daN

945 daN 1040 daN

1210 daN  FISSURATION

1120 daN
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surface due au câblage des jauges. La zone blanche correspond à l’emplacement d’une

rosette. La fissuration a donc été pure et progressive sans affecter de manière notable les

zones limitrophes. Dans l’essai n°2, on a aussi constaté que la fissure s’est propagée de

manière asymétrique, d’abord d’un coté puis de l’autre. 

Figure N° 3-47 : Analyse par ultrasons de la plaque fissurée.

Bien que l’expérience montre l’importance de la déformée et de l’enfoncement du nida, il

est impossible de trancher dans le cadre de cette étude sur le mécanisme de dégradation.

Seule une étude éléments finis non linéaire avec les caractéristiques dégradées après

impact pourrait fournir des indications. On pourra aussi se référer aux recherches menées

par l’Aérospatiale et Boeing [Guedra-Degeorges 1997, Thevenet 1998, Razi 1998].

DÉFORMATIONS DERNIER PALIER STRUCTURE INTÈGRE.

Figure N° 3-48 : Disposition des jauges, essais de compression impactée.
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Il n’est pas possible d’effectuer un dépouillement analogue à celui réalisé jusqu’alors

compte-tenu du déroulement particulier de l’essai. La charge utile d’un point de vue techno-

logique est celle où la structure n’est pas encore fissurée. Ce palier correspond à une

charge de 1210 daN pour l’essai 1 et 1207 daN pour l’essai 2. Les tableaux suivants don-

nent le dépouillement des jauges situées sur la peau travaillante (Figure N° 3-48). 

Tableau N° 3-6 : Déformations à 0°, essais de compression impactée, zone centrale.  

Tableau N° 3-7 : Déformations à 0°, essais de compression impactée, zone périphérique.

Il existe une grande différence entre l’essai 1 et l’essai 2 qu’il est très difficile d’expliquer.

On peut toutefois noter que le deuxième défaut est moins important (sphère 33 mm au lieu

de 75 mm) et que la jauge 1 d’entrée des efforts est 33 % plus chargée ce qui semble prou-

ver que la zone d’impact possède une rigidité résiduelle supérieure. 

La moyenne des trois jauges (1-2-3) situées en entrée de flux est un bon indicateur de la

résistance de la plaque impactée. On obtient la valeur -3873 µdéf pour le premier essai

alors que l’on a seulement -2613 µdéf pour le deuxième, ( -3860 µdéf seront obtenus pour

l’éprouvette en combinées).

CONCLUSIONS.

Ces valeurs sont proches, à notre connaissance, des valeurs obtenues par les essais

classiques. Ce montage est intéressant car il permet grâce au pilotage en déplacement de

suivre la propagation de la fissure. Toutefois, il est peu probable que ce comportement soit

extrapolable sur hélicoptère car la nature du chargement est fondamentalement différente. 

III.4.4 -  ESSAI SOUS SOLLICITATIONS COMBINÉES.

Chronologiquement, cet essai s’est déroulé avant les essais de compression. Mais son

analyse est facilitée par les résultats des cas précédents montrant l’existence et la propaga-

tion "stabilisée" de la fissure. 

JAUGES Jauge 4 Jauge 9 Jauge 10

εε0° Essai 1 -8573 -11867 -1570

εε0° Essai 2 -3903 -3657 Absence

JAUGES Jauge 1 Jauge 2 Jauge 3 Jauge 5 Jauge 6

εε0° Essai 1 -2052 -4810 -4375 -4549 -4550

εε0° Essai 2 -3090 -2010 -2739 -3103 -2680
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ANALYSE DU CHARGEMENT. 

Figure N° 3-49 : Evolution de la charge des vérins de flexion et de torsion, essai combinées impactée.

La montée en charge a été normale comme le montre la Figure N° 3-49. On peut noter

toutefois que le couplage existant entre les deux efforts a produit une augmentation de 20%

de la charge en flexion pendant le chargement en cisaillement. Contrairement aux essais de

compression, la montée en charge a été poursuivie jusqu’à rupture totale de l’éprouvette.

ANALYSE DE LA RUPTURE.

Figure N° 3-50 : Faciès de rupture éprouvette combinées impactée (Photo N° A2-15).

La ligne de rupture de la peau travaillante est d’abord à 0° avant de s’infléchir suivant

une direction à 15°. Pour la peau stabilisatrice, on a un faciès de rupture présentant une

ligne de rupture à 45° débutant sur un coin de l’arrêt de nida et une deuxième ligne au par-

cours plus torturé dont le départ se situe approximativement au centre de la plaque. D’après

l’expérience acquise, il semble que la peau stabilisatrice se soit rompue en cisaillement

alors que la peau travaillante se soit rompue sous sollicitations complexes avec une propa-

gation de fissure comme va le montrer le suivi de l’essai. 
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SUIVI DE L’ESSAI.

Afin d’expliquer le comportement de l’éprouvette, seul le dépouillement de quelques jau-

ges significatives est présenté. 

Les jauges :

• 2-5-8 sont significatives du flux entrant dans la peau travaillante.

• 11 et 20 sont significatives du flux passant dans la zone périphérique.

• 17 et 18 sont significatives du comportement de la zone centrale.

Figure N° 3-51 : Suivi de l’essai combinées impactée.

Le déroulement de l’essai a été le suivant :

•  Chargement en compression jusqu’à 1332 daN ce qui correspond à une moyenne

de -3644 µdéf sur les jauges d’entrée de flux 2-5-8 puis mise en cisaillement.
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• Première discontinuité (chargement total compression +cisaillement : 1480 daN) .

A ce moment, il a été constaté sur la caméra servant à l’étude du Moiré un

éclatement local de la peinture à proximité des jauges 17 et 18. A partir de ce

moment, des crissements et des craquements importants ont été entendus.

• La deuxième discontinuité marque le changement de comportement dans la zone

périphérique.

• Arrêt de l’essai quand le "bang" caractéristique a été entendu.

A la première discontinuité, soit tout juste au début de la mise en charge en cisaillement,

la fissure s’est propagée suivant y sous les jauges 17 et 18. Le fait que la fissure soit juste

sous ces jauges fait que les valeurs mesurées ne sont plus significatives. 

Bien qu’étant fissurée localement, la structure garde encore une rigidité élevée en

cisaillement à cause de la zone périphérique qui est intègre, de la peau stabilisatrice et de la

zone monolithique. Ce qui explique que la montée en charge se soit poursuivie pendant un

certain temps.

A la deuxième discontinuité, la fissure s’est vraisemblablement propagée dans la zone

intègre, ce qui explique la modification de son comportement. Enfin une rupture statique fra-

gile a eu lieu. 

DÉFORMATIONS DERNIER PALIER STRUCTURE INTÈGRE.  

Figure N° 3-52 : disposition des rosettes sur la peau travaillante, essai combinées plaque impactée.

Ce palier est celui qui précède la première discontinuité. Il correspond aux charges sui-

vantes exercées sur le montage d’essai : Flexion : 1353 daN ; Torsion : 141 daN. La dispo-

sition des rosettes sur la peau travaillante est identique à celle en cisaillement que l’on
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rappelle Figure N° 3-52 pour faciliter la lecture.

La moyenne des directions principales ε1 des rosettes d’entrée du flux est -3860 µdéf.

Cette valeur est comparable à l’essai de traction n°1. On retrouve un phénomène de con-

centration des contraintes très prononcé autour de l’impact. Les valeurs sont très sensibles

car la jauge à 0° N°17 passe de -6948 µdéf à -8844 µdéf pour une augmentation de charge-

ment en torsion de seulement 141 daN.

Tableau N° 3-8 : Déformations principales dernier palier structure intègre essai combiné impactée.

 

DÉFORMATIONS DERNIER PALIER AVANT RUPTURE.

Ce palier correspond aux charges suivantes exercées sur le montage d’essai : Flexion :

1634 daN ; Torsion : 1642 daN. Les rosettes de la zone centrale (13-14-15), (16-17-18) et

des plis de renfort latéraux (10-11-12), (19-20-21) ne fournissent plus de mesures viables.

On ne donnera donc que les résultats des 3 rosettes d’entrée du flux dans les directions

principales :

Tableau N° 3-9 : Déformations et directions principales dernier palier avant rupture.

Les mesures montrent que la plaque est quasiment chargée en cisaillement pur à la fin

de l’essai bien que l’effort des vérins de flexion soit de 1634 daN. La peau stabilisatrice a

une ligne de rupture à 45° ce qui confirme une sollicitation en cisaillement. Il est vraisembla-

ble que le flux de compression est repris par la structure aluminium du caisson central, la

rigidité résiduelle de l’éprouvette fissurée étant faible pour cette sollicitation. 

ROSETTES 1-2-3 4-5-6 7-8-9 10-11-12 19-20-21

ANGLE +12° +13.8° +2.3° -11° -9°

εε1 -4273 -3078 -4226.39 -4426 -4120

εε2 848 681 1490 44 264.37

ROSETTES 13-14-15 16-17-18 22-23-24

ANGLE +2.5° +4.7° -9.4°

εε1 -5244 -8844 -2162

εε2 2851 2202 1564

ROSETTES 1-2-3 4-5-6 7-8-9

ANGLE +45° +41° +12°

εε1 +3446 +2711 1492

εε2 -4010 -2868 -1923
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CONCLUSIONS.

L’interprétation de cet essai nécessite d’une part d’avoir prouvé qu’il s’agissait bien

d’une fissure qui se propageait et non pas un délaminage, et d’autre part de raisonner sur

l’ensemble éprouvette + caisson. Il a montré que la plaque impactée a une importante résis-

tance résiduelle en cisaillement même après le début de la fissuration. Toutefois, il n’est pas

certain que cette constatation soit extrapolable aux structure réelles car les rigidités avoisi-

nantes joue un grand rôle en reprenant les flux de compression. De plus celles-ci sont sou-

mises à des efforts alternés, pas à des efforts statiques croissants.

III.5 - CONCLUSION GÉNÉRALE SUR LES
ESSAIS.

Les points essentiels que cette étude expérimentale a démontré sont :

La validité du concept pour tester sous sollicitations combinées ou sollicita-

tions simples des éprouvettes technologiques.

La mise en évidence de modes de ruptures originaux.

 Les ruptures des plaques non impactées ont toutes été statique fragile dans la peau tra-

vaillante à des valeurs proches de la résistance du stratifié. Ces valeurs sont supérieures

aux essais classiques de compression et donnent une marge supplémentaire de dimension-

nement. De même une propagation non explosive de fissure a pu être observée pour les

plaques impactées. Ces comportements peuvent être attribuées d’une part à la petite taille

de l’éprouvette et d’autre part aux conditions aux limites de type "tout-encastré". A contrario,

l’on peut se poser la question de la représentativité des éprouvettes et des possibilités

d’extrapolations aux structures réelles.

L’existence d’une interaction entre le montage d’essai et l’éprouvette.

Cette interaction est la conséquence directe du concept proposé. A l’instar des structu-

res aéronautique réelles, le caisson central est hyperstatique. Aussi, les efforts se répartis-

sent en fonction des rigidités entre les cornières, les flancs et l’éprouvette. De plus, il est

difficile de quantifier l’influence des serrages, des jeux, des plastifications locales, de la

résine micro-ballons et des défauts géométriques. La conséquence de ces quelques remar-

⇒

⇒

⇒
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ques est que la connaissance du flux entrant dans l’éprouvette ne peut être faite avec préci-

sion qu’in situ (voir aussi [Klein 89] qui arrive aux mêmes conclusions). Dans une

conception ultérieure, il sera peut-être possible d’imaginer des balances spécifiques pour

mesurer les flux d’efforts entrant directement dans le caisson central.

 Une mise en oeuvre lourde.

Dans l’état actuel de la conception, la réalisation d’un essai demande environ une

semaine aux personnels du laboratoire. Le montage actuel est un prototype et sa concep-

tion pourrait être améliorée : conception modulaire et démontable bras/caissons de charge-

ment et caisson central, utilisation de goujons à la place de vis, adaptations à des

dimensions différentes et aux coques, etc... En tout état de cause, ce type d’essai restera

plus lourd à mettre en oeuvre que les essais classiques sur machine de traction universelle.

D’une manière générale, le concept de montage d’essai proposé met en évidence le

comportement structural de l’éprouvette technologique testée. C’est un avantage "structure"

que peut procurer le concept en recréant à un moindre coût et de manière simplifiée une

structure réelle. Par contre, l’évaluation des charges entrant effectivement dans l’éprouvette

est difficile. L’interprétation de ce type d’essais oblige à raisonner "structures". Comme tous

les paramètres ne sont pas maîtrisés, celle-ci peut être erronée, la pondération entre les dif-

férents facteurs étant quelquefois très subjective. Enfin, le montage d’essai, tel qu’il est

conçu fournit des résultats avec une dispersion élevée, il doit être possible de la réduire en

améliorant la qualité générale de la construction du montage mais cela devrait augmenter

son coût dans des proportions importantes.

⇒
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CHAPITRE IV 

IV.1 - OBJECTIFS ET DÉMARCHE.

 La description du comportement des structures sandwichs dissymétriques relève de

l’analyse non linéaire géométrique. A l’heure actuelle, seules des méthodes éléments finis

3D, lourdes à mettre en oeuvre et n’autorisant pas des temps de réponse rapides sont utili-

sées pour la modélisation. En outre, ces méthodes ne permettent pas  une identification

aisée des paramètres influents.

Aussi, l’objectif de la partie théorique de cette étude est de développer une méthode de

prédimensionnement rapide permettant de réaliser des itérations de conception sur les dra-

pages et les géométries en avant-projet. La méthode proposée doit pouvoir être apte à cor-

réler les essais du chap III ou ceux effectués par Eurocopter France. Le modèle devra

fournir la contrainte de compression transverse de l’âme car celle-ci peut s’avérer critique.

Par ailleurs, cette contrainte semble piloter le comportement des structures impactées et sa

connaissance pourra être utile dans le cadre de développements ultérieurs.

Pour satisfaire à ce cahier des charges, le programme informatique qui sera écrit à partir

de la théorie devra être facile d’emploi et avoir des temps de réponse courts. En consé-

quence, le choix des hypothèses mécaniques a été dicté en permanence par la recherche

du meilleur compromis qualité mécanique de la description / complexité mathématique

minimale. 

Les hypothèses qui seront effectuées dans le paragraphe suivant et le choix de la

méthode de résolution seront validées par le développement d’un modèle simplifié de type

ETUDE THEORIQUE 
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poutre. Outre une formulation mathématique allégée qui autorise une programmation rapide

en calcul formel, la modélisation de type poutre permet la compréhension de la mécanique

des structures sandwichs dissymétriques chargées en compression et permet d’identifier

les paramètres influents pour la corrélation des essais. 

Une fois les problèmes du passage poutres/plaques résolus, un modèle 2D incluant

l’expérience acquise en poutre a été élaboré et le programme SAND a pu être écrit (8846

lignes au 11/99), validé et livré à Eurocopter France.

IV.2 - HYPOTHÈSES GÉNÉRALES.

IV.2.1 - GÉOMÉTRIE. 

Figure N° 4-1: Plaque sandwich réelle.

Une plaque sandwich dissymétrique comporte 3 zones (Figure N° 4-1).

•  Une zone de jonction monolithique.

•  Un arrêt de nida. (Il convient de noter que la conception de cette zone est

confidentielle et ne peut donc pas être explicitée dans cet ouvrage).

•  Une zone centrale sandwich dissymétrique pur.

La modélisation du comportement de l’arrêt de nida s’avère complexe, même en poutre

et a par conséquent été abandonnée. On ne trouve par ailleurs que peu de publications sur

les sandwichs à faces non parallèles et toujours dans le domaine linéaire [Paydar et Libove

1986, Bailey et Al 1990, Jeon et Hong 1992, Frostig 1995]. Deux études explicites sur des

arrêts de nida en poutres ont été publiées très récemment [Kuczma 1999, Chai 1999]. Le

problème est encore plus ardu en plaque du fait de la géométrie "en pyramide" des angles.

Aussi, dans un souci d’efficacité, une géométrie standard, à savoir parallélépipédique est

retenue. (Figure N° 4-2).

Zone monolithique
Arrêt de Nida

Zone centrale
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Figure N° 4-2: Géométrie de la plaque sandwich dissymétrique.

Cette nécessité d’avoir un modèle géométrique simple pour pouvoir formuler le pro-

blème ne doit pas éluder le comportement réel. Par conséquent, afin de pouvoir corréler les

essais, et compte-tenu de la géométrie de l’arrêt de nida, des efforts complexes pourront

être introduits dans les peaux travaillante et stabilisatrice (Figure N° 4-3). 

Figure N° 4-3: Principe de la modélisation 

IV.2.2 - HYPOTHÈSES CINÉMATIQUES.

MODÈLE LOCAL.

L’étude bibliographique montre que la majorité des auteurs adopte une formulation en

déplacement pour décrire le comportement des structures sandwichs. Les formulations mix-

tes par morceaux, à savoir une formulation en contrainte dans l’âme et en déplacement

ÂME ( Core )

PEAU STABILISATRICE

PEAU TRAVAILLANTE

hc

h2

h1

L

b

c

2

1

PLAQUE REELLE

GEOMETRIE SIMPLIFIEE MODES D’INTRODUCTION DES EFFORTS
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dans les peaux fournissent aussi des modélisations de qualité dans le domaine linéaire

[Frostig 1992 à 1998].

 Pour cette étude, la méthode des déplacements sera retenue car elle répond le mieux,

pour un développement à finalité industrielle, aux critères de simplicité et de fiabilité. En

effet, l’expérience acquise dans le cadre des éléments finis non linéaires est facilement

accessible et transposable à notre étude.

Le choix des hypothèses cinématiques doit concilier deux contraintes opposées :

  Une formulation suffisamment fine pour pouvoir décrire le comportement

attendu des structures sandwichs dissymétriques.

  Une simplicité nécessaire à garantir une robustesse numérique et une

réponse logiciel rapide.

Pour se fixer les bons critères, la réponse aux sollicitation attendues sera examinée par

phase et des hypothèses minimales de description cinématique seront alors effectuées. Le

choix de décrire par phase le comportement du sandwich et les constations expérimentales

sur le mode de chargement impliquent une description de type "Zig-Zag" du champ des

déplacements. A l’instar de la majorité des auteurs, nous ignorerons la présence du joint de

colle et admettrons la continuité des déplacements entre les phases.

Les formulations globales ont été écartées car elles ne permettent pas une différentia-

tion mécanique aussi naturelle entre la peau travaillante et la peau stabilisatrice. Elles sont

plus adaptées aux formulations éléments finis et fournissent de très bons résultats dans le

cadre de modélisations de structures réelles complètes.

MODE DE CHARGEMENT DES SANDWICHS DISSYMÉTRIQUES

Les structures d’hélicoptères ne sont pas pressurisées et les pressions aérodynamiques

sont à notre connaissance de faible intensité. De ce fait, les charges de flexion réparties

sont quasiment inexistantes, ce qui fait que l’on peut utiliser des peaux de rigidités très diffé-

rentes. Les sandwichs dissymétriques travaillent donc essentiellement dans leur plan.

L’expérience acquise lors des essais en compression laisse à penser que le mode de char-

gement des deux peaux consiste en un flux principal Nx repris par la peau travaillante et

pouvant être décalé d’une valeur δ δ suivant l’axe vertical. Un flux secondaire (fraction de

quelques N% du flux principal) peut aussi charger directement la peau stabilisatrice (Figure

N° 4-4).

⇒

⇒
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Figure N° 4-4: Chargement d’une poutre sandwich dissymétrique. 

Les flux d’efforts sont introduits dans la zone monolithique par un boulonnage. Cette

partie est en conséquence dimensionnée au matage. La surépaisseur est donc importante

par rapport à la peau travaillante ce qui explique l’origine du décalage δδ. Le flux secondaire

N% est lié à la géométrie de l’arrêt de nida qu’il n’est pas possible d’expliciter ici. Un seul

autre auteur y fait référence [Kuczma 1999] et obtient un pourcentage de 5% au maximum

par modélisation éléments finis.

HYPOTHÈSES PEAUX TRAVAILLANTE ET STABILISATRICE.

 La technologie des sandwichs dissymétriques veut que la peau travaillante soit raidie

par le système nida+peau stabilisatrice. Comme il est décrit dans le paragraphe précédent,

les sandwichs dissymétriques sont chargés dans leur plan ce qui fait que la peau tra-

vaillante est toujours beaucoup plus rigide et épaisse que la peau stabilisatrice. Le sandwich

ne reprend pas de charges extérieures de flexion autres que celles induites par le décalage

δδ de la ligne neutre de la peau travaillante par rapport au plan de chargement.

 Dans les deux peaux, compte-tenu des faibles épaisseurs (sandwichs de type aéronau-

tiques), il n’est pas utile de prendre en compte le cisaillement transverse.

Comme la peau travaillante peut être a priori épaisse et qu’elle n’est que stabilisée par

l’ensemble nida + peau stabilisatrice, on considère qu’elle possède une certaine rigidité de

flexion. En conséquence, la théorie des plaques classiques (CPT) ou de Kirchhoff-Love

est retenue.

La rigidité de la peau stabilisatrice sera toujours faible compte-tenu de sa faible épais-

seur (2 ou 3 plis seulement). Elle n’est chargée dans son plan que par le cisaillement de

l’âme qui génère des contraintes de traction/compression par continuité des déplacements.

Un chargement secondaire a aussi été identifié via l’arrêt de nida. En conséquence, une

description en membrane sera suffisante.

 

N% de Nx

(100-N)% de Nx

Nx

δ

2

1

c
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HYPOTHÈSES ÂME.

La problématique est différente dans l’âme. En effet, le fait d’utiliser des âmes en

mousse basse densité ou en nid d’abeille permet de poser l’hypothèse "antiplane core", à

savoir que l’âme ne possède pas de rigidité dans son plan. Le tenseur des contraintes ne

comporte que 3 composantes non nulles :

Les équations de l’équilibre local (Div[σσ] = 0) sont facilement intégrables et on montre

que :

  Les contraintes de cisaillement sont constantes dans l’épaisseur.

 La contrainte normale varie linéairement dans l’épaisseur.

De l’application de la loi de comportement, on déduit que : 

  L’angle de cisaillement   est constant dans l’épaisseur.

 La composante verticale du déplacement de l’âme peut être modélisée

par une fonction du second degré en z.

IV.2.3 - HYPOTHÈSES DE COMPORTEMENT DES
PEAUX

Le comportement des stratifiés avant dégradation est linéaire élastique. Les stratifiés

constituants les peaux travaillante et stabilisatrice seront homogénéisés en plaques ortho-

tropes. Pour pouvoir effectuer cette hypothèse, il est nécessaire :

  Que les drapages utilisés par Eurocopter soient équilibrés et respectent

la symétrie miroir. Dans le cas contraire, le couplage plan traction/

cisaillement ainsi que le couplage membrane/flexion ne sont pas pris

en compte.

  Dans tous les cas, une erreur est commise en calculant la rigidité de

flexion de la peau travaillante puisque la disposition des plis dans

l’épaisseur n’est pas prise en compte. 

Il n’est pas possible de détailler dans cet ouvrage les drapages utilisés par Eurocopter,

0 0 τc
xz

0 0 τc
yz

τc
xz τc

yz σzz
c

⇒

⇒

⇒ γxz

⇒

⇒

⇒
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mais d’une manière générale les drapages non équilibrés ne sont pas utilisés dans l’indus-

trie aéronautique. L’apport éventuel d’un couplage membrane/flexion serait par ailleurs

négligeable énergétiquement pour la réponse globale du sandwich.

L’erreur commise en ne prenant pas en compte de manière exacte la rigidité de flexion

du stratifié est assumée au profit de la simplicité de la formulation qui en découle.

Les relations de comportement dans les peaux travaillante (éq IV-1) et stabilisatrice (éq

IV-2) dans les axes d’orthotropie qui sont les axes de référence du sandwich  s’écrivent :

  (éq IV-1)

 .  (éq IV-2)

Les coefficients de raideurs équivalents  et  sont les coefficients de la

matrice 1/h.[A] [GAY 1991, éq (12.7)], calculés à partir des caractéristiques matériaux de

chaque pli et de la séquence d’empilement [Barrau 1987, chap VI]. Il est usuel d’utiliser en

entrée de données matériaux dans les logiciels éléments finis les caractéristiques orthotro-

pes du pli (EX module sens long ; EY module sens travers ; νXY coefficient de Poisson ; GXY :

module de cisaillement). Comme le logiciel SAND prend comme données matériaux les Qi,j,

il peut être intéressant d’un point de vue pratique de connaître les relations [Berthelot 1996,

p216] :

 (éq IV-3)

 (éq IV-4)

 (éq IV-5)

 (éq IV-6)

L’hypothèse "Antiplane Core" conduit à l’expression de la relation de comportement
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dans l’âme :

 (éq IV-7)

Enfin, comme signalé dans la bibliographie, il convient de noter que pour cette étude

aussi les axes d’orthotropie de l’âme et les axes de référence du sandwich sont confondus,

ce qui correspond à la réalité et élimine des couplages parasites entre âme et peaux.

IV.2.4 - HYPOTHÈSES DE L’ANALYSE NON LINÉAIRE
GEOMETRIQUE.

JUSTIFICATION.

Les résultats d’essai montrent que la réponse des sandwichs dissymétriques chargés

dans leur plan est non-linéaire géométrique (Voir Chap III). Si la réponse de la peau tra-

vaillante est quasi-linéaire, il n’en va pas de même pour la peau stabilisatrice qui peut pas-

ser d’un état de compression à un état de traction. La flèche avant rupture peut atteindre

15% de la longueur de l’éprouvette dans le cas d’essais de compression classiques (cf para

II-3.2 et [Beltrando 1995]). 

Figure N° 4-5: Explication du comportement non linéaire des sandwichs dissymétriques.

L’origine du comportement non linéaire en compression peut être mis en évidence plus

facilement en poutres (Figure N° 4-5). L’introduction des efforts ne se fait ni sur la ligne neu-

tre du sandwich, ni sur la ligne moyenne de la peau travaillante. Le décalage par rapport à la

ligne neutre du sandwich est naturel car les charges transitent essentiellement par la peau

travaillante dans cette technologie. D’autre part, le décalage δδ de la charge est dû aux
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épaisseurs différentes entre la zone monolithique et la peau travaillante.

Ces décalages créent un moment de couplage flèche/chargement. Ce moment devient

d’autant plus important que la prise de flèche est importante. Il favorise à son tour la prise de

flèche ce qui crée la réponse non-linéaire géométrique puisque la déformée est sensible au

chargement. 

FORMULATION LAGRANGIENNE TOTALE.

Le domaine exploitable des essais réalisés montre des déformations maximales en

compression de l’ordre de 1,4% (<2%). Les déformations restent donc petites. De même,

les flèches maximales obtenues lors d’essais classiques ne dépassent pas 15% de la lon-

gueur totale de la plaque. 

  Une formulation lagrangienne totale est suffisante pour décrire le com-

portement attendu des structures sandwichs dissymétriques.

La configuration initiale sera donc la configuration de référence pour l’étude du compor-

tement. L’erreur commise en projection en confondant les positions déformée et non défor-

mée des repères de description du sandwichs est d’au maximum 1,1%. On pourra donc

confondre un angle et son sinus :

   Les rotations sont petites.

IV.3 - THÉORIES DES POUTRES SANDWICHS
DISSYMÉTRIQUES.

IV.3.1 - GÉOMÉTRIE ET CHAMP DES DÉPLACEMENTS. 

Figure N° 4-6: Géométrie et notations en poutre.
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La géométrie retenue est parallélépipédique et l’origine des axes est prise sur le coté

gauche du sandwich. Le choix des inconnues de déplacement (Figure N° 4-7) s’est porté

sur les déplacements du plan moyen de la peau travaillante u0(x), w0(x) et la rotation de la

section droite de l’âme θθ(x) [Allen 1969]. 

Figure N° 4-7: Champ des déplacements dans le modèle de poutre simplifié.

Le raccourcissement ∆∆z de la fibre transverse de l’âme sera supposé être de la forme : 

 (éq IV-8)

Cela implique que la contrainte de compression obtenue sera constante et ne représen-

tera qu’une valeur indicative. On retrouve ce type d’approche lors de modélisations E.F

volumiques qui ne comportent qu’un seul élément dans l’épaisseur de l’âme.

Pour la peau travaillante ( 1 ), sous l’hypothèse petites rotations, les champs des dépla-

cements u1 suivant X0 et w1 suivant Z0 sont :

  ;   (éq IV-9)

Pour l’âme ( c ), sous l’hypothèse petites rotations, le champ des déplacements uc sui-

vant X0 et wc suivant Z0 est :

 (éq IV-10)

 (éq IV-11)

Les déplacements dans la peau stabilisatrice sont obtenus en remplaçant 

dans (éq IV-10) et (éq IV-11).
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IV.3.2 - EXPRESSION DES DÉFORMATIONS AVEC
CHANGEMENT DE VARIABLES.

PEAU TRAVAILLANTE.

Sous les hypothèses retenues, la déformation εxx s’écrit dans la peau travaillante :

 (éq IV-12)

On peut distinguer dans εxx un premier terme lié aux déformations de membrane (N) et

un deuxième terme lié aux déformations dans l’épaisseur induite par la flexion de la peau

(Flex). Le calcul de la variation de longueur uS(x) de la ligne moyenne de la peau travaillante

fournit :

 (éq IV-13)

 On peut alors choisir uS comme inconnue principale au lieu de u0. Le premier intérêt de

ce changement de variable réside dans le fait que uS peut être approximée par une fonction

linéaire. En effet, l’effort normal, compte-tenu de la faible courbure, est quasi constant ce qui

fait que la ligne moyenne de la peau travaillante est quasiment soumise à de la compression

uniforme. Par conséquent, nous poserons :

   (pour x = 0, u0 = uS = 0)  (éq IV-14)

La déformation dans la peau travaillante s’écrit donc plus simplement :

     (éq IV-15)

Figure N° 4-8 : Illustration mécanique du changement de variables.

Pour x = L, le changement de variable proposé peut être illustré (Figure N° 4-8). Cette

figure permet de bien mettre en évidence le fait que u0 est un déplacement induit en grande

partie par la grande flèche de la poutre.
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ÂME.

Les expressions des composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange (éq

A4-4) s’écrivent :

 (éq IV-16)

Les termes supplémentaires d’ordre 2 sont considérés négligeables.

 (éq IV-17)

Le dernier terme de l’équation est la contribution du terme non linéaire. Il représente la

modification de l’angle de cisaillement γxz généré par le raccourcissement suivant z. Il est

d’ordre 2 car la déformation normale transverse de l’âme sera très faible. Il peut donc être

négligé ce qui conduit à l’expression simplifiée :

 (éq IV-18)

PEAU STABILISATRICE.

Après changement de variable, on obtient :

 (éq IV-19)

Une étude numérique a posteriori a montré que le dernier terme est négligeable [Bel-

trando 1995, p37]. L’expression se réduit alors à :

 (éq IV-20)

Malgré la simplification effectuée, on remarquera que cette expression reste mathémati-

quement complexe et présente de nombreux termes de couplage.
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IV.3.3 - RÉSOLUTION DU PROBLÈME PAR MINIMISA-
TION DE L’ÉNERGIE POTENTIELLE.

FONCTIONS D’APPROXIMATION.

Deux bases, l’une polynômiale, l’autre sinusoïdale ont été utilisées. On rappelle que

 dans les deux cas.

 Le choix des inconnues uS, w0, θ, et    permet l’utilisation des fonctions simples suivan-

tes :

  ou    (éq IV-21)

La prise en compte des symétries conduit à choisir : 

 ;  (éq IV-22)

ou :  ,  (éq IV-23)

Le problème ne comporte que 4 inconnues numériques A, B, C, D.

MINIMISATION DE L’ÉNERGIE POTENTIELLE.

L’expression de l’énergie de déformation Ud de la poutre sandwich est :

 (éq IV-24)

L’expression du potentiel des efforts extérieurs VFext en prenant en compte le décalage δδ

et le flux N% est : 

  (éq IV-25)
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 (éq IV-26)

Le deuxième intérêt du changement de variable est qu’il permet de former un système

linéaire (éq IV-26), paramètré par la force F, ce qui simplifie considérablement la résolu-

tion. La mise en oeuvre pratique de cette théorie simplifiée a été réalisée par programma-

tion en calcul formel avec le logiciel MAPLE. La résolution du système se fait par

substitution.

VALIDATION.

 Les résultats obtenus ont été comparés à un modèle éléments finis de poutre sandwich

dissymétrique peaux stratifiées carbone et âme en nida Nomex [Beltrando 1995] utilisant le

logiciel SAMCEF. Le sandwich est modélisé par un seul élément volumique T11 dans

l’épaisseur pour l’âme et des éléments hybrides T56 pour les peaux. 

Figure N° 4-9 : Déformation εxx aux centres des 2 peaux en fonction de la charge.

 Les déformations aux centres de la peau travaillante (εxxPS = Exx PT) et de la peau sta-

bilisatrice (εxxPT = Exx PS) sont fournies (Figure N° 4-9) et montrent que le comportement

général des structures sandwichs dissymétriques est bien approché. L’erreur est maximale

au dernier incrément de charge. Pour la base de fonctions sinusoïdales ("sinus"), elle est

pour εxxPS de 10%, pour εxxPT de 15%. L’erreur maxi pour la base de fonctions polynômiales

("poly" ) est pour εxxPS de 65%, pour εxxPT de 18%.

La flèche au centre est visible (Figure N° 4-10) et la déformation de compression uni-

forme εzz de la fibre transverse de l’âme au centre de la poutre (Figure N° 4-11).

Les fonctions d’approximation de type sinusoïdal corrèlent correctement les résultats
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E.F. Les fonctions de type polynômial donnent des résultats moins précis. Il faudrait aug-

menter le degré des polynômes.

 

Figure N° 4-10 : Flèche et déformation transverse uniforme εzz au centre de la poutre. 

Figure N° 4-11 : Déformation transverse uniforme εzz au centre de la poutre.

Il est remarquable d’arriver à approximer correctement le comportement non linéaire en

prenant en compte la compression de l’âme avec seulement 4 inconnues. Mais ceci se

comprend par le fait que la flèche d’une poutre bi-appuyée soumise à un effort de compres-

sion est représentée par une fonction sinus. 

Les temps de réponse très courts et la facilité d’utilisation qu’autorise cette approche par

rapport aux modélisations éléments finis non linéaires 3D de poutres facilitent une analyse

des différents paramètres qui influent sur le comportement des sandwichs dissymétriques et

l’étude de la répartition énergétique dans les phases du sandwich.
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IV.3.4 - ÉCRITURE DU PRINCIPE DES TRAVAUX VIR-
TUELS ET RÉSOLUTION PAR MÉTHODE INCRÉMEN-
TALE/ITÉRATIVE. 

L’objectif de ce paragraphe est de tester la méthode en poutre afin de l’évaluer pour la

formulation en plaque. Le changement de variable uS n’est pas effectué (ce qui sera justifié

a posteriori dans le paragraphe suivant IV-3-5). Pour simplifier l’écriture et la résolution du

problème, l’écrasement de l’âme et donc la variable  n’est pas considérée. On démontre

que l’apport de cette quantité à la réponse globale est très faible, donc cela ne nuit pas à

l’évaluation de la méthode.

MISE EN OEUVRE DE LA FORMULATION MATRICIELLE.

Les notations employées sont issus de [NAFEMS 1992, Cristfield 1991]. Les vecteurs

du type :  sont des vecteurs colonnes formés par les bases de fonctions d’approxi-

mation des déplacements. Dans (éq IV-27), les vecteurs uS, w0, θθ sont les vecteurs colon-

nes formés par les coordonnées généralisées associées à chacune des inconnues. On en

déduit les relations suivantes :

 ;  ;   (éq IV-27)

 Les dérivées premières des vecteurs  seront représentées par des vecteurs du

type : et les dérivées secondes par des vecteurs du type : . D’où :

; ; ;  (éq IV-28)

Les vecteurs du type h, b ou c sont nommés "vecteurs d’interpolation" car, comme en

formulation E.F., ils sont composés des fonctions d’interpolations et de leurs dérivées (dans

notre cas les fonctions fi (éq A4-20)).

TRAVAIL VIRTUEL DES EFFORTS INTÉRIEURS.

 Dans un souci de clarté, le développement du calcul est limité au cas de la peau tra-

vaillante dans ce paragraphe et les suivants. La méthodologie est identique dans les autres

phases. D’après (éq A4-26), il vient :

ψ
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u0 x( ) hT
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 (éq IV-29)

Avec, sous forme matricielle d’après (éq IV-12) :

 (éq IV-30)

 (éq IV-31)

CALCUL DES VECTEURS DES EFFORTS INTÉRIEURS ET DE
LA MATRICE DE RIGIDITÉ TANGENTE.

 δUd s’exprime en fonction des vecteurs des efforts intérieurs (éq A4-27). Après calcul,

par identification, on obtient les deux vecteurs  (éq IV-32) et  (éq IV-33). Ils repré-

sentent les vecteurs des efforts intérieurs dans la peau travaillante relatifs aux coordonnées

généralisées u0 et w0.

  (éq IV-32)

   (éq IV-33)

La matrice de rigidité tangente s’obtient par différentiation du vecteur des efforts intéri-

eurs (éq A4-29).

Si l’on pose :  alors  (éq IV-34)

Différencier le vecteur des efforts intérieurs permet d’identifier directement les matrices

de rigidité tangentes élémentaires de la peau travaillante (en utilisant la formule où X et A

sont des vecteurs colonnes  ) :

 (éq IV-35)

 (éq IV-36)
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La matrice  se décompose en 3 termes :

   (éq IV-37)

 ;  ;

  (éq IV-38)

Le sens physique des matrices obtenues sera précisé dans le modèle de plaque. Cette

démarche peut ensuite être appliquée à l’identique dans la peau stabilisatrice et l’âme avec

toutefois des calculs plus complexes et la présence de nombreux termes de couplage [Bel-

trando 1995].

CALCUL DU VECTEUR DES EFFORTS EXTÉRIEURS.

Le travail virtuel des efforts extérieurs s’exprime de la manière suivante :

 (éq IV-39)

Le passage en formulation matricielle permet de poser :

 (éq IV-40)

Par identification, le calcul fournit :

  (éq IV-41)

BASE DE FONCTIONS.

Des problèmes de conditionnement de matrice conduisent à choisir des variables adi-

mensionnelles. Dans le cas d’une poutre sandwich, on posera : . Ce change-

ment de variable est pris en compte dans le calcul des intégrales (éq IV-32) à (éq IV-41). On

choisit pour w0 la fonction :

 (éq IV-42)
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On a donc pour tout k, w0(x = 0 ou ) = w0 (x = L ou ) = 0, ce qui correspond

bien au cas d’une poutre bi-appuyée. Le nombre d’inconnues est pris égal à 3 donc w0 est

un polynôme de degré 2 + 2 = 4. La fonction u0 doit être compatible avec w0 puisqu’elle

englobe le déplacement du à w0 (Figure N° 4-8). Il est possible de démontrer qu’il vaut :

  (éq IV-43)

Si on s’impose cette contrainte, u0 devra au moins être de degré 2*(degré(w0) - 1) + 1 = 7.

Le degré du polynôme augmentant, le nombre d’inconnues du problème aussi. Si l’on cher-

che à diminuer le nombre d’inconnues, il est intéressant de savoir si cette compatibilité doit

être absolument respectée (Voir l’étude menée a posteriori en annexe "Programme

SAND"). Avec u0  nul pour x = 0 ou pour  , on a : 

 (éq IV-44)

Pour le cisaillement dans l’âme, en remarquant que θ( ), il vient :

 (éq IV-45)

VALIDATION.

Les résultats fournis par cette théorie ont ensuite été comparés au même modèle élé-

ments finis que celui utilisé dans le paragraphe précédent.

Les courbes charge/déformations aux centres des peaux travaillante (εxxPT) et stabilisa-

trice (εxxPS) sont fournies (Figure N° 4-12). 

Figure N° 4-12 : Déformation εxx aux centres des 2 peaux en fonction de la charge (P.T.V).
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Elles montrent que le comportement général des structures sandwichs dissymétriques

est bien approché. Au dernier incrément de charge, l’erreur est maximale et vaut 17.3%

pour εxxPS , et pour εxxPT , 6%. Ces valeurs sont du même ordre de grandeur que le modèle

avec base sinusoïdale après minimisation de l’énergie potentielle.

Le fait d’augmenter le degré des polynômes et le nombre d’inconnues a permis d’obtenir

des résultats corrects avec une base polynômiale limitée à 3 inconnues. La convergence est

obtenue sans itérations pour les 8 premiers incréments (sur 14) avec un critère de conver-

gence fixé ici à 0.01. Le nombre d’itérations pour obtenir la convergence est en général égal

à 1 et au plus à 3 pour le dernier pas. La flèche au centre est visible (Figure N° 4-13).

L’erreur maxi est de 20% au dernier incrément.

Figure N° 4-13 : Flèche au centre de la poutre (P.T.V.).

Bien que l’objectif du modèle de poutre ne soit pas là, on peut noter que des erreurs

relatives supérieures à 15% tant en flèche que sur εxxPS ne sont pas forcément significatives

car la structure n’est pas dimensionnée dans cette zone du chargement. 

IV.3.5 - ÉTUDE ÉNERGÉTIQUE.

L’objectif de ce paragraphe est d’une part de montrer à l’aide de graphes de répartition

énergétique le comportement des poutres sandwichs dissymétriques et, d’autre part, de

permettre de valider ou d’infirmer les hypothèses mécaniques effectuées pour la réponse

globale du sandwich dissymétrique. Il semble difficile de conclure a priori quant au compor-

tement en stabilité et à rupture du sandwich dissymétrique. En effet, si l’énergie est un bon

indicateur de l’état global du sandwich, ce sont les contraintes critiques qui peuvent être très

faibles qui gouvernent le comportement à rupture des composites (par exemple la compres-

sion de l’âme).
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ÉTUDE DE LA RÉPARTITION DANS LES PHASES.

La géométrie et les matériaux de la poutre qui a servi à la validation des méthodes de

résolution sont repris dans ce paragraphe. La théorie utilisant la minimisation de l’énergie de

déformation et des fonctions sinusoïdales est utilisée car elle inclut la compression de l’âme.

La répartition relative de l’énergie dans les phases en fonction des incréments de charge est

fournie Figure N° 4-14.

Figure N° 4-14: Répartition énergétique dans les phases (poutre peaux carbone, âme mousse).

Ce graphe permet d’expliquer le comportement des sandwichs dissymétriques. A savoir

que dans la première partie quasi-linéaire, jusqu’au 6ème incrément, 97% de l’énergie est

reprise dans la peau travaillante. Ce n’est que lorsque le phénomène de couplage flèche/

chargement devient prépondérant, dans une deuxième partie non-linéaire, que la part de

l’énergie reprise par l’âme ou la peau stabilisatrice devient non négligeable. Ainsi, la termi-

nologie "peau travaillante" est pertinente.

ÉTUDE DE L’ÉNERGIE DE FLEXION DANS LA PEAU
TRAVAILLANTE.

L’objectif de ce paragraphe est de vérifier la pertinence de la prise en compte de la

flexion de la peau travaillante. Le paragraphe précédent suggère que le chargement de la

peau stabilisatrise et de l’âme est du en grande partie au moment de flexion induit par le

couplage flèche/chargement. Il est donc opportun de comparer la part énergétique de la

flexion reprise dans la peau travaillante (Ed Flex PT) à l’énergie de ces deux phases (Edâme et

Ed PS). La somme Ed Flex PT + Edâme + Ed PS peut être considérée en première approximation
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comme l’énergie reprise en flexion par le sandwich. L’essentiel de la compression pure

étant reprise par la peau travaillante seule. La Figure N° 4-15 montre l’évolution de la part

relative de l’énergie de flexion dans la peau travaillante en fonction de la charge. Elle passe

par un maximum de 5 % avant de diminuer lorsque le chargement augmente. Cette diminu-

tion peut être expliquée par le fait que lorsque le moment de flexion et la flèche augmente, le

sandwich dissymétrique a tendance à se comporter comme un sandwich symétrique. Dans

ce dernier cas, la flexion des peaux n’est sensible qu’aux fortes épaisseurs.

Figure N° 4-15: Evolution du pourcentage de la part relative de l’énergie de flexion dans la peau travaillante.

L’ordre de grandeur est relativement faible (5%) pour le cas de calcul. A priori,  la rigidité

de la flexion de la peau travaillante ne peut être négligée, des configurations pouvant certai-

nement générer des parts relatives supérieures. 

Figure N° 4-16: Evolution de la part de l’énergie de flexion dans la peau travaillante, par rapport à l’énergie 
totale de la peau travaillante,  pour l’incrément 11 en fonction du décalage δ.

 On s’intéresse dans la Figure N° 4-16 à l’influence du paramètre δ. Contrairement à ce

qui était attendu, le pourcentage de flexion repris par la peau travaillante diminue lorsque
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l’on introduit le décalage δ avant d’augmenter à nouveau. A posteriori, l’optimum correspond

au chargement sur la ligne neutre du sandwich, ce qui minimise le moment de couplage et

donc les efforts de flexion sur le sandwich, en particulier dans la peau travaillante. 

ÉTUDE DE L’ÉNERGIE DE COMPRESSION DANS L’ÂME. 

On analyse dans ce paragraphe la part de l’énergie de compression dans l’âme par rap-

port à l’énergie totale de l’âme (Figure N° 4-17). Malgré le fait que la contrainte de compres-

sion soit uniforme dans l’épaisseur, l’ordre de grandeur est supposé rester correct. La partie

compression reste très faible au cours du chargement. Elle atteint au maximum 0.47% de

l’énergie de l’âme ce qui représente moins de 0.04% de l’énergie totale du sandwich.

L’influence du décalage δδ et du flux N n’est pas significative (pour δ = 0.8 la part tombe à

0.24% et pour N=10% à 0.22%). 

Ainsi, l’influence de la compression dans l’âme est tout à fait négligeable dans le calcul

de la réponse globale du sandwich. Il semble que le meilleur moyen d’accéder à cette don-

née soit de la calculer a posteriori en utilisant pour notre problème le principe des méthodes

type prédicteur/correcteur. 

Figure N° 4-17 : Part de l’énergie de compression dans l’énergie de l’âme.

IV.3.6 - CONCLUSIONS ET PASSAGE POUTRE/PLAQUE.

Dans ce paragraphe, des hypothèses générales nécessaires à la description du com-

portement des sandwichs dissymétriques et une formulation poutre ont été proposées. Les

hypothèses de l’analyse non linéaire géométrique (paragraphe  IV.2.4 -) et deux méthodes

de résolutions basées sur la minimisation de l’énergie potentielle (paragraphe  IV.3.3 -) et le

principe des travaux virtuels (paragraphe  IV.3.4 -) ont aussi été présentées. Les deux
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méthodes donnent des résultats analogues et de bonne qualité dans le cas des poutres.

Toutefois, l’extension de la théorie aux plaques a soulevé des problèmes particuliers essen-

tiellement dus à la complexité de la formulation en non linéaire. Les difficultés rencontrées

sont présentés dans les paragraphes suivants.

SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES :

Rappelons qu’à partir de l’expression des déformations de Von Karman, on pose :

En plaque, un changement de variable analogue peut être proposé en compression

biaxiale suivant l’axe des y :

 (éq IV-46)

Par contre, la plaque peut aussi être soumise à du cisaillement et en tenant compte de

ces deux changements de variables, on a :

 (éq IV-47)

L’expression fait apparaître des termes sous intégrale qui enlèvent tout l’intérêt de la

simplification effectuée en poutre. Aussi, ce changement de variable a du être abandonné

pour la formulation en plaque.

SUR LA CINÉMATIQUE :

Le choix des inconnues u0, v0, θx, θy et  a été effectué dans un premier temps. Le

développement complet de la théorie a été effectué [Castanié 1995] et conduit au calcul de

311 matrices de rigidité dont 113 exprimant un couplage non linéaire avec le terme . Or

l’essentiel du temps de calcul de la matrice de rigidité tangente est lié à la présence de ces

termes. Il nous est apparu clair, compte-tenu des objectifs de rapidité et de fiabilité requis,

que cette cinématique était trop complexe et qu’en conséquent une autre formulation devait

être adoptée en plaque.
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SUR LA MÉTHODE DE RÉSOLUTION :

La minimisation de l’énergie potentielle suppose au préalable l’écriture littérale de l’éner-

gie de déformation et conduit à la résolution d’un système d’équations linéaires paramètré

par la charge F. Si cette tâche est facile à réaliser en poutre, il en va autrement en plaque où

les calculs deviennent inextricables avec l’apparition de sommes sextuples :

                                                   

De plus, le système d’équations devient non linéaire si le changement de variable n’est

pas effectué. La résolution pratique et la détermination de la solution réelle sont alors très

complexes. Ainsi nous avons considérés que cette méthode était inadapté pour l’étude des

plaques en analyse non linéaire.

SUR LA BASE DE FONCTIONS :

Deux possibilités ont été évaluées : soit l’utilisation de bases sinusoïdales, soit de bases

polynômiales. L’utilisation du P.T.V. a montré qu’une base de degré 2 polynômiale suffit à

corréler correctement les résultats. Ce type de base a par ailleurs déjà été utilisé dans le

laboratoire et a donné entière satisfaction dans l’étude du flambage local des plaques strati-

fiées sur support élastique ou des sandwichs. Elle permet en outre de pouvoir traiter facile-

ment les conditions aux limites usuelles en élevant l’exposant des termes  et  

dans (éq IV-42). On a :

 (éq IV-48)

Suivant que CLi = 0, 1, 2 on a w0(1 ou -1) qui est indéterminé, nul ou à pente nulle ce qui

correspond aux conditions aux limites libre, appuyé ou encastré. Ce type de fonction pré-

sente donc l’avantage de pouvoir traiter les conditions aux limites usuelles en ne modifiant

que des exposants, sans avoir à modifier la base elle-même comme cela peut être le cas

des bases sinusoïdales. Enfin, les polynômes sont plus adaptés que les fonctions sinusoï-

dales (moins d’inconnues) à la description des déformées en cisaillement et sollicitations

complexes. 

…∑∑∑∑∑∑

1 ξ– 1 ξ+

w0 Bk ξk 1 ξ–( )
CL1 1 ξ+( )

CL2⋅ ⋅ ⋅
k 0=

2

∑=
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IV.4 - THÉORIE DES PLAQUES SANDWICHS
DISSYMÉTRIQUES.

IV.4.1 - NOUVELLE CINÉMATIQUE.

INCONNUES CINÉMATIQUES.

A partir des conclusions du paragraphe précédent, un nouveau choix d’inconnues ciné-

matiques a été effectué analogue à celui de la bibliographie (para II-9) que nous avons nom-

més Zig-Zag Modifié. La deuxième différence par rapport au modèle poutre (Figure N° 4-6)

est une modification de l’origine du système d’axe qui est pris au centre du plan moyen de la

peau travaillante suite à l’adoption de variables adimensionnelles. L’axe vertical est toujours

orienté vers la peau stabilisatrice. Les bornes du domaine seront en X : -L/2 ; +L/2 et en Y : -

b/2 ; +b/2 (Figure N° 4-18). Les nouvelles inconnues de déplacements seront :

• Les déplacements du plan moyen de la peau travaillante :

 u0(x,y),   v0(x,y),    w0(x,y)

• Les déplacements des points de l’interface âme/peau stabilisatrice :

 u2(x,y),   v2(x,y),    w2(x,y)

Figure N° 4-18: Géométrie et Inconnues de Déplacement en Plaques.

CHAMP DES DÉPLACEMENTS.

A partir des hypothèses effectuées précédemment, on peut écrire directement l’expres-

sion du champ des déplacements de Kirchhoff-Love dans la peau travaillante :

ÂME ( Core )

PEAU STABILISATRICE

PEAU TRAVAILLANTE

c

2

1

O

Z

X

Y
u0,v0,w0

u2,v2,w2
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u1(x,y,z) = u0(x,y) - z .     (éq IV-49)

v1(x,y,z) = v0(x,y) - z .       (éq IV-50)

                  w1(x,y,z) = w0(x,y)                                                                                                                      (éq IV-51)

 La peau stabilisatrice est assimilée à une membrane donc :

u2(x,y,z) = u2(x,y)    (éq IV-52)

v2(x,y,z) = v2(x,y)    (éq IV-53)

 w2(x,y,z) = w2(x,y)    (éq IV-54)

Figure N° 4-19: Interpolation des déplacements dans l’âme.

Dans l’épaisseur de l’âme, le champ des déplacements est interpolé linéairement entre

les faces des deux peaux (Figure N° 4-19) ce qui fournit :

   (éq IV-55)

   (éq IV-56)

    (éq IV-57)

On peut remarquer que les expressions (éq IV-56) et (éq IV-57) sont plus simples que

celles obtenues en poutre (éq IV-10) car les termes de couplage entre inconnues cinémati-

ques ont disparu. Les champs uc et vc sont bien linéaires en z ce qui permet de trouver des

contraintes de cisaillement dans l’âme constantes dans l’épaisseur.

x∂
∂ w0

y∂
∂ w0

u1(h1/2)

uc(z)

u2

Déplacement d’un point courant de l’âme
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CHAMP DES DÉFORMATIONS.

L’application des formules de Von Karman permet d’écrire pour la peau travaillante :

 ;

 (éq IV-58)

Les expressions sont analogues dans la peau stabilisatrice en enlevant les termes de

flexion, celle-ci étant assimilée à une membrane : 

 ;  ; 

 (éq IV-59)

Le calcul du cisaillement dans l’âme en prenant en compte le terme non linéaire est un

peu plus complexe et conduit à l’expression :

 (éq IV-60)

Le deuxième terme, non linéaire, est fonction uniquement de la flèche et est lié aux diffé-

rences d’angle de cisaillement induits par la compression de l’âme ce qui peut être négligé

compte-tenu du faible écrasement. Mathématiquement, on a . Le cisaille-

ment de l’âme s’exprime alors plus simplement :

 (éq IV-61)

Et par analogie :

 (éq IV-62)

Pour la déformation normale, on obtient très facilement :

 (éq IV-63)

L’expression (éq IV-63) montre bien le fait que la déformation, donc la contrainte trans-

ε1
xx x∂

∂u0 z
x2

2

∂

∂ w0⋅ 1
2
---

x∂
∂ w0

 
 

2

⋅+–= εyy
1

y∂
∂v0 z

y2

2

∂

∂ w0⋅ 1
2
---

y∂
∂ w0

 
 

2

⋅+–=

γ1
xy y∂

∂ u0

x∂
∂ v0 z

x∂ y

2

∂
∂ w0⋅

x∂
∂ w0

y∂
∂ w0⋅+–+=

ε2
xx x∂

∂u2 1
2
---

x∂
∂ w2

 
 

2

⋅+= ε2
yy y∂

∂v2 1
2
---

y∂
∂ w2

 
 

2

⋅+=

γ2
xy y∂

∂u2

x∂
∂v2

x∂
∂ w2

y∂
∂ w2⋅+ +=

γc
xz

∂wc

∂x
---------

∂uc

∂z
--------

∂wc

∂z
---------

∂wc

∂x
---------⋅+ + u2 u0–( )

hc
--------------------- 1

hc
-----+ z h1

2
-----– 

 
x∂

∂ w2⋅ z h1 hc+( )–( )
x∂

∂w0⋅–⋅= =

1

hc
2

----- w2 w0–( ) z h1

2
-----– 

 
x∂

∂w2⋅ z
h1

2
----- hc+ 

 – 
 

x∂
∂w0⋅+⋅ ⋅+

w2 w0– u2 u0–«

γxz
c u2 u0–( )

hc

--------------------- 1
hc

-----+ z h1

2
-----– 

 
x∂

∂ w2⋅ z h1 hc+( )–( )
x∂

∂w0⋅–⋅=

γyz
c v2 v0–( )

hc

-------------------- 1
hc

-----+ z h1

2
-----– 

 
y∂

∂w2⋅ z h1 hc+( )–( )
y∂

∂w0⋅–⋅=

εzz
c w2 w0–

hc

--------------------=



Théorie 143

verse, sont constantes dans l’épaisseur de l’âme. On a donc une approche analogue à celle

effectuée en poutre et la valeur obtenue ne sera qu’indicative.

IV.4.2 -  DISCRÉTISATION DES DÉPLACEMENTS.

VARIABLES ADIMENSIONNELLES.

Des considérations d’ordre numérique (conditionnement de la matrice de rigidité tan-

gente) conduisent à prendre les variables adimensionnelles  et  définies (éq IV-64). 

 (éq IV-64)

Ainsi, les coordonnées généralisées seront toutes homogènes à une longueur (voir (éq

IV-65) à (éq IV-70)). Les bornes de   et   sont indiquées sur la Figure N° 4-20. 

Figure N° 4-20 : Variables adimensionnelles.

FLÈCHE.

L’argumentaire du choix de la base de fonction a été développé lors des conclusions de

l’étude en poutre. On choisit pour la flèche de la peau travaillante :

 (éq IV-65)

Les coefficients CLi peuvent être mis à 0, 1 ou 2 ce qui correspond aux conditions aux

limites classiques bord libre, simplement appuyé ou encastré pour chacun des bords

(Figure N° 4-20). 

ξ η

ξ 2 x⋅
L

----------= η 2 y⋅
b

----------=

ξ η

X

Y

L

b
ξ = -1

η 1–=

η 1=

ξ = 1
O

w0 ξ η,( ) Akl

l 0=

Nw0

∑
k 0=

Mw0

∑ ξk η l 1 ξ+( )
CL1 1 ξ–( )

CL2 1 η+( )
CL3 1 η–( )

CL4⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅=
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La déformée étant quasi-identique dans la peau stabilisatrice, à l’écrasement de l’âme

prés, l’inconnue w2 sera discrétisée par un polynôme du même type, de même degré et

représentant les mêmes conditions aux limites. L’expérience a montré a posteriori que

changer les conditions aux limites sur w2 par des paramètres spécifiques CLi n’apportait

aucune différence significative.

 (éq IV-66)

MEMBRANE.

A priori, aucune condition aux limites particulière n’est imposée pour les déplacements

de membrane u0(x,y), v0(x,y), u2(x,y), v2(x,y). On pourra donc adopter une base polynômiale

simple constituée de monômes xi. Toutefois, pour que la matrice de rigidité ne soit pas sin-

gulière, il faut éliminer les déplacements solides. Les conditions aux limites en w0 ou 2 élimi-

nent 3 Degrés De Liberté (en abrégé : D.D.L.). On est donc conduit à bloquer 3 autres

D.D.L. en membrane.

Figure N° 4-21: Isostatisme.

Les déplacements de l’origine sont bloqués en x et y ainsi que la rotation autour du point

O. Ce choix permet à la plaque de subir librement de la compression biaxiale et du cisaille-

ment. Ces conditions sont traduites par les relations :

 (éq IV-67)

Ce qui conduit aux expressions suivantes :

 (éq IV-68)
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∑
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 (éq IV-69)

Aucune condition n’a besoin d’être imposée à nouveau sur la peau stabilisatrice et l’on a

simplement :

 et   (éq IV-70)

NOMBRE D’INCONNUES.

Comme en poutre (para IV-5-4), on suppose que les degrés des fonctions représentant

les déplacements de membrane doivent être compatibles avec celui de la flèche car en

l’absence du changement de variable, ils englobent le déplacement dû à w0 (Figure N° 4-8).

Le tableau 4.1 donne les formules de calcul des degrés en  et  des polynômes. 

Tableau N° 4-1 : Calcul du degré des polynômes.

Par exemple, un problème bi-appuyé (CL1 = Cl2 = 1 et CL3 = CL4 = 0) nécessitera en degré

1, 53 inconnues et en degré 2, 143 inconnues. Un problème tout-encastré (CL1 = Cl2 = CL3 =

CL4 = 2) nécessitera en degré 2, 591 inconnues et en degré 4, 1071 inconnues.

La formulation adoptée présente la particularité de voir son nombre d’inconnues être

fonction du degré de w0 et des conditions aux limites (Tableau N° A5-2). Par exemple, un

problème de type tout-encastré nécessite plus d’inconnues et donc plus de temps de calcul

qu’un problème de type simplement appuyé. On notera que le nombre d’inconnues corres-

pond aussi directement à la taille des vecteurs inconnus de la formulation matricielle que

nous allons présenter dans le paragraphe suivant.

IV.4.3 - FORMULATION MATRICIELLE.

VECTEURS D’INTERPOLATION.

Les notations employées sont issues de la littérature sur les éléments finis non linéaires

et ont déjà été présentées en poutres. On aura en plaque :

Inconnues w0 u0 v0 w2 u2 v2

Degré en 

Degré en 
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CL1 CL2+ + 2 de w2( ) 2–⋅ 2 de w2( )⋅

η Nw0
CL3 CL4+ + 2 d

e
w0( )⋅ 2– 2 d

e
w0( )⋅ 1– Nw0

CL3 CL4+ + 2 d
e

w2( ) 2–⋅ 2 d
e

w2( )⋅
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 ;   ;    (éq IV-71)

 ;   ;    (éq IV-72)

Pour les dérivées premières :

 ;  ;  ;  (éq IV-73)

 ;  ;  ;   (éq IV-74)

 ;  ;  ;  (éq IV-75)

Pour les dérivées secondes :

 ;  ;  (éq IV-76)

A partir d’un exemple, il est possible d’expliciter l’expression d’un vecteur d’interpolation.

L’expression de w0 (éq IV-65) peut se mettre sous la forme :

 avec  (éq IV-77)

Le vecteur des coordonnées généralisées s’écrit :

 (éq IV-78)

Le passage de deux indices de rangement des inconnues k et l à un seul indice p est

bijectif. L’expression du vecteur d’interpolation  peut être à présent explicitée :

 (éq IV-79)

Ainsi, tous les vecteurs d’interpolation pourront être écrits en fonction de la fonction  et

de ses dérivées. Par exemple :

La fonction  permet de décrire des bases de monômes en mettant β et γ à 0. C’est sur

u0 x( ) hT
u0

u0⋅= v0 x( ) hT
v0

v0⋅= w0 x( ) hT
w0

w0⋅=

u2 x( ) hT
u2

u2⋅= v2 x( ) hT
v2

v2⋅= w2 x( ) hT
w2

w2⋅=

x∂
∂u0 bT

u0 x, u0⋅=
x∂

∂v0 bT
v0 x, v0⋅=

x∂
∂w0 bT

w0 x, w0⋅=
x∂

∂u2 bT
u2 x, u0⋅=

x∂
∂v2 bT

v2 x, v0⋅=
x∂

∂w2 bT
w2 x, w0⋅=

y∂
∂u0 bT

u0 y, u0⋅=
y∂

∂v0 bT
v0 y, v0⋅=

y∂
∂w0 bT

w0 y, w0⋅=
y∂

∂u2 bT
u2 y, u0⋅=

y∂
∂v2 bT

v2 y, v0⋅=
y∂

∂w2 bT
w2 y, w0⋅=

x2

2

∂
∂ w0 cT

x w0⋅=
y2

2

∂
∂ w0 cT

y w0⋅=
x∂y

2

∂
∂ w0 cT

xy w0⋅=

w0 ξ η,( ) Akl

l 0=

Nw0

∑
k 0=

Mw0

∑ ϕξ
k CL1 CL2, ,

ϕ
l CL3 CL4, ,

η⋅ ⋅= ϕ
α β γ, ,

x xα 1 x+( )β 1 x–( )γ⋅ ⋅=

wT
0 A00 A01 … … … Akl … … … … AMw0

N
w0

, , , , , , , , , ,
 
 
 

… … w0p … …, , , ,{ }= =

hT
w0

hT
w0

ϕ
0 CL1 CL2, ,

ξ ϕ
0 CL3 CL4, ,

η⋅ … ϕ
k CL1 CL2, ,

ξ ϕ
l CL3 CL4, ,

η⋅ … ϕ
Mw0

CL1 CL2, ,

ξ ϕ
Nw0

CL3 CL4, ,

η⋅, , , ,
 
 
 

=

ϕ

cT
x

4

L
2

------ ϕ′′
0 CL1 CL2, ,

ξ ϕ
0 CL3 CL4, ,

η⋅ … ϕ′′
k CL1 CL2, ,

ξ ϕ
l CL3 CL4, ,

η⋅ … ϕ′′
Mw0

CL1 CL2, ,

ξ ϕ
Nw0

CL3 CL4, ,

η⋅, , , ,
 
 
 

⋅=

ϕ



Théorie 147

le calcul des intégrales des combinaisons linéaires de ϕ et de ses dérivées que repose la

construction de la matrice de rigidité tangente (voir annexe  "programme de calcul SAND").

EXPRESSION MATRICIELLE DES DÉFORMATIONS.

Dans la peau travaillante, les déformations peuvent se mettre sous la forme :

 avec  (éq IV-80)

où l’on reconnaîtra une partition en termes de membrane, de courbure et non linéaires.

Avec les notations déjà introduites, on peut donc écrire en membrane :

 (éq IV-81)

Les matrices [B] sont dites "matrices d’interpolation des déformations". Pour les défor-

mations liées à la flèche, on a :

 (éq IV-82)

Pour le terme non linéaire, l’expression est plus complexe :

 (éq IV-83)

[T0] est une fonction de w0. On pose de plus :

 (éq IV-84)

Le calcul dans la peau stabilisatrice est analogue et conduit à :

 (éq IV-85)
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avec :  et  (éq IV-86)

Dans l’âme, on est conduit à séparer les inconnues de déplacement dans le plan et hors

du plan du sandwich, d’où :

 avec  (éq IV-87)

Les matrices [B] dans l’âme sont construites de la manière suivante :

 (éq IV-88)

 (éq IV-89)

IV.4.4 - CALCUL DE LA MATRICE DE RIGIDITÉ TAN-
GENTE.

VECTEURS DES EFFORTS INTÉRIEURS.

La démarche est identique à celle explicitée en poutre et consiste à identifier les vec-

teurs des efforts intérieurs relatifs aux différentes phases et aux différentes coordonnées

généralisées à partir de l’expression du travail virtuel. Une étape de calcul supplémentaire

est toutefois nécessaire en plaque afin de soulager les écritures. Elle consiste à pratiquer

une intégration préalable dans l’épaisseur de manière à faire apparaître les flux d’efforts.

L’expression du travail virtuel des efforts intérieurs dans la peau travaillante est d’après (éq

A4-26), (éq A4-27) :

 (éq IV-90)

Une première intégration dans l’épaisseur fournit :

 (éq IV-91)
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Avec, et en utilisant la loi de comportement (éq IV-1) :

 et   (éq IV-92)

Le calcul des déformations virtuelles fournit directement pour les termes linéaires :

 et  (éq IV-93)

Pour la partie non linéaire des déformations, on a :

 (éq IV-94)

La dernière égalité se démontre par développement terme à terme et présente un grand

intérêt quant à la simplification des calculs des matrices de rigidité tangente. L’identification

terme à terme dans (éq IV-91) permet d’écrire les vecteurs des efforts intérieurs en fonction

des matrices d’interpolation :

 et  (éq IV-95)

La même démarche a été effectuée pour l’âme et la peau stabilisatrice et conduit aux

expressions des vecteurs des efforts intérieurs correspondants.

MATRICE DE RIGIDITÉ TANGENTE.

On va s’attacher maintenant à déterminer l’expression de la matrice de rigidité tangente

(symétrique) dans la peau travaillante. Celle-ci est de la forme :

 (éq IV-96)

Les matrices de rigidité tangentes élémentaires sont obtenues par différentiation des

vecteurs des efforts intérieurs :

En utilisant (éq IV-94) et après identification, on obtient :

  (éq IV-97)

Cette première matrice représente la rigidité de membrane de la peau travaillante. Elle

entre dans la composition de la matrice de rigidité initiale [ KT0 ] qui est la partie linéaire de la

N1 h1 QPT[ ] εε m
1{ } εε nl

1{ }+( )⋅ ⋅= M1 h3
1 12⁄ QPT[ ] χχ

m
1{ }⋅ ⋅=

δεε m
1{ } Bm0 δpm0

{ }⋅= δχχ
m
1{ } Bχ δ w0{ }⋅=

δ εε nl
1{ } 1

2
--- δT0 Bs0

w0{ }⋅ ⋅ ⋅ 1
2
--- T0 Bs0 δw0{ }⋅ ⋅ ⋅+ T0 Bs0 δw0{ }⋅ ⋅= =

qT
i m0, NT

1 B
m0

⋅∫∫ dA1= qT
i w0, NT

1 T0 Bs0⋅ ⋅ MT
1 Bχ⋅+ 

 ∫∫ dA1=

KT
1[ ]

Km0m0

1 Km0w0

1

Km0w0

1 Kw0w0

1
=

δ q i m0, h1 B
m0

T
QPT[ ] δ Bm0

pm0
{ }⋅ 1

2
--- T0 Bs0 w0{ }⋅ ⋅ ⋅+ 

 ⋅ ⋅∫∫ dA1⋅=

Km0m0

1[ ] h1 Bm0

T
QPT[ ] B

m0
⋅ ⋅∫∫ dA1⋅=



150 Structures Sandwichs Dissymétriques

réponse du sandwich.

 (éq IV-98)

Cette matrice représente le couplage non linéaire membrane/flexion. Chacun de ses ter-

mes est une simple somme. Le calcul est plus délicat pour la différentiation du vecteur des

efforts intérieurs lié au déplacement w0 à cause de la présence des termes non linéaires :

Soit :

 (éq IV-99)

En développant le calcul, un formalisme simplifié est proposé :

Il est donc possible de poser :

 (éq IV-100)

En remplaçant (éq IV-99) dans (éq IV-100) puis par identification, l’expression de la

matrice de rigidité élémentaire  est obtenue :

 (éq IV-101)

 *  est la matrice qui représente la rigidité en flexion de la peau travaillante. Elle

entre dans la composition de la matrice de rigidité initiale [ KT0 ] et vaut :

 (éq IV-102)

 *  est appelée matrice de rigidité géométrique. Elle vaut :
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 (éq IV-103)

Cette matrice dont le calcul développé est assez long présente des termes de coupla-

ges non linéaires membrane/flexion. Chacun de ses termes est une double somme. C’est

dans cette matrice que l’on retrouve la physique du couplage à l’origine du comportement

non linéaire. Le temps CPU de calcul de cette matrice est important.

*  est une matrice de rigidité non linéaire complémentaire de la précédente :

 (éq IV-104)

Afin de soulager la présentation de cette partie assez mathématique, il n’est pas utile de

présenter les résultats pour la peau stabilisatrice qui sont similaires en enlevant la rigidité de

flexion. De même, dans l’âme, le calcul des matrices de rigidité tangente est aisé car il n’y a

pas de composantes non linéaires ni de termes de couplage.

Le calcul n’est toutefois pas terminé car l’on doit développer les expressions précéden-

tes pour trouver les matrices de rigidité tangentes élémentaires qui composent la matrice

globale (éq IV-105). Ces matrices sont exprimées en fonction des vecteurs d’interpolation,

des caractéristiques géométriques et matériaux, et pour les termes non linéaires, en fonc-

tion des inconnues (voir annexe "programme SAND"). Ce calcul développé conduit à la

détermination de 81 matrices au lieu de 313 pour la première cinématique. La symétrie des

peaux fait qu’il existe de nombreux termes analogues ce qui diminue le risque d’erreur de

programmation. Une fois ces matrices calculées, comme en éléments finis, un assemblage

est réalisé.

 (éq IV-105)

La connaissance de  permet d’appliquer la méthode incrémentale itérative. Il

ne reste plus qu’à calculer le vecteur des efforts extérieurs ce qui fait l’objet du paragraphe

suivant.
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IV.4.5 - CALCUL DU VECTEUR DES EFFORTS EXTÉ-
RIEURS.

Les expressions des vecteurs des efforts extérieurs s’obtiennent par identification en fai-

sant travailler les flux dans les champs de déplacements virtuels qui leurs sont associés :

TRACTION - COMPRESSION BIAXIALE.

On calcule dans un premier temps la contribution de Nx et Ny représentant les flux

d’efforts extérieurs à la structure, supposés être dans le plan moyen de la peau travaillante

(Figure N° 4-22). Le décalage δδ sera pris en compte par la suite. 

Figure N° 4-22 : Chargement biaxial dans le plan moyen de la peau travaillante.

Le travail virtuel de Nx s’écrit :

 (éq IV-106)

Donc l’expression de  est :

 (éq IV-107)

On peut s’intéresser à la ligne p de ce vecteur qui est fonction des indices k et l du coef-

ficient Akl des coordonnées généralisées :

 (éq IV-108)

Dans cette expression, le mode de calcul pratique commun à toute cette formulation

apparaît clairement, à savoir que chaque terme de la matrice de rigidité tangente, du vec-
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teur des efforts intérieurs ou du vecteur des efforts extérieurs, est le produit d’une intégrale

en  et d’une intégrale en . Le type d’opérande commun à toutes ces intégrales est un

produit de la fonction  (éq IV-77) et de ses dérivées. D’un point de vue pratique, 17 combi-

naisons différentes ont été utilisées (voir annexe "programme SAND"). On peut aussi noter

l’intérêt des fonctions choisies qui permettent d’obtenir des variables séparables et donc la

transformation de l’intégrale d’un produit en produit d’intégrale. D’un point de vue pratique,

cette remarque est essentielle pour obtenir une formulation simplifiée et une programmation

efficace. Pour le flux Ny, on obtient sans calcul :

 (éq IV-109)

La même démarche a été effectuée dans la peau stabilisatrice pour prendre en compte

le pourcentage de flux N% entrant directement.

MOMENT DE FLEXION INDUIT PAR LE DÉCALAGE δδ.

Figure N° 4-23 : Moments de flexion entrant dans la peau travaillante.

Les moments de flexion induits par décalage des flux dans l’épaisseur valent d’après le

schéma ci-dessus :

• Mx = + δδx . Nx , porté par 

• My = - δδy . Ny , porté par 

Le moment travaille avec les rotations de sections associées qui compte tenu de l’hypo-

thèse petites rotations valent respectivement   et . L’expression du travail virtuel

des efforts extérieurs sera donc :
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 (éq IV-110)

L’expression du vecteur des efforts extérieurs pour les moment Mx et My s’obtient par

identification, soit :

  et   (éq IV-111)

CISAILLEMENT.

Figure N° 4-24 : Chargement en cisaillement.

Le chargement s’effectue dans le plan moyen de la peau travaillante. L’expression du

travail virtuel du flux de cisaillement Nxy s’écrit :

 (éq IV-112)

La démarche de calcul est identique et permet d’arriver à :

   et    (éq IV-113)

Afin de pouvoir corréler les essais, un calcul analogue a été effectué dans la peau stabi-

lisatrice pour prendre en compte la fraction N% du flux de cisaillement susceptible d’entrer

directement dans cette peau.

Un assemblage des vecteurs des efforts extérieurs obtenus est nécessaire avant de

pouvoir appliquer la méthode incrémentale/itérative. Le calcul de ces vecteurs s’est limité

volontairement aux modes de chargements supposés des plaques sandwichs dissymétri-

que. Il serait possible d’étoffer les cas de chargement (chargements localisé, pression

répartie, etc...) dans le cadre de développements ultérieurs.
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IV.4.6 -  VALIDATION PAR COMPARAISON A DES MODÈ-
LES ÉLÉMENTS FINIS.

Après écriture du programme de calcul (voir Annexe "Programme de calcul SAND"), la

théorie a été comparée pour validation à un modèle éléments finis réalisé avec le logiciel

SAMCEF. S’il existe plusieurs manières de modéliser les structures sandwichs (7 modèles

ont été identifiés et comparés dans le domaine linéaire par SAMCEF), le modèle de réfé-

rence utilise des éléments volumiques pour l’âme et des coques volumiques pour les peaux

(type 8 SAMCEF). En coques, il y a découplage entre le comportement en membrane et

dans l’épaisseur.

Pour notre étude, ce modèle a été retenu avec un seul élément dans l’épaisseur de

l’âme et deux dans la peau travaillante de manière à pouvoir charger dans le plan moyen.

L’élément de type 8 ne fournit que les contraintes en sortie ce qui nous a obligé à retrouver

les déformations en utilisant la loi de comportement. Pour l’évolution des contraintes en

fonction de la charge, des valeurs moyennes par maille ont été utilisées. Deux cas de char-

gements ont été traités, l’objectif étant ici seulement de vérifier d’un point de vue sécurité

informatique le programme. Les matériaux et les épaisseurs de peaux sont communs aux

deux modèles. La flèche et les déformations dans les peaux au centre de la plaque sont

comparées. Les résultats en quatre autres points ont été comparés et sont fournis en

annexe.

Dans les deux cas, le degré retenu pour w0 est 2 ce qui représente le meilleur compro-

mis qualité de résultat/temps de calcul (voir annexe "programme SAND"). La résolution se

fait par la méthode de Newton-Raphson. Le critère de convergence est fixé à 10-3 pour

l’essai de compression et 10-5 pour le cas en cisaillement.

CAS N°1: COMPRESSION.

Le modèle de plaque a pour dimensions 200 x 200 mm. Il est simplement appuyé sur

ses 4 cotés. Le modèle E.F de plaque complète comporte 10 éléments par coté. Les cour-

bes suivantes montrent l’évolution de différentes grandeurs en fonction du flux. La corréla-

tion est excellente dans la première partie du domaine. La différence maximale est atteinte

au dernier incrément. Pour la flèche, la différence est de 4.6 % puis de 11% aux deux der-

niers incréments.
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Figure N° 4-25 : Comparaison des flèches au centre cas n°1.

Les déformations de compression εxx sont aussi très proches. La différence atteint au

maximum 1.9% pour la peau travaillante. Compte-tenu de l’échelle, la différence de compor-

tement n’est pas sensible en ce qui concerne la réponse de la peau stabilisatrice. L’erreur

est de 10% par comparaison à la valeur maximale.

Figure N° 4-26 : Déformations εxx aux centres des peaux cas n°1.

 Plusieurs facteurs interviennent :

• La peau stabilisatrice est modélisée par une membrane dans la théorie alors que

l’on utilise des éléments volumiques qui sont plus rigides pour SAMCEF.

• Les erreurs dans la peau stabilisatrice sont toujours plus importantes que celles

commises dans la peau travaillante. En fait, une faible part de l’énergie du

sandwich (<3%) transite dans cette phase. En conséquence, il semble que

toute erreur dans la peau travaillante génère une erreur plus importante dans

la peau stabilisatrice. 

• L’étude du champ des contraintes dans cette peau montre une grande sensibilité

aux conditions aux limites qui affecte même le centre. Cette perturbation est

particulièrement élevée dans la zone non linéaire alors que les valeurs sont
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quasi identiques pour les faibles flux. 

Figure N° 4-27 : Contrainte σzz  au centre cas n°1.

 Un relevé des contraintes et des flèches en divers points des peaux et de l’âme est

fourni en annexe "Programme de calcul SAND". D’une manière générale, SAND fournit des

résultats très corrects. Le modèle éléments finis s’avère aussi beaucoup plus sensible aux

conditions aux limites. Le nombre d’éléments est sans doute insuffisant pour une descrip-

tion fine des champs mais suffit à démontrer la validité de la théorie. 

CAS N°2 : CISAILLEMENT.

 Le modèle de plaque a pour dimensions 800 x 800 mm. Cette dimension importante a

été choisie car le cisaillement ne génère pas de déformée importante et il est nécessaire

d’assouplir pour visualiser les effets non linéaires dont la flèche. La plaque est appuyée sur

ses 4 côtés. Le modèle E.F de plaque complète comporte 20 éléments par côté.

Figure N° 4-28 : Comparaison des flèches au centre cas n°1.

Les courbes Figure N° 4-28 montrent l’évolution de différentes grandeurs en fonction du

flux. La différence entre le modèle et les éléments finis est plus marquée pour la flèche. Elle

atteint 25% au dernier incrément. Le modèle semble plus rigide car l’utilisation d’une base

de degré 2 est insuffisante pour décrire la déformée en cisaillement qui est plus complexe.
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L’utilisation de degrés plus élevés n’apporte toutefois pas d’amélioration.

 En cisaillement, le résultat en flèche s’est avéré sensible au critère de convergence.

Pour un critère fixé à 10-3, la flèche obtenue au dernier incrément est de 0.687 mm alors que

pour 10-5 on obtient 0.748 mm soit une variation de 8% environ (voir annexe "programme

SAND").

La corrélation des résultats pour le champ des contraintes τxy  (Tau XY sur la Figure N°

4-29) est très bonne. L’erreur ne dépasse pas 1.3% pour la peau travaillante et 2% pour la

peau stabilisatrice. Un relevé des contraintes et des flèches en divers points des peaux et

de l’âme est aussi fourni en annexe "Programme de calcul SAND".  

Figure N° 4-29 : Contraintes τxy aux centres des peaux cas n°2.

L’étude de ces deux cas valide pour l’essentiel la théorie et la programmation effectuée.

Les conclusions générales relatives à ce chapitre peuvent maintenant être présentées.

IV.5 -  CONCLUSIONS RELATIVES A LA PAR-
TIE THÉORIQUE.

Une théorie non linéaire géométrique des plaques sandwichs dissymétriques a été éla-

borée et a fait l’objet d’une programmation Fortran. Le modèle prend en compte les divers

chargements proposés et permet une estimation des contraintes de compression trans-

verse dans l’âme. La théorie présente la particularité de voir le nombre d’inconnues être

fonction des conditions aux limites et du degré du polynôme w0. Ses limitations sont liées

aux hypothèses et au choix de la méthode de résolution numérique.

On peut citer principalement :

• L’hypothèse " PETITES ROTATIONS" valable pour des rotations inférieures à 20°

Pour les cas fortement non linéaires, l’erreur est plus importante (plaque très
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souple et de grandes dimensions par exemple). On a de plus une imprécision

au niveau de l’écrasement du nida.

• Le choix des polynômes ne permet de décrire que les cas théoriques de conditions

aux limites (appuyé/encastré). Or, pour un bureau d’étude aéronautique, les

coefficients de flambage dimensionnants se situent entre ces cas car les

conditions aux limites réelles ne sont jamais parfaites. Une voie de

développement est donc la prise en compte de raideurs localisées aux

frontières.

• Par ailleurs, dans la configuration actuelle, on utilise des bases complètes de

polynômes ce qui génère un grand nombre d’inconnues. Comme les

coefficients sont adimensionnels, une étude pourrait être réalisée de manière

à sélectionner celles qui jouent effectivement un rôle.

• Le fait d’utiliser un matériau orthotrope équivalent ne permet pas de décrire

finement le comportement des peaux dont les drapages génèrent des

couplages membrane/flexion. Toutefois, on a montré que la flexion propre

des peaux est très faible. Donc, cette hypothèse est val idée et le

comportement général du sandwich est peu affecté.

• La nature du nid d’abeille exclu l’étude de coeurs ayant une rigidité dans leur plan.

De toutes ces limitations, seule l’hypothèse " PETITES ROTATIONS" qui engendrerait

une modification complète de la formulation et le passage à une description lagrangienne

actualisée présente un caractère vraiment rédhibitoire. Les autres peuvent faire l’objet

d’améliorations ultérieures au prix toutefois d’un nombre accru de matrices de rigidité élé-

mentaires à calculer. 

Le programme développé à partir de cette théorie répond globalement aux objectifs

fixés. Il est plus rapide et plus souple d’emploi que les méthodes éléments finis. Des résul-

tats de très bonne qualité sont obtenus en degré 2 dans la minute (alors que le temps de

calcul en éléments finis volumiques avec SAMCEF peut atteindre 1H à 3H). Ce programme

possède aussi des capacités de développement intéressantes pour l’étude des sandwichs

en flexion et des conditions aux limites non conventionnelles.
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D’une manière générale, les erreurs (1 à 2%) pour les caractéristiques principales sont

très faibles par rapports aux éléments finis volumiques. Les caractéristiques dominées par

le comportement non linéaire, par exemple la flèche en cisaillement ou les déformations

dans la peau stabilisatrice, sont approchées avec une erreur d’autant plus importante (de 10

à 25%) que l’on s’approche de la charge critique. L’utilisation du degré 2 s’avère suffisant

pour obtenir ces résultats bien que, dans le cas de la flèche en cisaillement, la fonction de

forme soit trop limitée.
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CHAPITRE V 

V.1 - CORRÉLATION DES ESSAIS.

V.1.1 - DESCRIPTION DES ESSAIS EN COMPRES-
SION SUR POUTRES.

OBJECTIFS.

La bibliographie et la partie expérimentale ont montré que les essais demeurent indis-

pensables pour la compréhension des phénomènes, la validation des modèles de calculs et

des solutions technologiques.

Dans l’étude théorique, deux paramètres N (le pourcentage de flux entrant dans la peau

stabilisatrice) et δ δ (le décalage du flux d’effort par rapport à la ligne moyenne de la peau tra-

vaillante) ont été proposés (Figure N° 4-4) à la suite d’une analyse a priori des modes de

chargements. Pour mieux appréhender ces paramètres et étudier la pertinence de la théorie

proposée une étude sur une géométrie simple de type poutre et un chargement simple en

compression par une machine universelle ont été réalisés. 

CORRELATION DES
ESSAIS ET ANALYSES

COMPLEMENTAIRES 
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GÉOMÉTRIE ET MATÉRIAUX.

Les poutres ont été réalisées au Laboratoire Structures (Figure N° 5-1). Le drapage de

la peau travaillante est constitué d’une séquence de plis carbone BD0°/UD0°/BD0°, celui de

la peau stabilisatrice d’un drapage BD0°/BD0°. L’âme est constituée d’une mousse Roha-

cell 31 (G = 13 MPa et E = 36 MPa).

Figure N° 5-1 : Géométrie des poutres d’essai.

 La caractérisation de la mousse et des plis de carbone a été effectuée au laboratoire.

Toutefois, les modes de fabrication des éprouvettes de caractérisation et des peaux de

l’éprouvette sandwich sont différents. Cette différence génère une variation des caractéristi-

ques élastiques de près de 10%. Après découpage des peaux d’une poutre sandwich et

essai de traction, on obtient les valeurs indiquées dans le Tableau N° 5-1 (l’épaisseur des

peaux est considérée égale à l’épaisseur théorique). 

Tableau N° 5-1 : Caractéristiques matériaux mesurées des peaux.

Quatre géométries locales différentes ont été fabriquées (Figure N° 5-2) :

• La première géométrie est la plus simple et sert de référence. Elle comporte

simplement des talons en alliage d’aluminium collés sur la zone monolithique.

• Dans la deuxième éprouvette, deux plis en tissus de fibres de verre orientés à 45°

ont été ajoutés de part et d’autre de l’âme en mousse. Le module de

cisaillement de l’âme est augmenté de 13 MPa à 44 MPa. La rigidité

supérieure de l’âme doit conduire à augmenter la charge à rupture et donc à

Modules
Calculés à partir des 
résultats des essais 
de caractérisation

Obtenus par 
essais directs

Variation

E Peau 
Travaillante

86850 MPa 78360 MPa - 10%

E Peau 
Stabilisatrice

54545 MPa 58000 MPa + 6.3%

350

500

Largeur : 25

30°

Epaisseur : 0.6

Epaisseur : 0.2

Epaisseur : 20
40
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favoriser l’observation du comportement non linéaire.

• La troisième éprouvette a pour objectif de favoriser le rotulage local en pied de

nida et donc l’influence du paramètre δδ. Pour cela les talons sont décalés de

5 mm puis de 8 mm du pied d’arrêt de nida.

• A contrario, dans la quatrième géométrie, le rotulage est limité en ajoutant des plis

de renfort en pied de nida, ce qui doit mettre en évidence l’influence de du

paramètre N.

 

Figure N° 5-2 : Géométrie locale des talons et de l’arrêt de nida.

MÉTHODOLOGIE D’ESSAI.

Les poutres équipées de talons sont fixées aux mors d’une machine d’essai universelle

de type INSTRON 4466 de 10 KN de capacité. La montée en charge s’effectue par paliers

de 100 N jusqu’à rupture. Deux jauges simples sont collées sur la pente de l’arrêt de nida et

sur le début de la peau stabilisatrice (jauges A et B Figure N° 5-3). Deux autres jauges sont

collées aux centres des peaux travaillante et stabilisatrice (jauges C et D Figure N° 5-3). De

plus, trois capteurs de déplacement potentiométriques mesurent la flèche de l’éprouvette.

Géométrie n°1 :

Talons AU4G collés

Géométrie n°2 :

Géométrie n° 1

+ Plis en Fibre de Verre

à 45° collés sur les flancs

de l’âme

Géométrie n°3 :

Talons AU4G collés avec jeu

5 puis 8 mm

Géométrie n°4 :

Présence de plis de renfort

10 mm

Géométrie n°4 Modifiée:

Géométrie n°4 + Plis de renfort supplémentaires

10 mm

20 mm
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Figure N° 5-3  : Appareillage d’essais sur poutres.

 MODES ET CHARGES DE RUPTURE.

 Certains faciès de rupture sont visibles dans l’annexe "Documents Photographiques".

Tableau N° 5-2 : Modes et charges de ruptures.

Pour le premier essai de la géométrie n°1, l’apparition du flambage local a été retardée

par l’oubli d’un collier élastique de maintien des fils de jauges sur l’éprouvette (voir photo en

Géométrie 
de la poutre

Géométrie 1 Géométrie 2 Géométries 3 Géométries 4

Essai 1 Charge : 2611 N
Flambage Local

Charge : 2890 N
Rupture PT

Charge : 2800 N
Rupture PS

Charge 3300 N
Rupture PT

Essai 2
Charge : 2193 N
Flambage Local

+ Rupture PS

Charge : 2681 N
Flambage Local

Charge : 2300 N
Rupture PT

Charge 3500 N
Rupture PT

Jauge A

Jauge B

Jauge C

Jauge D

Talons AU4G Collés

RUPTURE 2

Avec Flancs FV Talons collés avec jeu

5 puis 8 mm

RUPTURE 1

RUPTURE 2

 Plis de renfort

RUPTURES

1
0 p

u
is

 2
0 m

m
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annexe). La rupture de la peau stabilisatrice s’est produite à la jonction de la zone monolithi-

que dans l’essai 2.

L’adoption de renforts latéraux en fibre de verre dans la géométrie n°2 permet d’aug-

menter la charge de rupture de la poutre sandwich. La rupture a lieu par concentration des

contraintes au niveau du pied de l’arrêt de nida.

Dans la géométrie n°3, l’augmentation du jeu entre le pied d’arrêt de nida et le renfort

alu permet d’introduire une certaine souplesse au niveau de l’appui. Il y a peu d’influence

sur la charge à rupture tant que la valeur n’est pas trop importante (< 5mm). Pour une valeur

volontairement exagérée (8mm), la rupture a lieu prématurément par flexion de la peau tra-

vaillante.

La présence des plis de renfort sur la zone d’arrêt de nida des géométries n°4 permet

d’augmenter la charge à rupture de 2800 à 3300 N (+ 17.8% ) pour la première éprouvette

(1 pli de renfort qui recouvre 10 mm de la zone dissymétrique pour chacune des peaux).

L’effet est confirmé et augmenté (+ 25%) sur la deuxième éprouvette qui comporte 2 plis de

renfort. Le mode de rupture est une rupture statique de la peau travaillante au niveau de

l’arrêt du pli de renfort pour les deux éprouvettes.

COURBES D’ESSAI.

La reproductibilité des essais étant très bonne, on ne présente qu’une seule des deux

courbes d’essai quand les éprouvettes sont identiques. Les déformations obtenues aux cen-

tres des peaux pour les géométries 1 et 2 sont comparées Figure N° 5-4. 

Figure N° 5-4 : Déformations aux centres des peaux. Comparaison des essais 1 et 2.

Comparaison des déformations aux centres
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Le premier effet recherché en augmentant la rigidité en cisaillement de l’âme est obtenu

puisque l’on obtient un effort à rupture plus important. La zone de comportement non

linéaire de la peau stabilisatrice est aussi augmentée. 

Figure N° 5-5 : Déformations aux centres des peaux. Comparaison des essais 2, 3 et 4.

Les déformations obtenues aux centres des peaux pour les géométries 2, 3 et 4 sont

comparées Figure N° 5-5. La géométrie n°2 servant de référence, les valeurs de εxxPS cor-

respondant à l’essai 3 sont supérieures ce qui prouve que le moment introduit est supérieur.

A contrario, les valeurs de εxxPS correspondant à l’essai 4 sont inférieures ce qui montre

l’influence stabilisatrice des plis de renfort. Cette stabilisation peut a priori être attribuée à

trois facteurs :

• Diminution de la longueur sandwich dissymétrique pure.

• Augmentation de la rigidité locale de l’arrêt de nida qui fait que les conditions aux

limites sont plus rigides.

• Introduction effective d’un flux secondaire dans la peau stabilisatrice. On peut

remarquer une diminution sensible de εxxPT à charge égale.

Sur le dernier point, on peut s’intéresser aux mesures de la jauge B située sur la peau

stabilisatrice coté arrêt de nida (Figure N° 5-3). Par rapport à la géométrie n°2, la présence

du pli de renfort fait que, localement, la peau stabilisatrice se charge plus en compression

que pour le cas avec un seul pli de renfort. Par contre, cet effet n’est plus retrouvé lorsque

l’éprouvette possède deux plis de renfort.
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Il semble donc difficile de conclure par rapport à l’existence effective d’un flux secon-

daire. Toutefois le paramètre N permet une prise en compte empirique des trois phénomè-

nes ce qui sera utilisé pour corréler des essais.

Figure N° 5-6 : Comportement de la peau stabilisatrice du coté arrêt de nida pour les géométries 2 et 4.

V.1.2 - CORRÉLATION DES ESSAIS SUR POUTRES.

GÉOMÉTRIE N°1.

La théorie simplifiée et la théorie des plaques développées dans le cadre de cette étude

ont été appliquées pour analyser le comportement des éprouvettes. Le calcul est effectué

avec les hypothèses suivantes :

• La longueur de la poutre est de 350 mm (on ne retient que la zone sandwich

dissymétrique pure). La largeur est de 25 mm.

• La poutre est considérée bi-appuyée, des tests avec des conditions aux limites "bi-

encastrées" ayant donné de mauvais résultats.

• Pour les deux premiers calculs (Figure N° 5-7) et (Figure N° 5-8) présentés, on

suppose que N = δ = 0.

• Les caractéristiques matériaux des peaux sont celles mesurées Tableau N° 5-1.

La corrélation obtenue avec le modèle de poutre simplifié est correcte (Figure N° 5-7).

Toutefois, la réponse fournie par la théorie et le logiciel SAND est meilleure (Figure N° 5-8). 
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Figure N° 5-7 : Corrélation d’essai sur géométrie 1 en utilisant le modèle simplifié à 4 inconnues.

Cela est logique compte-tenu du fait que la théorie des plaques utilise 143 inconnues

alors que la théorie simplifiée n’en compte que 4. En conséquence, le modèle plaque et le

logiciel SAND seront utilisés pour la corrélation des essais sur poutres.

Figure N° 5-8 : Corrélation d’essai sur géométrie 1 en utilisant le modèle de plaque.

Le comportement non linéaire de la peau stabilisatrice est imparfaitement approché

avec N = 0% et δδ = 0 mm. Aussi, après plusieurs itérations, les valeurs N = 0% et δδ = -0.25mm

sont retenues. Avec ces valeurs de paramètres, la courbe expérimentale de réponse de la

peau stabilisatrice est quasiment superposée avec la courbe théorique. De plus, les défor-

mations théoriques et expérimentales sont plus proches dans la peau travaillante, ce qui

montre l’intérêt de ce paramètre et l’importance de réaliser une modélisation précise des
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conditions aux limites.

Figure N° 5-9 : Corrélation géométrie 1. δ = -0.25 mm.

GÉOMÉTRIE N°2.

Dans la deuxième géométrie, seule la rigidité de l’âme est augmentée de 13 à 44 MPa.

Le même décalage δ = -0.25 mm est conservé ce qui permet aussi une excellente corréla-

tion. δδ semble donc bien associé à un désalignement de la sollicitation lié à l’éprouvette et à

la fixation.

Figure N° 5-10 : Corrélation géométrie n°2. δ = -0.25 mm.
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GÉOMÉTRIE N°3.

Figure N° 5-11 : Corrélation géométrie n°3. δ = -0.7 mm.

La corrélation des courbes d’essai nécessite avec la géométrie n°3 de fixer δδ à -0.7 mm

ce qui est supérieur à la valeur trouvée dans la géométrie n°2. Le paramètre δ δ permet après

étalonnage de prendre en compte la variation de la géométrie de la zone d’introduction des

efforts.

GÉOMÉTRIE N°4.

Figure N° 5-12 : Corrélation géométrie n°4 (1 pli de renfort sur 10 mm) avec les paramètres de calcul δ = -
0.25 mm. L= 330 mm. N =0%.
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Figure N° 5-13 : Corrélation géométrie n°4 modifiée (2 plis de renfort sur 10 mm et 20 mm) avec les paramè-
tres de calcul δ = -0.25 mm. L= 310 mm. N =0%.

L’ajout de plis de renfort modifie la rigidité locale. La valeur du paramètre δδ est conser-

vée. La corrélation n’est plus correcte lorsque l’on prend N = 0% et la longueur de la zone

dissymétrique pure (Figure N° 5-13). Augmenter N en conservant cette longueur ne conduit

pas à un meilleur résultat. En fait, la meilleure corrélation est obtenue lorsque la longueur

inclut les plis de renfort et que l’on augmente N à respectivement 1.5 % (Figure N° 5-14) et

4% (Figure N° 5-15).

Figure N° 5-14 : Corrélation géométrie n°4 (1 pli de renfort sur 10 mm) avec les paramètres de calcul δ = -
0.25 mm. L= 350 mm. N = 1.5 %.

Ainsi la signification réelle du coefficient N n’est pas une introduction physique directe

d’un flux d’effort qui n’a pas pu être mise en évidence. Le coefficient N permet plutôt une

Corrélation géométrie n°4 modifiée.
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prise en compte empirique des rigidités locales lorsqu’elles sont affectées.

Figure N° 5-15 : Corrélation géométrie n°4 modifiée (2 plis de renfort sur 10 mm et 20 mm) avec les paramè-
tres de calcul δ = -0.25 mm. L= 350 mm. N = 4%.

RÉSULTATS DES ESSAIS DANS LA ZONE D’ARRÊT DE NIDA. 

Figure N° 5-16 : Dépouillement des jauges A et B zone arrêt de nida.

Le dépouillement des jauges A et B, pour les géométries 1 et 2, est visible sur les cour-

bes Figure N° 5-16. Le comportement non linéaire est très marqué. Bien que la jauge A soit

située sur la zone inclinée et la jauge B sur la peau stabilisatrice, les déformations sont très

proches et ne dépassent pas 1000 µdef (2000 µdef au centre). Dans le cadre de ces essais,

il ne peut donc y avoir de rupture locale de la peau stabilisatrice dans cette zone. 

Corrélation géométrie 4 modifiée.
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CONCLUSIONS.

Si la théorie n’est pas apte à décrire le comportement des poutres sandwichs dissymé-

triques dans la zone d’introduction des efforts, elle s’accorde très bien avec l’expérience

dans la partie modélisée.

 L’influence des paramètres δδ et N a pu être mise en évidence par ces essais sur pou-

tres. Plus que les valeurs par elles mêmes, sujettes à des dispersions, il est prouvé qu’il faut

introduire un décalage δδ pour prendre en compte la nature exacte du chargement en com-

pression. Le paramètre N représente de manière empirique la rigidité de l’arrêt de nida par

le biais de l’introduction d’un flux d’effort dans la peau stabilisatrice qui vient accroître la rigi-

dité locale.

D’une manière générale, la déformation au centre de la peau stabilisatrice est très sen-

sible à tous ces paramètres. C’est un véritable indicateur de l’état de chargement du sand-

wich alors que la peau travaillante possède une certaine "inertie" de ce point de vue. Cette

propriété pourra être utilisée dans l’étude des essais sur plaques.

V.1.3 - CORRÉLATION D’ESSAIS DE COMPRESSION
SUR PLAQUES RÉALISÉS SUR LE MONTAGE.

L’objectif du montage d’essai réalisé est de montrer, par essais à rupture avec des con-

ditions aux limites assez proches de la réalité des structures, que les marges statiques sont

suffisantes. La théorie a permis de développer un logiciel de pré-dimensionnement des

zones courantes sandwichs dissymétriques. Malgré les dimensions réduites de l’éprouvette,

les essais réalisés sur le montage vont être analysés dans ce paragraphe à l’aide du logiciel

SAND.

V.1.3.1 - MÉTHODOLOGIES DE CORRÉLATION DES ESSAIS.

La corrélation des essais sur plaques avec la théorie développée est plus délicate que

celle des essais sur poutres principalement à cause de trois facteurs :

• En premier lieu du fait de la conception des éprouvettes : 

Les géométries locales en zones monolithique et arrêt de nida sont

complexes. Elles réduisent fortement les dimensions de la zone sand-

wich dissymétrique pure où peut être appliquée la théorie développée. 
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• En deuxième lieu du fait des méthodes expérimentales : 

Sur notre montage, le calcul des flux d’efforts entrant dans l’éprouvette

à partir des chargements des vérins est très difficile. Il est significatif

que la différence de chargement des vérins de torsion entre l’essai sur

plaque saine (2050 daN) et l’essai sur plaque impactée (1840 daN) soit

de seulement 10%. Dans le même temps, les déformations mesurées

en zone d’entrée de flux varient d’environ 50%. En fait comme tout le

caisson central est chargé, les flux d’efforts se répartissent au prorata

des rigidités locales.

• En troisième lieu du fait des limites de la théorie développée :

Seule une géométrie parallélépipédique avec un seul type de matériau

et une épaisseur constante des peaux peut être prise en compte. 

La corrélation des essais peut être effectuée de plusieurs façons :

 Méthode n°1 : On considère que le flux dans la peau travaillante est uniforme et

peut être obtenu en utilisant une théorie poutre pour le caisson central : 

                                      NxEprouvette = Fmachine /b.

Cette méthode est en fait difficile à utiliser à cause des jonctions et des renforts latéraux

qui plastifient. Le problème est d’ailleurs analogue, quoique beaucoup moins sensible, dans

les essais classiques sur machine universelle (cf Chap II-3.2) du fait du serrage des mors,

de la géométrie locale de l’éprouvette et des raidisseurs latéraux. Des effets de Poisson et

de Saint-Venant sont générés et le champ des contraintes dans les peaux ne peut dans les

essais de type "structure" être purement uniforme.

Seul un modèle E.F. complet caisson+éprouvette en non linéaire matériau et géométri-

que permettrait donc de calculer NxEprouvette. Le développement d’un tel modèle prendrait un

temps de calcul important et sort du cadre initial de cette recherche.

Ces constatations font que l’on peut proposer une deuxième méthode où l’on ne compa-

rera que le flux local au centre de la plaque à la théorie :

 Méthode n°2 : le flux dans la peau travaillante est calculé en appliquant la loi de

comportement au niveau de la zone sandwich dissymétrique pure à partir des déformations

mesurées par les jauges :

Nx = h1 .(QT11 .(εεxx)Mesurée + QT12 .(εεyy)Mesurée )

⇒

⇒
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Cette deuxième méthode présente les inconvénients suivants :

• Les déformations dans la peau travaillante ne peuvent plus être corrélées puisque

le flux est calculé à partir des déformations mesurées. Par contre, la

validation du modèle peut être effectuée en analysant les résultats sur la

peau stabilisatrice qui, cela a été remarqué lors des essais sur poutres, joue

un rôle d’indicateur de l’état du chargement de l’éprouvette.

 

•  Une erreur sur l’estimation du flux est systématiquement commise car la peau

travaillante est aussi chargée en flexion.

 Malgré ces inconvénients, la deuxième méthode sera utilisée car compte tenu de la

complexité du caisson central, seule une mesure in-situ du flux de compression est possi-

ble. Deux variantes sont proposées :

 Méthode A : le flux est calculé en appliquant la loi de comportement au niveau du

centre de la peau travaillante à partir des mesures de la rosette centrale (Jauge "0°").

 Nx  = h1 .(QT11 .(εεxx)Mesurée Rosette Centrale PT + QT12 .(εεyy)Mesurée Rosette Centrale PT ).

 Méthode B : le flux est calculé à partir de la moyenne des déformations de 3 jauges

disposées à cet effet sur la peau travaillante (Jauges 12-13-14) et application de la loi de

comportement.

 Nx  = h’1 .(QT’11 .(εεxx)Moyen Jauges Zone d’Introduction du Flux + QT’12 .(εεyy)Moyen Jauges Zone d’Introduction du Flux )

Les courbes Flux/Déformations obtenues par les deux méthodes sont visibles (Figure

N° 5-17). Les différences sont peu importantes. Le flux maximal est de 720 N/mm par

mesure au centre et de 780 N/mm par mesure avec les 3 jauges. Cette différence peut

s’expliquer par la présence de renforts locaux dont la rigidité est prise en compte dans la

méthode 2 bis, ce qui a pour effet de "décharger" la zone centrale.

⇒

14

13

12 0°

Peau Travaillante

Implantation des jauges

⇒
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Figure N° 5-17 : Réponse de la plaque suivant le mode de calcul du flux.

Pour la corrélation de l’essai de compression sur le montage, la méthode 2 (estimation

du flux par la seule rosette centrale) est retenue.

V.1.3.2 - CORRÉLATION DE L’ESSAI DE COMPRESSION N°2 
SUR LE MONTAGE. 

Figure N° 5-18 : Corrélation de l’essai de compression sur le montage.

 Une bonne corrélation est obtenue pour les conditions aux limites "tout encastré" et un

flux secondaire de N = 3% (Figure N° 5-18). Toutefois, la déformation εxxPS de la peau stabi-
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lisatrice est moins bien représentée que dans le cas des poutres. Cela s’explique par la dif-

ficulté de prise en compte des conditions aux limites réelles et des faibles dimensions de

l’éprouvette.

V.1.4 - CORRÉLATION DES ESSAIS DE CISAILLE-
MENT ET SOUS SOLLICITATIONS COMBINÉES.

CORRÉLATION DES ESSAIS DE CISAILLEMENT. 

Pour pouvoir corréler les essais de cisaillement, un effet de taille intrinsèque aux sand-

wichs dissymétriques a pu être mis en évidence. Le comportement des sandwichs dissymé-

triques en fonction de leur taille est étudié à l’aide de la Figure N° 5-19. Dans cette figure,

les distorsions angulaires γγxy aux centres des peaux travaillante (GXYPT sur la figure) et sta-

bilisatrice (GXYPS sur la figure) sont tracées en fonction du flux de cisaillement Nxy et des

dimensions de la plaque de 5 x 5 mm à 1000 x 1000 mm.

Figure N° 5-19 : Evolution de la réponse en cisaillement (γxy) des sandwichs dissymétriques en fonction de la 
taille de l’éprouvette (de L x L = 5 x 5 mm à 1000 x 1000 mm).

Pour des dimensions de 5 x 5 mm, la distorsion de la peau stabilisatrice est nulle

(Courbe GXYPS 5) alors que la distorsion dans la peau travaillante est maximale (Courbe

GXYPT 5). Pour des dimensions de 1000 x 1000 mm, les déformations des deux peaux

sont pratiquement égales (courbes GXYPT 1000 et GXYPS 1000). 
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On en déduit donc que :

 Les contraintes de cisaillement dans les peaux d’un sandwich dissymétrique évoluent

en fonction des dimensions du sandwich. 

Ce comportement est attribuable au fait que seule la peau travaillante est chargée phy-

siquement. L’analyse de ce comportement est plus aisée en comparant les distorsions des

peaux travaillante et stabilisatrices à la valeur maximale observée (γxy)Réf. Lorsqu’une seule

peau est travaillante (Courbe GXYPS 5 Figure N° 5-19) on obtient alors la courbe Figure N°

5-20. Cette courbe montre que :

 Pour les grandes dimensions de sandwichs dissymétriques, les déformations étant

identiques, les contraintes, donc les flux, se répartissent au prorata des rigidités des peaux :

  (éq V-1)

Figure N° 5-20 : Chargement en cisaillement de la peau stabilisatrice en fonction de la taille de l’éprouvette. 
Evolution des déformations aux centres des peaux par rapport à la valeur de référence (100% du flux repris 

par la peau travaillante).

 D’un point de vue expérimental, pour s’affranchir de l’effet de taille, il est nécessaire

que la taille des éprouvettes soit suffisamment grande.

Pour nos éprouvettes, la taille devrait être supérieure à 500 x 500 mm. Comme ce n’est

pas le cas, la mesure du flux de cisaillement à partir de la rosette centrale de la peau stabili-

satrice doit être corrigée par un facteur de taille KTaille pour retrouver le flux de chargement

exercé sur le sandwich dissymétrique.
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La lecture du graphe Figure N° 5-20 permet de trouver que KTaille =1/0.69 = 1.45 pour

une plaque d’essai de 200 x 200 mm. La dimension 200 x200 mm est retenue car l’ensem-

ble arrêt de nida + peau stabilisatrice participe à la rigidité en cisaillement. Le flux de cisaille-

ment est estimé à partir des mesures de la rosette centrale de la peau travaillante et est

donc multiplié par KTaille pour retrouver le chargement effectif du sandwich.

 

Figure N° 5-21 : Corrélation des essais de cisaillement avec prise en compte de l’effet de taille.

Une bonne corrélation est obtenue pour l’essai 2 (Figure N° 5-21). Les courbes peau

travaillante et peau stabilisatrice sont presque parfaitement superposées. Le comportement

de la peau stabilisatrice est moins bien approché dans l’essai 1 mais cela est attribuable aux

difficultés expérimentales déjà signalées. Cette théorie a aussi été validée pour la corréla-

tion des essais de cisaillement réalisés au carré déformable à Eurocopter. Les éprouvettes

y sont de dimensions suffisantes pour qu’il ne soit pas nécessaire d’inclure d’effet de taille.

Il convient toutefois de noter qu’il existe une erreur sur l’estimation du flux réel entrant

dans la peau travaillante du fait de la présence de renforts locaux (zone rouge Figure N° 5-

22) qui ne peuvent pas être pris en compte dans le modèle théorique (zone bleue Figure N°

5-22). Le flux réel entrant dans le montage peut, après simulation E.F., être majoré de 25 %

(τxy = 45 MPa (=> 4000 µdef) dans la zone centrale (Figure N° 5-22) pour un chargement

Nxy = 100 N/mm =>  soit pour 16000 µdéf maximum mesurées : 400 N/mm).
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Figure N° 5-22 : Contraintes de cisaillement τxy dans la peau travaillante pour un flux Nxy = 100 N/mm. 

CORRÉLATION DE L’ESSAI SOUS SOLLICITATIONS COMBI-
NÉES N°2. 

Figure N° 5-23 : Corrélation de l’essai sous sollicitations combinées, phase de compression.
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Le chargement consiste d’abord à un chargement de compression puis à un charge-

ment de cisaillement. La première phase du chargement est bien corrélée (Figure N° 5-23)

ce qui confirme les résultats du paragraphe précédent. Les dimensions de la plaque prise

pour le calcul théorique sont celles de la zone sandwich dissymétrique pure : 94 x 94 mm.

 Pour la phase de cisaillement, en appliquant la même méthodologie que pour le cisaille-

ment pur, la corrélation est aussi tout-à-fait acceptable (Figure N° 5-24). Les quantités cor-

rélées sont les déformations mesurées par les jauges situées à +45° aux centres des deux

peaux. La zone sandwich dissymétrique pure retenue pour le calcul en compression n’a

pas de sens physique pour le cisaillement. Aussi, la taille de la plaque théorique est identi-

que à celle retenue pour le cisaillement pur, à savoir 200 x 200 mm. Le même coefficient

correctif a été appliqué pour tenir compte de l’effet de taille dans l’estimation du flux expéri-

mental. 

Il serait possible de faire le calcul pour une dimension 94 x 94 identique à celle néces-

saire pour la compression pure ce qui paraîtrait logique en première analyse. Toutefois, il

serait alors nécessaire d’appliquer des coefficients correctifs ((γxy)PT200/(γxy)PT94) pour les dis-

torsions angulaires de chacune des peaux pour tenir compte de l’effet de taille. 

Figure N° 5-24 : Corrélation de l’essai sous sollicitations combinées, partie cisaillement.
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V.1.5 - CONCLUSIONS. 

Bien que les objectifs de la théorie et ceux des essais soit différents, il est toutefois pos-

sible d’effectuer une corrélation tout-à-fait acceptable pour les sollicitations simples com-

pression ou cisaillement. On a ainsi pu remarquer que :

 Point n°1 : La théorie permet de corréler les résultats expérimentaux

quand la géométrie est simple et le flux parfaitement identifié. (essais sur

poutres loin des bords).

 Point n°2 : La difficulté de corréler les essais sur plaques, que ce soit

sur machine ou sur notre montage, en cisaillement ou en compression pro-

vient de la géométrie complexe des éprouvettes comparée à la géométrie

simple du modèle. La corrélation n’est possible que moyennant une ana-

lyse des phénomènes et/ou des rigidités dont sont déduits des coefficients

de pondération.

 Point n°3 : La petite taille des éprouvettes met en évidence des phéno-

mènes qui sont marginaux dans les grandes structures (rigidité des ren-

forts locaux ou en cisaillement, effet de taille).

 Point n°4 : Bien que l’interaction éprouvette/montage soit forte, il est

possible de s’en affranchir quand l’estimation du flux se fait in situ.

Pour des développements ultérieurs, l’étude théorique devra porter sur la possibilité de

prendre en compte les renforts locaux et la mécanique de l’arrêt de nida. D’un point de vue

expérimental, l’augmentation en taille de l’éprouvette s’impose.

⇒

⇒

⇒

⇒
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V.2 - CALCUL DE LA CONTRAINTE NORMALE
DANS L’ÂME.

V.2.1 - CALCUL EN POUTRE.

L’étude théorique ainsi que la bibliographie ont clairement montrés que l’énergie de

compression de l’âme était très faible ce qui incite à rechercher une méthode de calcul a

posteriori.

Les modélisations effectuées en E.F. ont été reprises en mettant davantage d’éléments

dans l’épaisseur (10). Il a été constaté que la contrainte normale dans l’âme était très peu

sensible au module d’Young transversal Ezz (Figure N° 5-25). La contrainte normale varie

linéairement dans l’épaisseur ce qui est conforme à la théorie (antiplane core). La contrainte

est minimale au niveau de la peau stabilisatrice et maximale au niveau de la peau tra-

vaillante. 

Figure N° 5-25 : Evolution de la contrainte normale dans l’âme en fonction du module d’Young transversal de 
l’âme : Ezz.

Ces constations suggèrent que la contrainte σzz peut être obtenue par étude de l’ équili-

bre des peaux. L’équilibre d’une portion de peau sera réalisé en deux temps. On considé-

rera tout d’abord que le cisaillement transverse dans la peau est négligeable ce qui

permettra d’obtenir une première expression de σzz dans l’âme induit par la tension des

peaux (Figure N° 5-26). Dans un deuxième temps, l’apport du cisaillement transverse des

peaux sera précisé (Figure N° 5-27).
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Considérons une portion de peau stabilisatrice travaillant uniquement en membrane :

Figure N° 5-26 : Equilibre de la peau stabilisatrice sous l’action des contraintes de membrane.

 L’origine est prise au centre de courbure de l’élément isolé. Les équations d’équilibre

s’écrivent en projection sur er et eθθ :

er :  (éq V-2)

eθθ :  (éq V-3)

Ce qui conduit à la relation qui fournit σzz dans l’âme en fonction de la contrainte de trac-

tion /compression dans la peau stabilisatrice σθθ et du rayon de courbure local R :

  (éq V-4)

Ce résultat, classique en Mécanique des Milieux Continus, peut aussi être étendu à la

peau travaillante. Il est donc possible de calculer les valeurs extrêmes de σzz dans l’épais-

seur de l’âme. Le rayon de courbure R de la déformée est calculé par la formule :
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Le logiciel SAND fournit la contrainte σθθ. Considérons à présent l’apport du cisaillement

transverse de la peau :

Figure N° 5-27 : Equilibre de la peau stabilisatrice sous l’action des contraintes de cisaillement transverse.

L’ équation d’équilibre s’écrit en projection sur er :

er :  (éq V-6)

On obtient donc :

  (éq V-7)

Figure N° 5-28 : Champ des contraintes de cisaillement transverse dans la peau stabilisatrice et continuité 
des contraintes à l’interface âme/peau.

τPS
rθ 

Centre de Courbure

x

z
er

eθ

θθ

dθθ

Epaisseur : h2

R

τ PS + d/dθ(τ PS)

rθ  

rθ  

τ c
rθ

( σ c )
Cisaillement

zz 

τrθ
PS

PS
∫ dr dθ

2
------ 

 cos⋅ τrθ
PS

θ∂
∂τrθ

PS

dθ⋅+ 
 

PS
∫– dr dθ

2
------ 

 cos⋅ σzz
c( )Cisail lement R dθ⋅ ⋅+ 0=

θ∂
∂τrθ

PS

dθ⋅ 
 

PS
∫– dr σzz

c( )Cisail lement R dθ⋅ ⋅+ 0=

τPS
xz 

τc
xz 



186 Structures Sandwichs Dissymétriques

En émettant l’hypothèse que la variation de la contrainte de cisaillement transverse est

linéaire dans l’épaisseur (Figure N° 5-28) de la peau et après avoir confondu les repères

états déformés et non déformés, il vient :

  (éq V-8)

La continuité des contraintes entre l’âme et les peaux permet d’écrire : , d’où à

l’interface de la peau stabilisatrice et de l’âme, on a :

  (éq V-9)

Analysons les résultats numériques donnés par les formules (éq V-4) et (éq V-9) à partir

des données de SAND et ceux fournit par un modèle E.F. volumiques avec 10 éléments

dans l’épaisseur de l’âme. Quatre géométries de poutres (Tableau N° 5-3) ont été testées.

Dans tous les cas, les poutres sont bi-appuyées.

Tableau N° 5-3 : Caractéristiques géométriques et matériaux des poutres tests.

 Dans le Tableau N° 5-4, les résultats théoriques (fournis par la formule à partir des

résultats de SAND) et numériques (fournis par SAMCEF) sont comparés. La comparaison

se fait au centre des poutres pour un flux de compression égal à -140 N/mm. Les valeurs

fournies par SAMCEF sont la moyenne dans l’élément de l’âme le plus proche d’une des

peaux (voir les groupes d’éléments considérés Figure N° 5-31).

Pour les résultats théoriques, le terme en gras correspond aux contraintes

. Le terme en italique correspond aux contraintes . Ce terme ne

dépasse pas 5 % du terme généré par la tension des peaux. On peut justifier ici, en poutre,

l’hypothèse faite par certain auteurs [Frostig 1992] de négliger ce terme. Les résultats théo-

riques et numériques sont proches compte-tenu des dispersions sur les résultats fournis par

SAND.

Caractéristi-
ques poutres

L h1 h2 hc E1 (MPa) E2 (MPa) Gc (MPa) Ec (MPa)

Poutre 1 200 1.23 0.34 12 86240 27300 46 150

Poutre 2 200 0.89 0.52 15 37800 37800 46 150

Poutre 3 200 1 0.2 15 44900 27300 67 150

Poutre 4 300 2 0.5 15 44900 27300 67 150

σzz
c( )Cisail lement

h2

2
-----

x∂
∂τxz

PS

⋅=

τxz
c τxz

PS=

σzz
c( )Cisail lement

h2

2
-----

x∂
∂τxz

c

⋅=

σzz
c( )Membrane σzz

c( )Cisaillement



Corrélation des essais et analyses complémentaires 187

 

Tableau N° 5-4 : Résultats théoriques et numériques du calcul des contraintes normales d’interface peaux/
âme dans le cas des poutres.

 

Figure N° 5-29 : Comparaison graphique du calcul des contraintes normales d’interface peaux/âme.

Pour la répartition de la contrainte à l’interface le long de la poutre, la théorie donne

aussi de bons résultats. L’allure est tout-à-fait semblable aux résultats éléments finis sauf

près des bords.

La méthode proposée de calcul de la contrainte normale aux interfaces est donc satis-

faisante dans le cas des poutres. Elle présente l’avantage d’être très simple et très efficace

en terme de temps de calcul dans le cas des poutres bi-appuyées.

RESULTATS THEORIE RESULTATS MODELE E.F.

σzz coté PT σzz coté PS Flèche σzz coté PT σzz coté PS Flèche

Poutre 1
- 0.06 MPa - 0.00624 MPa

1.58 mm - 0.0449 MPa - 0.0074 MPa 1.49 mm
- 0.0022 MPa - 0.00061 MPa

Poutre 2
- 0.074 MPa - 0.0091 MPa

1.96  mm - 0.0699 MPa  - 0.0014MPa 2.434 mm
- 0.00188 MPa - 0.00011 MPa

Poutre 3
- 0.0968 MPa - 0.014 MPa

2.55 mm - 0.098 MPa - 0.02 MPa 2.994 mm
- 0.00266 MPa - 0.00053 MPa

Poutre 4
- 0.037 MPa - 0.004747 MPa

2.28 mm - 0.0319 MPa - 0.0061 MPa 2.342 mm
- 0.00204 MPa - 0.00051 MPa
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Figure N° 5-30 : Evolution de la contrainte normale le long d’une poutre. Cas de la contrainte σzz coté Peau 
Travaillante et de la poutre 4.   

Figure N° 5-31 : Champ des contraintes de compression moyennes par éléments pour les groupes d’élé-
ments de l’âme les plus proches de la peau stabilisatrice (en haut) et de la peau travaillante (en bas). Cas de 

la poutre n°4.

Répartition de sig ZZ PT. Cas de la poutre 4
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V.2.2 - CALCUL EN PLAQUES.

L’équation d’équilibre en projection sur la normale d’un carreau élémentaire de coque

sous pression est donnée par [Timoshenko, éq 256 p 435 para 105 et para 109] :

 (éq V-10)

où Nindice représente les flux d’efforts, r1 et r2 les rayons de courbure normaux, Z est la

résultante des efforts de pression. Pour un carreau de coté 1, il vient :

 (éq V-11)

Avec les notations utilisées, on obtient donc pour le calcul de  la relation

suivante :

   (éq V-12)

Cette relation très simple est une généralisation de la formule obtenue en poutre. De la

même manière, la contribution du cisaillement transverse dans les peaux conduit à la for-

mule suivante : 

  (éq V-13)

Cinq tests numériques E.F. non linéaires ont été effectués. Les matériaux sont identi-

ques, seules les dimensions des plaques, les hauteurs de l’âme et les chargements chan-

gent. 

Tableau N° 5-5 : Dimensions des plaques tests.

Le modèle comporte 10 éléments volumiques dans l’épaisseur de l’âme. Chaque maille

L (mm) b (mm) hc (mm) Flux (N/mm)

Plaque 1 200 200 15 Nx = - 200

Plaque 2 300 200 15 Nx = - 270

Plaque 3 200 300 10 Nx = -200

Plaque 4 200 300 20 Nx = -200

Plaque 5 200 200 15 Nxy = 200
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a pour dimensions dans le plan 20 x 20 mm (Figure N° 5-32). 

Figure N° 5-32 : Modèle de plaque volumique avec 10 éléments dans l’épaisseur.

Comme en poutre, la valeur de contrainte σzz fournie par SAMCEF est la valeur

moyenne dans l’élément de l’âme le plus proche de la peau. Le Tableau N° 5-6 fournit les

résultats théoriques pour les cinq plaques. Pour les résultats théoriques, le terme en gras

correspond aux contraintes   . Le terme en italique correspond aux contraintes

.

 

Tableau N° 5-6 : Résultats théoriques et numériques du calcul des contraintes normales d’interface peaux/
âme dans le cas des poutres.

RESULTATS THEORIE RESULTATS MODELE E.F.

σzz coté PT σzz coté PS Flèche σzz coté PT σzz coté PS Flèche

Plaque 1
- 0.028 MPa - 0.01 MPa

0.79 mm - 0.025 MPa - 0.0061 MPa 0.835 mm
- 0.000115 MPa - 0.00067 MPa

Plaque 2
- 0.0128 MPa - 0.0035 MPa

1.14  mm - 0.0161 MPa - 0.0073 MPa 1.236 mm
- 0.001141 MPa - 0.00066 MPa

Plaque 3
- 0.009 MPa - 0.0041 MPa

1.23 mm - 0.0108 MPa - 0.0058 MPa 1.237 mm
- 0.001575 MPa - 0.00092 MPa

Plaque 4
- 0.03331MPa - 0.00096 MPa

0.819 mm - 0.0292 MPa - 0.0028 MPa 0.892 mm
- 0.0008 MPa - 0.00048 MPa

Plaque 5
-0.000004 MPa -0.0000038MPa

------ -0.009 MPa + 0.002 MPa -------
- 0.00126 MPa + 0.00074 MPa

σzz
c( )Membrane

σzz
c( )Cisaillement
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La comparaison des valeurs fournies par la théorie et des valeurs fournies par le modèle

E.F. est correcte. Ceci malgré le fait que les valeurs soit extrêmement faibles (de 10-2 à 10-3

MPa). A ces niveaux de contraintes, les résultats sont sensibles à la dispersion numérique

engendrée par le calcul. D’autre part, on ne compare pas exactement les mêmes sandwichs

puisqu’il faut entrer toutes les caractéristiques matériaux dans le modèle E.F. pour ne pas

générer de matrice de rigidité singulière. 

L’apport du cisaillement transverse reste faible lors de chargement en compression. Par

contre ce terme devient prépondérant lors de chargement en cisaillement car les contraintes

σxx et σyy sont très faibles. 

Figure N° 5-33 : Comparaison graphique du calcul des contraintes normales d’interface peaux/âme dans le 
cas des plaques 3 et 4.

V.2.3 - CONCLUSIONS.

Une méthode de calcul des contraintes dans l’âme a posteriori a été proposée et vali-

dée. Pour les cas traités, elle donne de bons résultats par comparaison aux modèles E.F.

volumiques. Toutefois, elle n’a pas été validée dans tous les cas de figure et, les valeurs

obtenues étant très faibles, les erreurs de modélisation peuvent être importantes. D’autre

part, les cas tests démontrent que l’on est loin des contraintes critiques de compression

données pour des âmes en nida Nomex (2.5 ou 4.7 MPa [Zenkerts 1997]). Ce qui démontre

que ces contraintes ne sont pas critiques pour le dimensionnement en plaque. Il n’en est

probablement pas de même pour les coques, les rayons de courbures étant beaucoup plus

faibles.
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V.3 - COMPORTEMENT GÉNÉRAL DES
STRUCTURES SANDWICHS DISSYMÉTRI-
QUES.

L’objectif de ce paragraphe est de mettre en évidence la logique du comportement de

ces structures sandwichs particulières en utilisant les théories développées dans le chap IV.

L’accent sera mis sur l’influence des matériaux plus que sur l’influence des dimensions ou

des conditions aux limites. 

V.3.1 - COMPORTEMENT DES POUTRES ET PLAQUES 
SANDWICHS EN COMPRESSION.

La variété de matériaux utilisables est très étendue. La rigidité des peaux peut varier de

20 GPa (Fibre de verre) à 600 GPa (Fibre de carbone HM). La même palette existe pour les

âmes, les mousses PVC ont une rigidité Gc de 13 à 108 MPa, les nids d’abeille Nomex de

27 à 138 MPa [Zenkerts 1995]. On choisit la poutre de référence suivante :

• L=300 mm ; b = 25 mm ; h1 = 1.5 mm ; hc = 15 mm ; h2 = 0.5 mm.

• E1 = 60 GPa ; E2 = 20 GPa ; Gc = 44 MPa ; Ec = 150 MPa.

L’étude de ce paragraphe a été réalisée avec la théorie simplifiée donc en supposant

une poutre bi-appuyée. 

INFLUENCE DE E2 ET Gc.

Figure N° 5-34 : Déformations aux centres des peaux en fonction de la rigidité de la peau stabilisatrice.

Réponse en fonction de E2
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Etudions dans un premier temps la réponse du sandwich en compression lorsque l’on

fait varier la rigidité de la peau stabilisatrice E2. La Figure N° 5-34 montre que la dénomina-

tion de peau stabilisatrice est pertinente car la charge de flambage est influencée de

manière prépondérante par sa rigidité E2.

Le même phénomène est observé lorsque l’on diminue ou augmente la rigidité en

cisaillement de l’âme Gc (Figure N° 5-35). En conséquence :

 Le choix des matériaux d’une structure sandwich dissymétrique doit être homogène.

Figure N° 5-35 : Déformations aux centres des peaux en fonction de la rigidité en cisaillement de l’âme.

La différence marquée entre les réponses d’un sandwich dissymétrique avec des âmes

de différentes rigidités suggère aussi l’utilisation d’éprouvettes sandwichs dissymétriques

pour mesurer Gc. En effet, la mesure s’avère difficile à l’heure actuelle pour les fortes épais-

seurs d’âme. Il existe ici peut-être une possibilité.

Tableau N° 5-7  : Caractéristiques matériaux de 4 poutres sandwichs.

L’étude des 4 sandwichs Tableau N° 5-7 classés par ordre de rigidité croissante montre

une répartition de l’énergie dans les phases de même nature (Figure N° 5-36), donc un

comportement proche. Dans tous les cas, à l’exception du sandwich 1 où l’âme est en

mousse, la part de l’âme est la plus faible et l’énergie de la peau stabilisatrice ne devient

Sandwich E1 (GPa) E2 (GPa) Gc (MPa) Ec (MPa)

Type 1 20 20 13 15

Type 2 40 20 27 50

Type 3 60 40 44 150

Type 4 100 60 138 250
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importante que près du flambement quand le sandwich se charge globalement en flexion. 

Figure N° 5-36 : Répartition énergétique dans les phases pour 4 sandwichs de rigidités croissantes et   
homogènes. Le sandwich de référence étudié précédemment correspond au type 3. Les matériaux de l’âme 
sont de la mousse PVC pour le premier sandwich et des nida Nomex de 29 à 138 kg/m3 pour les trois sui-

vants. Ec a été extrapolé pour les cas 2 et 4.

Un cas numérique avec l’âme en mousse du type 1 et les peaux du type 4 montre une

répartition énergétique où l’énergie dans l’âme devient supérieure à l’énergie dans la peau

stabilisatrice (Figure N° 5-37).

Figure N° 5-37 : Cas d’un sandwich à âme mousse et peaux très rigides.

Il faut que l’âme soit suffisamment rigide en cisaillement pour charger correctement la

peau stabilisatrice et assurer la stabilité de l’ensemble du sandwich dissymétrique. Ces gra-

phes énergétiques montrent bien le comportement particulier des sandwichs dissymétri-

ques. 
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Pour des chargements jusqu’à environ 70% du chargement maxi, une modélisation

linéaire de la peau travaillante seule peut être effectuée (cf Chap III-2 : Modèle E.F. linéaire

du caisson et voir aussi [Chai 1999]). 

Pour des chargements plus importants et pour pouvoir déterminer les marges à rupture

en statique, il est nécessaire de réaliser un calcul non linéaire.

COMPRESSION DE L’ÂME.

Analysons l’énergie relative à la compression de l’âme. Les simulations sur le sandwich

n°3 ont montré que comme c’est logique, c’est le module de rigidité qui avait l’influence

maximale. Plus le module est faible, plus l’énergie reprise est importante. La force critique

est par contre diminuée (5600N au lieu de 6000N). Les extremums trouvés par des simula-

tions supplémentaires en faisant varier Gc et E2 sont 0.15% et 3.7%. Cette énergie est dans

tous les cas faible et peut être négligée dans les calculs globaux. 

Figure N° 5-38 : Evolution de la part énergétique de la compression de l’âme en fonction de son module pour 
le sandwich 3. Les valeurs sont celles obtenues au dernier incrément de charge.

INFLUENCE DES PARAMÈTRES δδ ET N.

On observe sur les courbes Figure N° 5-39 et Figure N° 5-40 que les paramètres δδ et N

influent de façon importante sur le comportement de la peau stabilisatrice. Les courbes εxxPT

étant pratiquement superposées, ne sont pas représentées pour faciliter la lecture. Le para-

mètre N a une influence stabilisatrice. Ce comportement s’explique par la création d’un

moment stabilisateur. Le même principe explique l’influence de δδ. Pour δδ négatif, la diver-

gence a lieu plus tôt et quand il est diminué, la stabilité du sandwich dissymétrique est aug-

mentée.
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Figure N° 5-39 : Influence du coefficient N.

Figure N° 5-40 : Influence du coefficient δ.
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PLAQUE EN COMPRESSION.

 L’augmentation de la taille diminue la charge critique, l’augmentation des rigidités et de

l’épaisseur de l’âme renforce la tenue au flambage. Seule la peau stabilisatrice est affectée

par ces variations. La peau travaillante conserve son comportement linéaire pour la plage

de chargement. Toutefois, comme les déformations analysées sont les déformations du

plan moyen, il convient de vérifier que les déformations sur les faces supérieures et inférieu-

res de la peau travaillante restent aussi linéaires. Sur la Figure N° 5-41, il apparaît que

l’influence de la flexion des peaux est faible. On peut donc justifier ici, a posteriori, le fait de

comparer les mesures de déformation, réalisées sur une des faces de la peau travaillante,

et le calcul, effectué dans le plan moyen. Par ailleurs, d’autres simulations ont montré que la

différence entre les déformations du plan moyen et les déformations des faces supérieures

ou inférieures est plus importante pour les poutres que pour les plaques. 

Figure N° 5-41 : Déformations Plans inférieurs, Moyens et Supérieurs d’une Plaque en Compression.

L’influence des conditions aux limites est identique aux autres structures. Par ailleurs,

les remarques effectuées en poutre sur les paramètres δδ et N restent vraies en plaque.

 On remarquera aussi que la peau stabilisatrice passe en compression pour des para-

mètres δ et N fixés à zéro (Figure N° 5-42), ce qui n’est pas le cas en poutre. On a donc ici

un effet de flexion induit par la rigidité des appuis, confirmé par le fait que les déformations

εyy sont supérieures à εxx dans la peau stabilisatrice.
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Figure N° 5-42 : Plaque dissymétrique en compression. Tout appuyé. Réponse des déformations aux cen-
tres des peaux en fonction de la taille.

CAS DES SANDWICHS SYMÉTRIQUES EN COMPRESSION.

Figure N° 5-43 : Etude d’un sandwich soumis à de la compression dissymétrique (dissymétrie 49/51: "1%" et 
48/52 : "2%").
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Ce cas peut être traité par la théorie en fixant N à 50 % ce qui étend l’intérêt de ce pro-

gramme (voir annexe "Programme SAND"). Toutefois l’intérêt de ce paragraphe réside plu-

tôt dans la possibilité d’analyser le comportement pour différents rapports du chargement

entre les deux peaux.

Les résultats obtenus pour des rapports 49/51% et 48/52% sont représentés sur la

Figure N° 5-43. Les formes des courbes sont très similaires à celles obtenues expérimenta-

lement par Lagace et Al (voir para II-8). Le modèle non linéaire proposé par cet auteur

repose sur une formulation de Mindlin, donc globale qui, dans un premier temps, est desti-

née à l’étude du post-flambement des stratifiés puis généralisée aux sandwichs symétriques

en compression. Le phénomène de post-flambement des stratifiés est très bien corrélé et

expliqué par la présence de déformations initiales. Cette explication est ensuite généralisée

aux sandwichs. Il s’avère que le comportement expérimental peut aussi s’expliquer par une

dissymétrie du chargement de +/- 1 ou 2 %, (une dissymétrie de la rigidité des peaux donne

le même résultat). C’est d’ailleurs un problème qui avait déjà été souligné par [Hoff 1945].

Si il est tout-à-fait possible de retrouver ce résultat soit par des modélisations E.F. non

linéaires volumiques ou par des modélisations plaques en introduisant un moment parasite,

la souplesse d’emploi du logiciel SAND permet une analyse réellement physique des phé-

nomènes d’introductions des efforts dans les structures sandwichs.

V.3.2 - COMPORTEMENT DES PLAQUES SAND-
WICHS DISSYMÉTRIQUES EN CISAILLEMENT.

Le comportement des plaques sandwichs dissymétriques en cisaillement est globale-

ment analogue à celui des plaques symétriques. La réponse des peaux en déformation est

linéaire en fonction du chargement. La théorie non linéaire développée permet de mettre en

évidence un déplacement hors du plan qui est très faible. Le phénomène de flambage est

brutal comme pour les sandwichs symétriques. L’évolution de la tenue au flambage en fonc-

tion des dimensions, des rigidités, et des conditions aux limites est globalement identique.

Pratiquement, la seule particularité est la mise en charge du sandwich par la seule peau

travaillante et l’effet de taille qui en résulte (voir Figure N° 5-20). Le chargement de la peau

stabilisatrice ne peut s’effectuer que par l’âme et une étude menée pour des nida Nomex de

29, 48 et 200 Kg/m3 montre bien évidemment que la mise en charge est plus rapide quand

la rigidité en cisaillement de l’âme est plus importante (Figure N° 5-44). Le phénomène est

peu sensible à l’épaisseur de l’âme pour les essais numériques effectués (hc = 5, 15, et 30

mm).
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Figure N° 5-44 : Chargement de la peau stabilisatrice en cisaillement en fonction de la rigidité de cisaillement 
de l’âme pour 27, 44, et 138 MPa.

Le paramètre δδ n’a aucune influence. Le paramètre N charge directement la peau stabi-

lisatrice ce qui a pour effet de diminuer la zone où l’effet de taille est sensible. Par exemple,

si l’on charge la peau stabilisatrice de la plaque d’essai (200 x 200 mm) avec 50 % de flux,

on obtient les courbes Figure N° 5-45. Les déformations γxy avec N=50% dans les deux

peaux sont presque égales ce qui est typique du comportement d’une plaque plus grande

(400 x 400 mm).

Figure N° 5-45 : Influence du paramètre N pour une plaque soumise en cisaillement.
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En conclusion, le mode de chargement des peaux des sandwichs dissymétriques en

cisaillement importe peu hors effet de taille. L’énergie n’est plus reprise comme en compres-

sion essentiellement dans la peau travaillante mais dans le sandwich complet. La répartition

dans les peaux se faisant au prorata des rigidités.

V.3.3 - COMPORTEMENT DES PLAQUES SAND-
WICHS DISSYMÉTRIQUES SOUS SOLLICITATIONS
COMBINÉES COMPRESSION/CISAILLEMENT.

 Le programme SAND propose 3 modes de chargement sous sollicitations combinées :

Figure N° 5-46 : Modes de chargement en sollicitations combinées.

Une simulation numérique avec ces trois types de chargement est effectuée pour une

plaque ayant les caractéristiques matériaux et dimensionnelles de l’éprouvette d’essai. Le

chargement est au maximum de Nx = Nxy = 400 N/mm.

Figure N° 5-47 : Etude de la flèche au centre sous sollicitations combinées.
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soit le mode de chargement. La différence n’est pas nulle mais n’excède pas 0.57% en flè-

che, 2.46 % pour εxxPS et 0.076 % pour γxyPS. Ces résultats confirment donc la validité des

méthodes de résolution utilisées.

 

Figure N° 5-48 : Etude des déformations εxx aux centres des peaux sous sollicitations combinées.

Figure N° 5-49 : Etude des déformations γxy aux centres des peaux sous sollicitations combinées.
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V.3.4 - CONCLUSIONS.

La mécanique des sandwichs dissymétriques s’avère assez prévisible malgré un com-

portement non linéaire en compression marqué. Le comportement en cisaillement est quant

à lui identique aux sandwichs symétriques, hors l’effet de dimensions dû au chargement du

sandwich par la seule peau travaillante. En sollicitations combinées, il n’y a pas d’interaction

compression/cisaillement. Le comportement en traction n’a pas été présenté car sans sur-

prise et non dimensionnant, en général, pour les structures aéronautiques.

La détermination des charges extrêmes et des marges statiques impose un calcul non

linéaire. Par contre, si les coefficients de sécurité induits par la présence d’impacts sont

importants, un calcul linéaire peut s’avérer suffisant.
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CHAPITRE VI 

Un moyen d’essai original des structures sandwichs dissymétriques sous sollicitations

combinées compression/cisaillement a été développé dans le cadre de cette étude (Chapi-

tre III). Il s’inscrit dans la logique de la pyramide des essais développée par les autorités de

certification françaises. A partir d’une géométrie en caisson, une face est remplacée par une

éprouvette technologique sandwich dissymétrique non spécifique. Le chargement en flexion

4 points du caisson permet de solliciter l’éprouvette en traction/compression et le charge-

ment en torsion du caisson permet de solliciter l’éprouvette en cisaillement. Les charge-

ments peuvent être appliqués simultanément, ce qui autorise un chargement de l’éprouvette

sous sollicitations combinées. Les efforts sont exercés par des vérins hydrauliques et par

paliers ce qui crée un chargement à déplacement imposé à l’éprouvette ce qui permet de

sauvegarder l’éprouvette pour analyse. Ce moyen d’essai a été calculé par éléments finis,

conçu, réalisé et validé au Laboratoire. 

CONCLUSIONS
GENERALES.

PERSPECTIVES. 
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Il a démontré globalement plusieurs de ses capacités à :

• Effectuer des essais statiques à rupture d’éprouvettes technologiques sous

sollicitations simples de compression ou de cisaillement.

• Effectuer des essais statiques à rupture d’éprouvettes technologiques sous

sollicitations combinées compression/cisaillement.

• Représenter de manière correcte les conditions aux limites réelles sur aéronef.

• Valider les solutions technologiques relatives aux jonctions.

• Démontrer de manière expérimentale la validité du concept des sandwichs

dissymétriques pour la conception des structures aéronautiques légères.

Les valeurs de déformation à rupture obtenues sont proches de celles obtenues à rup-

ture en compression sur éprouvette monolithique. Ce résultat démontre que, pour la géomé-

trie d’éprouvette, il n’y a pas eu de flambage et que, d’une manière générale, la résistance

spécifique des structures sandwichs dissymétriques est très importante.

La méthode de chargement par déplacements imposés a permis de mettre en évidence

une propagation non explosive de fissures sur éprouvette impactée. Les déformations à

rupture obtenues sur plaques impactées sont du même ordre de grandeur que celles obte-

nues par essai sur machine universelle. Ce résultat confirme le caractère intrinsèque du

phénomène. Le montage d’essai peut être un moyen d’étude expérimental complémentaire

pour la validation de théories développées par ailleurs et la compréhension des phénomè-

nes.

 

Les essais de type structures sont en général plus complexes que les essais sur

machine universelle. Dans notre cas, la présence des jonctions sur l’éprouvette technologi-

ques et dans le caisson central ainsi que la plastification de plaques latérales ne permettent

pas un calcul direct du flux entrant dans l’éprouvette. Il a été malgré tout possible de

s’affranchir de cette difficulté et de valider les résultats théoriques à partir de la mesure des

flux de chargement in situ dans la peau travaillante. La corrélation devient alors possible

grâce au comportement très particulier de la peau stabilisatrice qui joue un rôle de véritable

indicateur de l’état de contrainte et du chargement de l’éprouvette sandwich dissymétrique .
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Une théorie des structures sandwichs dissymétriques basées sur des hypothèses en

déplacement a été développée au Chapitre IV. Les champs de déplacements retenus sont

de type Kirchhoff pour la peau travaillante et membrane pour la peau stabilisatrice. Pour

l’âme, la rigidité dans son plan a été négligée mais pas les rigidités en compression et

cisaillement transverses. La description non linéaire géométrique retenue repose sur les

hypothèses de petites déformations et petites rotations mais grands déplacements.

Une première version simplifié de la théorie a été utilisée en poutre pour valider ces

hypothèses. Un changement de variable dans les inconnues a permis de ramener le nom-

bre d’inconnues numériques à 4. Les équations de l’équilibre sont obtenues par minimisa-

tion de l’énergie potentielle totale. La résolution numérique du problème se ramène à la

résolution d’un système linéaire de 4 équations à 4 inconnues, paramètré par la force de

chargement F. Cette théorie simplifiée permet d’obtenir des résultats en accord avec ceux

obtenus par des modèles E.F. volumiques non linéaires ce qui valide globalement les hypo-

thèses mécaniques effectuées. De par la simplicité de la formulation, la théorie simplifiée

permet une bonne analyse quantitative de la mécanique des poutres sandwichs dissymétri-

ques en compression. Les parts relatives d’énergie dans les phases ont pu aussi être analy-

sées par ce moyen.

En plaque, des fonctions polynômiales ont été utilisées pour représenter la déformée.

Les équations de l’équilibre sont trouvées par utilisation du principe des travaux virtuels et la

résolution numérique se fait par la méthode de Newton-Raphson. Une formulation matri-

cielle a été adoptée. La théorie a été validée par comparaison à des modèles E.F volumi-

ques et par corrélation d’essais réalisés sur poutres et sur plaques. De plus, une étude a

posteriori, basée sur l’écriture en configuration déformée de l’équilibre des peaux, permet

de trouver de façon simple les contraintes de compression transverse dans l’âme. 

Un logiciel de prédimensionnement des zones planes courantes des structures sand-

wichs dissymétriques "SAND" basé sur cette théorie a été écrit en Fortran. Le nombre

d’inconnues numériques est fonction du type de conditions aux limites et du degré des poly-

nômes discrétisant les inconnues cinématiques. Il a été démontré que le degré 2 est en

général suffisant, ce qui autorise des temps de calcul de l’ordre de la minute sur PC. Le logi-

ciel SAND a été validé industriellement par Eurocopter. L’entrée des données se fait par

mots-clef, les déformations aux centres des peaux, les champs de déformations dans les

peaux et dans l’âmes sont écrits sur des fichiers formatés ce qui autorise leur post-traite-
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ment par Excel. 

L’ensemble de l’étude théorique permet de décrire et de prévoir rapidement le compor-

tement des poutres et plaques sandwichs dissymétriques en statique dans le domaine non

linéaire géométrique. Le comportement non linéaire est sensible en compression. La peau

stabilisatrice peut, lors d’un chargement en compression du sandwich, être soumise à de la

traction et être rompue par cette sollicitation. En cisaillement, la réponse en contraintes et

déformations est quasi-linéaire. Seule la flèche est non linéaire. Un effet de taille a été mis

en évidence dû au chargement physique du sandwich par la seule peau travaillante. Il existe

peu de couplage entre les chargements de cisaillement et de compression.

L’étude théorique réalisée peut être étendue aux sandwichs symétriques travaillant

dans leur plan ou en flexion moyennant quelques modifications minimes. La facilité d’emploi

et la rapidité des méthodes développées en poutres ou plaques suggère leur utilisation dans

des boucles d’optimisations vis-à-vis du poids ou du coût qui seraient d’un intérêt industriel

certain. Les études théoriques sur les structures sandwichs dissymétriques pourrait être

poursuivies par :

• L’analyse des structures impactées. Ce cas est réellement dimensionnant et

stratégique quant au développement des composites en général. 

• La modélisation des arrêts de nida qui n’a pas été abordée dans cette étude par

soucis de simplification.

• L’étude des structures coques.

• Le développement d’un élément fini spécifique de sandwich dissymétrique.

D’un point de vue expérimental, il est souhaitable de s’affranchir de l’effet de taille en

cisaillement et d’utiliser des dimensions de panneaux plus proches de la technologie des

structures sur aéronef. Il sera possible, en utilisant le même principe, de développer un

montage d’essai de dimensions supérieures, adaptable aux panneaux courbes, pour un

coût relativement modeste. Des développements à plus long terme peuvent être aussi envi-

sagés pour permettre des sollicitations de fatigue ou thermiques.
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Annexe 2 : Documents photographiques A2-1

Cette annexe a pour objectif de présenter les diverses photographies qui détaillent la

conception du montage d’essai et les faciès de rupture des éprouvettes.

A2-1) CONCEPTION DU MONTAGE :

 Photo N° A2-1 : Vérin de torsion

DOCUMENTS 
PHOTOGRAPHIQUES 
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 Photo N° A2-2 : Vue partie centrale et IPN

 Photo N° A2-3 : Zoom caisson central



Annexe 2 : Documents photographiques A2-3

 Photo N° A2-4 : Pompes.

 Photo N° A2-5 : Vue des PC d’acquisition et de commande de la chaîne HBM.
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 Photo N° A2-6 : Vue du montage avec photoélasticité et capteurs de déplacements.

 Photo N° A2-7 : Montage d’essai avec grille de Moiré
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A2-2) RUPTURE DES EPROUVETTES :

 Photo N° A2-8 : Rupture de la première éprouvette en compression.

 Photo N° A2-9 : Rupture de la deuxième éprouvette en compression (photo sur le montage)

Ligne de rupture
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 Photo N° A2-10 : Rupture dans la zone monolithique de la première éprouvette en cisaillement.

 Photo N° A2-11 : Rupture en cisaillement éprouvette n°2



Annexe 2 : Documents photographiques A2-7

 Photo N° A2-12 : Rupture sous sollicitations combinées éprouvette n°1

 Photo N° A2-13 : Rupture sous sollicitations combinées éprouvette n°2
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A2-3) EPROUVETTES IMPACTÉES

 Photo N° A2-14 : Rupture en cisaillement d’une éprouvette impactée.

 Photo N° A2-15 : Rupture sous sollicitations combinées d’une éprouvette impactée.



Annexe 2 : Documents photographiques A2-9

 Photo N° A2-16 : Faciés de rupture en compression

 Photo N° A2-17 : Zoom sur la fissure.
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A2-4) EPROUVETTES DE TYPE POUTRE :

 Photo N° A2-18 : Flambage local (Géométrie 1, essai 1)

 Photo N° A2-19 : Rupture par concentration des contraintes dans la peau travaillante (Essai 1, géométrie 2)

Zone Flambée
Localement



Méthodes Expérimentales A3-1

A3-1 - DÉROULEMENT D’UN ESSAI.

Les principales étapes valables pour tous les essais sont :

* Remise en état du montage suivant le déroulement de l’essai précédent :

•  Nettoyage des débris de carbone.

•  Démontage de l’éprouvette.

•  Examen des cornières et des plaques latérales.

•  Vérification des taraudages et des vis de fixation.

•  Remplacement éventuel des pièces endommagées et/ou inadaptées.

* Montage de la nouvelle éprouvette :

• Desserrage des cornières et ajustement des alésages éprouvette sandwich/I.P.N.

par action sur les vérins. Cette manipulation est due à la déformation

résiduelle des plaques latérales du caisson central et n’a pas lieu d’être si l’on

procède à leur remplacement.

•  Présserrage éprouvette et introduction de la résine micro-ballons.

•  Prise des zéros jauges, éprouvette "libre". 

•  Fixation définitive éprouvette.

 METHODES
EXPERIMENTALES
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* Essai préliminaire :

Un tel essai est indispensable pour vérifier le bon fonctionnement de la chaîne d’acquisi-

tion, de l’hydraulique et de la procédure d’essai. Après l’essai préliminaire, les jauges ne

sont pas remises à zéro même si la valeur initiale n’est pas retrouvée.

* Essai à rupture :

Montée en charge par paliers pilotés par la jauge centrale à 0° ou à 45° suivant l’essai

de la peau travaillante. Paliers de 500 ou 750 µdef jusqu’à 10000 µdef puis de 250 en 250 au

delà. Notons qu’aux fortes charges la dérive due au système hydraulique est importante, ce

qui fait que la mesure lors du dernier palier stabilisé est inférieure d’au moins 500 µdef à la

valeur réellement atteinte en instantané.

A3-2 - MESURES DES EFFORTS EXERCÉS
SUR LE MONTAGE.

Quatre capteurs sont installés pour les 4 vérins entre l’extrémité de la tige et les ferrures

d’attache du montage. La conception de ces capteurs a été réalisée au Laboratoire Structu-

res. Il sont en acier 35NCD16 trempé, revenu et ont une capacité de 200 000 N. Une mon-

tée en charge dépassant la limite élastique dite de "tassement" a été effectuée. Elle permet

de garantir la linéarité du comportement. Le capteur est équipé de 4 jauges de déforma-

tions, 2 suivant l’axe et 2 à 90° ce qui permet de s’affranchir de la flexion parasite qui peut

être introduite.

Figure N° A3-1 : Capteur d’efforts.

Zone filetée Zone filetée

Jauges (x2)
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A3-3 - MESURE DES DÉFORMATIONS PAR
EXTENSOMÉTRIE.

Les jauges d’origine Vishay sont soit unidirectionnelles, soit en rosettes à 45°. Leur

plage de mesure est 0-3.5% alors que nos valeurs expérimentales ne dépassent pas 1.5%. 

Figure N° A3-2 : Vue peau stabilisatrice éprouvette câblée et cornières de fixation.

Les jauges ainsi que différents capteurs de déplacements sont reliés à une chaîne de

mesure de marque H.B.M. qui possède 60 voies dont 10 dédiées aux déplacements (Photo

N° A2-5). Un programme permet l’acquisition des diverses grandeurs, le traitement et l’écri-

ture sur fichier . dat des valeurs de sortie. On fournit en particulier à la chaîne :

• Le type de capteur : 1/4 pont ; pont complet, potentiomètre.

• Les coefficients d’amplification, les facteurs de jauge.

• Les tensions d’alimentation.

• Le temps d’intégration (100 milli-secondes).

• Les unités de sortie : Newton, Millimètres, Micro-déformations,...

• Les numéros des voies.

En pratique, pour chaque voie, plusieurs mesures consécutives sont effectuées à cha-

que incrément de charge. Une série de mesure (une par voie) prend environ 12s. Lors des

premiers essais 10 mesures étaient effectuées ce qui prenait environ 2mn, durée qui en

pratique s’avère inutile et trop longue. Pour augmenter la rapidité, nécessaire aux plus for-

tes charges pour limiter la dérive, 5 mesures ont été effectuées lors des derniers essais. Les

résultats sont ensuite dépouillés avec le logiciel Excel. 
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A3-4 - MESURE DES DÉPLACEMENTS.

Deux techniques ont été utilisées. La première est une méthode directe à partir de cap-

teurs potentiométriques (basés sur une variation linéaire de la résistance interne). Une indi-

cation sur les déformations ou déplacements que subit le montage peut être fournie par les

déplacements en extrémité d’IPN. A cet effet, quatre capteurs (Ref 1,2,3,4) ont été dispo-

sés. Ils permettent de mesurer l’angle d’inclinaison des IPN et donc d’estimer le déplace-

ment hors du plan de l’éprouvette sandwich en cisaillement (Figure N° A3-3).

Figure N° A3-3 : Mesure des déplacements par capteur potentiométrique.

 Des mesures de la flèche au centre de l’éprouvette ont été faites pour le premier essai

de compression. Trois capteurs (Ref. 5,6,7) ont été disposés suivant la ligne médiane de

l’éprouvette. Pour s’affranchir du déplacement d’ensemble du montage, la flèche au centre

est obtenue après soustraction des déplacements enregistrés par les capteurs 5 et 7. Tou-

tefois, les résultats sont sujets à caution, en particulier à cause de la présence de la plaque

photoélastique, du manque de rigidité du support et de l’effort du ressort de rappel de ces

capteurs. De plus, les résultats peuvent être difficilement exploités pour une corrélation par

SAND (voir chap IV) car la flèche du sandwich complet est mesurée alors que le modèle ne

peut fournir que la flèche de la zone dissymétrique pure.

Une deuxième méthode indirecte et sans contact a été mise en oeuvre. Un système de

frange dite de Moiré peut être observé lorsque l’on superpose deux réseaux de lignes régu-

liers et suffisamment denses.

1

2

3

4
5

6
7

Jauges

: Capteur
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Figure N° A3-4 : Principe du Moiré

Il existe plusieurs variantes à cette technique [Sciammarella, 1982]. La plupart du

temps, le réseau est gravé à même l’éprouvette et un deuxième réseau est utilisé pour

visualiser les franges. Dans cette étude, un seul réseau sera utilisé, le deuxième étant

obtenu par réflection sur l’éprouvette peinte en blanc (Figure N° A3-4). La grille utilisée a été

réalisée au laboratoire et est constituée de fils de 0.5 mm peints en noir. Le système de

franges obtenus est assimilable à des lignes de niveaux. Afin d’évaluer la qualité de la des-

cription obtenue, un cône de 200mm de diamètre à la base et de 3 mm de hauteur a été

usiné et placé sur le montage. La figure de Moiré obtenue montre 6 franges. Par consé-

quent, l’interfrange correspond approximativement à un déplacement de la surface réfléchie

de 0.5 mm. 

En conséquence, il faut que l’éprouvette ait une déformée significative pour que l’on

puisse utiliser cette méthode. Il est inutile de l’utiliser en cisaillement par exemple. D’autre

part, la nature du réseau utilisé fait que les franges ne sont ni très nettes ni très contrastées.

Elles deviennent difficiles à distinguer dans le cas où elles sont rapprochées. En compres-

sion, la flèche n’atteint que 1.5 mm au centre ce qui fait que 3 franges sont visibles et que

seule une étude qualitative peut être menée. On a par ailleurs utilisé un logiciel de traite-

ment de l’image développé à Sup’Aéro qui ne donne pas d’excellents résultats. Enfin, la

présence des jauges de déformations perturbe l’image. De ce fait, seule une analyse quali-

tative des déplacements lors d’essais en compression sur plaque impactée peut être pré-

sentée.

45°

Caméra Source Lumineuse
non collimaté

Grille de Moiré

Eprouvette

Montage (sans les IPN)
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Figure N° A3-5 : Frange de Moiré d’un cône.
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A4-1) CINÉMATIQUES.

MEMBRANES.

Une membrane ne possède pas de rigidité de flexion et ne peut donc pas modéliser un

sandwich complet. Par contre ce modèle sert à décrire le comportement des peaux fines

dans l’approche locale. Comme la rigidité de flexion est nulle, une fibre transverse reste

droite et le champ des déplacements est identique dans l’épaisseur. La connaissance du

déplacement des points du plan moyen (indicé 0) est donc suffisante :

u(x,y,z) = u0(x,y) ;    v(x,y,z) = v0(x,y)      

Deux fonctions inconnues permettent de déterminer le problème en membrane.

Figure N° A4-1: Champ de déplacement en membrane.

La flèche w(x,y,z) = w0(x,y) est inderminée a priori. En général, elle est fixée à zéro (par

exemple dans l’étude du comportement membranaire des stratifiés [Gay 1991]).

BASES THEORIQUES
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v0

P P’
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HYPOTHÈSE DE LOVE-KIRCHHOFF (CPT).

Il s’agit de la théorie des plaques classiques (Classical Plates Theory) qui sert de formu-

lation de référence à la théorie des plaques stratifiées [Barrau 1987], elle s’énonce :

«Après application des charges, les fibres normales au plan moyen restent droites et       

normales au plan moyen déformé»

Le déplacement dans l’épaisseur de la plaque peut donc s’exprimer en fonction des

déplacements des points du plan moyen et le déplacement de la particule courante P s’écrit 

Le terme wi(z) représente le raccourcissement de la fibre. Ce terme est dû à l’effet de

Poisson dans l’épaisseur de la plaque. Si les contraintes de compression transverses sont

nulles, il n’en est pas de même pour les déplacements qui sont générés par effet de Pois-

son. Le mettre à 0 signifierait mettre la déformation à 0 dans l’épaisseur de la plaque et

donc générer des contraintes normales du même ordre de grandeur que celles obtenues

dans le plan. Ce fait conduit à modifier les lois de comportement [Barrau, 1982 p96]. Toute-

fois, et en particulier en grands déplacements, il est clair que . De ce fait, ce terme

est négligé dans l’expression du déplacement global. 

Figure N° A4-2: Champ de déplacement de Kirchhoff-Love.

Comme la fibre reste normale à la déformée du plan moyen, les rotations peuvent

s’exprimer en fonction des pentes :
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Ce qui donne finalement l’expression du champ de déplacement suivant :

u(x,y,z) = u0(x,y) - z .   ;  v(x,y,z) = v0(x,y) - z .    ;  w(x,y,z) = w0(x,y)

Le calcul des contraintes de cisaillement transverse  et  donne 0. La CPT ne peut

donc décrire le comportement des plaques sandwichs complètes. Par contre, elle peut être

utilisée pour décrire le comportement des peaux modérément épaisses dans l’approche

locale. Ce modèle s’avère suffisant pour les matériaux isotropes métalliques pour lesquels

l’influence du cisaillement transverse est négligeable. Les contraintes transverses peuvent

être obtenues a posteriori par récriture des équations d’équilibre [Barrau p112 et Laroze

p172].

A4-2) MESURE DES DÉFORMATIONS.

Il est utile de rappeler dans le cadre de cette étude le sens physique de la mesure de

déformation utilisée en formulation lagrangienne totale. Considérons pour cela le déplace-

ment d’une particule de M à m (Figure N° A4-3). 

Figure N° A4-3 : Vecteurs position et déplacements (d’après Cristfield 1991).

On a la relation vectorielle : x = X + u où u est le déplacement de la particule. La diffé-

rentiation de cette relation fournit :

 (éq A4-1)

Dans l’équation (éq A4-1), F représente la matrice du gradient de la transformation et D

représente la matrice du gradient des déplacements.

Il convient à présent d’introduire la définition de la mesure des déformations de Green-

Lagrange [E]. Elles mesures la variation de longueur de l’élément déformé dx par rapport à

sa configuration initiale dX. Le tenseur des déformations de Green-Lagrange peut être alors

défini de la manière suivante en utilisant la relation    [Cristfield 1991, Chap 4
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et aussi Bathe 1982 p328] :

  (éq A4-2)

 L’introduction de (éq A4-1) dans (éq A4-2) fournit :

 (éq A4-3)

Le premier terme est facilement identifiable et correspond à la partie petites perturba-

tions de la transformation alors que le deuxième terme est la contribution non linéaire. Sous

l’hypothèse de petites rotations et de flèche w prépondérante (Hypothèse de Von Karman),

les termes non linéaires de membrane (en u et v) de l’expression mathématique de [E]

deviennent négligeables devant les termes en w et [E] peut se mettre sous la forme (éq A4-

4). 

 (éq A4-4)

Ce type d’expression est couramment qualifié dans la littérature de déformations de Von

Karman. Pour clore ce paragraphe, on peut remarquer que pour mesurer les déformations

en configuration déformée, donc pour une description eulérienne, et ainsi définir le tenseur

des déformations d’Euler-Almansi [εε], il suffit de modifier (éq A4-2) en écrivant :

  (éq A4-5)

A4-3) MESURES DES CONTRAINTES.

 Une formulation non linéaire ne confond plus les configurations finales et initiales.

Aussi, en toute rigueur, le tenseur des contraintes doit s’exprimer en configuration déformée

sur le volume déformé (Figure N° A4-4). Le vecteur contrainte s’écrit :
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 (éq A4-6)

où [σσ] est le tenseur des contraintes de Cauchy. La force élémentaire qui s’exerce sur

l’élément de surface élémentaire dA sera donc :

 (éq A4-7)

Cette description naturelle s’apparente donc à une formulation eulérienne. Celle-ci pré-

sente l’inconvénient de nécessiter la connaissance de la configuration déformée qui est jus-

tement l’inconnue recherchée. Aussi, en mécanique des structures, on peut chercher à

établir l’expression des contraintes dans la configuration initiale. Deux étapes s’avèrent

nécessaires (Figure N° A4-4). 

Figure N° A4-4: Visualisation des vecteurs contraintes.

 La première étape consiste à mesurer les contraintes sur le volume non déformé. Dans

ce cas, le vecteur contrainte s’exprime à l’aide d’un nouveau tenseur des contraintes dit ten-

seur de Piola-Kirchhoff de première espèce [PK1] ou de Boussinesq [MAHE 1998].

 (éq A4-8)

En conséquence, la force élémentaire s’écrira :

 (éq A4-9)

Si [F] est le gradient de la transformation, la relation entre les deux tenseurs [σσ] et [PK1]

est donnée par [NAFEMS 1992, Chap 2.3.5] :

 (éq A4-10)
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Ce tenseur des contraintes présente la particularité de ne pas être symétrique. Dans la

configuration intermédiaire fictive, les repères sont en configuration déformée. Pour revenir

en configuration initiale, la deuxième étape consiste donc à faire tourner ces repères. La

relation entre les vecteurs contraintes s’écrit :

 (éq A4-11)

Ce qui conduit à une nouvelle mesure des contraintes connue sous le nom de tenseur

de Piola-Kirchhoff de deuxième espèce [PK2]. Il se déduit de [PK1] par :

 (éq A4-12)

 Par conséquent, ces contraintes peuvent s’exprimer en configuration initiale en fonction

des contraintes de Cauchy :

 (éq A4-13)

Dans le cadre de notre étude, nous avons postulé le fait que les déformations sont peti-

tes . Or, d’après le théorème de décomposition polaire de Cauchy [note 25 p66

NAFEMS 1992, para 4.8 Cristfield 1991], le gradient de la transformation [F] peut se décom-

poser en :

 (éq A4-14)

où [R] représente une rotation de solide et [U] une déformation propre. Or, le fait de con-

fondre volume déformé et volume initial en petites déformations conduit à la relation :

 avec [ I ] matrice identité.  (éq A4-15)

La matrice de rotation [R] étant symétrique, la relation entre [σσ] et [PK2] se simplifie en :

 (éq A4-16)

Les contraintes de Piola-Kirchhoff de deuxième espèce, sous l’hypothèse petites défor-

mations, correspondent donc aux contraintes de Cauchy "tournées" comme peut l’illustrer la

Figure N° A4-5. Sous l’hypothèse supplémentaire "petites rotations" , on peut con-

fondre les deux tenseurs :

 (éq A4-17)

Les équations d’équilibre ou de continuité des contraintes pourront donc être écrites de

manière simple dans le repère initial. Par contre, il est utile de préciser que les contraintes

obtenues après écriture de la relation de comportement sont les contraintes de Piola-Kir-

T P N,( ) F[ ] 1– t0 P n,( )⋅=

PK2[ ] F[ ] 1– PK1[ ]×=

PK2[ ] det F[ ] F[ ] 1– σσ[ ] F[ ]T( ) 1–
××⋅=

V V0≈⇒

F[ ] R[ ] U[ ]×=

U[ ] I[ ]≈

PK2[ ] R[ ]T σσ[ ] R[ ]××≈

R[ ] I[ ]≈

PK2[ ] σσ[ ]≈
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chhoff de deuxième espèce. On a donc la relation (éq A4-18) où [H] est la matrice de

Hooke.

 (éq A4-18)

Notons que les mesures des contraintes présentées dans ce paragraphe prennent

davantage de sens dans l’étude des grandes déformations [Bathe 1982 p327] où l’on doit

aussi définir de nouvelles mesures de déformations. 

Figure N° A4-5: Tenseurs des contraintes de Cauchy [σσ] et [PK2] (Reproduit de [NAFEMS 1992 p72]).

A4-4) MINIMISATION DE L’ÉNERGIE POTEN-
TIELLE ET MÉTHODE DE DISCRÉTISATION
DE RAYLEIGH-RITZ.

Les équations d’équilibre du problème mécanique sont obtenues à partir de l’expression

de l’énergie potentielle totale qui est la somme de l’énergie de déformation et du potentiel

des efforts extérieurs . L’équilibre de la structure correspond au mini-

mum strict de l’énergie potentielle totale et conduit à poser δUTOTALE=0. On obtient ainsi un

système d’équations en fonction des inconnues du problème X : .

Dans le cadre de l’analyse non linéaire, il convient de formuler correctement l’énergie de

déformation de la structure en veillant à ce que les tenseurs de déformation et de contrain-

tes soient conjugués au sens de l’énergie de déformation. On démontre que [NAFEMS p75

note35] : 

 (éq A4-19)

PK2[ ] H[ ] E[ ]⋅=

[PK2]

σ’

UTOTALE Ud VFext+=

X∂
∂UTOTALE 0=

2Ud Trace PK2[ ] E[ ]⋅( )
V0
∫ dV0=
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La méthode de Rayleigh-Ritz consiste à approcher les inconnues X du problème par

l’utilisation d’une base de fonctions fi (voir II.7.5.2). Par analogie à l’analyse vectorielle, les

réels inconnus xi sont appelées coordonnées généralisées.

 (éq A4-20)

Cette base se doit d’être suffisamment étoffée pour décrire le comportement des incon-

nues et les conditions aux limites. L’approximation conduit à tronquer la base en ne conser-

vant que les premiers termes où les fonctions fi peuvent être paires ou impaires suivant la

nature de X. Dans le cadre de notre problème, il s’agit entre autres de pouvoir décrire avec

le plus faible nombre d’inconnues, les déformées en compression, cisaillement et combi-

nées. 

A4-5)  PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS
ET MÉTHODE INCRÉMENTALE/ITÉRATIVE.

La deuxième méthode présentée est une méthode incrémentale/itérative (type Newton-

Raphson) utilisée après écriture du Principe des Travaux Virtuel. Elle est issue des formula-

tions éléments finis non linéaires [Bathe 1982, Cristfield 1991, NAFEMS 1992] et sera adap-

tée à notre problème en remplaçant les déplacements nodaux inconnus par des

coordonnées généralisées inconnues.

PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS.

L’idée sur laquelle repose le principe des Travaux Virtuels peut avantageusement être

mise en évidence à partir de l’équilibre statique d’une particule [NAFEMS 1992, Chap 2.3.6]:

Si la particule est à l’équilibre statique, alors . On peut alors imaginer prendre

cette particule et lui faire subir un déplacement imaginaire ou virtuel δu. Ce déplacement est

infinitésimal, ce qui fait que la géométrie des forces est inchangée et donc que les Fi sont

indépendantes du déplacement virtuel. Logiquement, le travail dépensé lors de ce déplace-

X x i fi⋅
i

∑=

Fi

δu
Fi : Efforts Extérieurs

δu : Déplacement virtuel

Fi
i

∑ 0=
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ment devient nul δW =0. C’est dans l’approche réciproque que réside le principe. En effet,

pour tout déplacement virtuel, si le travail virtuel des efforts extérieurs est nul, alors la parti-

cule est en équilibre. Ecrire δW=0 pour tout déplacement implique mathématiquement que

. On peut donc énoncer :

"Une condition nécessaire et suffisante d’équilibre d’une structure est que la somme des 

travaux virtuels de toutes les forces soit nulle dans tout champ de déplacement virtuel".

Appliquons maintenant cette approche à la mécanique des structures. L’équation

d’équilibre s’écrit en statique (f est un champ de force volumiques) :

 (éq A4-21)

Le travail virtuel δW est nul dans tout champ de déplacement virtuel δu, et on a :

 (éq A4-22)

Une série de transformation mathématique permet de montrer que le produit scalaire se

met sous la forme [Mahé 1998] :

 (éq A4-23)

Après application de la formule d’Ostrogradski au premier terme, l’expression du prin-

cipe des travaux virtuels devient (f et t sont respectivement les efforts volumiques et surfaci-

ques) :

 (éq A4-24)

L’équation (éq A4-24) exprime le P.T.V. en description eulérienne, puisque dans le rai-

sonnement effectué, on ne peut trouver l’équilibre que dans la configuration déformée (ou

par analogie, dans le cas d’une particule, quand ). On retrouve dans le premier

terme l’expression de l’énergie de déformation virtuelle et dans le second terme celle du tra-

vail virtuel des efforts extérieurs. Le principe des travaux virtuels s’exprime donc :

 (éq A4-25)

où U est le travail virtuel total de toutes les forces exercées sur la structure.

L’équation (éq A4-24) montre que les tenseurs de Cauchy et d’Euler-Almansi sont con-

jugués au sens du travail virtuel. On peut par ailleurs démontrer qu’il y a équivalence éner-

gétique entre les descriptions eulériennes et lagrangiennes [par exemple Mahé 1991 p87]
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∑ 0=
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∫ dV f δu⋅

V
∫ dV t δu⋅

∂V
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i

∑ 0=

δU δUd δWFext– 0= =
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ce qui permet de poser :

 (éq A4-26)

où les efforts f et t sont ramenés sur les volumes et surfaces initiaux.

MISE EN PLACE DE LA MÉTHODE INCRÉMENTALE/ITÉRATIVE.

Cette méthode est empruntée aux formulations éléments finis non linéaires dont on uti-

lise la formulation matricielle (voir par exemple (éq A4-4)). Ainsi l’expression des travaux vir-

tuels δU (éq A4-25) peut se mettre sous la forme :

 (éq A4-27)

où qi et qe représentent respectivement le vecteur des efforts intérieurs et le vecteur des

efforts extérieurs. Ces vecteurs sont obtenus par identification dans l’expression (éq A4-26)

et représentent des forces équivalentes au sens du travail et de l’énergie de déformation

dans le déplacement virtuel δu. Le vecteur g est le vecteur résidu qui marque physiquement

l’écart de ces forces par rapport à la position d’équilibre δδU = 0. Par conséquent, quand

l’équilibre est réalisé, g = 0. 

Dans le cadre des méthodes d’approximation et de l’analyse non linéaire, g n’est pas

nul. Une approche par incréments successifs de force est proposée pour évaluer le compor-

tement non linéaire de la structure sous charge croissante. Une position initiale, supposée

être à l’équilibre, est repérée par l’état p des inconnues. Dans la formulation de notre pro-

blème, le vecteur p représente les coordonnées généralisées. La configuration finale est

repérée par p+∆∆p où ∆∆p représente l’incrément des coordonnées généralisées. Un dévelop-

pement de Taylor au premier ordre fournit :

 (éq A4-28)

Si il y a équilibre en configurations initiales et finales, alors :

 (éq A4-29)

où :

•  ∆qe est l’incrément des forces extérieures.

•  [ KT ]est la MATRICE DE RIGIDITE TANGENTE.

Cette matrice dépend de la configuration courante et de la géométrie initiale. On a :

Trace PK2[ ] δE[ ]⋅( )
V0

∫ dV f0 δu⋅
V0

∫ dV0 t0 δu⋅
∂V0
∫ dV0+=

δU δUd δWFext– qT
i qT

e–( ) δu⋅ gT δu⋅= = =

qi p ∆∆p+( ) qi p( )
∂∂q i

∂∂p
-------- p( ) ∆∆p⋅+=

q i p ∆∆p+( ) q i– p( ) qe p ∆∆p+( ) qe– p( ) ∆∆qe

∂∂qi

∂∂p
-------- ∆∆p KT[ ] ∆∆p⋅=⋅===
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 (éq A4-30)

Il est donc possible de relier les incréments de ‘‘déplacement’’ et les incréments de force

(si [KT] est inversible). La nouvelle position d’équilibre calculée par cette méthode est donc

p+∆∆p, où ∆∆p est calculé comme précédemment. 

Figure N° A4-6: Méthode incrémentale

En général, pour l’incrément de déplacement calculé, on n’atteint pas l’équilibre de la

structure, c’est à dire que le résidu . Aussi, à moins d’utiliser des incréments

∆p très petits et donc de faire un très grand nombre de pas de calcul, l’écart par rapport à la

position d’équilibre va en augmentant (Figure N° A4-6). Pour à la fois converger vers la

position d’équilibre et diminuer le nombre d’incréments, une procédure incrémentale/itéra-

tive de Newton-Raphson peut être appliquée. Le calcul s’effectue en trois étapes :

Etape n°1 : Incrémentation : 

A partir de la position d’équilibre obtenue à l’incrément précédent, la matrice de rigidité

tangente [ KT ] à l’état p est calculée. La connaissance de cette matrice permet de calculer

alors :

• Le nouveau vecteur des efforts extérieurs qe pour le niveau de force atteint.

• Le nouvel état de déplacements p par :

pNouveau = pAncien + ∆∆p et  (éq A4-31)

Etape n°2 : Vérification du critère de convergence : 

Connaissant le nouvel état de déplacement, le nouveau vecteur des efforts intérieurs qi

∆∆p KT[ ] 1– ∆∆qe⋅=

∆∆p

∆∆p

∆∆Fe 

∆∆Fe

F

Coordonnées généralisées p

g p ∆∆p+( ) 0≠

∆∆p KT[ ] 1– ∆∆qe⋅=
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représentatif de l’état déformé atteint peut être calculé. Il est alors possible de vérifier si la

structure est en équilibre au critère de convergence prés :

 (éq A4-32)

Le critère retenu est un des plus simples et utilise la norme euclidienne. Sa valeur est

prise entre 0.01 et 0.001. Une valeur correcte du critère est essentielle car trop importante la

solution a tendance à diverger de l’équilibre, trop faible, le nombre d’itération peut augmen-

ter et causer une divergence d’origine numérique.

Figure N° A4-7: Méthode de Newton-Raphson.

Etape n°3 : Itération : 

Si le critère est satisfait, une incrémentation en charge est possible. Dans le cas con-

traire, il y a obligation d’itérer sur le déplacement. Trois techniques distinctes sont

employées :

• Soit on recalcule [ KT ] au nouvel état de déplacement et on applique la relation :

 (éq A4-33)

 La méthode de Newton-Raphson a été appliquée dans ce cas. Le calcul de [ KT ]

à chaque itération permet une convergence efficace de la méthode au détriment du

temps de calcul. Cette méthode qui est relativement rustique d’un point de vue

qe qi–
qe

----------------------------- Critere<

Calcul de  [ KT ] 

K T

F

Coordonnées généralisées p

Calcul du nouveau vecteur des efforts extérieurs : qe

Calcul du vecteur des efforts intérieurs : qi

Itérations : ∆∆p

∆∆Fe

∆∆p KTNouv
[ ] 1– qe qi–( )⋅ KTNouv

[ ] 1– g⋅= =
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numérique s’avère suffisante pour traiter le comportement des poutres et plaques

sandwichs dissymétriques.

• On peut ne pas recalculer [ KT ] à chaque itération et on a :

 (éq A4-34)

Une méthode de Newton-Raphson modifiée a été appliquée dans ce cas. 

• Enfin la dernière possibilité consiste à ne calculer la matrice de rigidité tangente

qu’une seule fois au début du programme et alors :

 (éq A4-35)

où [ KT0 ] est la matrice de rigidité initiale (linéaire). La méthode de la contrainte ini-

tiale a été appliquée dans ce cas. Le calcul de la matrice de rigidité tangente n’est

fait qu’une fois, ce qui permet un gain de temps de calcul. Par contre, cette

méthode, qui a été programmée, s’avère plus instable numériquement. Elle sera

donc réservée, dans le cadre de cette étude, aux problèmes très rigides de type

tout-encastré dont le comportement non linéaire est moins marqué.

 Sur le principe de cette méthode incrémentale/itérative divers raffinements existent

(Quasi-Newton Methods, Line-Search). Il n’a pas été nécessaire d’évaluer ces techniques

dans le cadre de cette étude car le comportement des structures sandwichs dissymétriques

est exempt de bifurcations, de points de rebroussement ou d’états post-flambés.

∆∆p KT[ ] 1– qe qi–( )⋅ KT[ ] 1– g⋅= =

∆∆p KT0
[ ] 1– qe qi–( )⋅ KT0

[ ] 1– g⋅= =
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A5-1 - INTRODUCTION.

Cette annexe a pour objectif de présenter le travail de programmation qui a été effectué

après avoir validé les hypothèses numériques et mécaniques. Bien que séparée de la partie

théorique, elle y est intimement liée. Par exemple, l’itération qui a conduit au choix de la

nouvelle cinématique est liée à l’impossibilité d’effectuer une programmation fiable. La théo-

rie repose sur le calcul de l’intégrale 1 "INT1" et de ses dérivées, ce qui sera présenté dans

le premier paragraphe. Un exemple de calcul détaillé d’un terme d’une matrice non linéaire

sera utilisé pour justifier la structure du programme et montrer ses caractéristiques et limita-

tions. Les résultats détaillés de la corrélation SAND/Modèles E.F. non linéaires seront aussi

présentés. Cette annexe sera clôturée par des essais numériques illustrant le problème de

compatibilité des polynômes et la mise en oeuvre pratique de la théorie (méthodes de réso-

lutions, choix du degré du polynôme).

A5-2 - TABULATION DES INTEGRALES.

La partie théorique a montré que les termes de la matrice de rigidité tangente, du vec-

teur des efforts intérieurs ou du vecteur des efforts extérieurs peuvent se mettre sous la

forme d’un produit de la fonction  ou de ses dérivées car les variables sont séparables.

PROGRAMME DE CALCUL 

SAND

ϕ
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L’un des points-clefs de cette théorie sera par conséquent le calcul de l’intégrale suivante :

(α,β,γ) étant entiers. Si on développe le terme central, on a :

où , sont les coefficients du triangle de Pascal. Le calcul com-

plet conduit à la formule littérale :

La programmation de cette formule s’est avérée instable numériquement avec des réels

double précision, en conséquence, pour des exposants élevés, les valeurs ont été calculées

numériquement par la méthode des trapèzes. Des tests ont été effectués avec d’autres

méthodes réputées plus précises comme la méthode de Romberg, mais sans changements

notables au niveau des résultats donnés par le programme de calcul SAND. Les intégrales

des fonctions dérivées de  se déduisent les unes des autres par l’utilisation de la formule :

La série d’intégrales suivantes qui peuvent intervenir dans le calcul des matrices de rigi-

dités a donc été programmée.

INT1 α β γ, ,( ) xα 1 x+( )β 1 x–( )γ⋅ ⋅
1–

1

∫= dx

INT1 α β γ, ,( ) xα K iβ x i⋅
i 0=

β

∑ 
 
 

1 x–( )γ⋅ ⋅
1–

1

∫= dx

K iβ Ci
β β!

β i–( )! i!⋅
-------------------------= =

INT1 α β γ, ,( ) K iβ K jγ
1–( )j

i j α 1+ + +
----------------------------- 1 1–( )i j α 1+ + +–( )⋅ ⋅ ⋅

j 0=

γ

∑
i 0=

β

∑=

ϕ

ϕ′
α β γ, ,

x
α ϕ

α 1– β γ, ,

x
⋅ β ϕ

α β 1– γ, ,

x
⋅– γ ϕ

α β γ 1–, ,

x
⋅+=

INT1 α β γ, ,( ) xα 1 x+( )β 1 x–( )γ⋅ ⋅
1–

1

∫= dx ϕ
α β γ, ,

x
dx

1–

1

∫=

INT2 α β γ α′ β′ γ′, , , , ,( ) ϕ′
α β γ, ,

x ϕ
α′ β′ γ′, ,

x
⋅ dx

1–

1

∫=

INT3 α β γ α′ β′ γ′, , , , ,( ) ϕ′
α β γ, ,

x ϕ′
α′ β′ γ′, ,

x
⋅ dx

1–

1

∫=

INT4 α β γ α′ β′ γ′, , , , ,( ) ϕ′′
α β γ, ,

x ϕ
α′ β′ γ′, ,

x
⋅ dx

1–

1

∫=
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INT5 α β γ α′ β′ γ′, , , , ,( ) ϕ′′α β γ, ,

x ϕ′α′ β′ γ ′, ,

x
⋅ dx

1–

1

∫=

INT6 α β γ α′ β′ γ′, , , , ,( ) ϕ′′
α β γ, ,

x ϕ″
α′ β′ γ′, ,

x
⋅ dx

1–

1

∫=

INT7 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , ,, , , , ,( ) ϕ′
α β γ, ,

x ϕ′
α′ β′ γ′, ,

x ϕ
α″ β″ γ″, ,

x
⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT8 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , ,, , , , ,( ) ϕ′
α β γ, ,

x ϕ′
α′ β′ γ′, ,

x ϕ′
α″ β″ γ″, ,

x
⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT9 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , ,, , , , ,( ) ϕ″
α β γ, ,

x ϕ′
α′ β′ γ′, ,

x ϕ
α″ β″ γ″, ,

x
⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT10 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , ,, , , , ,( ) ϕ′′α β γ, ,

x ϕ′α′ β′ γ ′, ,

x ϕ′α″ β″ γ″, ,

x
⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT11 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , ,, , , , ,( ) ϕ′′
α β γ, ,

x ϕ″
α′ β′ γ′, ,

x ϕ
α″ β″ γ″, ,

x
⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT12 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , ,, , , , ,( ) ϕ′′
α β γ, ,

x ϕ″
α′ β′ γ′, ,

x ϕ′
α″ β″ γ″, ,

x
⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT13 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , ,, , , , ,( ) ϕ′′
α β γ, ,

x ϕ″
α′ β′ γ′, ,

x ϕ″
α″ β″ γ″, ,

x
⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT14 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , , α″′ β″′ γ″′, , , , , , , ,( ) ϕ′
α β γ, ,

x ϕ′
α′ β′ γ′, ,

x ϕ′
α″ β″ γ″, ,

x ϕ
α″′ β″′ γ″′, ,

x
⋅ ⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT15 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , , α″′ β″′ γ″′, , , , , , , ,( ) ϕ′
α β γ, ,

x ϕ′
α′ β′ γ′, ,

x ϕ′
α″ β″ γ″, ,

x ϕ′
α″′ β″′ γ″′, ,

x
⋅ ⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT16 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , , α″′ β″′ γ″′, , , , , , , ,( ) ϕ″α β γ, ,

x ϕ′α′ β′ γ ′, ,

x ϕ′α″ β″ γ″, ,

x ϕα″′ β″′ γ″′, ,

x
⋅ ⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=

INT17 α β γ α′ β′ γ′ α″ β″ γ″, , , α″′ β″′ γ″′, , , , , , , ,( ) ϕ″α β γ, ,

x ϕ′α′ β′ γ ′, ,

x ϕ′α″ β″ γ″, ,

x ϕ′α″′ β″′ γ″′, ,

x
⋅ ⋅ ⋅ dx

1–

1

∫=
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Toutes ces intégrales ne sont pas utilisées dans la formulation car le programme définit

lui-même le type d’intégrale à calculer. De ce fait, la programmation possède des marges

d’évolutions pour pouvoir modifier la théorie ou traiter d’autres types de problèmes.

A5-3 - PRINCIPE DU CALCUL.

La structure du programme doit permettre le calcul de tous les types de matrices de rigi-

dité élémentaires. L’exemple suivant illustre un calcul type :

Une des matrice de rigidité élémentaire obtenue une fois cette expression développée

est :

Et l’on montre que chaque terme I,J de MNLW1 a pour formule :

Avec :  (k1,l1) = f (I) ; (k2,l2) = f (J) ; (k3,l3) = f ( p) ; (k4,l4) = f (q).

Cet exemple a été choisi de manière à montrer la complexité de la formulation. En effet

chaque terme de MNLW1 est une double somme et les termes ki,li sont issus du rangement

en colonne des coefficients inconnus des polynômes de Ritz. On gère donc bien des som-

mes sextuples en réalité. De plus, on doit tenir compte du fait que l’intégrale 15 est une

combinaison linéaire de l’intégrale 1 et que celle-ci est elle même une double somme. En

toute rigueur, du point de vue numérique pur, on arrive donc à une série de neufs signes

sommes : Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ.

MATRICE DE RIGIDITE TANGENTE GLOBALE KT

MATRICE DE RIGIDITE TANGENTE ELEMENTAIRE 

SOUS-MATRICE (MNLW1) I,J

INTEGRALES INT1 et INT15

KTNL

1[ ]

KTNL

1[ ] Bs0

T
T0

T
QPT[ ] T0 Bs0⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫∫ dA1=

MNLW1
x∂

∂w0

 
 

2

bx w0, bx w0,
T⋅ ⋅ A1d∫∫ bx w0, w0⋅( )2 bx w0, bx w0,

T⋅ ⋅ A1d∫∫= =

MNLW1( )I J,
4b
L3
------- INT15 k1 L1 L2 k2 L1 L2 k3 L1 L2 k4 L1 L2, , , , ,, , , , , ,( ) INT1 L1 L2 L3 L4+ + + 4 L3⋅ 4 L4⋅, ,( ) w0p w0q

⋅ ⋅ ⋅
q
∑

p
∑⋅=
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Un test a été effectué pour compter les appels à INT1 dans le programme SAND pour 2

incréments de charge. Le cas présenté comporte 4 calculs de la matrice de rigidité tangente

initiale [KT0], deux calculs de qi et un calcul de [KT]. Le nombre d’appels à la fonction INT1

est considérable et donne à lui tout seul le temps de calcul. La problématique de l’inversion

de matrice, essentielle en E.F. linéaire est par conséquent hors de propos ici. De plus l’aug-

mentation du nombre d’appel est quasiment exponentiel avec le nombre d’inconnues. Par

conséquent, si l’on veut s’attacher à la réduction du temps de calcul du programme, c’est à

ce paramètre et donc plutôt du point de vue théorique que des efforts devront être menés.

Figure N° A5-1 : Nombre d’appels à l’intégrale 1.

Cette remarque justifie le fait de calculer au préalable les INT1 et de les stocker en

mémoire vive (pour 41x41x41: 680Ko). Deux signes sommes et un ordre de grandeur en

temps de calcul sont gagnés. A priori, la même chose pourrait être appliquée pour tous les

types d’intégrales mais le coût en mémoire augmente très vite. Par exemple, pour une inté-

grale 6, le stockage des 10 premiers exposants nécessite 8x106 soit 8Mo de mémoire vive.

Le coût devient de l’ordre du Go pour les intégrales suivantes.

A5-4 - STRUCTURE DU PROGRAMME.

La structure générale du programme se déduit de la problématique du calcul (voir figure

page suivante). 

D’un point de vue pratique, le programme a été développé du niveau 1 vers le niveau 4.

Les résultats ont été comparés à une routine Mapple jusqu’au niveau des matrices de rigi-

dité élémentaires.

57 149 161 287 425
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

57 149 161 287 425

Nombre d'inconnues

Nombre d'appels à INT1 ( en millions)
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Figure N° A5-2 : Structure générale du programme SAND.

 L’algorithme de calcul du terme élémentaire est présenté page suivante. Un calcul sim-

ple boucle correspond à une matrice dont tous les termes sont des simples sommes et dou-

ble boucle à une matrice dont tous les termes sont des doubles sommes. Le programme

possède les particularités suivantes :

• A partir du calcul "à la main" de chaque matrice de rigidité tangente élémentaire,

un codage est effectué et le calcul numérique de la matrice est réalisé. La

théorie peut donc être modifiée jusqu’à un certain point .

• La forme des polynômes inconnus est aussi codée, ce qui permet de tester assez

facilement des modifications. Par exemple, on peut rajouter des conditions

aux limites en membrane. L’autre intérêt est de pouvoir tester n’importe

quelle base polynômiale basée sur x, x+1, x-1. On peut penser par exemple

aux polynômes de Bernstein utilisés par Bézier pour le traitement des

raideurs localisées. La seule condition impérative est de conserver des

variables séparables.

• Le programme gère automatiquement la taille des matrices qui évolue en fonction

du degré de w0. Ceci va permettre en particulier l’étude du problème de

compatibilité a posteriori. 

NIVEAU 4
ENTREES/SORTIE-INITIALISATION-ALGORITHME DE RESOLUTION

NIVEAU 3
EXPRESSION DE [KT],[KT0],qi - ASSEMBLAGE 

NIVEAU 2
EXPRESSION DU TERME (I,J) DE LA MATRICE

DE RIGIDITE TANGENTE ELEMENTAIRE

NIVEAU 1

CALCUL DES INTEGRALES
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Figure N° A5-3 : Algorithme de calcul des matrices de rigidité élémentaires.

TEST SUR LE TYPE DE CALCUL 
A EFFECTUER

IDENTIFICATION DU TYPE
D’INTEGRALE

LINEAIRE SIMPLE BOUCLE DOUBLE BOUCLE

POUR CHAQUE INDICE I CALCUL DES EXPOSANTS en ξ,(1−ξ),(1+ξ),η,(1−η),(1+η)
k1, L1, L2, l1, L3, L4 

POUR CHAQUE INDICE J CALCUL DES EXPOSANTS en ξ,(1−ξ),(1+ξ),η,(1−η),(1+η)
k2, L’1, L’2, l2, L’3, L’4 

POUR CHAQUE INDICE P CALCUL DES EXPOSANTS en ξ,(1−ξ),(1+ξ),η,(1−η),(1+η)
k3, L’’1, L’’2, l3, L’’3, L’’4 

LINEAIRE

SIMPLE BOUCLE
DOUBLE BOUCLE

SIMPLE BOUCLE

POUR CHAQUE INDICE P CALCUL DES EXPOSANTS en ξ,(1−ξ),(1+ξ),η,(1−η),(1+η)
k4, L’’’1, L’’’2, l4, L’’’3, L’’’4 

DOUBLE BOUCLE

CALCUL DES COEFFICIENTS α,β,γ,α’,β’,γ’,α’’,β’’,γ’’,α’’’,β’’’,γ’’’ DES INTEGRALES

CALCUL DU TERME (P,Q) DE MAT(I,J)

CALCUL DES COEFFICIENTS α,β,γ,α’,β’,γ’,α’’,β’’,γ’’ DES INTEGRALES

CALCUL DU TERME P DE MAT(I,J)

CALCUL DES COEFFICIENTS α,β,γ,α’,β’,γ’ DES INTEGRALES

CALCUL DE MAT(I,J)
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A5-5 - ENTRÉES-SORTIES.

L’entrée se fait par un fichier texte comportant des mots clés (en gras) et toute la méca-

nique qui a été présentée chap IV.

TITRE: ESSAI 
**************************************************************************************
*                           CONDITIONS AUX LIMITES                                                   *
**************************************************************************************
*             CODES : 0 : BORDS LIBRES
*                     1 : BORDS SIMPLEMENT APPUYES
*                     2 : BORDS ENCASTRES 
      CL1:2
      CL2:2
      CL3:2
      CL4:2
*

**************************************************************************************
*                                  DIMENSIONS (MM)                                                          *
**************************************************************************************
      B:200.
      L:200.
      H1:1
      HC:15.
      H2:0.5
*

**************************************************************************************
* CARACTERISTIQUES EQUIVALENTES PEAU TRAVAILLANTE (MPA) *
**************************************************************************************
      QT11:100000.
      QT12:10000.
      QT22:100000.
      QT66:10000.
*

**************************************************************************************
*CARACTERISTIQUES EQUIVALENTES PEAU STABILISATRICE (MPA)*        
**************************************************************************************
      QSB11:100000.
      QSB12:10000.
      QSB22:100000.
      QSB66:10000.
*

**************************************************************************************
*                           CARACTERISTIQUES NIDA (MPA)                                     *
**************************************************************************************
      EZZ:100.
      GXZ:50.
      GYZ:25.
*

**************************************************************************************
*                                CHARGEMENT (N/MM)                                                     * 
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**************************************************************************************
                            TYPE D'ANALYSE :
*                    CODEANA:1    COMPRESSION PURE 
*                    CODEANA:2    COMPRESSION BIAXIALE
*                    CODEANA:3    CISAILLEMENT PUR 
*                    CODEANA:4    COMBINE TYPE 1 :
*                    CODEANA:4    COMBINE TYPE 2 :
*                    CODEANA:4    COMBINE TYPE 3 :
CODEANA:1
FLUX MAXIMUM SUIVANT X : NX (POSITIF: TRACTION;NEGATIF: COMPRESSION)
FLUX MAXIMUM SUIVANT Y : NY (POSITIF: TRACTION;NEGATIF: COMPRESSION)
FLUX DE CISAILLEMENT MAXIMUM : NXY 
      NX:-1000.
      NY:0.
      NXY:0.
 DECALAGES EN Z DU CHARGEMENT DUS A LA PRESENCE DES TALONS
    DECALAGE_X:0.
    DECALAGE_Y:0. 

*  POURCENTAGE ESTIME DE FLUX :
      PFLUX:0
*

**************************************************************************************
*                             PARAMETRES DE RESOLUTION                                      *
**************************************************************************************
*              RESOLUTION:SI CODERES = 1 METHODE DE LA CONTRAINTE INITIALE
*                         SI CODERES = 2 METHODE DE NEWTON-RAPHSON
*              EXPW: DEGRE DU POLYNOME SOLUTION EN W0
*              NITERMAX: NOMBRE D'ITERATIONS MAXIMAL
*              CRITCV:CRITERE DE CONVERGENCE
*              NINC:NOMBRE D'INCREMENTS DE CHARGE 
      CODERES:2
      EXPW:1
      NITERMAX:5 
      CRITCV:1.D-3 
      NINC:1
*

**************************************************************************************
*                           GESTION DES RESULTATS                                                * 
**************************************************************************************
                 PAS SUIVANT X ET Y DE CALCUL DES SORTIES ET COTE SUIVANT Z 
                            DE CALCUL DES SORTIES DANS LE NIDA
PASX:5
PASY:2.5
ZNIDA:15.445
*             SORTIE DES CHAMPS SUR FICHIERS .CH1 ET . CH2 
*    CODES PROPOSES:        1 : U0     5 : EXXPT      9 : EYYPS        13 : GAMXZ
*                                            2 : V0     6 : EYYPT     10 : EXYPS       14 : GAMYZ
*                                            3 : U2     7 : EXYPT     11 : DELTAZ        0 : RIEN
*                                            4 : V2     8 : EXXPS    12 : EZZ
*
CODECH1:1 
CODECH2:1
CODECH3:1 
CODECH4:1
*
FIN:
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Le programme fournit plusieurs fichiers résultats formatés. Ces fichiers peuvent être

post-traités avec Excell. Deux types d’exploitation sont possibles : soit, à un incrément de

force donné on peut visualiser le champ de la variable sur la surface du sandwich, soit, pour

le centre, on peut visualiser l’évolution de la variable en fonction de la force. Les principaux

fichiers de sortie sont les suivants :

Fichier .EPS (Epsilon) : Récriture des données d’entrée, historique calcul , données de

l’ensemble des déformations : 

• Nida: 

• Peau travaillante:

• Peau stabilisatrice:

Fichier .DEP (Déplacements) : Ecriture de tous les déplacements : 

• Nida: 

• Peau travaillante : u0,v0,w0

• Peau stabilisatrice : u2,v2,w2

Fichier .DEF (Déformée) : Ecriture du champ de déplacement w0 qui permet de tracer

la déformée.

Fichiers .CH1 à .CH4 (Champs 1 à 4) : Ecriture de champs de variables au choix pour

un traitement analogue.

γxz γyz εzz, ,

εxx εxy εyy, ,

εxx εxy εyy, ,

∆z

-1
00

-7
0

-4
0

-1
0

20 50 80

-100

-60

-20

20
60

100

-0,005

-0,003

-0,001

0,001

0,003

0,005

DEFORMEE EN CISAILLEMENT

0,003-0,005

0,001-0,003

-0,001-0,001

-0,003--0,001

-0,005--0,003
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Fichiers .W0 : Ecriture de W0 et de ∆z au centre fonction de la charge.

Fichiers .CPR (Compression) : Ecriture de W0 et de  au centre pour la peau tra-

vaillante et la peau stabilisatrice fonction de la charge.

Fichiers .BI (Compression biaxiale) : Ecriture de  et au centre pour la peau tra-

vaillante et la peau stabilisatrice fonction de la charge. 

Fichiers .CIS (Cisaillement) : Ecriture de  au centre pour la peau travaillante et la

peau stabilisatrice fonction de la charge. 

Fichiers .CBE (Combiné) : Ecriture de  , , au centre pour la peau travaillante

et la peau stabilisatrice fonction de la charge.

A5-6 - PERFORMANCES.

Le problème traité comporte 4 incréments et entre 6 et 8 itérations suivant le type de

conditions aux limites. La méthode de résolution utilisée est de type Newton-Raphson com-

plète. Le calcul est effectué sur PC Pentium 333 MHz, 256 Mo RAM et sous Windows 98.

Les temps de calculs en fonction du nombre d’inconnues et du degré de w0 sont fournis

dans le tableau suivant. On constate que le temps de calcul augmente lorsque le degré aug-

mente ainsi que le nombre d’inconnues. Ceci est vraisemblablement dû au temps supplé-

mentaire nécessaire pour obtenir les intégrales de degré supérieur rangées dans une

matrice 41x41x41.

Tableau N° A5-1  Temps de calcul.

L’objectif de faire un programme rapide est tenu sachant que l’on montrera que le degré

2 représente un optimum.

Nombre 
d’inconnues Degré

Temps de 
calcul

53 1 7"
149 1 10"
271 1 33"
143 2 20"
399 2 40"
591 2 1’ 10"
429 3 3’ 45"

1071 4 25’

εxx

εxx εyy

εxy

εxx εyy εxy
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A5-7 - CORRÉLATION CAS N°1.

Dans le premier tableau, les contraintes dans les peaux pour les points considérés sont

fournies par extrapolation à partir des points de Gauss sans lissage. En effet dans ce cas

SAMCEF fait la moyenne au point géométrique de toutes les données et donc pondère le

résultat affiché par les contraintes dans l’âme qui sont nulles ! Les résultats sont globale-

ment analogues mais se détériorent au fur et à mesure que l’on se rapproche du bord.

Les contraintes dans l’épaisseur de l’âme sont calculées à partir des points de Gauss

avec lissage. Pour obtenir des résultats corrects dans l’âme, un cas avec 3 éléments dans

l’épaisseur a été traité et le dépouillement a été effectué pour l’élément milieu. Ce cas a

divergé pour un flux de 300 N/mm. 

Les valeurs des flèches sont obtenues par extrapolation à partir des points de Gauss

COMPARAISON POINT PAR POINT CONTRAINTES CAS N°1
PEAUX
Déformations SAND
POINT ExxPT EyyPT ExxPS EyyPS

"-80;-80" -0,006263 0,001165 -0,0005692 0,00067
"-40;40" -0,006293 0,0007375 -0,00046 0,00159
"20;-20" -0,006323 0,000623 -0,000347 0,001815
"60;60" -0,0065 0,00094 -0,0006 0,00139
SAMCEF NX=-400 N/mm
POINT SIGxxPT SIGyyPT SIGxxPS SIGyyPS

"-80;-80" -406,7 -8,5 -3,38 32,1
"-40;40" -439,6 -37,6 16,5 75,8
"20;-20" -446,8 -45,1 24,8 91,7
"60;60" -427,6 -25,7 -5,43 52,2
SAND NX=-400N/mm
POINT SIGxxPT SIGyyPT SIGxxPS SIGyyPS

"-80;-80" -442,798 -14,672 -15,251 21,252
"-40;40" -449,786 -35,453 3,444 63,831
"20;-20" -453,256 -41,265 11,856 75,542
"60;60" -462,578 -28,095 -5,793 52,826

COMPARAISON POINT PAR POINT CONTRAINTES CAS N°1
AME
SAMCEF NX=-300 N/mm
POINT Flèche SIGzz TAUxz TAUyz

"-80;-80" 0,495 *** -0,197 0,209
"-40;40" 2,065 *** -0,07 -0,228
"20;-20" 2,56 *** 0,03 0,104
"60;60" 1,328 *** 0,146 -0,3136
SAND NX=-300N/mm
POINT Flèche SIGzz TAUxz TAUyz

"-80;-80" 0,415 -0,4 -0,424 0,235
"-40;40" 1,85 -0,615 -0,08 -0,205
"20;-20" 2,35 -0,247 0,0253 0,115
"60;60" 1,15 -0,867 0,189 -0,25
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sans lissage. On constate que la corrélation est correcte pour cet incrément de charge

compte-tenu de l’imprécision des sorties E.F. et de la faible énergie passant dans l’âme.

A5-8 - CORRÉLATION CAS N°2. 

Dans le premier tableau, les contraintes dans les peaux pour les points considérés sont

fournies par extrapolation à partir des points de Gauss sans lissage. Il faut noter que dans

les zones où la variation de contrainte est importante, les valeurs extrapolées varient de

plus de 50%. Par exemple TauxyPT(-320,-320) = 157.7; 190; 124; 157. Pour éviter ce type

de variation qui altèrent le résultat final, il faudrait un maillage plus fin, ce qui serait extrême-

ment coûteux en termes de temps de calcul et d’espace disque pour notre problème.

COMPARAISON POINT PAR POINT CONTRAINTES CAS N°2
PEAUX
Déformations SAND

POINT ExxPT EyyPT ExxPS EyyPS GAMxyPT GAMxyPS
"-320;-320" -0,000084 -0,000154 0,000213 0,000213 0,017631 0,00873
"-240;240" 0,00005 0,000074 -0,000152 -0,000129 0,012244 0,011854
"160;-160" -0,000015 0,000014 -0,000038 -0,000022 0,012263 0,011839
"80;80" -0,000054 -0,00007 0,000135 0,000097 0,0122 0,011886
SAMCEF NXY=200 N/mm

POINT SIGxxPT SIGyyPT SIGxxPS SIGyyPS TAUxyPT TAUxyPS
"-320;-320" -0,12 -12,1 19,2 20,25 157 118,5
"-240;240" 4,145 2,36 -8,09 -7,43 134,87 156,4
"160;-160" 0,378 -1 0,22 -0,06 132 161
"80;80" -8,1 -7,25 10,07 7,91 133,3 158,1
SAND NXY=200N/mm

POINT SIGxxPT SIGyyPT SIGxxPS SIGyyPS TAUxyPT TAUxyPS
"-320;-320" -7,845 -8,308 12,681 12,681 191,014 116,397
"-240;240" 4,471 4,101 -8,703 -8,026 132,651 158,049
"160;-160" -0,935 0,501 -2,022 -1,55 132,857 157,849
"80;80" -4,717 -3,954 7,466 6,346 132,175 158,476

COMPARAISON POINT PAR POINT CONTRAINTES CAS N°2
AME
SAMCEF NXY=200 N/mm

POINT Flèche SIGzz TAUxz TAUyz
"-320;-320" 0,4 *** 0,25 0,297
"-240;240" -0,554 *** -0,0025 0,049
"160;-160" 0,315 *** 0,033 0,016
"80;80" 0,975 *** 0 0,003
SAND NXY=200N/mm

POINT Flèche SIGzz TAUxz TAUyz
"-320;-320" 0,236 -0,675 0,16 0,273
"-240;240" -0,1 4,6 -0,29 0,0525
"160;-160" 0,14 3,53 -0,0014 0,01
"80;80" 0,67 -3,6 0,0032 0,008
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Bien que l’incrément de charge soit très défavorable, on retrouve avec une bonne préci-

sion les contraintes principales τxy dans les deux peaux. La dispersion qui est plus élevée

pour les contraintes secondaires et la flèche est due à des effets non linéaires plus pronon-

cés, à l’utilisation de degré 2 par SAND, et à une modélisation E.F dont chaque élément de

volume mesure 40x40 mm ce qui nuit à la précision. Par contre, l’ordre de grandeur est cor-

rect en tous points.

Le programme de calcul SAND remplit les objectifs fixés au départ de cette étude et se

révèle d’une utilisation beaucoup plus aisée et rapide que les modèles éléments finis. D’une

manière générale les résultats sont très corrects pour les caractéristiques principales. La

dispersion est par contre plus élevée pour les caractéristiques à faibles valeurs énergéti-

ques (contraintes secondaires, contraintes dans l’âme, dans la peau stabilisatrice et flèche

en cisaillement). D’un point de vue pratique, un pré et un post processeur écrits en visual

basic seraient d’un intérêt certain et pourront faire l’objet de développements ultérieurs.

A5-9 - PROBLÈME DE LA COMPATIBILITÉ.

NOMBRE D’INCONNUES. 

Tableau N° A5-2  : Nombre d’inconnues du problème.

Le paramètre déterminant dans le tableau qui précède est le degré du polynôme w0,

tous les autres s’en déduisant. Le degré de w0 devra être suffisant pour pouvoir décrire la

déformée dans tous les cas de charge : compression, cisaillement ou combiné compres-

sion/cisaillement. A priori, un polynôme de degré 4, soit 25 inconnues doit être suffisant. La

Degré de W0 CL1 CL2 CL3 CL4 W0 U0 V0 W2 U2 V2 Nombre Total
0 1 1 0 0 1 -2 -1 1 0 0 -1
0 1 1 1 1 1 14 15 1 16 16 63
0 2 2 1 1 1 30 31 1 32 32 127
0 2 2 2 2 1 62 63 1 64 64 255
1 1 1 0 0 4 10 11 4 12 12 53
1 1 1 1 1 4 34 35 4 36 36 149
1 2 2 1 1 4 58 59 4 60 60 245
1 2 2 2 2 4 98 99 4 100 100 405
2 1 1 0 0 9 30 31 9 32 32 143
2 1 1 1 1 9 62 63 9 64 64 271
2 2 2 1 1 9 94 95 9 96 96 399
2 2 2 2 2 9 142 143 9 144 144 591
3 1 1 0 0 16 58 59 16 60 60 269
3 1 1 1 1 16 98 99 16 100 100 429
3 2 2 1 1 16 138 139 16 140 140 589
3 2 2 2 2 16 194 195 16 196 196 813
4 1 1 0 0 25 94 95 25 96 96 431
4 1 1 1 1 25 142 143 25 144 144 623
4 2 2 1 1 25 190 191 25 192 192 815
4 2 2 2 2 25 254 255 25 256 256 1071
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programmation autorisera le choix du degré de w0 de 0 à 4 (avec ) ce qui permet-

tra de vérifier a posteriori le degré optimum pour le problème à traiter.

Il est possible de modifier le degré des polynômes utilisés dans la théorie car les formu-

les utilisées dans le chapitre 4 sont directement programmées. Initialement, il est supposé

nécessaire que degré (u0 ) = 2*(degré(w0) - 1) + 1. La compatibilité ne sera plus respectée si

on pose degré (u0 ) = degré(w0) (et idem pour u2, v0, v2). Pour un problème bi-appuyé en

degré 2 le nombre d’inconnues diminue alors de 142 à 73. Les trois cas numériques présen-

tés dans le chapitre 4 (poutre en compression et plaque en compression et cisaillement)

sont repris ici.

CAS N°1 : POUTRE EN COMPRESSION.

En ne respectant pas la compatibilité, le nombre d’inconnues est ramené de 142 à 73.

La comparaison des résultats dans ce premier cas montre des résultats quasi analogues.

La différence entre les deux calculs n’excède pas 3% pour le dernier incrément de charge.

Mw0
Nw0
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Figure N° A5-4 : Comparaison problème de compatibilité ; cas n°1 : poutre en compression.

CAS N°2 : PLAQUE EN COMPRESSION. 

La comparaison des résultats dans ce deuxième cas montre aussi des résultats quasi
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analogues. Le nombre d’inconnues pour un problème tout appuyé est ramené de 149 à 61

en degré 1 et de 271 à 113 en degré 2. 

Figure N° A5-5 : Comparaison problème de compatibilité cas n°1 : poutre en compression.

CAS N°3 : PLAQUE EN CISAILLEMENT. 

CAS N°2 : Plaque en compression.
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Figure N° A5-6 : Comparaison problème de compatibilité cas n°3 : plaque en cisaillement. 

La différence est marquée dans ce troisième cas numérique. Elle atteint 8 % pour la

déformation dans la peau stabilisatrice, et 53 % pour la flèche. Le respect de la compatibilité

doit donc être impératif dans les cas de chargement en cisaillement. Les déformations de

cisaillement étant écrites à partir des déplacements de membrane, il n’est pas surprenant

que ces quantités soient affectées par le non respect de la compatibilité. 

CONCLUSIONS.

Il semble que l’on puisse proposer une version améliorée de la théorie et du programme

SAND par non respect de la compatibilité en compression. Le temps de calcul chute pour un

problème bi-appuyé de 45 " à 37", soit un gain relativement faible. Cette faible différence

s’explique par le fait déjà signalé que la majeure partie du temps de calcul est du aux matri-

ces non linéaires d’ordre 2 qui sont en w0 ou 2 essentiellement.
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A5-10 - MISE EN OEUVRE PRATIQUE DE LA
THÉORIE.

OBJECTIFS DU PARAGRAPHE.

Il ne s’agit pas ici de faire une étude exhaustive de toutes les utilisations possibles du

logiciel dans tous les cas et avec toutes les géométries, ce qui se révèle impossible. Aussi,

il est proposé de donner des idées directrices à partir de l’expérience de l’auteur sur :

• Le choix de la méthode de résolution : Méthode de la Contrainte Initiale ou

Newton-Raphson.

• La valeur à donner aux incréments et au critère de convergence.

• Le choix du degré de w0 .

CHOIX DE LA MÉTHODE DE RÉSOLUTION.

Figure N° A5-7 : Comparaison des méthodes de résolution.

La Méthode de la Contrainte Initiale est réputée plus instable numériquement que celle

de Newton-Raphson [Cristfield 1991] mais est aussi plus rapide. Cette affirmation est confir-

mée par notre expérience. Un premier cas test sur une plaque sandwich symétrique en

compression montre en effet que le problème ne diverge que sous l’effet d’une perturbation

d’origine numérique dans le cas de la méthode de la contrainte initiale et ceci indépendam-

ment du degré du polynôme (courbes Degré 1 et 2 C.I., Figure N° A5-7). D’un point de vue

mécanique, compte tenu des symétries du problème, la flèche doit rester égale à zéro ce
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qui est trouvé, en l’absence de perturbation par la méthode de Newton-Raphson (Courbe

Degré 2 N.R). 

Il convient d’insister sur le fait que la perturbation est d’origine purement numérique et

ne permet pas par ce biais d’obtenir la charge de flambage (Nx = -350 N/mm) donnée par

Allen. 

Figure N° A5-8 : Influence du nombre d’incréments. Cas d’une plaque symétrique en compression. Méthode 
de la contrainte initiale.

Le fait d’augmenter le nombre d’incréments, dans ce cas, génère une perturbation

numérique plus précoce et donc un flambage à des valeurs plus faibles que dans la Figure

N° A5-7. On pourra remarquer que la flèche est soit positive, soit négative ce qui corres-

pond à la réalité du phénomène de flambage.

D’une manière générale, la méthode de la contrainte initiale peut être utilisée pour tous

les problèmes "très rigides" ou au comportement non linéaire peu marqué (Compression

tout-encastré, cisaillement tout-appuyé ou tout-encastré). Un cas test sur une plaque

800x800 mm tout appuyé montre que les déformations principales sont quasi-identiques

alors que la flèche présente une différence plus marquée. Le temps de calcul chute de 30%

d’une méthode à l’autre. Il est donc conseillé, après une première itération en Contrainte Ini-

tiale d’effectuer un calcul avec Newton-Raphson pour affiner les résultats.
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Figure N° A5-9 :Comparaison des méthodes de résolution. Cas d’une plaque en cisaillement.

VALEUR DU CRITÈRE DE CONVERGENCE.

La valeur du critère de convergence a été fixée par défaut, compte tenu de la technique

utilisée à 10-3.  La sensibilité au critère de convergence est faible dans la majeure partie des

cas et des quantités étudiées. Si on reprend l’exemple précédent, l’évolution de la flèche en

fonction du critère de convergence fournit le tableau suivant :
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Tableau N° A5-3  Evolution de la flèche en fonction du critère de convergence. Cas d’une plaque symétrique 
en compression.

On remarque que les résultats sont strictements identiques, le programme s’arrête seu-

lement plus tôt, le nombre d’itération étant limité à 15.

Dans le cas d’une plaque 200x200 en cisaillement, la variation sur la déformation Gxy

PS au centre de la plaque pour un critère de convergence passant de 10-3 à 10-5 est de

0.04%. Elle est du même ordre dans le cas 800x800. Pour la flèche au centre, la variation

atteint 7.3% pour la première plaque et 8.1% pour la plaque 800x800. La variation est très

faible lorsque l’on augmente le critère jusqu’à 10-9. En conséquence, si l’on veut obtenir tou-

tes les quantités avec la meilleure précision, on peut conseiller de fixer le critère de conver-

gence à 10-5, au prix, toutefois, d’une possible augmentation du nombre d’itérations et donc

du temps de calcul.

NX CV10-3 CV10-5 CV10-7 CV10-10 CV10-11 CV10-12

0 0 0 0 0 0 0

-100 0 0 0 0 0 0

-200 0 0 0 0 0 0

-300 0 0 0 0 0 0

-400 0 0 0 0 0 0

-500 0 0 0 0 0 0

-600 0 0 0 0 0 0

-700 0 0 0 0 0 0

-800 0 0 0 0 0 0

-900 0 0 0 0 0 0

-1000 0 0 0 0 0 0

-1100 0 0 0 0 0 0

-1200 0 0 0 0 0 0

-1300 0 0 0 0 0 0

-1400 0 0 0 0 0 0

-1500 0 0 0 0 0

-1600 0,00000001 0,00000001 0,00000001 0,00000001 0,00000001

-1700 0,00000004 0,00000004 0,00000004 0,00000004

-1800 0,0000002 0,0000002 0,0000002

-1900 0,00000115 0,00000115 0,00000115

-2000 0,00000681 0,00000681 0,00000681

-2100 0,00004247 0,00004247 0,00004247

-2200 0,00027828 0,00027828

-2300 0,00191027 0,00191027

-2400 0,01370938

-2500 0,1026652

-2600 0,80085796
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Figure N° A5-10 : Influence du critère de convergence.

CHOIX DU DEGRÉ.

Les trois cas déjà traités (poutre en compression, plaque en compression et cisaille-

ment) sont repris dans ce paragraphe ainsi qu’un cas complémentaire de plaque sous solli-

citations combinées. 

Poutre en compression :

La comparaison des flèches et des déformations dans les peaux et l’âme pour les 4

degrés montre qu’au delà du degré 2 les résultats sont analogues. La différence est plus

marquée pour le degré 1 qui est "plus rigide" car le nombre d’inconnues de description est

inférieur. La divergence apparaît aussi plus tard en degré 1.
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Figure N° A5-11 : Comparaisons des flèches et déformations en fonction du degré. Cas d’une poutre en 
compression.
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Si les résultats des graphiques sont proches pour ces quantités, la déformation normale

transverse dans l’âme (εzz) présente une divergence en fonction du degré et dans la lon-

gueur (Figure N° A5-12). 

Figure N° A5-12 : Evolution de la déformation normale de l’âme εzz dans la longueur de la poutre.
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possible de trancher à l’instant de la rédaction. En conséquence, pour l’utilisateur, il con-

vient, pour le champ de la déformation normale moyenne dans l’épaisseur εzz de n’utiliser

que le degré 1 qui est proche des simulations éléments finis. Noter toutefois que la défor-

mation au centre de la poutre est validée quel que soit le degré.

Figure N° A5-13 : Poutre en compression. Déformation normale de l’âme εzz en fonction du degré.

Plaque en compression :

Pour cet essai numérique, la plaque en compression utilisée dans le cas n°1 est reprise

en changeant les conditions aux limites de tout appuyé à tout encastré. La plaque est char-

gée jusqu’à -800 N/mm et la réponse du logiciel pour les degrés 1 à 4 est commentée.

Figure N° A5-14 : Plaque en compression. Tout encastré. Etude de la flèche au centre.
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ne pas diverger tout en conservant des résultats mécaniquement corrects, ce qui n’est plus

le cas au delà de -700 N/mm pour les degré 2 et 3. En degré 4, la solution diverge seule-

ment plus tôt.

Figure N° A5-15 : Plaque en compression. Tout encastré. Etude des déformations εxx aux centres des 
peaux.

On retrouve le même comportement Figure N° A5-15 en notant toutefois que la courbe

εxx PS en degré 4 est irrégulière ce qui prouve une certaine sensibilité numérique.

Figure N° A5-16 : Plaque en compression. Tout encastré. Etude de la déformée pour Nx = -600 N/mm.

Déformation Exx aux centre des peaux.
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On notera que les courbes en degré 2 et 3 sont parfaitement superposées. L’étude des

déformées Figure N° A5-16 montre peu de différence entre les différentes simulations.

L’étude du champ εxx dans la peau travaillante est fournie. Malgré une allure complexe, le

champ est quasi-constant, la variation n’excède pas 15 à 20 % en prenant en compte les

effets de bords. De la même manière que pour les autres champs, les résultats en degré 4

présentent une allure nettement plus hachée.

Figure N° A5-17 : Plaque en compression. Tout encastré. Etude de la déformations εxx dans la peau tra-
vaillante.

Plaque en cisaillement :

Figure N° A5-18 : Plaque en cisaillement. Tout appuyé. Etude de la Flèche au centre en fonction du degré.
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Pour cet essai numérique, la plaque en compression utilisée dans l’exemple précédent

est reprise en changeant les conditions aux limites de tout encastré à tout appuyé. De plus

les dimensions sont fixées à 600x800. La plaque est chargée jusqu’à 300 N/mm et la

réponse du logiciel pour les degrés 1 à 4 est commentée. 

Figure N° A5-19 : Plaque en cisaillement. Tout appuyé. Etude des déformations γxy aux centres des peaux 
en fonction du degré.

Figure N° A5-20 : Plaque en cisaillement. Tout appuyé. Etude de la déformée en fonction du degré pour Nxy 
= 300 N/mm. 

On retrouve les mêmes conclusions que pour la simulation en compression. Le degré 1

donne pour les quantités principales (γxy) des résultats approchés corrects à l’exception de
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la flèche et de l’allure de la déformée. Pour ce paramètre, la variation atteint 50%. La con-

vergence est atteinte dès le degré 2. Pour les quantités présentées, le degré 4 est "plus sta-

ble" qu’en compression, vraisemblablement parce que le phénomène non linéaire n’est pas

trop prononcé.

Figure N° A5-21 : Plaque en cisaillement. Tout appuyé. Etude du champ γxy dans la peau travaillante en 
fonction du degré pour Nxy = 300 N/mm.

Plaque sous sollicitations combinées :

L’objectif de cet essai numérique supplémentaire est de se placer sous des conditions

défavorables en ce qui concerne la complexité de la déformée. Ainsi, on peut supposer que

dans ce cas l’utilisation de degrés supérieurs à 2 peut s’imposer. La plaque a pour dimen-

sions 600x800, elle est bi-appuyée et soumise à un flux de cisaillement et un flux de com-

pression tous deux égaux à 100 N/mm. La divergence se produit à 75 N/mm en degré 1 et 2

et à 62.5 N/mm en degré 3 et 4.

Les figures Figure N° A5-22 à Figure N° A5-25 ne montrent pas de différences par rap-

port aux cas précédents. Les résultats en degré 3 et 4 sont supérieurs aux résultats en

degré 1 et 2. Une vérification numérique par modélisation éléments finis confirme la validité

de l’étude en degré 4. Pour des conditions aux limites bi-appuyées, la flèche au centre en

degré 2 vaut 14.82 mm et en degré 4, 15.91mm. En E.F.,  elle vaut 15.98 mm. 

A priori, dans ce cas, le résultat doit être meilleur en degré 3 ou 4.
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Figure N° A5-22 : Plaque sous sollicitations combinées. Bi-appuyée. Etude de la Flèche au centre.

Figure N° A5-23 : Plaque sous sollicitations combinées. Bi-appuyée. Etude de la déformation εxx au centre.
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Figure N° A5-24 : Plaque sous sollicitations combinées. Bi-appuyée. Etude de la déformation γxy au centre.

Figure N° A5-25 : Plaque sous sollicitations combinées. Bi-appuyée. Etude de la déformée pour Nx = Nxy = 
62.5 N/mm.
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A5-11 - CONCLUSIONS.

L’étude précédente montre que le degré 2 est toujours préférable. Son utilisation est

optimale pour les cas où les quatre bords sont soit appuyés, soit encastrés. Il peut apparaî-

tre insuffisant en sollicitations complexes et dans le cas où seulement deux bords sont

appuyés ou encastrés. Une itération de calcul supplémentaire en degré 3 ou 4 peut éven-

tuellement affiner le résultat moyennant un temps de calcul beaucoup plus important.

Il est facile d’itérer rapidement avec le degré 1, en sachant que l’on obtient un ordre de

grandeur correct pour les déformations principales et que la solution étant plus rigide, la

sensibilité aux phénomènes non linéaires est diminuée. De ce fait, en général, le calcul se

poursuit plus loin en charge.

D’une manière générale, le programme SAND (8846 lignes aun 11/99) donne des résul-

tats conformes à la mécanique. Il n’est pas possible de garantir sa fiabilité absolue comme

tout logiciel de calcul de structure. Il appartient à l’utilisateur, familier des structures sand-

wichs dissymétriques, de veiller à détecter des comportements mécaniques anormaux et de

valider ou d’infirmer en cas de doute par une simulation E.F. complémentaire.


